
Mathematics is the Queen of Sciences and Arithmetic is the Queen of Mathematics. – GAUSS

5.1  भूͧमका (Introduction)

ͪपछलȣ क¢ाओ ंमɅ हमने एक और दो चर कȧ एक घातीय समीकरणɉ का तथा एक चर कȧ ɮͪवघातीय 

समीकरणɉ का अÚययन ͩकया है। हमने देखा है ͩक समीकरण x2 + 1 = 

0 का कोई वाèतͪवक हल नहȣं है Èयɉͩक x2 + 1 = 0 से हमɅ x2 = – 1 ĤाÜत 

होता है और  Ĥ×येक वाèतͪवक सÉंया का वग[ Įेणेतर होता है इसͧलए  

वाèतͪवक संÉया Ĥणालȣ को बहृद Ĥणालȣ के Ǿप मɅ बढ़ाने कȧ आवæयकता 

है िजससे ͩ क हम समीकरण x2 = – 1 का हल ĤाÜत कर सकɅ । वाèतव मɅ, 

मुÉय उɮदेæय समीकरण ax2 + bx + c = 0 का हल ĤाÜत करना है, जहाँ 

D = b2 –  4ac < 0 है, जोͩक वाèतͪवक सÉंयाओं कȧ Ĥणालȣ मɅ सभंव नहȣ ंहै।

5.2  सिàमĮ सÉंयाएँ  (Complex Numbers)

हम कãपना करɅ ͩ क संकेतन i से ǓनǾͪपत है। तब हमɅ 

ĤाÜत होता है। इसका ता×पय[ है ͩ क i, समीकरण x2 + 1 = 0 का एक हल है।

a + ib के ĤाǾप कȧ एक संÉया जहाँ a और b वाèतͪवक संÉयाएँ हɇ, एक सिàमĮ सÉंया पǐरभाͪषत 

करती है। उदाहरण के ͧलए, 2 + i3,  (– 1) + ,  सिàमĮ सÉंयाएँ हɇ।

सिàमĮ संÉया z = a + ib के ͧलए, a वाèतͪवक भाग कहलाता है तथा Rez ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया 

जाता है और b काãपǓनक भाग कहलाता है तथा Imz ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। उदाहरण के ͧलए, 

यǑद z = 2 + i5, तब Rez = 2 और Imz = 5 दो सिàमĮ सÉंयाएँ z
1
 = a + ib तथा  z

2
 = c + id समान हɉगी 

यǑद a = c और b = d.

W. R. Hamilton
 (1805-1865 A.D.)

अÚयाय 

सिàमĮ संÉयाएँ और ɮͪवघातीय समीकरण
(Complex Numbers and Quadratic Equations)
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उदाहरण 1 यǑद 4x + i(3x – y) = 3 + i (– 6), जहाँ x और y वाèतͪवक सÉंयाए ँहɇ, तब x और y £ात कȧिजए। 

हल  हमɅ Ǒदया है
   4x + i (3x – y) = 3 + i (– 6)    ... (i)

दोनɉ ओर के वाèतͪवक तथा काãपǓनक भागɉ को समान लेते हुए, हमɅ ĤाÜत होता है,
   4x = 3, 3x – y = – 6,

िजÛहɅ युगपत ्हल करन ेपर,  और 

5.3  सिàमĮ सÉंयाओं का बीजगͨणत (Algebra of Complex Numbers)

इस भाग मɅ, हम सिàमĮ सÉंयाओ ंके बीजगͨणत का ͪवकास करɅगे।

5.3.1 दो सिàमĮ, संÉयाओ ंका योग (Addition of two complex numbers)

यǑद z
1
 = a + ib और z

2
 = c + id कोई दो सिàमĮ सÉंयाएँ हɇ। तब z

1
 + z

2
 के योग को Ǔनàनͧलͨखत Ǿप 

से पǐरभाͪषत ͩकया जाता हैः

z
1
 + z

2
 = (a + c) + i (b + d), जो ͩक पुनः एक सिàमĮ सÉंया है।

उदाहरण के ͧलए, (2 + i3) + (– 6 +i5) = (2 – 6) + i (3 + 5) = – 4 + i 8

सिàमĮ सÉंयाओ ंके योग Ǔनàनͧलͨखत Ĥगुणɉ को सतुंçट करते हɇ। 

 (i) संवरक Ǔनयम  दो सिàमĮ सÉंयाओ ंका योगफल एक सिàमĮ सÉंया होती है, अथा[त सारȣ 

सिàमĮ सÉयाओ ंz
1
 तथा z

2
 के ͧलए, z

1
 + z

2
 एक सिàमĮ सÉंया है।

 (ii) Đम ͪवǓनमय Ǔनयम ͩकÛहȣं दो सिàमĮ सÉंयाओं z
1
 तथा z

2
 के ͧलए z

1
 + z

2
 = z

2
 + z

1 

 (iii) साहचय[ Ǔनयम ͩकÛहȣं तीन सिàमĮ सÉंयाओ ंz
1
, z

2
 तथा z

3
 के ͧलए 

   (z
1
 + z

2
) + z

3
 = z

1
 + (z

2
 + z

3
). 

 (iv)  योगा×मक त×समक का अिèत×व सिàमĮ सÉंया 0 + i 0 (0 के ɮवारा दशा[या जाता है), 

योगा×मक त×समक अथवा शूÛय सिàमĮ संÉया कहलाता है िजसस ेͩक Ĥ×येक सिàमĮ 

सÉंया z, z + 0 = z.

 (v) योगा×मक ĤǓतलोम का अिèत×व  Ĥ×येक सिàमĮ संÉया z = a + ib, के ͧलए हमɅ 

सिàमĮ संÉया – a + i(– b) (– z के ɮवारा दशा[या जाता है) ĤाÜत होती है, जोͩक 

योगा×मक ĤǓतलोम अथवा z का ऋण कहलाता है। हम Ĥेͯ¢त करते हɇ ͩक z + (–z) = 0 

(योगा×मक त×समक)।



   सिàमĮ संÉयाएँ और ɮͪवघातीय समीकरण       107

5.3.2 दो सिàमĮ संÉयाओं का अतंर (Difference of two complex numbers) ͩकÛहȣं दȣ गई सिàमĮ 

सÉंयाओ ंz
1 
और z

2
 का अतंर z

1
 – z

2
 Ǔनàन Ĥकार से पǐरभाͪषत ͩकया जाता हैः

 z
1
 – z

2
 = z

1
 + (–z

2
) उदाहरणाथ[ (6 + 3i) – (2 – i) = (6 + 3 i) + (–2 + i) और 

(2 – i) + (– 6 – 3 i) = – 4 – 4 i

5.3.3 सिàमĮ संÉयाओं का गुणन (Multiplication of two complex numbers) मान लȣिजए z
1
 = a + 

ib तथा z
2
 = c + id कोई दो सिàमĮ संÉयाएँ हɇ। तब गुणनफल z

1
.z

2
 Ǔनàनͧलͨखत Ǿप से पǐरभाͪषत 

ͩकया जाता हैः

z
1
 z

2
 = (ac –  bd) + i(ad + bc)

उदाहरण के ͧलए, (3 + i5) (2 + i6) = (3 × 2 – 5 × 6) + i(3 × 6 + 5 × 2) = – 24 + i28

सिàमĮ सÉंयाओ ंके गुणन कȧ संͩ Đया मɅ Ǔनàनͧलͨखत Ĥगुण होत ेहɇः

 (i)  संवरक Ǔनयम दो सिàमĮ संÉयाओं का गुणनफल, एक सिàमĮ संÉया होती है, सारȣ 

सिàमĮ सÉंयाओ ंz
1
 तथा z

2
 के ͧलए, गुणनफल z

1
, z

2
 एक सिàमĮ सÉंया होती है। 

 (ii)  Đम ͪवǓनमय Ǔनयम ͩकÛहȣं दो सिàमĮ सÉंयाओं z
1
 तथा z

2
 के ͧलए, z

1
 z

2
 = z

2
 z

1

 (iii)  साहचय[ Ǔनयम ͩकÛहȣं तीन सिàमĮ सÉंयाओ ंz
1
, z

2
 तथा z

3
 के ͧलए (z

1
 z

2
) z

3
 = z

1
 (z

2
 z

3
)

 (iv)  गुणा×मक त×समक का आिèत×व सिàमĮ सÉंया 1 + i 0 (1 के ɮवारा दशा[या जाता है),  

गुणा×मक त×समक अथवा एकल सिàमĮ संÉया कहलाता है िजससे ͩक Ĥ×येक सिàमĮ 

सÉंया z के ͧलए z.1 = z 

 (v)  गुणा×मक ĤǓतलोम का अिèत×व Ĥ×येक शूÛयेƣर सिàमĮ संÉया z = a + ib 

(a  0, b  0) के ͧलए, हमɅ सिàमĮ संÉया  ( अथवा 

z–1 के ɮवारा दशा[या जाता है) ĤाÜत होती है, z कȧ गुणा×मक ĤǓतलोम कहलाती है िजससे 

ͩक   (गुणा×मक त×समक)

 (vi)  बंटन Ǔनयम ͩकÛहȣं तीन सिàमĮ सÉंयाओं z
1
, z

2
, z

3
 के ͧलए

  (a)  z
1
 (z

2
 + z

3
) = z

1
 z

2
 + z

1
 z

3

  (b)  (z
1
 + z

2
) z

3
 = z

1
 z

3
 + z

2
 z

3

5.3.4 दो सिàमĮ सÉंयाओं का भागफल (Division of two complex numbers)

ͩकÛहȣं दो दȣ हुई सिàमĮ संÉयाओं  z
1 
तथा z

2
 के ͧलए, जहाँ z

2
  0, भागफल  Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार 
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से पǐरभाͪषत ͩकया जाता है  

उदाहरण के ͧलए, मान ͧलया z
1
 = 6 + 3i और z

2
 = 2 – i

तब  =  

  = 

  = 

5.3.5 i कȧ घात (Power of i ) हमɅ £ात हɇ ः

,    

,                 इ×याǑद,

इसी Ĥकार हम और भी ĤाÜत करते हɇः  

     

सामाÛय Ǿप से, ͩकसी पूणाɍक k के ͧलए, i4k = 1, i4k + 1 = i, i4k + 2 = –1, i4k + 3 = – i 

5.3.6 एक ऋण वाèतͪवक सÉंया के वग[मूल (The square roots of  a negative real number)

£ात हैः   i2 = –1 और ( – i)2 = i2 = – 1. इसͧलए – 1 के वग[मूल i और – i हɇ।

यɮयͪप ͬचéन  ,  का अथ[ हमारे ͧलए केवल i होगा। 

अब हम देख सकते हɇ ͩक i और –i दोनɉ समीकरण x2 + 1 = 0 अथवा x2 = –1 के हल हɇ।

इसी Ĥकार,   i2 = 3 (– 1) = – 3
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 और   =  i2 = – 3

इसͧलए   – 3 के वग[मूल  और हɇ।

ͩफर से केवल  को दशा[ने के ͧलए हȣ Ĥतीक  का Ĥयोग ͩकया जाता है, अथा[त ्

 = .

सामाÛयतया यǑद a एक धना×मक वाèतͪवक सÉंया है, तब  =  = ,

हम जानते हɇ ͩ क सभी धना×मक वाèतͪवक सÉंयाओ ंa और b के ͧ लए a b ab   यह पǐरणाम 

तब भी स×य होगा, जब a > 0, b < 0 या a < 0, b > 0.

Èया होगा ? यǑद a < 0, b < 0, हम इसकȧ जाँच करते हɇ

नोट कȧिजए ͩक i2 = 1 1   = ( )( 1) 1   = 1   = 1 जोͩक इस बात का ͪवरोधाभास है ͩक i2 = –1

इसͧलए, a b ab   यǑद a और b दोनɉ ऋण वाèतͪवक संÉयाएँ हɇ।

आगे यǑद a और b दोनɉ मɅ से कोई भी शूÛय है, तब èपçट Ǿप स े a b ab    = 0

5.3.7 त×समक (Identities) हम Ǔनàनͧलͨखत त×समक को ͧसɮध करते हɇः 

ͩकÛहȣं सिàमĮ सÉंयाओं z
1
 और z

2
 के ͧलए 

( z
1
 + z

2 
)2 =  z

1
2 + z

2
2 + 2z

1
z

2

उपपͪƣ  हमɅ ĤाÜत होता है, ( z
1
 + z

2 
)2 = ( z

1
 + z

2 
) ( z

1
 + z

2 
) 

 =  (z
1
 + z

2
) z

1
+ (z

1
 + z

2
) z

2
  (बंटन Ǔनयम)

 =   (बंटन Ǔनयम)

 =   (गुणन का Đम ͪवǓनमय Ǔनयम)

 =   

इसी भाँǓत हम Ǔनàनͧलͨखत त×समकɉ को ͧसɮध कर सकते हɇः

 (i)    

 (ii)  

 (iii)  

 (iv)  

वाèतव मɅ बहुत से दसूरे त×समकɉ को जोͩक सभी वाèतͪवक संÉयाओ ंके ͧलए स×य हɇ, सभी 

सिàमĮ सÉंयाओ ंकȧ स×यता के ͧलए ͧसɮध ͩकया जा सकता है।
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उदाहरण 2 Ǔनàनͧलͨखत को a + ib के Ǿप मɅ åयÈत करɅः

  (i)   (ii)   

हल  (i)   =   =   =  =   

  (ii)   =    =   

उदाहरण 3 (5 – 3i)3 को a + bi के Ǿप मɅ åयÈत करɅः
हल  हमɅ ĤाÜत है, (5 – 3i)3  = 53 – 3  52  (3i) + 3  5 (3i)2 – (3i)3

 = 125 –  225i –  135 + 27i  = – 10 –  198i

उदाहरण 4   को a + ib के Ǿप मɅ åयÈत करɅ। 

हल  हमɅ ĤाÜत है    =  

        =   =  

5.4  सिàमĮ संÉया का मापांक और संयुÊमी  (The Modulus and the Conjugate of a Complex Number) 

मान लȣिजए z = a + ib एक सिàमĮ संÉया है। तब z का मापांक, जो | z | ɮवारा दशा[या जाता है, को 

ऋणेƣर वाèतͪवक संÉया a b2 2   ɮवारा पǐरभाͪषत ͩकया जाता है अथा[त ्| z | = a b2 2   और z 

का सयंुÊमी, जो z   ɮवारा दशा[या जाता है, सिàमĮ सÉंया a – ib होता है, अथा[त ्   = a – ib 

उदाहरण के ͧलए,  ,  ,

और  ,  ,   = 3i – 5

हम Ĥेͯ¢त करत ेहɇ ͩक ऋणेƣर सिàमĮ सÉंया z = a + ib का गुणा×मक ĤǓतलोम 

   z–1 =   =   =   =  , होता है

अथा[त ्  z  

अĒतः ͩकÛहȣं दो सिàमĮ सÉंयाओ ंz
1 
एवं z

2 
के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत Ǔनçकषɟ को सुगमता से åयु×पÛन 

ͩकया जा सकता हैः
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  (i)     (ii)  , यǑद   

  (iii)    (iv)   

  (v)   यǑद  z
2
  0.

उदाहरण 5 2 – 3i का गुणा×मक ĤǓतलोम £ात कȧिजए।

हल मान ͧलया z = 2 – 3i

तब   = 2 + 3i और  

इसͧलए, 2 – 3i का गुणा×मक ĤǓतलोम 

  z–1  ĤाÜत होता है। 

ऊपर Ǒदया गया सारा हल Ǔनàनͧलͨखत ढंग से भी Ǒदखाया जा सकता हैः

  z–1 =   =  

उदाहरण 6 Ǔनàनͧलͨखत को a + ib के Ǿप मɅ åयÈत करɅ।

  (i)   (ii) i–35

हल  (i)   =  =  

   =   =  

 (ii)   =  
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Ĥæनावलȣ 5.1

Ĥæन 1 स े10 तक कȧ सिàमĮ सÉंयाओ ंमɅ Ĥ×येक को a + ib के Ǿप मɅ åयÈत कȧिजए।

 1.    2.    3.  

 4. 3(7 + i7) + i (7 + i7)  5. (1 – i) – ( –1 + i6) 

 6.    7.  

 8. (1 – i)4  9.    10.  

Ĥæन 11 से 13 कȧ सिàमĮ सÉंयाओ ंमɅ Ĥ×येक का गुणा×मक ĤǓतलोम £ात कȧिजए।

11.   4 –  3i 12.   13. – i

14.  Ǔनàनͧलͨखत åयंजक को a + ib के Ǿप मɅ åयÈत कȧिजएः  

5.5 आगɍड तल और Ģवुीय ǓनǾपण (Argand Plane and Polar Representation)

जैसा ͩक हम पहले से हȣ जानते हɇ ͩक वाèतͪवक सÉंयाओं (x, y) के Ĥ×येक Đͧमत युÊम के सगंत, हमɅ 
X Y तल मɅ दो पारèपǐरक लबं रेखाओं के संदभ[ मɅ िजÛहɅ x– अ¢ y – अ¢ ɮवारा जाना जाता है, एक 
अɮͪवतीय ǒबदं ु ĤाÜत होता है। अथा[त ् सिàमĮ 
सÉंया x + iy का जो Đͧमत युÊम (x,y) के संगत 
है, तल मɅ एक अɮͪवतीय ǒबदं ु(x, y) के Ǿप मɅ 
Ïयाͧमतीय ǓनǾपण ͩकया जा सकता है। यह कथन 
ͪवलोमतः स×य है।  

कुछ सिàमĮ संÉयाओं जैसे 2 + 4i,

 –2 + 3i, 0 + 1i, 2 + 0i, –5 –2i और 1–2i 

को जोͩक Đͧमत युÊमɉ (2, 4), (–2,3), (0,1), 

(2,0), (–5,–2) और (1, –2) के  संगत हɇ , 
आकृǓत 5.1 मɅ ǒबदंओु ंA, B, C, D, E और F ɮवारा 
Ïयाͧमतीय ǓनǾपण ͩकया गया है।

आकृǓत 5.1
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तल, िजसमɅ Ĥ×येक ǒबदं ुको एक सिàमĮ 

सÉंया ɮवारा ǓनǑद[çट ͩकया गया है, सिàमĮ 

तल या आगɍड तल कहलाता है।

आगɍड तल मɅ सिàमĮ सÉंया (x + iy) का 

मापांक ǒबदंु P(x,y) से मूल ǒबदंु O(0,0) 

के बीच कȧ दूरȣ ɮवारा ĤाÜत होता है 

(आकृǓत 5.2)।

x–अ¢ पर ǒबदंु, सिàमĮ संÉयाओ ं

a + i0 Ǿप के सगंत होत ेहɇ और y–अ¢ पर ǒबदं,ु 

सिàमĮ संÉयाओ ं0 + ib Ǿप के संगत होते 

हɇ। आगɍड तल मɅ  x–अ¢ और y–अ¢ Đमशः 

वाèतͪवक अ¢ और काãपǓनक अ¢ कहलात ेहɇ।

आगɍड तल मɅ सिàमĮ संÉया z = x + iy और इसकȧ संयुÊमी z   = x – iy को ǒबदंओु ंP(x, y) और 

Q(x, –y) के ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया गया है। Ïयाͧमतीय भाषा स,े ǒबदं ु(x, –y) वाèतͪवक अ¢ के सापे¢ 

ǒबदं ु(x, y) का दप[ण ĤǓतǒबबं कहलाता है (आकृǓत 5.3)। 

आकृǓत 5.2

आकृǓत 5.3

5.5.1 एक सिàमĮ संÉया का Ģुवीय ǓनǾपण (Polar representation of a complex number) 
माना ͩक ǒबदं ु P. ऋणेƣर सिàमĮ संÉया z = x  + iy का ǓनǾपण करता है। माना ͩक Ǒदçट 
रेखाखंड OP कȧ लंबाई r है और  वह कोण है जो OP, x–अ¢ कȧ धना×मक Ǒदशा के साथ 
बनाता है।
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हम Úयान दɅ ͩक P वाèतͪवक सÉंयाओ ं के 

Đͧमत युÊम ( r,  ) से अɮͪवतीय Ǿप से Ǔनधा[ǐरत 

ͩकया जाता है। ( r,  ) ǒबदं ुP के Ģुवीय Ǔनदȶशाकं 

कहलाते हɇ आकृǓत 5.4 देͨखए।

हम मूल ǒबदं ुको Ģुव तथा x –अ¢ कȧ धन Ǒदशा को 

Ĥारंͧभक रेखा मानते हɇ।

यहाँ x = r cos , y = r sin  और इसͧलए z 

= r (cos  + i sin ), सिàमĮ संÉया का Ģुवीय Ǿप 

कहलाता है। यहाँ   को z का मापाकं 

कहत ेहɇ और , सिàमĮ सÉंया का कोणाकं या आयाम 

कहलाता है तथा कोणांक z से ǓनǾͪपत होता है।

ͩकसी सिàमĮ सÉंया z  0, 0  < 2 मɅ  का केवल मान संगत हɇ। ͩफर भी, 2 कȧ लंबाई 

के ͩकसी दसूरे, अंतराल के ͧलए, उदाहरण के तौर पर –  <     इस Ĥकार का एक अतंराल हो 

सकता है। हम  का एेसा मान, िजसमɅ कȧ  –  <     z का मुÉय आयाम कहलाता है और arg z 

से ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। आकृǓत 5.5 और 5.6 देͨखए।

आकृǓत 5.4  

आकृǓत 5.5 

आकृǓत 5.6 (–  <    )
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उदाहरण 7 सिàमĮ सÉंया   को Ģुवीय Ǿप मɅ ǓनǾͪपत कȧिजए।

हल  माना 1 = r cos ,   = r sin 

दोनɉ तरफ का वग[ करके और जोड़ने पर हमɅ ĤाÜत है,

  
 2 2 2cos sin 4r  

  

अथा[त ्   (ĤǓतदश[ Ǿप से,  r >0)

इसͧलए  
1

cos
2

  ,
3

sin
2

  

इनसे ĤाÜत होता है  

इसͧलए अपेͯ¢त Ģुवीय Ǿप 2 cos sin
3 3

z i
   
 

 

सिàमĮ सÉंया सÉंया को आकृǓत 5.7 मɅ दशा[या गया है।  

उदाहरण 8 सिàमĮ सÉंया   को Ģुवीय Ǿप मɅ Ǿपांतǐरत कȧिजए।

हल दȣ हुई सिàमĮ सÉंया   =  

  =  

  =   (आकृǓत 5.8)

माना   – 4 = r cos ,   = r sin 

दोनɉ ओर वग[ करके और जोड़ने पर हमɅ ĤाÜत होता है  16 + 48 =  2 2 2cos + sinr   

िजससे हमɅ ĤाÜत होता है, r2 = 64,  अथा[त ्r = 8

इसͧलए,  cos  =  ,  sin  =  
2

θ = – =
3 3

     
 

इसͧलए, आवæयक Ģुवीय Ǿप = 
2 2

8 cos sin
3 3

i
  
 

 

आकृǓत  5.7

आकृǓत  5. 8
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Ĥæनावलȣ 5.2

Ĥæन 1 स े2 तक सिàमĮ सÉंयाओं मɅ Ĥ×येक का मापांक और कोणांक £ात कȧिजएः

 1.  z = – 1 –    2. z = –   + i

Ĥæन 3 से 8 तक सिàमĮ सÉंयाओं मɅ Ĥ×येक को Ģुवीय Ǿप मɅ Ǿपांतǐरत कȧिजएः
 3. 1 – i 4. – 1 + i 5. – 1 – i

 6. – 3 7.   + i 8. i

5.6  ɮͪवघातीय समीकरण (Quadratic Equations)

हमɅ पहले हȣ ɮͪवघातीय समीकरणɉ के बारे मɅ जानकारȣ है और हमने उनको वाèतͪवक सÉंयाओं के 
समुÍचय मɅ उन िèथǓतयɉ मɅ हल ͩकया है जहाँ ͪवͪवÈतकर   0 है। अब हम Ǔनàनͧलͨखत ɮͪवघातीय 
समीकरण के बारे मɅ ͪवचार करते हɇः
ax2 + bx + c = 0 िजसमɅ a, b, c वाèतͪवक गुणाकं हɇ और a  0 
मान लȣिजए ͩक b2 – 4ac < 0 
हम जानते हɇ ͩक हम सिàमĮ संÉयाओ ंके समुÍचय मɅ ऋणा×मक वाèतͪवक सÉंयाओ ंके वग[मूल 
Ǔनकाल सकते हɇ। इसͧलए उपयु[Èत समीकरण के हल सिàमĮ सÉंयाओं के समुÍचय मɅ हɇ जोͩक

  ɮवारा ĤाÜत होते हɇ।

ǑटÜपणी   यहा ँपर, कुछ लोग यह जानन ेके ͧलए उ×सुक हɉगे, ͩ क ͩकसी समीकरण मɅ ͩकतने मलू 

हɉगे? इस सदंभ[ मɅ, Ǔनàनͧलͨखत Ĥमये को उãलेख (ǒबना उपपͪƣ) के ͩ कया गया है िजस े‘बीजगͨणत 

कȧ मूल Ĥमये’ के Ǿप मɅ जाना जाता है। 

"एक बहुपद समीकरण का कम स ेकम एक मूल होता है"।

इस Ĥमेय के फलèवǾप हम Ǔनàनͧलͨखत महǂवपूण[ पǐरणाम पर पहँचते हɇ।

"n घात कȧ एक बहुपद समीकरण मɅ n मूल होते हɇ।"

उदाहरण 9 x2 + 2 = 0 को हल कȧिजए।

हल ः हमɅ Ǒदया है x2 + 2 = 0 

या   x2 = – 2

अथा[त ् x =   =  i
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उदाहरण 10 x2 + x + 1= 0 को हल कȧिजए।

हल  यहाँ b2 – 4ac = 12 – 4 × 1 × 1 = 1 –  4 = – 3 

इसͧलए, इसके हल x =  हɇ 

उदाहरण 11   को हल कȧिजए।

हल  यहाँ, समीकरण का ͪवͪवÈतकर   = 1 –  20 = – 19 है।

इसͧलए हल   है।

Ĥæनावलȣ 5.3

Ǔनàनͧलͨखत समीकरणɉ मɅ स ेĤ×येक को हल कȧिजएः

 1. x2 + 3 = 0 2. 2x2 + x + 1 = 0 3. x2 + 3x + 9 = 0

 4. – x2 + x – 2 = 0 5. x2 + 3x + 5 = 0 6. x2 – x + 2 = 0

 7.   8.  

 9.   10.  

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 12   का सयुंÊमी £ात कȧिजए।

हल  यहाँ   =   =  

  =   =  

इसͧलए   का सयंुÊमी,   है।
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उदाहरण 13 Ǔनàनͧलͨखत सिàमĮ सÉंयाओं का मापांक एवं कोणाकं £ात कȧिजए।

  (i)   (ii)  

हल हमɅ ĤाÜत है,  =  = 0 + i

अब,  0 = r cos , 1 = r sin 

दोनɉ ओर वग[ करके जोड़ते हुए हमɅ ĤाÜत होता है,  r2 = 1 अथा[त ्r = 1 तथा
   cos  = 0,  sin  = 1

इसͧलए, θ
4


  

इस Ĥकार   का मापांक 1 है तथा कोणांक 
4


 होगा।

 (ii)   

मान लȣिजए  = r cos , –   = r sin 

भाग (i) कȧ तरह हम ĤाÜत करते हɇ,

  r =  , cos  =  ,  sin  =   

इसलिए   θ
4




    का मापांक     तथा कोणांक   है।

उदाहरण 14 यǑद x + iy =   है तो, ͧसɮध कȧिजए ͩक x2 + y2 = 1

हल हमɅ ĤाÜत है,  x + iy =   =   =  
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इसͧलए, x –  iy =   

इस Ĥकार x2 + y2 = (x + iy) (x – iy) =   

  =   = 1

उदाहरण 15  का वाèतͪवक मान बताइए, जबͩक 

  
3 2 sin

1 2 sin

i

i




 माğ वाèतͪवक है।

हल हमɅ ĤाÜत है, 
3 2 sin

1 2 sin

i

i


   = 

(3 2 sin ) (1 2 sin )

(1 2 sin ) (1 2 sin )

i i

i i

 
   

  = 

2

2

3+6 sin + 2 sin – 4sin

1+ 4sin

i i
  

  = 
2

2 2

3 4sin 8 sin

1 4sin 1 4sin

i


 
 

Ǒदया हुआ है ͩक सिàमĮ सÉंया वाèतͪवक है।

इसͧलए  
2

8sin

1 4sin
 = 0  अथा[त ् sin  = 0

अत      =  n, n  Z.

उदाहरण 16 सिàमĮ सÉंया 
1

cos sin
3 3

i
z

i





  को Ģुवीय Ǿप मɅ पǐरवǓत[त कȧिजए।

हल  हमɅ ĤाÜत है,  z  =   

   =   =   
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मान लȣिजए 
3 1 3 1

2 2
r cos , r sin

 
   

दोनɉ ओर वग[ करके, जोड़ते हुए हमɅ ĤाÜत होता है,

   =  

अथा[त ्    इससे 

  
3 1 3 1

cos , sin
2 2 2 2

 
   ĤाÜत होता है

इसͧलए  
5

4 6 12
     (Èयɉ ?)

अथा[त,्      
5 5

2 cos sin
12 12

i
  
 

 Ģुवीय Ǿप है।

अÚयाय 5 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1.    का मान £ात कȧिजए।

 2.  ͩकÛहȣं दो सिàमĮ सÉंयाओं z
1
 और z

2
 के ͧलए, ͧसɮध कȧिजएः

  Re (z
1
 z

2
) = Rez

1
 Rez

2
 – Imz

1
 Imz

2
.

 3.     को मानक Ǿप मɅ पǐरवǓत[त कȧिजए।

 4. यǑद   , तो ͧसɮध कȧिजए ͩक  

 5.  Ǔनàनͧलͨखत को Ģुवीय Ǿप मɅ पǐरवǓत[त कȧिजएः

 (i)   (ii)  

  Ĥæन 6 से 9 मɅ Ǒदए गए Ĥ×येक समीकरण को हल कȧिजएः

 6.     7.  
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 8.    9.  

 10.  यǑद z
1
 = 2 – i, z

2
 = 1 + i,   का मान £ात कȧिजए।

11. यǑद a + ib =  , ͧसɮध कȧिजए ͩक, a2 + b2 =  

12. माना z
1
 = 2 – i, z

2
 = –2 + i, Ǔनàन का मान Ǔनकाͧलए।

 (i)   (ii)  

13. सिàमĮ सÉंया   का मापांक और कोणांक £ात कȧिजए।

14. यǑद (x – iy) (3 + 5i),  –6 – 24i  कȧ सयंुÊमी है तो वाèतͪवक सÉंयाएँ x और y £ात कȧिजए।

15.   का मापांक £ात कȧिजए।

16. यǑद (x + iy)3 = u + iv, तो दशाईए ͩक  

17. यǑद  और  ͧभÛन सिàमĮ सÉंयाएँ हɇ जहा ँ 1 , तब 
α

1 α

–

–
  का मान £ात कȧिजए।

18. समीकरण   के शूÛयेƣर पूणाɍक मूलɉ कȧ सÉंया £ात कȧिजए। 

19. यǑद (a + ib) (c + id) (e + if) (g + ih) = A + iB है
 तो दशा[इए ͩक (a2 + b2) (c2 + d2) (e2 + f 2) (g2 + h2) = A2 + B2 

20. यǑद  , तो m का Ûयूनतम पूणाɍक मान £ात कȧिजए। 
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सारांश

 a + ib के ĤाǾप कȧ एक संÉया, जहाँ a और b वाèतͪवक सÉंयाएँ हɇ, एक सिàमĮ 
सÉंया कहलाती है, a सिàमĮ संÉया का वाèतͪवक भाग और b इसका काãपǓनक भाग 
कहलाता है।

 माना z
1
 = a + ib और z

2
 = c + id, तब

 (i) z
1
 + z

2
 = (a + c) + i (b + d)

 (ii) z
1
 z

2
  = (ac – bd) + i (ad + bc)

 ͩकसी शूÛयेƣर सिàमĮ संÉया z = a + ib (a  0, b  0) के ͧलए, एक सिàमĮ संÉया

 , का अिèत×व होता है, इसे   या z–1 ɮवारा ǓनǑद[çट ͩकया जाता है 

और z का गुणा×मक ĤǓतलोम कहलाता है िजससे ͩक (a + ib)   = 
1 + i0 =1 ĤाÜत होता है। 

 ͩकसी पूणाɍक k के ͧलए, i4k = 1, i4k + 1 = i, i4k + 2 = – 1, i4k + 3 = – i

 सिàमĮ संÉया z = a + ib का संयुÊमी   ɮवारा ǓनǑद[çट ͩकया जाता है और   = a – ib ɮवारा 
दशा[या जाता है।

 सिàमĮ सÉंया z = x + iy का Ģुवीय Ǿप r (cos  + i sin ), है, जहाँ r =   (z का 

मापांक) और cos =  , sin =   ( z का कोणांक कहलाता है।)  का मान, िजससे ͩक 

–<   , z का Ĥमुख कोणाकं कहलाता है।

 एक n घातवाले बहुपद समीकरण के n मूल होते हɇ।

 एक ɮͪवघातीय समीकरण ax2 + bx + c = 0, जहाँ a, b, c  R, a 0, b2 – 4ac < 0, 

के हल x =   i के ɮवारा ĤाÜत होते हɇ।
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एेǓतहाͧसक पçृठभूͧ म

यूनाǓनयɉ ने इस तØय को पहचाना था ͩक एक ऋण सÉंया के वग[मूल का वाèतͪवक संÉया 

पɮधǓत मɅ कोई अिèत×व नहȣं है परंतु इसका Įेय भारतीय गͨणत£ Mahavira (850 ई॰) को 

जाता है िजÛहɉने सव[Ĥथम इस कǑठनाई का èपçटतः उãलखे ͩकया। "उÛहɉने अपनी कृǓत ‘गͨणत 

सार सĒंह’ मɅ बताया ͩक ऋण (राͧश) एक पूण[वग[ (राͧश) नहȣं है, अतः इसका वग[मूल नहȣं होता 

है।’’ एक दसूरे भारतीय गͨणत£ Bhaskara ने 1150 ई॰ मɅ अपनी कृǓत ‘बीजगͨणत’ मɅ भी ͧलखा 

है, "ऋण राͧश का कोई वग[मूल नहȣं होता है Èयɉͩक यह एक वग[ नहȣं है।" Cardan (1545 इ॰) 

ने x + y = 10, xy = 40 को हल करने मɅ उ×पÛन समèया पर Úयान Ǒदया। उÛहɉने x = 5 +   

तथा y = 5 –    इसके हल के Ǿप मɅ £ात ͩकया िजसे उÛहɉने èवयं अमाÛयकर Ǒदया ͩक 

ये सÉंयाएँ åयथ[ (useless) हɇ। Albert Girard (लगभग 1625 ई॰) ने ऋण संÉयाओ ंके वग[मूल 

को èवीकार ͩकया और कहा ͩक, इससे हम बहुपदȣय समीकरण कȧ िजतनी घात होगी, उतने 

मूल ĤाÜत कराने मɅ स¢म हɉगे। Euler ने सव[Ĥथम   को  i संकेतन Ĥदान ͩकया तथा W.R. 

Hamilton (लगभग 1830 ई॰) न ेएक शुɮध गͨणतीय पǐरभाषा देकर और तथाकͬथत ‘काãपǓनक 

सÉंया’ के Ĥयोग को छोड़ते हुए सिàमĮ संÉया a + ib को वाèतͪवक संÉयाओ ंके Đͧमत युÊम 

(a, b) के Ǿप मɅ Ĥèतुत ͩकया।

——


