
“இளைஞனே! கணிதத்தின் நுணுககஙகள் புரியாதிருப்பினும் 
நீ பயன்படுத்தப் பயன்படுத்தப் பழகிக ககாள்்ாய்”

-  ஜான் ஃபான் நியுமேன்

12.1 அறிமுகம் (Introduction)
 கணிதவியலை ததொடர்நிலைக் கணிதம் என்றும் தனிநிலைக் கணிதம் 
என்றும் இரு தெரும் பிரிவுகளொக வலகபெடுத்துவர். அவற்றுள் ததொடர்நிலைக் 
கணிதம் என்ெது தெயதயணகள் கணத்திலுள்ள எணணிடமுடியொத முடிவற்்ற 
எணகலள (uncountably infinite)  தகொணட முடிவுகளின் கூற்றுகலள 
அடிபெலடயொகக் தகொணடதொகும். அதொவது எநத இரு தெய எணகளுக்கு 
இலடயய எணணிட முடியொத முடிவற்்ற கணத்லதக் தகொணடிருக்கும் 
தன்லெலயக் தகொணடது. எடுத்துக்கொடடொக ததொடர்நிலைக் கணிதத்தில் 
அலெயும் சொர்ெொனது ஒரு ததொடர்ச்சியொன வலளவலையொனது இலடதவளியற்்ற 
புள்ளிகளொல் அலெயபதெற்றிருக்கும்.
 தனிநிலைக் கணிதத்தில் (Discrete Mathematics) உள்ள 
உறுபபுகள் முடிவுறு நிலையுலடயதொகவும் அல்ைது அவ்வுறுபபுகள் 
முடிவற்்றதொயிருநதொல் எணணிடத்தக்கதொகவும் (countably infinite), தனித்த 
நிலையில் இருக்கும். அதொவது எநத இரு புள்ளிகளுக்கும் இலடயய முடிவுறு 
அல்ைது எணணிடத்தக்க முடிவற்்ற புள்ளிகலளக் தகொணடிருக்கும். எடுத்துக்கொடடொக ஒரு முடிவுறு 
கணத்தின் உறுபபுகலளக் தகொணடு அலெயும் ஒரு சொர்பிலன வலையறுத்துப தெறும் இலணபபின் 
வரிலச யசொடிகளொக அலெத்து பின் அதலன வரிலச யசொடிகள் முழுவலதயும் ெடடியலிடடு கொடடும் 
வலகயில் வலையறுக்க இயலும்.
 ெத்ததொன்ெதொம் நூற்்றொணடின் இறுதியிலும், 20ஆம் நூற்்றொணடின் ததொடக்கத்திலும் வொழநத 
கணித அறிஞர்கள் தனிநிலைக் கணிதம் என்்ற ஒரு புதிய பிரிலவ உருவொக்கினர். இபபிரிவில் 
உள்ள கருத்துகள் இயல் எணகள் கணத்லதப யெொை முடிவுறு அல்ைது எணணிடத்தக்க முடிவற்்ற 
கணஙகலளக் தகொணட உறுபபுகலள அடிபெலடயொகக் தகொணடிருக்கும். இவ்வலக கணஙகலள 
தனிநிலைக் கணஙகள் என்று அலைக்கைொம். யெலும் தனிநிலைக் கணிதத்தின் சி்றபபியல்ெொனது 
இக்கணத்திலிருநது இயல் எணகள் கணத்திற்கு உறுபபுகலள ஒன்றுக்தகொன்று ததொடர்புெடுத்த 
முடிகி்றது. எனயவ தனிநிலை உறுபபுகலளக் தகொணட கணத்லதக் தகொணடு ஒரு வரிலசலய 
(sequence) அலெக்க முடிகி்றது. தனிநிலை உறுபபுகளொன கணஙகளில் இச்சி்றபபுத் தன்லெயிலனக் 
கொண இயலுயெயன்றி எணணிட முடியொத இலடதவளிகள் ஏதும் இல்ைொததொல் வரிலசயொக 
அலெக்கபெடட உறுபபுகலளக் தகொணட தெய கணத்தில் கொண இயைொது.
 கணினிப ெயன்ெொடு அலனத்துத் துல்றகளிலும் முக்கியப ெஙகொற்றி வருதல் ெற்றி அலனவரும் 
அறிவர். தனிநிலைக் கணஙகள் மூைம் கணக்கீடுகளின் ெயன்ெொடுகள் அதிகரித்ததினொல் கணினி 
அறிவியல், அறிவியலின் ஒரு முக்கியப ெகுதியொகயவ ெொறியிருபெலதக் கொணைொம்.
 யெலும், தனிநிலைக் கணஙகள் ெற்றிய கருத்துகலள அடிபெலடயொகக் தகொணடு சுருக்கெொனதும், 
ததளிவொனதுெொன நவீன கணினி நிைல் தெொழிகள் (programming languages) உருவொக்கபெடுகின்்றன. 
அதனொல் கணினி அறிஞர்கள், தனிநிலைக் கணஙகள் ெற்றி நன்கு கற்று அதன் மூைம் நிைல் 
தநறிமுல்றகள் (computer algorithms)  உருவொக்கிடும் நிலை ஏற்ெடடுள்ளது.
 தனிநிலைக் கணிதம் கற்ெதொல் உணடொகும் நன்லெகளொகக் கூ்றபெடுவது யொததனில், 
பிைச்சிலனகலளப ெகுத்தறிதல், அவற்றிற்குத் தீர்வு கொணுதல் யெொன்்ற தி்றன்கலள வளர்பெதில் தக்க 
கருவியொக விளஙகி தசயல்ெடுவயத ஆகும்.

ஜான் ஃபான் நியுனேன்
(1903-1957)
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238XII - கணிதவியல்

 தனிநிலைக் கணக்கியலில் யசர்ெொனஙகள். கணித தர்க்கவியல், பூலியன் இயற்கணிதம், வலைெடக் 
யகொடெொடு, குறியீடடுக் யகொடெொடு யெொன்்ற ெை பிரிவுகள் உள்ளன. அவற்றுள் தனிநிலைக் கணிதம் 
சொர்நத வரிலச ெொற்்றஙகள், யசர்வுகள் கணிதத் ததொகுத்தறிதல் யெொன்்ற தலைபபுகளில் முநலதய 
வகுபபியையய கற்்றறிநயதொம். இபெொடத்தில், ஈருறுபபுச் தசயல்கள் (Binary operations), தர்க்கக் 
கணிதம் (Mathematical logic) எனும் இரு பிரிவுகலளப ெற்றி அறிநது தகொள்யவொம்.
குறியீடுகள்

∈  - உள்ளது (அ) இருக்கும்.
⋺ - என்்றவொறு (அ) எனுெொறு
∀  - ஒவ்தவொரு (அ) அலனத்திற்கும்
⇒  - ததரிவிபெது
∃  - அஙயக உளது (அ) இருத்தல்

 தெொதுவொக ஒரு கணத்தில் ஒன்று அல்ைது ஒன்றுக்கும் யெற்ெடட உறுபபுகளின் மீது ஒரு 
தசயலிலய தசயல்ெடுத்தும் முல்றலய தசயல் (operation) என்று குறிபபிடபெடும். ℤ-ல்  உள்ள ஓர் 
உறுபபின் குல்ற உறுபபு (negative element) கொணல் என்ெது, அச்செயத்தில் ஒயை ஒரு உறுபலெ ெடடுயெ 
அச்தசயலுக்குக் கருதுவதொகும். அவ்வொ்றொன தசயல் ஓருறுபபுச் தசயல் (unary operation)ஆகும். ℤ 
என்்ற கணத்தில் ஏயதனும் இரு உறுபபுகளின் கூடுதல் கொணெதற்கு இரு உறுபபுகள் யதலவயொகி்றது. 
அதொவது கூடுதல் கொணல் எனும் தசயல் ஈருறுபபுச் தசயல் என்று கூ்றபெடும். கூடுதலுக்கொன + என்்ற 
தசயலி, ஈருறுபபுச் தசயலி (Binary operator) என்று அலைக்கபெடும்.
 தெொதுவொக, ஒரு கணத்தில் ஒரு தசயலுக்கு n உறுபபுகள் ெயன்ெடுத்தபெடும்யெொது, அது n உறுபபுச் 
தசயலி என்று அலைக்கபெடுகி்றது. இபபிரிவில், ஈருறுபபுச் தசயல்கள் ெற்றி விரிவொகக் கொணயெொம். 

கற்றலின் ந�ோக்கஙகள்

 இநத அத்தியொயத்தின் முடிவில் ெொணவர்கள் பின்வருவனவற்ல்ற அறிநதிருபெர்.
 ● ஈருறுபபுச் தசயலியின் வலையல்ற ெற்றும் அதன் ெணபுகலள யசொதித்தல்
 ● பூலியன் அணிகள் மீது ஈருறுபபுச் தசயலிலய வலையறுத்து அதன் ெணபுகலளச் சரிெொர்த்தல்
 ● ெடடு எண கணித ததொகுபபுகளின் மீது ஈருறுபபுச் தசயலிலய வலையறுத்து அதன் 

ெணபுகலள யசொதித்தல்
 ● தனி ெற்றும் கூடடுக் கூற்றுகலள அலடயொளம் கொணுதல்
 ● தர்க்க இலணபபுகலள வலையல்ற தசயது தெயலெ அடடவலணகலள அலெத்தல்
 ● தெயெம், முைணெொடு ெற்றும் நிச்சயமின்லெகலள அலடயொளம் கொணுதல்
 ● தர்க்க செொனெொனலவகலள யதொற்றுவித்து அவற்றிற்கு இைடலடக் யகொடெொடுகலளப 

ெயன்ெடுத்துதல்

12.2 ஈருறுப்புச் செயலிகள் (Binary Operations)

12.2.1 வலையல்றகள் (Definitions)
  -ன் மீது அடிபெலட எணகணித ஈருறுபபுச் தசயலிகள் கூட்டல்  ( )+ , கழித்தல் (− ), கபருககல்  
(× ), ெற்றும் ்குத்தல்  (÷) என்ெலவகளொகும்.  19ஆம் நூற்்றொணடின் இறுதியிலும் ெற்றும் 20ஆம் 
நூற்்றொணடின் ததொடக்கத்திலும் வொழநத கணித அறிஞர்கள் எயெல், தகயலி, யகொஷி யெொன்ய்றொர்  
யெற்கூறிய வைக்கெொன இயற்கணிதச் தசயலிகள் நில்றவு தசயயும் ெணபுகலள தெொதுலெபெடுத்த 
முயற்சி தசயதொர்கள். அதன் மூைம் அவர்கள் புதிய நுண இயற்கணித அலெபபுகலளக் ககாள்ளக 
ரீதியாே அணுகுமுளை மூைம் உருவொக்கினொர்கள். அவ்வொறு தெ்றபெடட இநத புதிய பிரிவு நுண் 
இயறகணிதம் என்று அலைக்கபெடுகின்்றது.
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தனி நிலைக் கணிதம்239

 எடுத்துக்கொடடொக ஏயதனும் இரு இயல் எணகளின் கூடுதல் ஓர் இயல் எண என்றும் அவற்றின் 
தெருக்கலும் ஓர் இயல் எண என்றும் அறியவொம். அதொவது, வைக்கெொன கூடடல் (+) ெற்றும் (´) 
தெருக்கல் தசயலிகள் ℕ என்்ற கணத்தில் இரு உறுபபுகலளக் தகொணடு தசயல்ெடுத்துவதொல் 
ஈருறுபபுச் தசயலி என்று அலைக்கபெடுகின்்றன.  
 அலதயய குறியீடடு வடிவில் , m n� � ; m n� � , � � �m n, { , , ,...} 1 2 3 என்று எழுதுகிய்றொம்.
 யெற்கூறிய இைணடு ஈருறுபபுச் தசயல்களும் கீழக்கொணும் விதிகலள நில்றவுச் தசயவலதக் 
கவனிக்க.
 (1)  -ல் இருநது ஒயை யநைத்தில் இைணடு எணகள் எடுக்கபெடடு தசயல்ெடுத்தபெடுகின்்றன.
 (2) அலவகளின் முடிவில் கிலடக்கும் உறுபபு மீணடும்  என்்ற கணத்தியையய இருக்கி்றது.
 இவ்வொ்றொக ஒரு தவற்்றற்்ற கணம் மீது வலையறுக்கபெடும் எநத ஒரு தசயலையும் நுணகணிதத்தில் 
ஒரு ஈருறுப்பு கெயலி அல்ைது ஈருறுப்புத் கதாகுப்பு எனபெடும்.

வலையல்ற 12.1
 ஒரு தவற்்றற்்ற கணம் S –இன் மீது வலையறுக்கபெடட  *  என்்ற ஏயதனும் ஒரு தசயல், ஓர் 
ஈருறுப்புச் கெயல் என அலைக்கபெடயவணடுதெனில் அது பின்வரும் ெணபுகலளக் தகொணடிருக்க 
யவணடும்.
 (i) S S× -ல் உள்ள ஒவ்தவொரு வரிலசச் யசொடி ( , )a b -க்கு * என்்ற தசயல் கணடிபெொக 

வலையறுக்கபெடடிருக்க யவணடும்.
 (ii) S S× -ல் ஒவ்தவொரு வரிலசச் யசொடி ( , )a b -யுடன்  S -ல் a b∗  என்்ற ஒனே ஓர் உறுபபு 

இருக்கும்.

 யவறுவிதெொகச் கூறினொல், S -ன் மீது வலையறுக்கபெடும் * என்்ற ஈருறுபபுச் தசயைொனது S -ல் 
உள்ள உறுபபுகளின் ஒவக்ாரு ்ரிளெச் னொடிளயயும்  S  -ல் ஒனே ஓர் உறுபலெத் ததொடர்புெடுத்தும் 
ஒரு விதி ஆகும். இதலன ஒரு சொர்ெொகவும் பின்வருெொறு வலையறுக்கைொம்.

� � �: S S S   ;  அதொவது, � � � �( , )a b a b S , இஙகு a b*  என்ெது ஒயை ஓர் உறுபெொகும்.
 *-ன் விலளவு a b∗ எபதெொழுதும் கணடிபெொக S -ல் அலெய யவணடும் ெற்றும் S -க்கு தவளியய 
அலெயக்கூடொது. இநநிலையில் S -ஆனது *-ன் கீழ அள்டவு கபறறுள்ைது எனக் கூ்றைொம்.  
இபெணலெ அள்டவுப் பண்பு என்று கூறுவர்.

வலையல்ற 12.2
 ஒன்று அல்ைது அதற்கு யெற்ெடட ஈருறுபபுச் தசயல்கலளப தெொருத்து ஏயதனும் 
ஒரு தவற்்றற்்ற கணத்தின் மீது வலையறுக்கபெடடொல் அது இயறகணித அளேப்பு 
எனபெடும்.
 ∗  என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலை S -இன் மீது பின்வருெொறும் வலையறுக்கைொம்: 
� �a b S, , a b∗  என்ெது ஒருலெத்தன்லெ வொயநதது, யெலும் a b S� � .

குறிப்பு

 யெயையுள்ள வல்றயல்றயிலிருநது ஒவ்தவொரு ஈருறுபபுச் தசயலும் அலடவுப ெணலெ நில்றவு 
தசயயும் என்ெது ததளிவொகி்றது.
குறிப்பு

 ∗என்்ற தசயல் ஒரு குறியீடுதொன். இது � � �, , ,  ÷ அணிக் கூடடல், அணிப தெருக்கல்,  
அணிவகுத்தல் ஆகியலவ ஈருறுபபுச் தசயலியொக இருபெயதொ (அ) இல்ைொெலிருபெயதொ அது 
வலையறுக்கபெடும் கணத்லதப தெொருத்ததொகும்.
 எடுத்துக்கொடடொக, வைக்கெொன கூடடல் +  ெற்றும் தெருக்கல் ×  ஆனது  -ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் 
தசயல் ஆகும். ஆனொல், கழித்தல் −  ஆனது  –ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் ஆகாது.   
 இதலன சரிெொர்க்க. ( , )3 4 � �   என்க.

� � � � � � � �( , ) ( , )a b 3 4 3 4 1 

.
 எனயவ −ஆனது   -ன் மீது ஓர் ஈருறுப்புச் கெயல் ஆகாது. அயத செயத்தில் −  ஆனது  -ன் 
மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் என்ெது ததளிவு. எனயவ,   ஆனது � �,  ெற்றும் −−  ஐ தெொருத்து கீழ 
அலடவு தெற்றுள்ளது. எனயவ, ( , , , ) � � �  ஓர் இயற்கணித அலெபபு ஆகும்.

ெடம் 12.1

a b

Sa b*
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உறறுன�ாககி அறிநதள்
 ஒரு தசயலின் ஈருறுபபுப ெணெொனது அது வலையறுக்கபெடும் கணத்லதப தெொருத்ததொகும்.
 (a)   உடன் 0 ெற்றும் குல்ற முழு எணகலளயும் யசர்த்து விரிவுெடுத்தபெடட கணம்தொன்   

எனபெடும் முழு எண கணம் ஆகும்.  -ன் மீது  −  ஆனது ஒரு ஈருறுபபுச் தசயலி ஆகும். 
ஆனொல்  -ன் மீது −  ஒரு ஈருறுப்புச் கெயலி ஆகாது.

 (b) தசயலி ÷ ஆனது,   -ன் மீது ஓர் ஈருறுப்புச் கெயல் ஆகாது. எடுத்துக்கொடடொக,  

( , )1 2 � �  -க்கு ÷ 1 2
1

2
,  � � � � . எனயவ,   என்்ற கணத்லத விரிவுெடுத்தக் கிலடக்கப 

தெறும் கணம்    ஆகும்.

 (c) எணகலளக் தகொணட அடிபெலடச் தசயல்ெொடுகளில் ‘ 0 ’ ஆல் வகுபெது 
வலையறுக்கபெடவில்லை என்்ற உணலெலய அறியவொம். எனயவ, ÷ ஆனது  \{ }0 -ன் மீது 
ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் ஆகும். இவ்வொய்ற � � �, ,  ஆகியலவகள்   -ன் மீது ஈருறுபபுச் 
தசயல்கள் ஆகும் ஆனொல் ÷ ஆனது  \{ }0 -ன் மீது அலெயும் ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் ஆகும். 

 யெற்தகொணடு   ஐ   -க்கும் ெற்றும்   ஐ  -க்கும் விரிவுெடுத்துவதற்குக் கொைணம் என்ன? 
என்்ற வினொ எழுநதுள்ளது. எனயவ, + − ×, , , ÷ ஆகிய அடிபெலடயொன எணகணித தசயல்களுடன் “
x2 2 0� � ” ; “ x2 1 0� � ” என்்ற சென்ெொடடு வலககளின் மூைஙகலளயும் உள்ளடக்கிய ஒரு எண 
ததொகுபபு யதலவபெடுகி்றது. எனயவ, ஏற்கனயவ உள்ள எண ததொகுபபுடன் விகிதமு்றொ எணகலளயும் 
கற்ெலன எணகலளயும் திைடடி [அத்தியொயம் 3ஐப ெொர்க்க] உள்ளடக்கும்தெொழுது கிலடக்கும் எண 
ததொகுபெொனது  -ம்  -ம் ஆகும். இதில் மிகபதெரிய எண ததொகுபெொன ஆனது முல்றயய , ,
  ெற்றும்   ஆகிய எண ததொகுபபுகலள தகொணடிருக்கும் உடகணஙகளொக இருக்கும். 

    

 \ 0� �  \ 0� �  \ 0� �

+
அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

−
அலடவு 

தெ்ற
-வில்லை

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

×
அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

÷
அலடவு 

தெ்ற
-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெ்ற 

-வில்லை

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அலடவு 
தெற்று 

உள்ளது

அட்ட்ளை 12.1
எடுத்துக்கோட்டு 12.1 
 கீழக்கொணும் ஈருறுபபுச் தசயலிகள், அதற்குரிய கணஙகளில் அலடவுப ெணலெப தெற்றுள்ளதொ 
என்ெலதச் யசொதிக்க. அவ்வொறில்ைொதவற்றிற்கு ஈருபபுச் தசயலியின் நிெநதலனலய நில்றயவற்றும் 
முல்றலயக் கொணக.
  (i) a b a ab b a b� � � � � �3 5 2; , 

 (ii) a b a
b

a b� �
�
�

�
�
�

�
�
� � �

1

1
, , 

தீர்வு
 (i)  ℤ-இன் மீது ×  ஆனது ஈருறுபபுச் தசயலி என்ெதொல் � � � � � �a b a b ab,    ெற்றும் 

b b b� � �2
     ... (1)

   -ன் மீது +  ஆனது ஈருறுபபுச் தசயலி என்ெதொல் (1) ⇒ 3ab ab ab ab� � � �( )   ெற்றும் 
5 2 2 2 2 2 2b b b b b b� � � � � �( )  .     .... (2)

  யெலும், a∈  ெற்றும் 3ab∈ ⇒ a ab� �3  .   ... (3)

எண் 
கதாகுப்பு

கெயலிகள்
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  (2), (3) ஆகியவற்றிலிருநது  -ன் மீது '− ' ஆனது ஈருறுபபுச் தசயலி என்ெதொலும் 
a b a ab b� � � � �( )3 5 2

  கிலடக்கும். எனயவ a b* ∈  என்ெதொல் * ஆனது   -ன் மீது 
அலடவு தெற்றுள்ளது.

 (ii) இநத எடுத்துக்கொடடில், a b∗  ஆனது ஒரு பின்ன வடிவில் உள்ளது. 0 ஆல் வகுபெது 
வலையறுக்கபெடொததொல் தகொடுக்கபெடட பின்னத்தின் ெகுதி b −1  கணடிபெொக 
பூச்சியெற்்றதொக  இருக்க யவணடும்.

  b =1 எனில், b � �1 0   என்ெது உணலெ. 1∈  என்ெதொல் * ஆனது  -ன் மீது அலடவு 
தெ்றவில்லை. எனயவ  -ல் இருநது 1 ஐ நீக்க a b∗ –ன் விலளவு  \{ }1 -ல் இருக்கும். 
எனயவ, * ஆனது  \{ }1 -ன் மீது அலடவு தெற்றுள்ளது.

12.2.2  ஈருறுப்புச் செயலியின் நேலும் சிை பண்புகள்
            (Some more properties of a binary operation)
பரிேோறறுப் பண்பு (Commutative property)
 ஒரு தவற்்றற்்ற கணம் S –ன் மீது ஈருறுபபுச் தசயலி ∗  ஆனது ெரிெொற்றுத் தன்லெயுலடயதொயின் 
ஒவ்தவொரு a b S, ∈  -க்கும் a b b a� � � ,  என்ெது உணலெயொக யவணடும்.
நெர்ப்புப் பண்பு (Associative property)
 ஒரு தவற்்றற்்ற கணம் S  -ன் மீது ஈருறுபபுச் தசயலி ∗  ஆனது யசர்பபுப ெணபு உலடயதொயின் 
a b c a b c a b c S� � � � � ��( ) ( ) , , ,  என்ெது உணலெயொகயவணடும்.

ெேனிப் பண்பு (Existence of Identity property)
 ∗  என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலியின் கீழ  e S∈ என்ெது S -ன் ெேனி உறுப்பு எனில் � �a S , a e a� �  
ெற்றும் e a a� �  என்ெலத நில்றவு தசயயும்.
எதிர்ேல்றப் பண்பு (Existence of inverse property)
 S -ல் e  எனும் ஒரு செனி உறுபபு இருநதொல் � � � �a S b S , � � �a b e  ெற்றும் b a e� �  எனில், 
b S∈  என்ெது a -ன் ன�ர்ோறு உறுப்பு அல்ைது எதிர்ேளை உறுப்பு எனபெடும். இலத நொம் b a� �1  
என எழுதைொம்.
குறிப்பு 

  a–1 ஆனது S-ல் ஒரு உறுபெொகும்.  a–1-ஐ a-ன் எதிர்ெல்ற என்று கூ்றைொயெயன்றி  1
a

 என்று  கூ்ற 
இயைொது.
குறிப்பு

 (i) 1∈  என்ெது ஒரு கபருககல் ெேனி.  -ல் ஒயை ஓர் உறுபபுதொன் இத்தன்லெலயப 
தெற்றிருக்கும். இவ்வுறுபபு  n n n n� � � � � �1 1 ,   என்்ற ெணலெ நில்றவு தசயயும். 

 (ii) ஓர் உறுபபின் தெருக்கல் எதிர்ெல்றலய விளக்க  எடுத்துக்கொடடொக, 2∈  -ன் தெருக்கல் 

எதிர்ெல்ற 1

2
∈  ஆகும். x = 1

2
 தவிை யவறு எநத எணணும்  2 2 1� � � �x x , 0 � �x Q  

என்்ற சென்ெொடலட நில்றவு தசயயும் ெணலெ தெற்றிருக்கொது.
குறிப்பு

 ஒரு கணிதக் கூற்றில் 'ஒவ்தவொன்றுக்கும்' அல்ைது ‘அலனத்திற்கும்’ என்ெலத 
ததொடர்புெடுத்தும்தெொழுது அது ஒவ்தவொரு யசொடி அல்ைது மூன்று உறுபபுகளுக்கும் 
நிரூபிக்கபெடயவணடும்.  ஒவ்தவொரு யசொடி அல்ைது மூன்று உறுபபுகளுக்கு நிரூபிபெது என்ெது 
அவ்வளவு எளிதல்ை. ஆனொல் இநத வலகயொன நிலைலெகளில் இக்கூற்றின் ெறுபலெ நிரூபிபெது 
சொைச் சி்றநதது. அதொவது “ஒவ்தவொன்றுக்கும்” அல்ைது “அலனத்திற்கும்” என்ெதன் ெறுபெொனது 
“அஙயக உளது (அ) இருத்தல்” என்ெதற்கு ஒபெ ஒரு யசொடி அல்ைது மூன்று உறுபபுகளொக எடுத்துக் 
தகொணட கூற்ல்ற ெறுக்குெொறு உருவொக்க முயற்சிக்கைொம். அவ்வொறு கொண இயலுெொயின், தைபெடடக் 
கூற்று சரியொனது அல்ை என்ெது முடிவொகும்.
    செனி ெற்றும் எதிர்ெல்ற உறுபபுகளின் ஒருலெத்தன்லெ சொர்நத  வினொக்கள் ஆைொயபெடயவணடும்.
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 பின்வரும் யகொடெொடுகள் யெயை குறிபபிடட முடிவுகலள மிகவும் தெொதுவொன வடிவத்தில் 
நிரூபிக்கின்்றன.
நதற்றம் 12.1 (ெேனி உறுப்பின் ஒருலேத்தன்லே)

 ஓர் இயற்கணித அலெபபில் செனி உறுபெொனது (உளது எனில்) ஒருலெத்தன்லெ வொயநதது.

நிரூபணம்
 ( , )S ∗  என்ெது ஓர் இயற்கணித அலெபபு என்க. ∗  ஐ தெொருத்து S -ன் செனி உறுபெொனது S  -ல் 
உள்ளது எனக் தகொள்க.  யெலும் ஒயை ஒரு செனி உறுபபு ெடடுயெ உள்ளது என நிரூபிக்க.
 S –ன் செனி உறுபபுகள் e1 , e2 என இருபெதொகக் தகொள்யவொம்.

 முதலில் e1  ஐ செனி உறுபெொகவும், e2 ஐ S  -ன் உறுபெொகவும் எடுத்துக்தகொணடொல்,

 e e e e e2 1 1 2 2� � � � .    ... (1)
 பி்றகு e2 ஐ செனி உறுபெொகவும், e1 ஐ S  -ன் உறுபெொகவும் எடுத்துக்தகொணடொல், 
 e e e e e1 2 2 1 1� � � � .       …(2)
 (1), (2) -லிருநது, e e1 2= . எனயவ, செனி உறுபபு ஒருலெத்தன்லெ வொயநதது.

நதற்றம் 12.2 (எதிர்ேல்ற உறுப்பின் ஒருலேத்தன்லே)
 ஓர் இயற்கணித அலெபபில் ஓர் உறுபபின் எதிர்ெல்ற (இருபபின்) ஒருலெத்தன்லெ வொயநதது.

நிரூபணம்

 ( , )S ∗  என்ெது ஓர் இயற்கணித அலெபபு என்க. யெலும்  a S∈  என்க. a  -ன் எதிர்ெல்ற S  -ல் 
உள்ளது  எனக் தகொள்க.  S -ல் உள்ள ஒவ்தவொரு உறுபபிற்கும் ஒயை ஒரு எதிர்ெல்ற உறுபபு ெடடுயெ 

இருக்கும். யெலும் S -ல் எதிர்ெல்ற உறுபபு இருநதொல் அதில் செனி உறுபபு e உறுதியொக இருக்கும்.
 a S∈  என்க. S  -ல் உள்ள உறுபபு a -ற்கு ஒயை ஒரு எதிர்ெல்ற  உறுபபு ெடடுயெ இருக்கும் என 
நிரூபிக்க. 
 a  -ன் எதிர்ெல்ற உறுபபுகள் a1 , a2  என்்ற இரு உறுபபுகள் இருபெதொகக் தகொள்யவொம்.
 a1  ஐ a  -ன் எதிர்ெல்றயொகக் தகொள்யவொெொயின் a a a a e� � � �1 1  …(1)
 a2  ஐ a  -ன் எதிர்ெல்றயொகக் தகொள்யவொெொயின் a a a a e� � � �2 2  …(2)
   a1  =  a e a a a1 1 2� � � �( )

 ((2) -ன்ெடி)
    =  ( )a a a1 2∗ ∗  (யசர்பபுப ெணபின்ெடி)
    =   e a∗ 2 ((1) -ன்ெடி)
    =   a2 (செனிபெணபின்ெடி)).
 � �a a1 2 . எனயவ, S  -ல் உள்ள உறுபபு a -ற்கு ஒயை ஒரு எதிர்ெல்ற உறுபபு ெடடுயெ இருக்கும் 
என்று அறியைொம்.
குறிப்பு

 யதற்்றம் 12.1 ெற்றும் 12.2-இன் உணலெயொன ஒருலெத்தன்லெலய விரிவொக யெற்ெடிபபில் 
ததரிநது தகொள்ளைொம்.

எடுத்துக்கோட்டு 12.2
   என்்ற கணத்தில் '+' என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலி தகொணடு  (i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப 
ெணபு (iii) யசர்பபுப ெணபு (iv) செனிப ெணபு ெற்றும் (v) எதிர்ெல்றப ெணபு ஆகியலவகலளப 
தெற்றுள்ளதொ எனச் சரிெொர்க்க.
தீர்வு

 (i) m n� � ,� �m n,  . எனயவ, '+ ' ஆனது,   -ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயலி ஆகும்.

 (ii) யெலும் m n n m m n� � � � �, ,  . எனயவ, ெரிெொற்றுப ெணபு உணலெயொகும்.
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 (iii) � � � � � � �m n p m n p m n p, , , ( ) ( ) . எனயவ, யசர்பபுப ெணபு உணலெயொகும்.

 (iv) m e e m m e� � � � � � 0.  எனயவ, � �0 ⋺ ( ) ( )m m m� � � �0 0 . எனயவ செனிபெணபு 
உள்ளது.

 (v) m m m m m m� � � � � � �' ' ' .0  எனயவ, � � � � �m m , ⋺
    m m m m� � � � � �( ) ( ) 0 .  எனயவ, எதிர்ெல்றப ெணபும் உள்ளது. இவ்வொ்றொக, கூடடல் 

தசயலி  +  ஆனது,   -ன் மீது யெற்கணட ஐநது ெணபுகலள நில்றவு தசயயும்.
  கூடடல் செனி = 0  ெற்றும் ஏயதனும் ஒரு முழு எண m -ன் கூடடல் எதிர்ெல்ற −m  

என்ெலதக் கவனத்தில் தகொள்யவொம்.
எடுத்துக்கோட்டு 12.3
  -ன் மீது இயற்கணித தசயலி '− ' ஆனது
 (i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப ெணபு (iii) யசர்பபுப ெணபு (iv) செனிப ெணபு ெற்றும் 
(v) எதிர்ெல்றப ெணபு ஆகியலவகலள தகொணடுள்ளதொ எனச் சரிெொர்க்க.
தீர்வு

 (i) கழித்தல் '− ' ஆனது ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் அல்ை. ஆனொல்  
ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் ஆகும். எனயவ, யெலும் சிை ெணபுகலள '–' என்்ற ஈருறுபபுச் 
தசயலிலயக் தகொணடு ன் மீது எளிதொன ெதிபபுகளுக்குச்  சரிெொர்பெது நல்ைது. 

 (ii) m = 4 , n = 5  எனில், ( ) ( )m n� � � � �4 5 1 ெற்றும் ( ) ( )n m� � � �5 4 1. 
    இஙகு m n n m� � �� � � �� . எனயவ, '− ' ஆனது  -இன் மீது ெரிெொற்றுப ெணலெ நில்றவு 

தசயயொது.
 (iii) m n p�� � �  ெற்றும் m n p� �� �யெொன்்றவற்றில் m n= =4 5,  ெற்றும் p = 7  என்்ற 

( ) ( ) ( )m n p− − = − − = − − =−4 5 7 1 7 8  ெற்றும் …(1)

   
m n p− − = − − = + =( ) ( ) ( )4 5 7 4 2 6 .        …(2)

   (1), (2) -லிருநது m n p m n p− ≠ − −( )( )− .
   எனயவ, '–' ஆனது  -ன் மீது யசர்பபுப ெணலெ நில்றவு தசயயொது.
 (iv) செனி உறுபபு இல்லை. (ஏன்?)
 (v) எதிர்ெல்ற உறுபபு இல்லை (ஏன்?)
எடுத்துக்கோட்டு 12.4
   e ன் மீது + என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலி  (i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப ெணபு (iii) யசர்பபுப 
ெணபு (iv) செனிப ெணபு ெற்றும் (v) எதிர்ெல்றப ெணபு ஆகியலவகலள தெற்றுள்ளதொ எனச் 
சரிெொர்க்க. இஙகு  e = அலனத்து இைடலட முழுக்களின் கணம்.
தீர்வு

  e k k� �� � � � � �� �2 6 4 2 0 2 4 6| ..., , , , , , , ,...  என்்ற இேடள்ட முழுககளின் கணத்லதக் கருதுக.
  e -ன் மீது கூடடலின் '+ ' என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலிலயக் தகொணடு பின்வரும் ெணபுகலளச் 
சரிெொர்க்கைொம்.
 (i) ஏயதனும் இைணடு இைடலட முழுக்களின் கூடுதல் ஓர் இைடலட முழு எண ஆகும். 
   ஏதனனில், x y x me, � � � 2  ெற்றும் y n= 2 , m n, ∈ . 
  எனயவ, x y m n m n e� � � � �� � � ��2 2 2  . எனயவ,  e -ன் மீது '+ ' ஆனது அலடவுப ெணபு 

தெற்றுள்ளது.
 (ii) � �x y e,  , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y m n n m n m y x� � � � � � � � �2 2 2 2 . 
  எனயவ, + ஆனது ெரிெொற்று விதிலய நில்றவு தசயகி்றது. 
 (iii) இயதயெொல், � �x y z e, ,  , ( ) ( )x y z x y z� � � � � . 
  எனயவ, யசர்பபு விதியும் உணலெயொகி்றது. 
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 (iv)  x k= 2 எனக் தகொள்க. 2 2 2 0k e e k k e� � � � � � .  
   எனயவ,� � � �x e e , 0 ⋺ x x x� � � �0 0 .  
   ஆலகயொல், 0 செனி உறுபெொகும்.

 (v) x k= 2  என எடுத்துக்தகொணடொல், இதன் எதிர்ெல்ற ′x  ஆனது பின்வருெொறு தெ்றபெடுகி்றது. 
2 0 2 2k x x k x k� � � � � � �' ' ' . அதொவது x x' � � .

    எனயவ, � � � � �x xe e , ⋺ x x x x� � � � � �( ) ( ) 0

   எனயவ, −x  என்ெது x  -ன் எதிர்ெல்ற ஆகும்.
எடுத்துக்கோட்டு 12.5

  0  = அலனத்து ஒற்ல்ற முழுக்களின் கணம் எனில்  o -ன் மீது இயற்கணித தசயலி + ஆனது 
(i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப ெணபு (iii) யசர்பபுப ெணபு (iv) செனிப ெணபு ெற்றும் (v) எதிர்ெல்றப 
ெணபு ஆகியவற்ல்றப தெற்றுள்ளதொ எனச் சரிெொர்க்க. 
தீர்வு

  o k k� � �� � � � � �� �2 1 5 3 1 1 3 5: ..., , , , , , ,...  என்்ற அலனத்து ஒற்ல்ற முழுக்கலளக் தகொணட 
கணத்லதக் கருதுக. கூடடல் + ஆனது  o -இன் மீது ஓர் ஈருறுப்புச் கெயல் ஆகாது. ஏதனனில், 
x m y n� � � �2 1 2 1,  எனும்தெொழுது x y m n� � � �2 2( )  என்ெது அலனத்து m n, -க்கும் இைடலட 
எணணொகயவ அலெயும்.  எடுத்துக்கொடடொக, 3 7, ∈ o என்்ற இரு ஒற்ல்ற எணகலளக் கருதுக. 
அலவகளின் கூடுதல் 3 7 10� �  என்ெது ஓர் இைடலட எணணொகும். தெொதுவொக, x, y∈ 0 எனில், 
x y�� �� 0 ஆகும். + ஆனது  o ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் அல்ைொததொல் ஏலனயப ெணபுகலளச் 

சரிெொர்க்க  யவணடிய அவசியமில்லை.
எடுத்துக்கோட்டு 12.6
  தகொடுக்கபெடட கணத்தின்மீது பின்வரும் தசயலியொனது (i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப 
ெணபு ெற்றும் (iii) யசர்பபுப ெணபு ஆகியலவகலளக் தகொணடுள்ளதொ எனச் சரிெொர்க்க.
 a b a a bb� � �� � �; ,  (அடுக்குக்குறி ெணபு)
தீர்வு

 (i) a b a a bb� � �� � ; ,  என்ெது உணலெ. எனயவ   ஆனது ∗  –ன் கீழ் அள்டவு தெற்றுள்ளது. 
 (ii) a = 2 , b = 3  ஆகிய ெதிபபுகலள a b ab� �  ெற்றும் b a ba� � ஆகியலவகளில் பிரிதியிட, 

a b� � �2 83  ஆனொல் b a� � �3 92   � � � �a bb a
  எனயவ ∗ஆேது பரிோறறுப் பண்ளப நிளைவு கெய்யாது.
 (iii) a b c a b ac bc� � � � �� � � � ( )    எனக் தகொள்க. 

  இதில் a b= =2 3,  ெற்றும் c = 4  எனப பிைதியிடக் கிலடபெது

   a b c� � � � � � �� � � �2 3 4 2 23 814

  ஆனொல் a b c a c a a ab b c bc bc�� �� � � �� � � � � � �( ) 212

  a b c a b c� �� � � �� ��
  எனயவ, ∗ ஆனது னெர்ப்புப் பண்ளப நிளைவு கெய்யாது.
குறிப்பு

  இநத ஈருறுபபு தசயலிக்கு செனியும் எதிர்ெல்றயும் இல்லை. (கொைணத்துடன் விளக்குக)
எடுத்துக்கோட்டு 12.7

 தகொடுக்கபெடட கணத்தின்மீது பின்வரும் தசயைொனது (i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப ெணபு 
(iii) யசர்பபுப ெணபு (iv) செனிப ெணபு ெற்றும் (v) எதிர்ெல்றப ெணபு ஆகியலவகலளப தெற்றிருக்குெொ 
எனச் சரிெொர்க்க. 
 m n m n mn m n� � � � �; , 

 m n m n mn m n� � � � �; , 
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தீர்வு

 (i)  m n m n� � -ன் விலளவு ஆனது ஒரு முழு எண என்ெது ததளிவொகி்றது. எனயவ ∗  ஆனது 
 -ன் மீது அள்டவு தெற்றுள்ளது.

 (ii) m n m n mn n m nm n m� � � � � � � � � , � �m n,  . எனயவ, ∗  ஆனது பரிோறறுப் 
பண்ளப நில்றவு தசயகி்றது.

 (iii)  ( )m n p∗ ∗ = ( )m n mn p+ − ∗ = ( ) ( )m n mn p m n mn p+ − + − + −
     =  m n m n mn n m nm n m� � � � � � � � � ,  ... (1)
      இயதயெொன்று,  m n p∗ ∗( ) = m n p np∗ + −( )  = m n p np m n p np� � � � � �( ) ( )

      = m n p np mn mp mnp� � � � � �  ... (2)
   (1) ெற்றும் (2) -லிருநது m n p m n p� � � � �( ) ( ) . எனயவ ∗  ஆனது னெர்ப்புப் பண்ளப  

நில்றவு தசயகி்றது. 

 (iv) e என்்ற ஒரு முழு எணலண  m e e m m� � � � , � �m   என்்றவொறு கொண யவணடும்.

  ஆகயவ, m e m� �  � � �m e m e = m � �e m( )1 = 0 ⇒ e  =  0 ஏதனனில் m =1. இஙகு , 
m  ஆனது ஒரு தன்னிச்லசயொன முழு எண என்ெதொல் m =1 என இருக்க யவணடிய 
அவசியமில்லை. எனயவ e = 0  ெடடும்தொன் இருக்கமுடியும். யெலும் m∗0 = 0� �m m,

� �m  . எனயவ 0 என்ெது செனி உறுபெொகும். எனயவ ெேனிப் பண்பு 
உறுதிபெடுத்தபெடுகி்றது.

 (v) ��m   என்்ற ஓர் உறுபலெ m m� � = �� � �m m e 0, � �m   என்்றவொறு கொணயவணடும்.

  m m� � = 0 � � �� �m m m m = 0 � �m =
m

m −1
. m=1 எனும்யெொது ′m ஐ வலையறுக்க 

முடியொது.
  m=2 எனும்தெொழுது ′m  ஒரு முழு எண. ஆனொல் m=2 தவிை m -ன் அலனத்து ெதிபபுகளுக்கும் 

′m  ஒரு முழு எணணொக இருக்கத்யதலவயில்லை. எனயவ,  -ல் எதிர்ேளை உறுப்பு 
அளேயாது.

12.2.3  பூலியன் அணிகள் மீது சிை ஈருறுப்புச் செயலகள்

           (Some binary operations on Boolean Matrices)

வலையல்ற 12.3
 ஒரு தெய அணியின் ஒவ்தவொரு உறுபபும் 0 அல்ைது 1 ஆக இருநதொல் அத்தலகய அணி  
பூலியன் அணி எனபெடும். 

 குறிபெொக பூலியன் ெதிவுகளொன 0 ெற்றும் 1, ெல்யவறு விதஙகளில் வலையறுக்கமுடியும். 
மின்சொை ஓடடத்லத நிறுத்த அல்ைது ஓடச் தசயயும் சொதனத்தில் “ஓடச் தசயதல் ெற்றும் நிறுத்துதல்” 
என்ெதலனயும், வலைக்தகொள்லகயில், யசர்பபு அணி யெொன்்ற ெை இடஙகளில் பூலியன் ெதிவுகள் 0 
ெற்றும் 1 ெயன்ெடுத்தபெடுகின்்றன.  நொம் அயத வலக பூலியன் அணிகலள விவொதத்திற்கு எடுத்துக் 
தகொள்யவொம்.
 பூலியன் அணிகளின் ததொகுபபின் மீது பின்வரும் இரு வலகயொன தசயற்ெொடுகள் 
வலையறுக்கபெடுகின்்றன.

 A aij� �� ��  ெற்றும் B bij� �� ��  என்்ற ஒயை வலகயொன ஏயதனும் இரு பூலியன் அணிகள் என்க. 

அலவகளின் இளைப்பு ∨  ெற்றும் ெநதிப்பு ∧  என்றுக் குறிக்கபெடடு பின்வருெொறு 

வலையறுக்கபெடுகி்றது.
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வலையல்ற 12.4   A ேறறும் B-ன் இலணப்பு

   A B∨  =  a b a b cij ij ij ij ij�� �� � �� �� � ��� �� � �� ��

   இஙகு cij  =  
1 1 1

0 0 0

,

,

 my;yJ vdpy;

kw;Wk; vdpy;

a b
a b
ij ij

ij ij

� �

� �

�
�
�

��

வலையல்ற 12.5   A ேறறும் B-ன் ெந்திப்பு

 A B∧ = a b a b cij ij ij ij ij�� �� � �� �� � ��� �� � �� ��  இஙகு cij =
1 1 1

0 0 0

,

,

a b
a b
ij ij

ij ij

� �

� �

�
�
�

��

kw;Wk; vdpy;

my;yJ vdpy;

  யெற்கூறியவற்றிலிருநது , a b a b�� � � � �, இல் தெரியது; a b a b�� � � � �, இல் சிறியது என்ெது 

விளஙகும் a b, ,�� �0 1 .

எடுத்துக்கோட்டு 12.8

 A � �
�
�

�

�
�

0 1

1 1
, B �

�

�
�

�

�
�

1 1

0 1
 ஆகிய இைணடும் ஒயை வலகயொன பூலியன் அணிகள் எனில், A B∨  

ெற்றும் A B∧  ஆகியவற்ல்றக் கொணக.
தீர்வு

   A B∨  =  
0 1

1 1

1 1

0 1

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1

1 1

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

� �
� �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

   A B∧  =  
0 1

1 1

1 1

0 1

0 1 1 1

1 0 1 1

0 1

0 1

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

� �
� �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

இலணப்பு ேறறும் ெந்திப்பு நில்றவு செய்யும் பண்புகள்

 𝔹 என்ெது ஒயை வலகயொன பூலியன் அணிகளின் ததொகுபபு என்க. இலணபபு ெற்றும் சநதிபபு  
𝔹-ன் மீது நில்றவு தசயயக்கூடிய ெணபுகலளக் கொணயெொம்

அலைவுப் பண்பு

 A B, ∈𝔹, A B a b a bij ij ij ij� � � � � �[ ] [ ] [ ]                                              𝔹
 ஏதனனில், a bij ij�� � � 0  அல்ைது 1 ∀i j, . எனயவ ∨  என்ெது 𝔹 –ன் மீது அலடவு தெற்றுள்ளது.

நெர்ப்புப் பண்பு

 A B C� �� �  = A B C A B C�� �� � �, , , 𝔹. எனயவ, ∨  என்ெது யசர்பபுப ெணலெ நில்றவு தசயகி்றது.

ெேனிப் பண்பு

 � �A 𝔹, ∃  பூச்சிய அணி 0∈  𝔹⋺ A A A� � � �0 0.                          ,  ∨ -க்கு செனி உறுபபு பூச்சிய அணி ஆகும்.

எதிர்ேல்றப் பண்பு

 எநத ஓர் அணி A∈𝔹-க்கு, A B B A� � � � 0                                  என்்ற சென்ெொடலட நில்றவு தசயயும்ெடி
 B∈𝔹  என்்ற யநர்ெொறு அணிலயக் கொணமுடியொது.
 எனயவ, எதிர்ெல்ற உறுபபு 𝔹 –ல் இருக்கொது. இதுயெொையவ, சநதிபபு ∧  என்்ற தசயலி ஆனது 
பின்வருெலவகலள நில்றவு தசயயும் என்ெலத சரிெொர்க்கமுடியும். (i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப 

ெணபு (iii) யசர்பபுப ெணபு (iv) செனி உறுபபு  U �
�

�
�

�

�
�

1 1
1 1

 என்்ற அணி ஆகும்   (v) எதிர்ெல்ற உறுபபு 

இருபெலத உறுதிபெடுத்தமுடியொது.
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12.2.4  ேட்டு எண் கணிதம் (Modular Arithmetic)
 இதுவலை வைக்கெொன அடிபெலட இயற்கணித தசயலிகள், அணிக் கூடடல், அணிப தெருக்கல், 
பூலியன் அணிகளின் இலணபபு ெற்றும் சநதிபபு ஆகிய ஈருறுபபுச் தசயலிகளின் ெணபுகலளப ெற்றி 
விவொதித்யதொம். இபபிரிவில்  ‘ேடடு எண் கணிதம்’ என்்ற பிரிவில் ஒரு புதிய ஈருறுபபுச் தசயலி ெற்றி 
விவொதிபயெொம். n  > 1 ஒரு மிலக முழு எண  என்க. இஙகு n என்ெது ‘ெடடு எண’ என அலைக்கபெடும்.
 a, b ஆகிய இைணடு முழுக்களுக்கு இலடயயயுள்ள வித்தியொசம் n –ன் ெடஙகு எனில், ெடடு  
n –ன் அடிபெலடயில் a  -ம் b -ம் ஒருஙகிலசவு உலடயதொகும். இதலனயய குறியீடுகள் மூைம், 
a b n≡ (mod )  எனக்குறிபபிடுவர்.
 இதன்ெடி a b n k k� � � �,   ெற்றும் a - ஐ n ஆல் வகுக்கும்தெொழுது கிலடக்கும் மீதி b  ஆனது 
மிகக் குல்றநத மிலக முழு எண ஆகும்.
 எடுத்துக்கொடடொக, 25 4 7 20 2 3 1 3� � � � �(mod ), (mod ) (mod )  ெற்றும் 15 0 5≡ (mod ) , ... யெலும் 
முழுக்களின் கணத்லத n ஆல் வகுக்கும்யெொது கிலடக்கும் மீதிக்கொன சொத்தியக் கூறுகள் 
0 1 2 1, , , , n −  ஆகும்.  5 -ல்
   [ ]0  =  

 , , , , , , , ,� � �� �15 10 5 0 5 10 15

   [ ]1  =  � � � � �� �, , , , , , ,14 9 4 1 6 11  

   [ ]2  =  { ], , , , , , ,� � � � �13 8 3 2 7 12  
   [ ]3  =   � � � � �� �, , , , , , ,12 7 2 3 8 13

   [ ]4  =  � � � � �� �, , , , , , , .11 6 1 4 9 14  என்ெவற்ல்ற

  5 0 1 2 3 4�� �[ ],[ ],[ ],[ ],[ ]  என எழுதைொம். ஒவ்தவொரு ததொகுபபிலும் ஏயதனும் இைணடு எணகள் 
ெடடு 5க்கு ஒருஙகிலசவு உலடயதொகும். குல்ற எணகள் ததொகுபபில் இருக்கும். ஆனொல்  5  லய 
குறிக்க மிலக எணகலள உெயயொகிக்கைொம்.

 2007ககு முன், ெடடு எணகணிதெொனது 10-இைக்க ISBN (சர்வயதச நிலையொன தை புத்தக 
எண/International Standard Book Number) எண ததொகுபபில் ெயன்ெடுத்தபெடடது. உதொைணெொக, 
கலடசி இைக்கெொனது செநிலை யசொதலனக்கொனது ஆகும். இது { , , , , , , , , , , }0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 X  என்்ற 
கணத்திலிருநது கிலடக்கி்றது. 81-7808-755-3 என்்ற ISBN எணணில் கலடசி இைக்கெொன 3 ஆனது 
பின்வருெொறு கிலடக்கபதெறுகி்றது.
    1*8+2*1+3*7+4*8+5*0+6*8+7*7+8*5+9*5=8+2+21+32+0+48+49+40+45 =245≡ 3(ெடடு 11).
 ெொற்்றொக நில்றயிடட கூடுதல் பின் திருபபுலக முல்றயில் கணக்கிடபெடுகி்றது.
 9*8+8*1+7*7+6*8+5*0+4*8+3*7+2*5+1*5=245 = 3 (ெடடு 11).
 இைணடு வழிகளிலும், நொம் ஒயை சரிெொர்பபு (check) எண 3 ஐப தெறுகிய்றொம். 
 2007-ககுப் பிைகு 13-இைக்க ISBN எண பின்ெற்்றபெடுகி்றது. (இடமிருநது வைெொக) 
வைமிருநது இடெொகத் ததொடஙகும் முதல் 12 இைக்கஙகலள 3, 1, 3, 1,…. என்கி்ற நில்றகளொல் 
தெருக்கபெடுகின்்றன. பின்னர் நில்றயிடட கூடுதல் கணக்கிடபெடுகி்றது. 10 –ன் அதிக ெடஙகு 
எடுக்கபெடுகி்றது. பின்னர் வித்தியொசம் கணக்கிடபெடுகி்றது. அதன் கூடடல் எதிர்ெல்ற ெடடு 10 
என்ெது ெதிமூன்்றொவது இைக்கெொகும்.
 உதொைணெொக, 978-81-931995-6-5 என்்ற ISBN எணலணக் கருதுயவொம். இதில் இடமிருநது 
வைெொக 12 இைக்கஙகலள எடுத்துக்தகொள்யவொம்.

9 7 8 8 1 9 3 1 9 9 5 6
1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3
9 21 8 24 1 27 3 3 9 27 5 18

 இதில் இறுதி நிலையின் கூடுதல் 155 ஆகும். 10 –ன் ெடஙகுகளில் அருகிலுள்ள (உயர்) முழு 
எண 160 ஆகும். 160-க்கும் 155-க்கும் உள்ள வித்தியொசம் 5 ஆகும். எனயவ 5-ன் கூடடல் எதிர்ெல்ற 
ெடடு 10 –ஐ தெொருத்து   5 ஆகும். இது ISBN எணணில் 13-வது இைக்கெொகும்.
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 ெடடு எணகணிதத்தில், n ஐ விட குல்றவொன மிலக முழுக்கலளக் தகொணட கணம்  n  -ன் மீது 
“n-ன் ேடடுககு கூட்டல் n n( )+ ” ெற்றும் “n-ன் ேடடுககு கபருககல் n n( )× ” ஆகிய புதிய இைணடு 
தசயலிகலள வலையறுபயெொம்.

வலையல்ற 12.6

 (i) n –ன் ெடடுக்கு கூடடைொனது பின்வருெொறு வலையறுக்கபெடுகி்றது.
   a b n, ∈  என்க. பி்றகு a b+  ஐ n  ஆல் வகுக்க கிலடக்கும் மீதி a bn+
 (ii) n –ன் ெடடுக்கு தெருக்கைொனது  பின்வருெொறு வலையறுக்கபெடுகி்றது.
  a b n, ∈  என்க. பி்றகு a b×  ஐ n  ஆல் வகுக்க கிலடக்கும் மீதி a bn×  

எடுத்துக்கோட்டு 12.9 
 ெடடுக் கூடடல் 5 தசயலி அடடவலணலயப ெயன்ெடுத்தி கணம்  5 -ன் மீது  +5  என்்ற தசயலிக்கு 
(i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப ெணபு (iii) யசர்பபுப ெணபு  (iv) செனிப ெணபு ெற்றும் (v) எதிர்ெல்றப 
ெணபு ஆகியலவகலளச் சரிெொர்க்க.
தீர்வு

  5 0 1 2 3 4�� �[ ], ], ], ], ] [  [  [  [  ெடடு 5 கூடடல் தசயலி அடடவலண பின்வருெொறு தெ்றபெடுகி்றது. 
மீதிகளின் கணெொனது { , , , , }0 1 2 3 4  {[ ],[ ],[ ],[ ],[ ]}0 1 2 3 4  என்்ற ததொகுபபு அலெபலெக் குறிக்கி்றது. 

+5 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

அட்ட்ளை 12.2
 (i) தசயலி அடடவலணயில் உள்ள எல்ைொ தவற்றிடஙகளும்  5 -ன் ெரியாக ஓர் உறுப்பு மூைம் 

நிைபெபெடடிருநதொல் a b+5  -ன் விலளவு ஒருலெத்தன்லெ வொயநதது. எனயவ, +5 ஆனது 
 5 –ன் மீது அள்டவு தெற்றுள்ளது.

 (ii) அடடவலணயில் உள்ள ெதிவுகள் முதன்ளே மூளைவிட்டத்து்டன் ெேச்சீோக 
லவக்கபெடடுள்ளதொல் +5  ஆனது பரிோறறுப் பண்புள்டயது.

 (iii) யசர்பபுப ெணலெ சரிெொர்பெதற்கு தசயலி அடடவலணலய யநைடியொகப ெயன்ெடுத்த 
முடியொது. எனயவ, இலத வைக்கம்யெொை ஓர் எடுத்துக்கொடடின் மூைம் சரிெொர்க்க யவணடும். 

        2 3 4 5, , ∈ எனில், 2 3 4 0 4 45 5 5� � � � �� �  (ெடடு 5)

       2 3 4 2 2 45 5 5� �� � � � � (ெடடு 5)

       எனயவ, 2 3 4 2 3 45 5 5 5�� � � � � �� � . 

  இது யெொன்று ததொடர்நதொல் எல்ைொ சொத்தியெொன மும்மூன்று உறுபபுகளின் ததொகுபபிற்கும் 
இலத சரிெொர்க்க முடியும். முடிவொக, +5  ஆனது யசர்பபுப ெணலெ நில்றவு தசயயும் எனக் 
கொடடைொம். 

 (iv) 0 தலைலெயிைொன நிலை ெற்றும் நிைல் ஒயை ெொதிரியொனலவ. எனயவ, 0 5∈  என்ெது செனி 
உறுபெொகும்.

 (v) ஒவ்தவொரு நிலை ெற்றும் நிைலிலும் செனி உறுபபு 0 உள்ளதொல் எதிர்ெல்ற உறுபபு உறுதி 
தசயயபெடுகி்றது. எனயவ, அடடவலண 12.2-லிருநது எதிர்ெல்றப ெணபு உணலெ என்ெது 
ததளிவொகி்றது. 
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எடுத்துக்கொடடொக
   *   5 -ன் உறுபபுகளில் ஏயதனும் ஓர் உறுபபு ‘2’ இன் எதிர்ெல்றலயக் கொணும் முல்ற கீயை 

யகொடிடடுக் கொடடபெடடுள்ளது.

   *  2 தலைலெயிைொன III வது நிலையில் செனி உறுபபின் நிலைலய முதலில் கணடறியவும். III 
வது நிலையில் கிலடெடடெொக நகர்நது 0 ஐ அலடநத பி்றகு IV வது நிைலில் 0 –க்கு யெயை 
நகரும்யெொது கிலடக்கும் 3-ஐதொன் 2-ன் எதிர்ெல்ற உறுபெொகக் தகொள்வர். யெலும் இதற்கு 
அத்தொடசியொக 2 3 0� �   (ெடடு 5) என்ெதும் உணலெயொவதொகக் கொணைொம். ஏதனனில்,  
0 ஆனது III வது நிலை ெற்றும் IVவது நிைலை இலணக்கும் உறுபெொகும். IV வது நிைலில் மிக 
உயர்நத நிலையில் கிலடக்கபதெற்்ற உறுபபு 3 ஆகும். எனயவ 2-ன் எதிர்ெல்ற உறுபபு 3 ஐத் 
தவிை யவறில்லை. இயதவழியில்  5  -ன் ஒவ்யவொர் உறுபபின் எதிர்ெல்றலயப தெ்றைொம்.

  *  இவ்வொ்றொக 0-ன் எதிர்ெல்ற 0 5∈  1 –ன் எதிர்ெல்ற 4∈ 5 , 2–ன் எதிர்ெல்ற 3∈ 5 ,  

3–ன் எதிர்ெல்ற 2∈ 5  , 4 –ன் எதிர்ெல்ற 1∈ 5  ஆகும்.

எடுத்துக்கோட்டு 12.10
 ெடடு 11ஐப தெொருத்து எச்சத் ததொகுதிகளின் கணம் { , , , , , , , , , , }0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -இன் உட்கணம் 
A ={ , , , , }1 3 4 5 9  -ன் மீது ×11  என்்ற தசயலிக்கு (i) அலடவுப ெணபு (ii) ெரிெொற்றுப ெணபு (iii) யசர்பபுப 

ெணபு  (iv) செனிப ெணபு (v) எதிர்ெல்றப ெணபு ஆகியலவகலளச் சரிெொர்க்க.

தீர்வு

 ×11  என்்ற தசயலியின் தசயலி அடடவலண பின்வருெொறு.

×11 1 3 4 5 9
1 1 3 4 5 9
3 3 9 1 4 5
4 4 1 5 9 3
5 5 4 9 3 1
9 9 5 3 1 4

அட்ட்ளை 12.3

 முநலதய எடுத்துக்கொடடில் விவரித்தெடி  ×11  என்்ற தசயலிக்கு A –ன் மீது பின்வரும் ெணபுகலளச் 

சரிெொர்த்தல் கீழக்கணடவொறு தகொடுக்கபெடடுள்ளது.

 (i) தெருக்கல் அடடவலணயில் உள்ள எல்ைொ தவற்றிடஙகளும் A-ல் சரியொக ஓர் உறுபபு மூைம் 

நிைபெபெடடிருபெதொல் ×11 , A –ன் மீது அள்டவுப் பண்பு தெற்றுள்ளது.

 (ii) அடடவலணயில் உள்ள உறுபபுகள் அலனத்தும் முதன்லெ மூலைவிடடத்திற்கு செச்சீைொக 

இருபெதொல், ×11  பரிோறறுப் பண்புள்டயதாகும்.

       (iii) ×11 என்ெது வைக்கெொக னெர்ப்புப் பண்புககு கடடுபெடும்.

 (iv) 1 தலைலெயிைொன நிலை ெற்றும் நிைல் ஒயை ெொதிரியொனலவ. எனயவ, 1∈ A  என்ெது ெேனி 

உறுபெொகும்.

 (v) ஒவ்தவொரு நிலை ெற்றும் நிைலில் செனி உறுபபு 1 இருபெதொல் எதிர்ேளைப் பண்பு ×11 -க்கு 

உணலெயொகி்றது. 1 –ன் எதிர்ெல்ற 1∈ A , 3 –ன் எதிர்ெல்ற 4∈ A , 4–ன் எதிர்ெல்ற  

3∈ A , 5 –ன் எதிர்ெல்ற 9∈ A , 9 –ன் எதிர்ெல்ற 5∈ A  ஆகும்.
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பயிறசி 12.1
 1. கீயை தகொடுக்கபெடடுள்ள கணஙகளின் மீது வலையறுக்கபெடடிருக்கும் ∗  ஓர் ஈருறுபபுச் 

தசயலியொ எனத் தீர்ெொனிக்க.

   (i)  -ன் மீது a b a b� � .    (ii) A �� �1 2 3 4 5, , , , -ன் மீது a b a b� � � �, -ல் சிறியது, 

   (iii)  -ன் மீது a b a b� �� �
 2.  -ன் மீது ⊗  என்்ற தசயலி பின்வருெொறு வலையறுக்கபெடடுள்ளது. 

m n m n m nn m�� � � � � �: ,    ∗   ஆனது  -ன் மீது அலடவுப ெணலெ தெற்றுள்ளதொ?

 3.  -ன் மீது ∗   ஆனது ( )a b a b ab� � � � � 7  என வலையறுக்கபெடடொல் ∗ ,  -ன் மீது அலடவு 

தெற்றுள்ளதொ? அவ்வொத்றனில், 3 7

15
�
��
�
�

�
�
�  கொணக.

 4. A a b a b� � �{ : , }5  என்க. வைக்கெொன தெருக்கல் A -ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயல் 
ஆகுெொ என ெரியசொதிக்க.

 5.  (i) ∗என்்ற ஓர் ஈருறுபபுச் தசயலி  -ன் மீது பின்வருெொறு வலையறுக்கபெடுகி்றது இநத  
∗ஆனது, அலடவுப ெணபு, ெரிெொற்றுப ெணபு, யசர்பபுப ெணபு ஆகியவற்ல்ற நில்றவு 

தசயகி்றதொ எனச் யசொதிக்க  a b a b a b� �
��

�
�

�
�
� � �

2
; ,  .

   (ii) ∗ஆனது, செனிப ெணபு ெற்றும் எதிர்ெல்றப ெணபு ஆகியலவ,  -ன் மீது 

உணலெயொகுெொ எனச் யசொதிக்க.  a b a b a b� �
��

�
�

�
�
� � �

2
; ,  . 

 6. ∗  என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலி ஆனது A a b c={ , , }  என்்ற கணத்தின் மீது ெரிெொற்று விதிக்கு 
கடடுபெடடொல் பின்வரும் ெடடியலைப பூர்த்தி தசயக.

∗ a b c

a b

b c b a

c a c

 7. A a b c d={ , , , }  என்்ற கணத்தின் மீது ∗  என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலிலய பின்வரும் ெடடியலுடன் 
கருதுக.

∗ a b c d

a a c b d

b d a b c

c c d a a

d d b a c

   இது ெொற்றுபெணபு ெற்றும் யசர்பபுப ெணபுகலளப தெற்றுள்ளதொ?
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 8. Let A �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 0 1

, B �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

0 1 0 1

1 0 1 0

1 0 0 1

, C �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1 1 0 1

0 1 1 0

1 1 1 1

 

  என்ெலவகள்ஒயை ெொதிரியொன வலகயிலன உலடய  ஏயதனும் மூன்று பூலியன் அணிகள் 
எனில், (i) A B∨  (ii) A B∧  (iii) A B C∨( )∧   (iv) A B C∧( )∨  ஆகியலவகலளக் கொணக.

 9.  (i) M
x x
x x

x R�
�

�
�

�

�
� � �

�
�
�

�
�
�

: { }0  என்க.   ∗  என்ெது அணிப தெருக்கல் எனக் தகொள்க.  

∗ஆனது M –ன் மீது அலடவு தெற்றுள்ளதொ எனத் தீர்ெொனிக்க. அவ்வொத்றனில்,  

∗  ஆனது M -ன் மீது ெரிெொற்றுப ெணபு, யசர்பபுப ெணபுகலளயும் நில்றவு தசயயுெொ 
எனச் யசொதிக்க. 

   (ii) M
x x
x x

x R�
�

�
�

�

�
� � �

�
�
�

�
�
�

: { }0  ∗  என்ெது அணிப தெருக்கல் எனக் தகொள்க. ∗ஆனது  

M –ன் மீது அலடவு தெற்றுள்ளதொ எனத் தீர்ெொனிக்க. அவ்வொத்றனில், ∗  ஆனது  
M  -ன் மீது செனிபெணபு ெற்றும் எதிர்ெல்றப ெணபுகலள நில்றவு தசயயுெொ எனவும் 
யசொதிக்க.

 10.  (i) A � � � \ 1  என்க.  A -ன் மீது ∗  பின்வருெொறு வலையறுக்கபெடுகி்றது. x y x y xy� � � �
. ∗  ஆனது A -ன் மீது அலடவு தெற்றுள்ளதொ? அவ்வொத்றனில்,  A -ன் மீது ∗  ஆனது 
ெரிெொற்று விதி ெற்றும் யசர்பபு விதிகலள நில்றவு தசயயுெொ எனச் யசொதிக்க.

   (ii) A � � � \ 1  என்க. A  -ன் மீது ∗  பின்வருெொறு வலையறுக்கபெடுகி்றது. 
    x y x y xy� � � �   ∗  ஆனது A  -ன் மீது அலடவு தெற்றுள்ளதொ? அவ்வொத்றனில், A  -ன் 

மீது ∗  ஆனது செனிபெணபு ெற்றும் எதிர்ெல்றப ெணபுகலள நில்றவு தசயயுெொ எனச் 
யசொதிக்க. 

12.3  கணித தர்க்கவியல (Mathematical Logic)

  ஜொர்ஜ் பூயை ஒரு சுயெொயக் கற்றுத் யதர்நத கணிதயெலத ெடடுெல்ை, ஒரு 
தத்துவஞொனி ெற்றும் தர்க்கவியைொளரும் ஆவொர். இருெ எணகலள உள்ளடக்கிய 
பூலியன் இயறகணிதம் குறித்த அவைது முடிவுகள் ெல்யவறு துல்றகளில் முக்கியப 
ெஙகு வகிக்கின்்றன. குறிபெொக கணினி ெயன்ெொடுகளில் அதிகெொக ெஙகு 
வகிக்கின்்றன. குறியீடடு தர்க்கத்தின் கருத்லத அவர் அறிமுகபெடுத்தினொர் ெற்றும் 
கணித தர்க்கத்தின் விலைவொன வளர்ச்சிக்கு நில்றய முடிவுகலள வைஙகினொர்.
 தர்க்கவியலின் முதல் புத்தகத்லத எழுதியவர் ெதிபபிற்குரிய கியைக்க 
தத்துவஞொனி அரிஸடொடில் (384-322கி.மு (தெொ.ஆ.மு)) ஆவொர். 17ஆம் நூற்்றொணடில் 
தஜர்ெொனிய தத்துவ ஞொனியும் கணித வல்லுநருெொன கொடஃபிலைட தைபினிடஸ 
என்ெொர் தர்க்கவியலில் குறியீடுகலள ெயன்ெடுத்தும் முல்றலய வித்திடடொர். பின்னர் 
இநத முல்றலய 19ஆம் நூற்்றொணடில் வழிமுல்றபெடுத்தியவர்கள் ஜொர்ஜ் பூயை ெற்றும் அகஸடஸ 
டீெொர்கன் ஆவர். தர்க்கம், குறியீடுகள், இயற்கணிதம் ஆகியவற்ல்ற ஒன்றுெடுத்திப ெொர்த்தொல் 
தர்க்கவியல், கணிதவியயைொடு அதிகம் ஒத்துபயெொகி்றது என்்ற உணலெலய நிறுவியவர் ஜொர்ஜ்பூயை. 
19ஆம் நூற்்றொணடின் இறுதியிலும் ெற்றும் 20 ஆம் நூற்்றொணடின் ததொடக்கத்திலும் கணித தர்க்கவியல் 
வளர்ச்சி தெற்்றது. 
 1930களில் ஆைொயச்சியொளர்கள் இருெ எணகளொன (binary numbers) (நியூெொன் தனது 
ெைணபெடுக்லகயில் இருெ எணகளொன  0 ெற்றும் 1 இநத உைலக ஆளபயெொகி்றது என்்றொர்.)  0 ெற்றும் 
1 கலளக் தகொணடு மின்சுற்ல்ற அளவிடவும் ெற்றும் மின்னணு கணினிகலள வடிவலெக்கவும் 

ஜார்ஜ் பூனை
(1815-1864)

Chapter 12 Discrete Mathematics.indd   251 9/4/2019   3:42:18 PM



252XII - கணிதவியல்

முடியும் என்று கணடறிநதனர். இன்று டிஜிடடல் (மின்னணு) கணினிகள் ெற்றும் மின்சுற்றுகள் 
இநத இருெ எண கணிதத்லத (binary arithmetic) தசயல்ெடுத்த வடிவலெக்கபெடடுள்ளது. நொம் 
கணிதத் தர்க்கத்லத தெொழியொகவும் ெற்றும் கணிதம் ெற்றும் கணினி அறிவியல் ெொடஙகளில் உயத்து 
அறிதைொகவும் ஆயவு தசயயைொம்.
 தெொதுவொக தர்க்கம் என்ெது சரியொன ெகுத்தறிவின் ஆயவொகும். ஆனொல் கணித தர்க்கம் அறிலவ 
ஒரு துல்லியெொன கணித வழியில் பிைதிநிதித்துவபெடுத்த அனுெதிக்கி்றது. யெலும் இது துல்லியெொன 
விதிகளின் ததொகுபலெப ெயன்ெடுத்தி சரியொன அனுெொனஙகலளச் தசயய அனுெதிக்கி்றது. இது 
கணினி அறிவியலுக்கொன ஒரு சக்தி வொயநத கருவியொகக் கருதபெடுகி்றது. ஏதனனில் இது முக்கியெொக 
நிகழச்சி நிைல்களின் சரியொன தன்லெலய சரிெொர்க்கப ெயன்ெடுகி்றது. 

12.3.1  கூறறு ேறறும் அதன் சேய் ேதிப்பு (Statement and its truth value)
 கணித தர்க்கவியலின் எளிய ெகுதி என்னதவன்்றொல் அதன் முன்கோழி தர்ககோகும் இபெகுதிலய 
உருவொக்க ஏதுவொக அதன் கூற்றுகள் அல்ைது அதன் முன்தெொழிவுகள் ெயன்ெடுகின்்றன. தெரும்ெொலும் 
கருத்துத் ததொடர்பில் நம்முலடய எணணஙகலள தவளிபெடுத்த தெொழி யதலவபெடுகி்றது. அலவகள் 
வொக்கிய வலககளொக இருக்கின்்றன. தவவ்யவறு வலகயொன வொக்கிய வலககள்
 (1) சொதொைண வொக்கியம் (Assertive type)

 (2) கடடலள வொக்கியம் (A command or a request type)

 (3) வியபபு வொக்கியம் (Emotions, excitement type)

 (4) வினொ வொக்கியம் (Question type)

 (5) தி்றநத வொக்கியம் (open type)

வலையல்ற 12.7

 கூற்று என்ெது ஒரு சொதொைண வொக்கியெொகும். இவ்வொக்கியத்தின் தெொருள் ஆனது உணலெ 
அல்ைது தவறு. என அலெயைொம். ஆனொல் இைணடும் கைநது இருத்தல் கூடொது.

 கடடலள வொக்கியயெொ, வியபபு வொக்கியயெொ, வினொ வொக்கியயெொ. ஒரு கூற்று ஆகொது.

 ஒரு கூற்றின் தெயெதிபபு என்ெது அதன் ‘உணலெ’ அல்ைது ‘தவறிலன’ குறிபெதொக அலெவது. 
ஒரு கூற்று உணலெயொயின் அதன் தெயெதிபலெ T அல்ைது 1 எனக் குறிபபிடுகிய்றொம். ஒரு கூற்று 
தவறு எனில் அதன் தெயெதிபலெ F அல்ைது 0 எனக் குறிபபிடுகிய்றொம்.
 எநத ஒரு வொக்கியத்திற்கும் அதன் தெய ெதிபபு வொக்கியத்தில் கூ்றபெடொத சிை நிெநதலனகளுக்கு 
ஏற்ெ ெொறுெடடொல் அது ஒரு திைநத ்ாககியோகும். எடுத்துக்கொடடொக, (i) x� �7 35  ஒரு தி்றநத 
வொக்கியம். இதன் தெய ெதிபெொனது x -ன் ெதிபலெ தெொருத்தது. அதொவது, x = 5  எனில் அது 
உணலெ. x � 5 எனில் அது தவறு.  அவன் ஒரு தகடடவன். இது தி்றநத வொக்கியம் ஏதனனில். 
உணலெதயனக் கருதபெடும் கருத்து நெருக்கு நெர் ெொறுெடும். 

எடுத்துக்கோட்டு 12.11
 பின்வரும் வொக்கியஙகளிலிருநது சரியொன கூற்றுகலள அலடயொளம் கொணவும்.
தீர்வு

 (1) உைகத்தில் மிக உயைெொன சிகைம் எவதைஸட சிகைெொகும்.

 (2) 3 4 8� � .

 (3) 7 5 10� � .

 (4) அநதப புத்தகத்லத எனக்கு தகொடு.

 (5) x = 3  என்றிருக்கும் யெொது ( )10 7� �x .
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 (6) இநத ெைர் எவ்வளவு அைகொக இருக்கி்றது!
 (7) நீ எஙயக தசல்கின்்றொய?
 (8) நீ தவற்றி தெ்ற வொழத்துக்கள்.
 (9) இது முடிவின் ஆைம்ெம்.
 (2) ன் தெயெதிபபு F ஆகும். (1) ெற்றும் (3) ஆவது வொக்கியஙகளின் தெயெதிபபு T ஆக உள்ளது. 

எனயவ, அலவகள் யொவும் கூற்றுகளொகும்.
 (5) வது வொக்கியம் x = 3  க்கு உணலெ ெற்றும் x � 3-க்கு தவறு. எனயவ இது உணலெயொகயவொ 

அல்ைது தவ்றொகயவொ இருக்குயெ தவிை ஒயை யநைத்தில் இைணடுெொக இல்ைொெல் இருபெதொல் 
இதுவும் ஒரு கூற்்றொகும்.

 (4) வது வொக்கியம் கடடலளலயயும் (6) வது ஆச்சரியத்லதயும் (7) வது வினொலவயும் (8) 
வது வொழத்லதயும் குறிபெதொல் (4), (6), (7), (8) ெற்றும் (9) ஆகிய வொக்கியஙகள் கூற்றுகளல்ை.  
(9) ஆனது ஒரு முைணெொடொன (paradox) கூற்்றொகும்.

12.3.2  கூட்டுக் கூறறுகள், தர்க்க இலணப்புகள் ேறறும் சேய் அட்ைவலணகள்

           (Compound Statements, Logical Connectives and Truth Tables)

வலையல்ற 12.8 (தனி ேறறும் கூட்டுக் கூறறுகள்)

 ஒரு கூற்றிலன இைணடு அல்ைது அதற்கு யெற்ெடட கூற்றுகளொக பிரிக்க இயைொவிடில் 
அக்கூற்ல்ற தனிககூறறு அல்ைது அணுககூறறு என அலைபெர். ஒரு கூற்்றொனது இைணடு அல்ைது 
அதற்கு யெற்ெடட கூற்றுகளின் யசர்பெொயின் அது ஒரு கூடடுக் கூற்று என அலைக்கபெடும். எனயவ, 
எநத ஒரு கூற்றும் தனிககூறறு அல்ைது கூடடுககூறறு ஆக இருக்க முடியும் என்ெது இதன்மூைம் 
ததளிவொகி்றது. 

தனிக்கூறறுக்கு எடுத்துக்கோட்டு 
 எடுத்துக்கொடடு 12.11 –ல் (1), (2), (3) ஆகிய வொக்கியஙகள் தனிக் கூற்றுகளொகும்.

கூட்டுக் கூறறுக்கு எடுத்துக்கோட்டு 
 “1 ஒரு ெகொ எண அல்ை ெற்றும் ஊடடி யகைளொவில் உள்ளது” என்்ற கூற்ல்றக் கருதுக. 
யெற்கணட கூற்்றொனது பின்வரும் தனிக் கூற்றுகளின் கூடடுக் கூற்்றொகும்.

 p : 1 ஒரு ெகொ எண அல்ை.

 q : ஊடடி யகைளொவில் உள்ளது. 
 எனயவ, தகொடுக்கபெடட கூற்று ஒரு தனிக் கூற்று அல்ை. அது ஒரு கூடடுக் கூற்று ஆகும்.

 யெயை உள்ள விவொதஙகளிலிருநது, எநததவொரு எளிய கூற்றும் T அல்ைது F -இன் ெதிபலெப 
தெறுகி்றது. எனயவ இது ஒரு ெொறியொக கருதபெடைொம். இநத ெொறி, கூறறு ோறி அல்ைது முன்கோழிவு 
ோறி என அலைக்கபெடுகி்றது. முன்தெொழிவு ெொறிகள் தெொதுவொக, p, q, r , .... எனக் குறிக்கபெடுகின்்றன.

வலையல்ற 12.9 (தர்க்க இலணப்புகள்)

 இைணடு அல்ைது அதற்கு யெற்ெடட கூற்றுகலள இலணத்து புதிய கூற்றுகலள உருவொக்குவதற்கு 
“ெற்றும்”, “அல்ைது”, “எனில்-பின்னர்”, “என்்றொல் ெற்றும் என்்றொல் ெடடுயெ” ெற்றும் “அல்ை” 
முதலிய வொர்த்லதகலள இலணபபுகளொகப ெயன்ெடுத்துகிய்றொம். இவ்வொர்த்லதகலள ஆஙகிைத்தில் 
முல்றயய ‘and’, ‘or’, ‘if-then’, ‘if and only if’ ெற்றும் ‘not’ என்கிய்றொம். இநத இலணபபு 
வொர்த்லதகலள ‘தர்கக இளைப்புகள்’ என்று கூறுவர்.
 தனிக் கூற்றுகளிலிருநது ஒரு கூடடுக் கூற்ல்ற அலெபெதற்கு சிை இலணபபுகள் 
ெயன்ெடுத்தபெடுகின்்றன. ேறுப்பு (அல்ை), இளையல் (ேறறும்) ெற்றும் பிரிப்பிளைவு (அல்ைது) 
ஆகியலவகள் சிை அடிபெலட தர்க்க இலணபபுகள் ஆகும். 
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வலையல்ற 12.10
 ஒரு ‘கூறறுக னகாள்’ என்ெது ஒன்று அல்ைது அதற்கு யெற்ெடட கூற்றுகலள சிை அடிபெலட 
தர்க்க இலணபபுகளொல் இலணத்து உருவொக்கும் ஒரு யகொலவ ஆகும்.

வலையல்ற 12.11 (சேய்லே அட்ைவலண)

 தனிக் கூற்றுகள் ெற்றும் கூடடுக் கூற்றுகளுக்கு இலடயயயொன ததொடர்பிலன அலவகளின் 
தெய ெதிபபுகள் மூைம் தவளிபெடுத்தும் ஒரு அடடவலணலய ‘கேய்ளே அட்ட்ளை’ என்ெர்.

வலையல்ற 12.12
 (i) p  ஒரு தனிக் கூற்று என்க. p  -ன் ேறுப்பு என்ெது p -ன் தெயெதிபபின் எதிர்ெல்றலய 

உலடய கூற்்றொகும். அலத ¬p என்்ற குறியீடடொல் குறிபபிடுவர். p -ன் தெய ெதிபபு 
‘F’ எனில் ¬p-ன் தெயெதிபபு T  ஆகும். அவ்வொறில்லைதயனில் அது F ஆகும்.

 (ii) p , q  ஏயதனும் இரு தனிக் கூற்றுகள் என்க. ‘ெற்றும்’ (and) என்்ற வொர்த்லதயொல் 
இலணக்கபெடும்தெொழுது, p  ெற்றும் q  என்்ற கூடடுக கூறளை அலடகிய்றொம். இதலன 
p q∧  என்்ற குறியீடடொல் குறிபபிடுவர். இதலன ‘ p இலணயல் q ’ அல்ைது ‘ p ததொபபி q ’ 

எனப ெடிக்கைொம். p -ம்  q -ம்  T ஆக தெய ெதிபலெ தெற்றிருநதொல் p q∧  -ன் தெய 
ெதிபபு T  ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில், அது F ஆகும்.

 (iii) இைணடு தனிக் கூற்றுகள் p  ெற்றும் q  கள் அல்ைது (or) என்்ற வொர்த்லதயொல் 
இலணக்கபெடும்தெொழுது தெ்றபெடும் கூடடுக் கூற்று p , q -ன் பிரிப்பிளைவு (disjunction) 
எனபெடும். இதலன, p q∨  என்்ற குறியீடடொல் குறிபபிடுவர். இதலன ‘ p பிரிபபிலணவு q ’ 
அல்ைது or ‘ p கிணணம் q ’ எனப ெடிக்கைொம். p -ம் q -ம் F என்்ற தெயெதிபலெ 
தெற்றிருநதொல் p q∨  -ன் தெயெதிபபு F  ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில் அது T  ஆகும்.

தர்க்க இலணப்புகள் ேறறும் அதன் சேய்லே அட்ைவலணகள்

(Logical Connectives and their Truth Tables)
(1) அலை NOT [¬] என்பதறகுரிய ேறுப்பின் சேய்லே அட்ைவலண

¬ p-ன் கேய்ளே அட்ட்ளை
p ¬ p

T F
F T

அட்ட்ளை 12.4

(2) ேறறும் AND [∧∧ ] என்பதறகுரிய இலணயலின் சேய்லே அட்ைவலண

p qÙ -ன் கேய்ளே அட்ட்ளை
p q p q∧∧
T T T
T F F
F T F
F F F

அட்ட்ளை 12.5
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(3) அலைது OR [∨∨ ] என்பதறகுரிய பிரிப்பிலணவின் சேய்லே அட்ைவலண

p q∨∨ -ன் கேய்ளே அட்ட்ளை

p q p q∨∨
T T T
T F T
F T T
F F F

அட்ட்ளை 12.6

எடுத்துக்கோட்டு 12.12
 p  : ‘குளிைொக இருக்கி்றது’, q : ‘ெலை தெயகி்றது’ என்்ற கூற்றுகளுக்கு¬ p, p q∧ , p q∨  ெற்றும் 
q∨¬p ஆகிய வொர்த்லதகளுடன் கூடிய வொக்கியஙகலள அலெக்க (எழுதுக). 

தீர்வு

 (1) ¬p : குளிைொக இல்லை 
 (2) p q∧  : குளிைொக இருக்கி்றது ெற்றும் ெலை தெயகி்றது
 (3) p q∨  : குளிைொக இருக்கி்றது அல்ைது ெலை தெயகி்றது

 (4) q∨¬p : ெலை தெயகி்றது அல்ைது குளிைொக இல்லை

 ¬p என்்ற கூற்றில் ஒயை ஒரு தனிக்கூற்று p  ெடடும் உள்ளதொல் அதற்குரிய தெயலெ 

அடடவலணயில் 2 21� � �  நிலைகள் இருக்கும். p q∧  ெற்றும் p q∨  என்கி்ற கூடடுக் கூற்றுகள்,  

p  ெற்றும் q  ஆகிய இைணடு தனிக் கூற்றுகலளப தெற்றுள்ளது. எனயவ அலவகளுக்குரிய தெயலெ 
அடடவலணகளில் 4� � �22  நிலைகள் இருக்கும். எனயவ, இயதயெொை ஒரு கூடடுக் கூற்றில் n  
தவவ்யவ்றொன உள் கூற்றுகள் இடம்தெறின் தெயலெ அடடவலணயொனது 2n  நிலைகலளக் 
தகொணடிருக்கும்.
எடுத்துக்கோட்டு 12.13
 பின்வரும் கூற்றின் வொயபெொடுகளுக்கு எத்தலன நிலைகள் யதலவபெடும்?
  (i) p t p s�� � ��� �  (ii) p q r s t v�� �� � ��� �� � � � �� �
தீர்வு

 (i) p t p s��� � � ��� �  என்்ற கூற்றில் p s, , t  என்்ற ெொறிகள் அதொவது 3 உள் கூற்றுகள் 

இடம்தெறுகின்்றன. எனயவ, இதன் தெயலெ அடடவலணயில் 2 83 =  நிலைகள் 
இடம்தெறும்.

 (ii) ( ) ( ) ( )p q r s t v� � � �� � � �� �  என்்ற கூற்றில் p q r s t, , , , , v  என்்ற 6 ெொறிகள் இடம் 

தெறுவதொல் அதன் தெயலெ அடடவலணயில் 2 646 =  நிலைகள் இடம்தெறும்.

நிபந்தலைக் கூறறு

வலையல்ற 12.13
 p  ெற்றும் q  ஏயதனும் இரு கூற்றுகளின் நிெநதலனக் கூற்்றொனது, “ p எனில் q ” என்்ற 

கூற்ல்றக் குறிக்கும். இலத p q→  எனக் குறிபபிடுவர். இஙகு p  ஐக் கருதுனகாள் அல்ைது 

முன்உதாேைம் என்றும் q  ஐ முடிவு அல்ைது விளைவு என்றும் அலைபெொர்கள். p –ன் தெய 

ெதிபபு உணலெயொக இருநது q  -ன் தெயெதிபபு தவ்றொக இருபபின் p q→  -ன் தெய ெதிபபு 

தவ்றொகும். அவ்வொறில்லை எனில் அது உணலெயொகும்.
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p q→ -ன் கேய்ளே அட்ட்ளை 

p q p q→→
T T T
T F F
F T T
F F T

அட்ட்ளை 12.7
எடுத்துக்கோட்டு 12.14
 இன்று திஙகள் எனில், பி்றகு 4 + 4 = 8, என்ெதலன p q→ -ஆகக் கருதுக,

 இஙகு உள்கூற்றுகள் p ெற்றும் q பின்வருெொறு தகொடுக்கபெடுகி்றது. 
 p: இன்று திஙகள் கிைலெ; q: 4 + 4 = 8. 
 q –ன் முடிவொனது T என்ெதொல் p q→  -ன் தெயெதிபபு T ஆகி்றது. 

 ஒரு முக்கியெொன கருத்து என்னதவன்்றொல் p ெற்றும் q-ன் வொக்கியஙகளின் அர்த்தஙகலள 
கருத்தில் தகொணடு p q→  ஐ தசயல்ெடுத்தக்கூடொது. யெலும் p  என்ெது q வுடன் ததொடர்புலடயதொக 

இருக்கயவணடிய அவசியமில்லை.

விலைவுகள்

 p q→  என்்ற நிெநதலனக் கூற்றிலிருநது யெலும் மூன்று நிெநதலனக் கூற்றுகள் 
வருவிக்கபெடுகின்்றன. அலவகள் கீயை ெடடியலிடபெடுகி்றது.

 (i) ேறுதளைக கூறறு (Converse statement)  q p→ .
 (ii) எதிர்ேளைக கூறறு (Inverse statement) � ��p q .
 (iii) ன�ர்ோறுக கூறறு (Contrapositive statement) � ��q p .

எடுத்துக்கோட்டு 12.15
 கீயை தகொடுக்கபெடடிருக்கும் இைணடு கூற்றுகள் p  ெற்றும் q -க்கு பின்வருெலவகலள எழுதுக.

 (i) நிெநதலனக் கூற்று (ii) ெறுதலைக் கூற்று (iii) எதிர்ெல்றக் கூற்று (iv) யநர்ெொறுக் கூற்று

 p : ெகொ எணகளின் எணணிக்லக முடிவில்ைொதது

 q: ஊடடி யகைளொவில் உள்ளது

தீர்வு

 p  ெற்றும் q சம்ெநதபெடட நொன்கு விதெொன நிெநதலனக் கூற்றுகள் கீயை தகொடுக்கபெடடுள்ளன.

 (i) p q→ : (நிெநதலனக் கூற்று) “ெகொ எணகளின் எணணிக்லக முடிவில்ைொதது எனில் பின்னர் 
ஊடடி யகைளொவில் உள்ளது”. 

 (ii) q p→  : (ெறுதலைக் கூற்று) “ஊடடி யகைளொவில் உள்ளது எனில், ெகொ எணகளின் 
எணணிக்லக முடிவில்ைொதது” 

 (iii) � ��p q  (எதிர்ெல்றக் கூற்று) “ெகொ எணகளின் எணணிக்லக முடிவில்ைொதது அல்ை 
எனில், ஊடடி யகைளொவில் இல்லை”.

 (iv) � ��q p  (யநர்ெொறுக் கூற்று) “ஊடடி யகைளொவில் இல்லை எனில், பின்னர் ெகொ எணகளின் 
எணணிக்லக முடிவில்ைொதது அல்ை”.

Chapter 12 Discrete Mathematics.indd   256 9/4/2019   3:42:37 PM



தனி நிலைக் கணிதம்257

இரு நிபந்தலைக் கூறறு

வலையல்ற 12.14
 p  ெற்றும் q  என்்ற ஏயதனும் இரு கூற்றுகளின் இரு நிபநதளேக கூறறு “ p இருநதொல்  
இருநதொல் ெடடுயெ q ” என்்ற கூற்்றொகும். இதலன p q↔  எனக் குறிபபிடுவர். p  ெற்றும்  
q -க்கு ஒயை ெொதிரியொன தெய ெதிபபுகள் இருநதொல் ெடடுயெ p q↔  -ன் தெயெதிபபு  
T ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில், அது F ஆகும்.

p q« -ன் கேய்ளே அட்ட்ளை
p q p q«

T T T
T F F
F T F
F F T

அட்ட்ளை 12.8

விைக்கி லவத்தல (Exclusive OR (EOR)[∨∨ ]) (OR (XOR))

வலையல்ற 12.15

 p  ெற்றும் q  ஏயதனும் இரு கூற்றுகள் என்க. p EOR q  என்ெது ஒரு கூடடுக் கூற்று ஆகும். 
இதன் தெயெதிபலெ p  அல்ைது q  சரியொக இருக்லகயில் ‘சரி’ என்றும் அவ்வொறு இல்லையயல் 
‘தவறு’ என்றும் தீர்ெொனிக்கபெடும். p ⊽ q  என இது குறிக்கபெடும். p  அல்ைது q  -ன் தெய ெதிபபு 
T எனும்தெொழுது p ⊽ q  -ன் தெயெதிபபு T ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில், அது F ஆகும்.  
p ⊽ q  -ன் தெயலெ அடடவலண கீயை தைபெடடுள்ளது.

p p q���� �� q-ன் கேய்ளே அட்ட்ளை 

p q p p q���� �� q
T T F
T F T
F T T

F F F

அட்ட்ளை 12.9
எடுத்துக்கோட்டு 12.16
 p q p q�� � � ��� � -ன் தெயலெ அடடவலணலயத் தருக.

p q ¬ q r : p q���� �� s: p q������ �� r Ù s

T T F F T F

T F T T F F

F T F T F F

F F T F T F

அட்ட்ளை 12.10
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 யெற்கொணும் முடிலவ தெயலெ அடடவலணகலள ெயன்ெடுத்தொெல் நிரூபிக்க முடியும். 
இதலனத் தர்க்க செொனெொனலவ ெற்றி அறிநத பி்றயக வைஙக முடியும்.

12.3.3  சேய்ேம், முைண்போடு ேறறும் நிச்ெயமின்லே

            (Tautology, Contradiction, and Contingency)

வலையல்ற 12.16
 ஒரு கூற்ல்ற அதன் கூடடுக் கூற்றுகளின் தெய ெதிபலெ தெொருடெடுத்தொெல் கேய்ேம் எனக் 
கூ்றயவணடுெொனொல் அதன் தெயெதிபபு எல்ைொ நிலையிலும் T  ஆக இருக்க யவணடும். இலத 𝕋 
எனக் குறிபபிடுவர்.

வலையல்ற 12.17
 ஒரு கூற்ல்ற அதன் கூடடுக் கூற்றுகளின் தெய ெதிபலெப தெொருடெடுத்தொெல் “முேண்பாடு” 
எனக் கூ்ற யவணடுெொனொல் அதன் தெயெதிபபு எபதெொழுதும் F ஆக இருக்கயவணடும். இலத 𝔽 
எனக் குறிபபிடுவர்.

வலையல்ற 12.18
 ஒரு கூற்று தெயெமுயும் அல்ை ெற்றும் முைணெொடும் அல்ை எனில், அதற்கு “நிச்ெயமின்ளே” 
என்று தெயர்.

உறறு ந�ோக்கி அறிந்தலவ

 1. ஒரு தெயெத்துக்குரிய தெயலெ அடடவலணயில் கூற்றுக் யகொலவக்குரிய நிைலில் உள்ள 
உறுபபுகள் அலனத்தும் T ஆக இருக்கும். 

 2. ஒரு முைணெொடுக்குரிய தெயலெ அடடவலணயில் கூற்றுக் யகொலவக்குரிய நிைலில் உள்ள 
உறுபபுகள் அலனத்தும் F ஆக இருக்கும். 

 3. ஒரு தெயெத்தின் ெறுபபு ஒரு முைணெொடொகும். ஒரு முைணெொடடின் ெறுபபு ஒரு தெயெம் 
ஆகும். 

 4. ெறுபபுடன் கூடிய ஒரு கூற்றின் பிரிபபிலணவு ஒரு தெயெம் ஆகும். ெறுபபுடன் கூடிய ஒரு 
கூற்றின் இலணயல் ஒரு முைணெொடொகும். அதொவது p p∨¬  ஒரு கேய்ேம் ஆகும். p p∧¬  
ஒரு முேண்பா்டாகும். இவற்றின் தெயலெ அடடவலணகலள அலெத்து எளிதில் புரிநது 
தகொள்ளைொம்.

சேய்ேத்திறகு எடுத்துக்கோட்டு

    p ¬p p p����

T F T

F T T

அட்ட்ளை 12.11
 p p�� இன் தெயலெ அடடவலணயில் கலடசி நிைலில் T ெடடுயெ உள்ளதொல்  p p��  ஒரு 
தெயெம் ஆகும்.
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முைண்போடுக்கோை எடுத்துக்கோட்டு

p ¬ p p∧∧ ¬p

T F F

F T F

அட்ட்ளை 12.12
 யெற்கொணும் தெயலெ அடடவலணயில் கலடசி நிைலில் F ெடடுயெ உள்ளதொல், p p��  ஒரு 
முைணெொடொகும்.
குறிப்பு

 அடடவலண 12.10 ல், கலடசி நிைல் முழுவதும் F ஆக இருபெதொல் p q p q�� � � ��� �  ஒரு 
முைணெொடொகும்.

நிச்ெயமின்லேக்கு எடுத்துக்கோட்டு

p q p q↔↔ ¬ q p q����¬ q ¬ �� ����( )p q¬ q) ( )p q↔↔  ∧∧  ¬ �� ����( )p q¬ q)

T T T F F T T
T F F T T F F
F T F F T F F
F F T T T F F

அட்ட்ளை 12.13
 யெற்கணட தெயலெ அடடவலணயில் கலடசி நிைலில் T ெற்றும் F கைநது வருவதொல் 
தகொடுக்கபெடட கூற்றுகள் தெயெமும் அல்ை ெற்றும் முைணெொடும் அல்ை. எனயவ, இது ஒரு 
நிச்சயமின்லெ. 

12.3.4  இருலே இயலபு அலைது இைட்லைத் தன்லே (Duality)

வலையல்ற 12.19
 ஒரு கூற்று வொயெொடடினுலடய இருளே ஆனது ∨ , ∧ , T  ஆகியலவகளுக்கு முல்றயய ∧ , ∨ , 
F  கலள ெதிலிடுவதன் மூைம் தெ்றபெடுகி்றது. ஓர் இருலெ ஆனது 𝕋 (tautology / கேய்ேம்) க்கு 
ெதிைொக 𝔽-ஐயும்,  𝔽 (contradiction / முேண்பாடு)-க்குப ெதிைொக 𝕋ஐயும் ெதிலிடுவதன் மூைம் 
தெ்றபெடுகி்றது.

குறிப்புலை
 (1) இருலெ கொணும்தெொழுது ¬  என்்ற குறியீடு ெொற்்றபெடொது.

 (2) ஓர் இருெத்தின் இருெம் அயத கூற்றுதொன் ஆகும்.

 (3) சி்றபபு கூற்றுகளொன 𝕋 (தெயெம்) ெற்றும் 𝔽 (முைணெொடு) ஆகியலவகள் ஒன்றுக்தகொன்று 

  இருெம் ஆகின்்றன.

 (4) T , F  ஆக ெொற்்றபெடுகி்றது. இதன் ெறுதலையும் உணலெ. 

இருலே இயலபின் நகோட்போடு

 ஒரு கூடடுக் கூற்று S1  ஆனது ¬ , ∧ , ெற்றும் ∨  ஆகியலவகலள ெடடும் தகொணடுள்ளது எனில் 
S1 -லிருநது ∧ -க்குப ெதிைொக ∨ -லவயும் ெற்றும் ∨ -க்குப ெதிைொக ∧ -லவயும் ெதிவிடுதன் மூைம் S2  
என்்ற புதிய கூற்று தெ்றைொம். S2 என்ெது ஒரு முைணெொடொக இருநதொல் ெடடுயெ  S1  என்ெது ஒரு 
தெயெம் ஆகும்.
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எடுத்துக்கோட்ைோக,

 (i) ( ) ( )p q r s� � � �𝔽–ன் இருெம் ( ) ( )p q r s� � � �                          𝕋.

 (ii) p ∧ [¬ q p q� � �( )  ¬ r ]  –ன் இருெம் p∨  [¬ q p q� � �( ) ¬ r ] ஆகும்.

12.3.5  தர்க்க ெேோைத் தன்லே (Logical Equivalence)

வலையல்ற 12.20
 A  ெற்றும் B  என்கி்ற இைணடு கூடடுக் கூற்றுகளின் தெயலெ அடடவலணகளின் கலடசி 
நிைல்கள் ஒயை ெொதிரியொன தெய ெதிபபுகலளப தெற்றிருபபின் அலவ தர்க்க செொனெொனலவ 
எனபெடும். இதலன A B≡  அல்ைது A B⇔  என்்ற குறியீடடொல் குறிபபிடுவர்.

 யெற்கணட வலையல்றயிலிருநது A -ம் B -ம் தர்க்க செொனெொனலவ எனில் A B↔   கணடிபெொக 
ஒரு கேய்ேம் என்ெது ததளிவொகி்றது.

ெேோைேோைலவகளின் சிை விதிகள்

1. தன்ே்டகக விதிகள்
 (i) p p p� �  (ii) p p p� � .
நிரூபணம்

p p p p∨∨ p p∧∧

T T T T

F F F F

அட்ட்ளை 12.14

 யெற்கணட தெயலெ அடடவலணயில் p , p p∨  ெற்றும் p p∧  ஆகியலவகள் ஒயை தெய 
ெதிபபுகலளப தெற்றுள்ளது. எனயவ, p p p� �  ெற்றும் p p p� � .

2. பரிோறறு விதிகள்
 (i) p q q p� � �     (ii) p q q p� � � .

நிரூபணம்
p q p q∨∨ q p∨∨

T T T T
T F T T
F T T T
F F F F

அட்ட்ளை 12.15

 p q∨  ெற்றும் q p∨  களின் தெய ெதிபபுகள் ஒயை ெொதிரியொக உள்ளன. எனயவ, p q q p� � � . 
 இயதயெொை, (ii) p q q p� � �  என நிரூபிக்கைொம்.

3. னெர்ப்பு விதிகள்
 (i) p q r p q r� �� � � �� ��  (ii) p q r p q r� �� � � �� � � .
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நிரூபணம்  (i)
 யசர்பபு விதிலய நிரூபிக்க ஏதுவொக தெயலெ அடடவலண கீயை தைபெடடுள்ளது.

p q r p q∨∨ q r∨∨ p q r���� �� �� p q r�� ���� ��

T T T T T T T

T T F T T T T

T F T T T T T

T F F T F T T

F T T T T T T

F T F T T T T

F F T F T T T

F F F F F F F

அட்ட்ளை 12.16

  தெயலெ அடடவலணயில் p q r�� ��  ெற்றும் p q r� �� �  ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் ஒயை 
ெொதிரியொக உள்ளன.
 எனயவ, p q r p q r� �� � � �� �� . 
 இயதயெொை, (ii) p q r p q r� �� � � �� � �  என நிரூபிக்க முடியும்.

4. பஙகீடடு விதிகள்
 (i) p q r p q p r� � � � � �( ) ( ) ( )  (ii) p q r p q p r� � � � � �( ) ( ) ( )

நிரூபணம் (i)

p q r q r∧∧ p q r�� ��( ) p q∨∨ p r∨∨ ( ) ( )p q p r�� �� ��

T T T T T T T T

T T F F T T T T

T F T F T T T T

T F F F T T T T

F T T T T T T T

F T F F F T F F

F F T F F F T F

F F F F F F F F

அட்ட்ளை 12.17

 தெயலெ அடடவலணயில் p q r� �( )  ெற்றும் ( ) ( )p q p r� � �  ஆகியவற்றிற்கொன  நிைல்கள் 

ஒயை ெொதிரியொக உள்ளன. எனயவ, p q r p q p r� � � � � �( ) ( ) ( ) . 

 இயதயெொை, (ii) p q r p q p r� � � � � �( ) ( ) ( )  என நிரூபிக்க முடியும்.
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5. ெேனி விதிகள்
 (i) p∨ 𝕋≡𝕋 ெற்றும் p∨ 𝔽≡ p (ii) p ∧   𝕋≡ p     ெற்றும் p ∧    𝔽≡𝔽
நிரூபணம்

p 𝕋 𝔽 p∨∨𝕋 p∨∨𝔽
T T F T T

F T F T F

அட்ட்ளை 12.18
 (i) தெயலெ அடடவலணயில் p∨ 𝕋 ெற்றும் 𝕋 ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் ஒயை 

ெொதிரியுள்ளதொல் அலவ இைணடும் தர்க்க செொனெொனலவ. p∨ 𝔽 ெற்றும் p 
ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் ஒயை ெொதிரியுள்ளதொல் அலவ இைணடும்  
தர்க்க செொனெொனலவ. 

 (ii) p ∧𝕋≡ p     ெற்றும் p ∧   𝔽≡𝔽 என நிரூபிக்கமுடியும்.

6. நிேப்பு விதிகள்
 (i) p p�� � 𝕋  ெற்றும் p p�� �             𝔽 (ii) ¬𝕋 ≡  𝔽 ெற்றும் ¬𝔽 ≡  𝕋
நிரூபணம்

p ¬p 𝕋 ¬𝕋 𝔽 ¬𝔽 p p���� p p����

T F T F F T T F
F T T F F T T F

அட்ட்ளை 12.19

 (i) தெயலெ அடடவலணயில் p p��  ெற்றும் 𝕋 ததொடர்ெொன நிைல்கள் ஒயை ெொதிரியுள்ளதொல் 
அலவ தர்க்க செொனெொனலவ ஆகும். p p��  ெற்றும் 𝔽 ததொடர்ெொன நிைல்கள் ஒயை 
ெொதிரியுள்ளதொல் அலவ தர்க்க செொனெொனலவ ஆகும்.

 (ii) தெயலெ அடடவலணயில் ¬𝕋 ெற்றும் 𝔽 ததொடர்ெொன நிைல்கள் ஒயை ெொதிரியொக உள்ளது. 
எனயவ அலவ தர்க்க செொனெொனலவ ஆகும். இயதயெொன்று ¬𝔽 ெற்றும் 𝕋 ததொடர்ெொன 
நிைல்கள் ஒயை ெொதிரியொக உள்ளன.  எனயவ, அலவ தர்க்க செொனெொனலவ ஆகும்.

7. உடசுழறசி விதி அல்ைது இேடள்ட ேறுப்பு விதி

 ¬(¬ p) ≡  p
நிரூபணம்

p ¬ p ¬(¬ p)

T F T

F T F

அட்ட்ளை 12.20

 தெயலெ அடடவலணயில் � �� �p ெற்றும் p  –ன் நிைல்கள் முழுவதும் ஒயை ெொதிரியொக உள்ளது. 

எனயவ அலவ செொனெொனலவ ஆகும்.
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8. டீ ோர்கனின் விதிகள்
 (i) � �� �p q º  � ��p q  (ii) � �� � � � ��p q p q

நிரூபணம் (i)
p q ¬p ¬q p q∧∧ �� ���� ��p q �� ����p q

T T F F T F F
T F F T F T T
F T T F F T T
F F T T F T T

அட்ட்ளை 12.21
 தெயலெ அடடவலணயில் � �� �p q  ெற்றும் � ��p q  ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் ஒயை 
ெொதிரியொக உள்ளன.  எனயவ அலவ செொனெொனலவ. � �� �p q º� ��p q . 
 இருலெயொக (ii) � �� � � � ��p q p q  என்ெலத நிரூபிக்க முடியும்.

9. ஈர்ப்பு விதிகள்
 (i) p p q p� � �( )  (ii) p p q p� � �( )

நிரூபணம்

p q p q∧∧ p q∨∨ p p q�� ���� �� p p q�� ���� ��

T T T T T T

T F F T T T

F T F T F F

F F F F F F
அட்ட்ளை 12.22

 (i) தெயலெ அடடவலணயில் p p q� �� �ெற்றும் p ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் முழுவதும் 
ஒயை ெொதிரியொக உள்ளன.  எனயவ அலவ செொனெொனலவ.

 (ii) தெயலெ அடடவலணயில் p p q� �� �ெற்றும்  p ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் முழுவதும் 
ஒயை ெொதிரியொக உள்ளன. எனயவ அலவ செொனெொனலவ.

எடுத்துக்கோட்டு 12.17
 p q p q� �� � -க்கு செொனெொனலவ ெணலெ நிறுவுக.

தீர்வு

p q ¬p p → q �� ��p q

T T F T T

T F F F F

F T T T T

F F T T T

அட்ட்ளை 12.23

 தெயலெ அடடவலணயில் p q→  ெற்றும் � �p q  ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் முழுவதும் ஒயை 
ெொதிரியொக உள்ளது. எனயவ அலவ செொனெொனலவ ஆகும்.
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எடுத்துக்கோட்டு 12.18
 இரு நிெநதலனக் கூற்ல்ற நிெநதலனக் கூற்றுடன் இலணத்து 
 p q p q q p� � � � �( ) ( )  என்்ற செொனெொனலவ ெணலெ நிரூபிக்க.

தீர்வு

p q p q→→ q p→→ p q↔↔ ( ) ( )p q q p�� �� ��

T T T T T T

T F F T F F

F T T F F F

F F T T T T

அட்ட்ளை 12.24

 தெயலெ அடடவலணயில் p q↔  ெற்றும் ( ) ( )p q q p� � �  ஆகியவற்றிற்கொன நிைல்கள் 
முழுவதும் ஒயை ெொதிரியொக உள்ளன. எனயவ அலவ செொனெொனலவ.

எடுத்துக்கோட்டு 12.19
 செொனெொனலவ ெணபுகலளப ெயன்ெடுத்தி p q p q p q� � � � � ��( ) ( )  எனக் கொடடுக.

தீர்வு

 இக்தகொள்லகலய எடுத்துக்கொடடுகள் 12.17 ெற்றும் 12.18ஐப ெயன்ெடுத்தி தருவிக்க முடியும்.

  p q↔  ≡  ( ) ( )� � � � �p q q p  ... (1)

   ≡  ( ) ( )¬ ∨ ∧ ∨¬p q p q  (ெரிெொற்றுப ெணபின்ெடி) ... (2)

   ≡  ( ( )) ( ( ))� � �� � � ��p p q q p q (ெஙகீடடுப ெணபின்ெடி)

   ≡  ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �� � � � ��p p p q q p q q  (ெஙகீடடுப ெணபின்ெடி)

   ≡  𝔽� � �� � � �( ) ( )p q q p                                      𝔽; (நிைபபு விதிபெடி)

   ≡  ( ) ( )� �� � �p q q p ; (செனி விதிபெடி)

   ≡  ( ) ( )p q p q∧ ∨ ¬ ∧¬ ; (ெரிெொற்று விதிபெடி)

 இறுதியொக, p q«  º  ( ) ( )p q p q∧ ∨ ¬ ∧¬ .

பயிறசி 12.2
 1. p  என்ெது “ஜுபிடர் ஒரு யகொளொகும்” ெற்றும் q என்ெது “இநதியொ ஒரு தீவு”.  பி ன் வ ரு ம் 

கூற்றுகளுக்குரிய வொர்த்லதகளுடன் கூடிய வொக்கியஙகலள அலெக்க.

  (i) ¬p (ii) p q��  (iii) � �p q  (iv) p q��  (v) p q↔  
 2. p  ெற்றும் q  என்்ற கூற்று ெொறிகலளக் தகொணடு பின்வரும் ஒவ்தவொரு வொக்கியத்லதயும் 

குறியீடடு அலெபபில் எழுதுக.

  (i) 19 ஒரு ெகொ எண அல்ை ெற்றும் ஒரு முக்யகொணத்தின் அலனத்து யகொணஙகள் செம்.
  (ii) 19 ஒரு ெகொ எண அல்ைது ஒரு முக்யகொணத்தின் அலனத்து யகொணஙகளும் செெல்ை.
  (iii) 19 ஒரு ெகொ எண ெற்றும் ஒரு முக்யகொணத்தின் அலனத்து யகொணஙகளும் செம்.
  (iv) 19 ஒரு ெகொ எண அல்ை.
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 3. பின்வரும் கூற்றுகளுக்கு தெயெதிபலெ தீர்ெொனிக்க.

  (i) 6 2 5� �  எனில், ெொலின் நி்றம் தவணலெ.
  (ii) சீனொ ஐயைொபெொவில் உள்ளது அல்ைது 3  ஒரு முழு எண.

  (iii) 5 5 9� �  என்ெது தெயயல்ை அல்ைது பூமி ஒரு யகொள்.
  (iv) 11 ஒரு ெகொ எண ெற்றும் ஒரு தசவ்வகத்தின் எல்ைொ ெக்கஙகளும் செம்.

 4. பின்வரும் வொக்கியஙகளில் எது கூற்று?

  (i) 4 7 12� �  (ii) நீ என்ன தசயது தகொணடிருக்கி்றொய? (iii) 3 81n n� �, 

  (iv) ெயில் நெது யதசிய ெ்றலவ (v) இநத ெலை எவ்வளவு உயைம்!

 5. பின்வரும் கூற்றுகள் சம்ெநதெொன ெறுதலை, எதிர்ெல்ற ெற்றும் யநர்ெொறுகலள எழுதுக.

  (i) x , y  என்்ற எணகள் x y=  என்்றவொறு உள்ளது எனில், பின்னர் x y2 2= .
  (ii) ஒரு நொற்கைம் ஒரு சதுைம் எனில், பின்னர் இது ஒரு தசவ்வகெொகும்.

 6. பின்வரும் கூற்றுகளுக்கு தெயலெ அடடவலணகலள அலெக்க.

  (i) ¬ ∧¬p q  (ii) ¬ ∧¬( )p q  (iii) ( )p q q∨ ∨¬  (iv) ( ) ( )¬ → ∧ ↔p r p q

 7. பின்வரும் கூடடு கூற்றுகளில் எலவகள் தெயெம் அல்ைது முைணெொடுகள் அல்ைது 
நிச்சயமின்லெ என்று கொணக.

  (i) ( ) ( )p q p q∧ ∧¬ ∨  (ii) ( )p q p q∨ ∧¬( )→
  (iii) ( ) ( )p q p q→ ↔ ¬ →  (iv) ( ) ( ) ( )p q q r p r→ ∧ →( )→ →

 8. (i) ¬ ∧ ≡¬ ∨¬( )p q p q     (ii) ¬ → ≡ ∧¬( )p q p q  எனக் கொடடுக.
 9. q p p q→ ≡¬ →¬  என நிறுவுக.

 10. p q→  ெற்றும் q p→  ஆகியலவகள் செொனெற்்றலவ எனக் கொடடுக.

 11. ¬ ↔ ≡ ↔¬( )p q p q  எனக் கொடடுக.

 12. தெயலெ அடடவலணலயப ெயன்ெடுத்தொெல் p q p→ →( )  என்ெது ஒரு தெயெம் அல்ைது 
ஒரு முைணெொடு எனச் யசொதிக்க.

 13. தெயலெ அடடவலணலயப ெயன்ெடுத்தி ¬ ∨ ∨ ¬ ∧( ) ( )p q p q  ெற்றும் ¬p என்்ற கூற்றுகள் 

தர்க்க செொனெொனலவ எனச் யசொதிக்க.
 14. தெயலெ அடடவலணலயப ெயன்ெடுத்தொெல் p q r p q r→ →( )≡ ∧ →( )  என நிரூபிக்க.

 15. p q r p q r→ ¬ ∨ ¬ ∨ ¬ ∨≡( ) ( ) என்ெலத தெயலெ அடடவலணலயப ெயன்ெடுத்தி நிறுவுக.

பயிறசி 12.3

ெரியாே அல்ைது மிகவும் ஏறபுள்டய விள்டயிளே 
ககாடுககப்பட்ட �ான்கு ோறறு விள்டகளிலிருநது னதர்நகதடுககவும் :

 1. ஓர் ஈருறுபபுச் தசயலி S  என்்ற ஒரு கணத்தின் மீது ஒரு சொர்ெொக பின்வருவனவற்றிலிருநது 
  தெ்றபெடுகி்றது
  (1) S S®  (2) S S S×( )→  (3) S S S→ ×( ) (4) S S S S×( )→ ×( )
 2. கழித்தலின் கீழ பின்வரும் கணம் அலடவு தெ்றவில்லை.

  (1)   (2)   (3)   (4) 
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 3. பின்வருெலவகளில் எது   -ன் மீது ஓர் ஈருறுபபுச் தசயலி ஆகும்.
  (1) கழித்தல் (2) தெருக்கல் (3) வகுத்தல் (4) அலனத்தும்
 4. தெய எணகளின் கணம்  -ன் மீது ‘* ’ பின்வருெொறு வலையறுக்கபெடுகி்றது. இதில் எது   -ன் 

மீது ஈருறுபபுச் தசயலி அல்ை? 
  (1) a b∗ =min ( )a b×  (2) a b∗ =  max ( , )a b
  (3) a b a∗ =   (4) a b ab∗ =

 5. ∗  என்்ற ஈருறுபபுச் தசயலி a b ab
� �

7
 என வலையறுக்கபெடுகி்றது. ∗  எதன் மீது ஈருறுபபுச்  

  தசயலி ஆகொது?

  (1) +  (2)   (3)   (4) 

 6.   என்்ற கணத்தில் a b a b ab � � �  என வலையறு. பின்னர் 3 5 7 y� � �  -ன் தீர்வு

  (1) y =
2

3
 (2) y=−2

3
 (3) y=−3

2
 (4) y = 4

 7.  -ன் மீது  a b a b� � �2 2  எனில், ∗  ஆனது

  (1) ெரிெொற்று விதிக்கு கடடுபெடும் ஆனொல் யசர்பபு விதிலய நில்றவு தசயயொது.
  (2) யசர்பபு விதிக்கு கடடுபெடும் ஆனொல் ெரிெொற்று விதிலய நில்றவு தசயயொது.
  (3) ெரிெொற்று விதி ெற்றும் யசர்பபு விதிகலள நில்றவு தசயயும்.
  (4) ெரிெொற்று விதி ெற்றும் யசர்பபு விதிகலள நில்றவு தசயயொது.

 8.  பின்வரும் கூற்றுகளில் எது T  தெயெதிபலெ தெற்றிருக்கும்?
  (1) sin x ஓர் இைடலடச் சொர்பு.
  (2) ஒவ்தவொரு சதுை அணியும் பூச்சியெற்்ற யகொலவ அணி ஆகும்.
  (3) ஒரு கைபதெண ெற்றும் அதன் இலண எணணின் தெருக்கற்ெைன் முற்றிலும் கற்ெலன.

  (4) 5 ஒரு விகிதமு்றொ எண

 9.  பின்வருெலவகளில் எது தெயெதிபபு F  ஐ தெற்றிருக்கும்?
  (1) தசன்லன இநதியொவில் உள்ளது அல்ைது 2  ஒரு முழு எண

  (2) தசன்லன இநதியொவில் உள்ளது அல்ைது 2  ஒரு விகிதமு்றொ எண

  (3) தசன்லன சீனொவில் உள்ளது அல்ைது 2  ஒரு முழு எண

  (4) தசன்லன சீனொவில் உள்ளது அல்ைது 2  ஒரு விகிதமு்றொ எண

 10. ஒரு கூடடுக் கூற்றில் 3 தனிக் கூற்றுகள் உடெடுத்தபெடடிருநதொல் அம்தெயலெ அடடவலணயின் 
நிலைகளின் எணணிக்லக

  (1) 9  (2) 8  (3) 6  (4) 3

 11. ( ) ( )p q p q∨ → ∧ -ன் எதிர்ெல்ற கூற்று எது?

  (1) ( ) ( )p q p q∧ → ∨  (2) ¬ ∨ → ∧( ) ( )p q p q

  (3) ( ) ( )¬ ∨¬ → ¬ ∧¬p q p q  (4) ( ) ( )¬ ∧¬ → ¬ ∨¬p q p q

 12.  ( )p q r∨ → -ன் யநர்ெொறுக் கூற்று எது?

  (1) ¬ → ¬ ∧¬r p q( )  (2) ¬ → ∨r p q( )

  (3) r p q→ ∧( )   (4) p q r→ ∨( )
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 13. ( )p q q∧ ∨¬ -ன் தெயலெ அடடவலண கீயை தைபெடடுள்ளது.

p q ( ) ( )p q ¬q∧ ∨

T T (a)

T F (b)

F T (c)

F F (d)

பின்வருெலவகளில் எது உணலெ?
   (a) (b) (c) (d)

  (1) T T T T

  (2) T F  T T

  (3) T T F T

  (4) T F  F F

 14. � ��� �p q  -ன் தெயலெ அடடவலணயில் கலடசி நிைலில் வரும் தெய ெதிபபு ' 'F  விலளவுகளின் 
எணணிக்லக

  (1) 1 (2) 2 (3) 3 (4) 4
 15. பின்வருெலவகளில் எது சரியல்ை? p  ெற்றும் q  ஏயதனும் இரு கூற்றுகளுக்கு பின்வரும் தர்க்க 

  செொனெொனலவகள் தெ்றபெடுகி்றது.

  (1) ¬ ¬ ∨ ≡¬ ∧¬( )p q p q  (2) ¬ ¬ ∧ ≡¬ ∨¬( )p q p q
  (3) ¬ ¬ ∨ ≡¬ ∨¬( )p q p q  (4) ¬ ¬ ¬ ≡( )p p

 16. 
p q p q p∧ →¬( )

T T (a)

T F (b)

F T (c)

F F (d)

  p q p∧( )→¬ ¬ p -ன் தெயலெ அடடவலணக்கு பின்வருெலவகளில் எது சரி?

   (a) (b) (c) (d)

  (1) T T T T
  (2) F T T T
  (3) F F T T
  (4) T T T F
 17. ¬ ¬ ∨ ∨ ∨ ∧¬( ) [ ( )]p q p p r  -ன் இருெம்

  (1)  ¬ ¬ ∧ ∧ ∨ ∧¬( ) [ ( )]p q p p r  (2) ( ) [ ( )]p q p p r∧ ∧ ∧ ∨¬

  (3)  ¬ ¬ ∧ ∧ ∧ ∧( ) [ ( )]p q p p r  (4) ¬ ¬ ∧ ∧ ∧ ∨¬( ) [ ( )]p q p p r
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 18.  p p q∧ ¬ ∨( )  என்்ற கூற்று

  (1) ஒரு தெயெம்  (2) ஒரு முைணெொடு
  (3) p qÙ -க்கு தர்க்க செொனெொனலவ (4) p qÚ -க்கு தர்க்க செொனெொனலவ

 19.  பின்வரும் ஒவ்தவொரு கூற்றிற்கும் அதன் தெய ெதிபலெ தீர்ெொனிக்க.
  (a) 4 2 5+ =  ெற்றும் 6 3 9+ =  (b) 3 2 5+ =   ெற்றும் 6 1 7+ =
  (c) 4 5 9+ =  ெற்றும் 1 2 4+ =  (d) 3 2 5+ =   ெற்றும் 4 7 11+ =

   (a) (b) (c) (d)

  (1) F T F T
  (2) T F T F
  (3) T  T F F
  (4) F F T T

 20. பின்வருெலவகளில் எது உணலெயல்ை?
  (1) ஒரு கூற்றின் ெறுபபின் ெறுபபு அக்கூற்ய்றயொகும்.
  (2) ஒரு தெயலெ அடடவலணயில் இறுதி நிைல் முழுவதும் T  எனில் அது ஒரு தெயெெொகும்.
  (3) ஒரு தெயலெ அடடவலணயில் இறுதி நிைல் முழுவதும் F எனில் அது ஒரு முைணெொடொகும்.
  (4) p ெற்றும் q ஏயதனும் இரு கூற்றுகள் எனில் p q↔  என்ெது ஒரு தெயெெொகும்.

போைச்சுருக்கம்

 (1) S  என்ெது தவற்்றற்்ற கணம் என்க. S –ன் மீது வலையறுக்கபெடும் ∗  என்்ற ஈருறுபபுச் 
தசயலியொனது S -ல் உள்ள உறுபபுகளின் ஒவ்தவொரு வரிலசயிடட யசொடி ( , )a b -யுடனும்  
S -ல் a b∗  என்்ற ஒயை ஒரு உறுபலெ ததொடர்புெடுத்தும் ஒரு விதி ஆகும்.

 (2) ெரிெொற்றுப ெணபு: ஒரு தவற்்றற்்ற கணம் S -ன் மீதொன ஈருறுபபுச் தசயலி ∗  ஆனது ெரிெொற்றுத் 
தன்லெயுலடயதொயின் a b b a a b S� � � ��, ,  என்ெது உணலெயொக யவணடும்.

 (3) யசர்பபுப ெணபு: ஒரு தவற்்றற்்ற கணம் S  -ன் மீதொன ஈருறுபபுச் தசயலி ∗  ஆனது யசர்பபுப 
ெணபுலடயதொயின், a b c a b c a b c S� � � � � ��( ) ( ) , , , .

 (4) செனிப ெணபு : � �a S � �e S  � � � �a e a e a a� �  இஙகு e என்ெது S –ன் செனி உறுபெொகும்.

 (5) எதிர்ெல்றப ெணபு:  � �a S � �b S � � �a b e  ெற்றும் b a e� � . இஙகு b  ஆனது a –ன் 
எதிர்ெல்ற உறுபபு எனபெடும். b a� �1  என நொம் எழுதைொம்.

 (6) செனியின் ஒருலெத்தன்லெ (uniqueness) :  இயற்கணித அலெபபில் செனி உறுபபு (இருபபின்) 
ஒருலெத்தன்லெ வொயநத்து.

 (7) எதிர்ெல்றயின் ஒருலெத்தன்லெ (uniqueness) : இயற்கணித அலெபபில் ஓர் உறுபபின் 
எதிர்ெல்ற (இருபபின்) ஒருலெத்தன்லெ வொயநத்து.

 (8) 0  அல்ைது 1 ஐ உறுபெொக தகொணட ஒரு தெய அணிக்கு பூலியன் அணி (Boolean Matrix) 
என்று தெயர். 

 (9) ெடடு எணகணிதம்:  n ஒரு மிலக முழு எண > 1 என்க. இஙகு n என்ெது ‘ெடடு எண’ என 
அலைக்கபெடும். a ெற்றும் b ஆகிய இைணடு முழுக்களுக்கு இலடயயயுள்ள வித்தியொசம் n –ன் 
ெடஙகு எனில், ெடடு n –ன் அடிபெலடயில் a –ம் b –ம் ஒருஙகிலசவு உலடயதொகும். 
யவறுவிதெொகச் கூறினொல் a b≡ (ெடடு n) என்ெதன் தெொருள்  a b n k k� � � �,   ெற்றும் a ஐ 
n ஆல் வகுக்கும்தெொழுது கிலடக்கும் மீதி b ஆனது மிகக் குல்றநத மிலக முழு எண ஆகும். 
( )0 1� � �b n
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 (10) தர்க்கக் கணிதம் என்ெது கணிதக் குறியீடுகள் மூைம் தர்க்க கல்வி அறிலவ கற்்றல் ஆகும்.

 (11) p  ஒரு தனிக் கூற்று என்க. p  -ன் ெறுபபு என்ெது p  -ன் தெய ெதிபபின் எதிர்ெல்ற உலடய 
கூற்்றொகும். இலத ¬ p என்்ற குறியீடடொல் குறிபபிடுவர். p -ன் தெயெதிபபு F   எனில், ¬ p-ன் 
தெயெதிபபு T  ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில், அது F ஆகும்.

 (12) p , q  ஏயதனும் இரு தனிக் கூற்றுகள் என்க. இவற்ல்ற ‘ெற்றும் (and)’ என்்ற வொர்த்லதயொல் 
இலணக்கபெடும்தெொழுது ‘ p ெற்றும் q ’ என்்ற கூடடுக் கூற்ல்ற அலடகிய்றொம். இதலன p q∧  
என்்ற குறியீடடொல் குறிபபிடுவர். இதலன p  இலணயல் (conjunction) q  அல்ைது p   
ததொபபி (hat) q எனப ெடிக்கைொம். p-ம், q-ம் T ஆக இருக்கும்தெொழுது p q∧  -ன் தெய ெதிபபு 
T ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில் அது F ஆகும்.

 (13) இைணடு தனிக் கூற்றுகள் p  ெற்றும் q -ஐ அல்ைது (or) என்்ற வொர்த்லதயொல் இலணத்தைொல் 
தெ்றபெடும் கூடடுக் கூற்று. p , q  -ன் பிரிபபிலணவு (disjunction) எனபெடும். இதலன p q∨  
என்்ற குறியீடடொல் குறிபபிடுவர். இதலன p பிரிபபிலணவு (disjunction) q அல்ைது p கிணணம்  
(cup) q  எனப ெடிக்கைொம். p –ம், q-ம் F ஆக இருக்கும்தெொழுது p q∨  -ன் தெய ெதிபபு F
ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில், அது T ஆகும்.

 (14) ஏயதனும் p , q  என்்ற இரு கூற்றுகளின் நிெநதலனக் கூற்்றொனது p எனில், q -லவ p q→  
எனக் குறிபபிடுவர். p –ன் தெய ெதிபபு T ஆக இருநது q –ன் தெய ெதிபபு F ஆகவும் இருநதொல் 
p q→  என்்ற கூற்றின் தெய ெதிபபு F ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில், அது T ஆகும்.

 (15) p  ெற்றும் q  ஏயதனும் இரு கூற்றுகள் என்க. p q→  ெற்றும் q p→  -ன் கூடடுக் கூற்று இரு 
நிெநதலனக் கூற்று என அலைக்கபெடும். இதலன p q↔  எனக் குறிபபிடுவர். p  ெற்றும்  
q  -க்கு ஒயை ெொதிரியொன தெய ெதிபபுகள் இருநதொல் ெடடுயெ p q↔  -ன் தெய ெதிபபு T 
ஆகும். அவ்வொறில்லை எனில், அதன் தெய ெதிபபு F ஆகும்.

 (16) ஒரு கூற்ல்ற அதன் கூடடுக் கூற்றுகளின் தெய ெதிபலெ தெொருடெடுத்தொெல் கேய்ேம் 
(tautology) எனக் கூ்றயவணடுெொனொல் அதன் தெய ெதிபபு எபதெொழுதும் T  ஆக 
இருக்கயவணடும். இலத 𝕋 எனக் குறிபபிடுவர்.

 (17) ஒரு கூற்ல்ற அதன் கூடடுக் கூற்றுகளின் தெய ெதிபலெ தெொருடெடுத்தொெல் முேண்பாடு 
(contradiction) எனக் கூ்றயவணடுெொனொல் அதன் தெய ெதிபபு எபதெொழுதும் F ஆக 
இருக்கயவணடும். இலத 𝔽 எனக் குறிபபிடுவர்.

 (18) ஒரு கூற்று, தெயெமும் அல்ை முைணெொடும் அல்ை எனில், அதற்கு நிச்ெயமின்ளே 
(contingency) என்று தெயர்.

 (19) A  ெற்றும் B  என்கி்ற இைணடு கூடடுக் கூற்றுகளின் தெயலெ அடடவலணகளின் கலடசி 

நிைல்கள் ஒயை ெொதிரியொன தெய ெதிபபுகலளப தெற்றிருபபின் அலவ தர்க்க செொனெொனலவ 
அல்ைது சுருக்கெொக செொனெொனலவ எனபெடும். இதலன A B≡  அல்ைது A B⇔  எனக் 
குறிபபிடுவர். யெலும் குறிபெொக A  -ம் B  -ம் தர்க்க செொனெொனலவ எனில், A B↔  
கணடிபெொக ஒரு தெயெெொக இருக்கும்.

 (20) செொனெொனலவக்குரிய சிை விதிகள் :
  தன்ே்டகக விதிகள் 
  Idempotent Laws : (i) p p p� �  (ii) p p p� � .

  பரிோறறு விதிகள் 
  Commutative Laws: (i) p q q p� � �  (ii) p q q p� � � .
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  னெர்ப்பு விதிகள் 
  Associative Laws: (i) p q r p q r� �� � � �� ��

     (ii) p q r p q r� �� � � �� � � .

  பஙகீடடு விதிகள் 
  Distributive Laws:   (i) p q r p q p r� � � � � �( ) ( ) ( )  

     (ii) p q r p q p r� � � � � �( ) ( ) ( )

  ெேனி விதிகள் 
  Identity Laws:           (i) p∨ 𝕋 ≡𝕋 ெற்றும் p∨ 𝔽≡ p

     (ii) p ∧𝕋≡ p     ெற்றும் p ∧    𝔽≡ 𝔽

  நிேப்பு விதிகள் 
  Complement Laws :   (i) p p�� �𝕋 ெற்றும் p p�� �              𝔽

     (ii) ¬ 𝕋 ≡  𝔽  ெற்றும் ¬ 𝔽≡  𝕋

  உடசுழறசி விதி (அ) இேடள்ட ேறுப்பு விதி 

  Involution Law or Double Negation Law: ¬(¬p)≡  p

  டீ ோர்கன் விதிகள் 

  de Morgan’s Laws:  (i) � � � � ��( )p q p q  (ii) � � � � ��( )p q p q

  ஈர்ப்பு விதிகள் 

  Absorption Laws:       (i) p p q p� � �( )     (ii) p p q p� � �( )
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