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A mathematician knows how to solve a problem, 

he can not solve it. – MILNE 

3.1  भूͧमका (Introduction)

शÞद ‘ǑĚगोनोमेĚȣ’ कȧ åयु×पͪƣ Ēीक शÞदɉ ‘ǑĚगोन’ तथा ‘मेĚोन’  
से हुई है तथा इसका अथ[ ‘ǒğभजु कȧ भुजाओ ंको मापना’ होता है। इस 
ͪवषय का ͪवकास मूलतः ǒğभुजɉ से सबंंͬधत Ïयाͧमतीय समèयाओं को 
हल करने के ͧलए ͩकया गया था। इसका अÚययन समुġȣ याğाओं के 
कÜतानɉ, सवȶयरɉ, िजÛहɅ नए भ-ूभागɉ का ͬचğ तयैार करना होता था तथा 
अͧभयंताओ ंआǑद के ɮवारा ͩकया गया। वत[मान मɅ इसका उपयोग बहुत 
सारे ¢ğेɉ जसेै ͪव£ान, भूकंप शाèğ, ͪवɮयुत पǐरपथ (सͩक[ ट) के ͫडजाइन 
तैयार करने, अणु कȧ अवèथा का वण[न करन,े समुġ मɅ आनेवाले Ïवार 
कȧ ऊँचाई के ͪवषय मɅ पवूा[नुमान लगाने मɅ, सागंीǓतक लय (टोन) का 
ͪवæलेषण करने तथा अÛय दसूरे ¢ğेɉ मɅ होता है। 

ͪपछलȣ क¢ाओं मɅ हमने Ûयून कोणɉ के ǒğकोणͧमतीय अनपुात 
के ͪवषय मɅ अÚययन ͩकया है, िजसे समकोणीय ǒğभुजɉ कȧ भजुाओ ंके अनुपात के Ǿप मɅ बताया गया है। 
हमने ǒğकोणͧमतीय सव[सͧमकाओ ंतथा उनके ǒğकोणͧमतीय अनुपातɉ के अनĤुयोगɉ को ऊँचाई तथा दरूȣ के 
Ĥæनɉ को हल करने मɅ ͩकया है। इस अÚयाय मɅ, हम ǒğकोणͧमतीय अनपुातɉ के सबंधंɉ का ǒğकोणͧमतीय 
फलनɉ के Ǿप मɅ åयापकȧकरण करɅगे तथा उनके गुणधमɟ का अÚययन करɅगे।  

3.2  कोण (Angles)

एक कोण वह माप हैे जो एक ͩकरण के उसके Ĥारंͧभक ǒबदं ुके पǐरतः घमून ेपर बनता है। ͩकरण के घणू[न 
कȧ मलू िèथǓत को Ĥारंͧभक भुजा तथा घूण[न के अंǓतम िèथǓत को कोण कȧ अǓंतम  भुजा कहत ेहɇ। घणू[न 
ǒबदं ुको शीष[ कहते हɇ। यǑद घणू[न वामावƣ[ है तो कोण धना×मक तथा यǑद घूण[न दͯ¢णावƣ[ है तो कोण 
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ऋणा×मक कहलाता है (आकृͪƣ 3.1)। ͩकसी कोण का माप, घूण[न (घमुाव) कȧ वह माğा है जो भजुा को 

Ĥारंͧभक िèथǓत से अǓंतम  िèथǓत तक घमुान ेपर ĤाÜत 
होता है। कोण को मापन ेके ͧलए अनेक इकाइया ँहɇ। कोण 
कȧ पǐरभाषा इसकȧ इकाई का सकेंत देती है, उदाहरण के 
ͧलए Ĥारंͧभक रेखा कȧ िèथǓत से एक पूण[ घमुाव को कɉण 
कȧ एक इकाई ͧलया जा सकता है जसैा, आकृǓत 3.2 मɅ 
दशा[या गया है। 

यह सव[दा बड़ ेकोणɉ के ͧलए सुͪ वधाजनक है। उदाहरणतः एक घमूत ेहुए पǑहये के घमुाव मɅ बनाए 
गए कोण के ͪवषय मɅ कह सकते हɇ ͩक यह 15 पǐरĐमा ĤǓत सेकंड है। हम कोण के मापने कȧ दो अÛय 
इकाइयɉ के ͪवषय मɅ बताएँगे िजनका सामाÛयतः Ĥयोग ͩकया जाता है, ये ͫडĒी माप तथा रेͫडयन माप हɇ।  
3.2.1  ͫडĒी माप (Degree measure) यǑद Ĥारंͧभक भुजा से अǓंतम भुजा का घुमाव एक पणू[ पǐरĐमण का 

( )वा ँभाग हो तो हम कोण का माप एक ͫडĒी कहते हɇ, इस े1° से ͧलखत ेहɇ। एक ͫडĒी को ͧमनट मɅ 

तथा एक ͧमनट को सकंेड मɅ ͪवभािजत ͩकया जाता है। एक ͫडĒी का साठवा ँभाग एक ͧमनट कहलाता है, 
इस े1 से ͧलखते हɇ तथा एक ͧमनट का साठवा ँभाग एक सकंेड कहलाता है, इसे 1 से ͧलखते हɇ। अथा[त ्
1° = 601 = 60

 कुछ कोण िजनका माप 360°, 180°, 270°,  420°,  – 30°,  – 420° है उÛहɅ 
आकृǓत 3.3 मɅ दशा[या गया है। 

आकृǓत 3.2

आकृǓत 3.1
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3.2.2  रेͫडयन माप (Radian measure) कोण को मापने के ͧलए एक दसूरȣ इकाई भी है, िजसे रेͫडयन माप कहत ेहɇ। इकाई 
वƣृ (वƣृ कȧ ǒğÏया एक इकाई हो) के कɅ ġ पर एक इकाई लंबाई के चाप ɮवारा बने कोण को एक रेͫडयन माप कहते हɇ। 

आकृǓत 3.4 (i)-(iv) मɅ, OA Ĥारंͧभक भुजा है तथा OB अंǓतम भजुा है। आकृǓतयɉ मɅ कोण Ǒदखाए गए हɇ िजनके माप 

1 रेͫडयन, –1 रेͫडयन,  रेͫडयन तथा  रेͫडयन हɇ।

(i) (ii)
(iii)

आकृǓत 3.4 (i) – (iv)

(iv)

आकृǓत 3.3
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हम जानत ेहɇ ͩक इकाई ǒğÏया के वƣृ कȧ पǐरͬध 2 होती है। अतः Ĥारंͧभक भुजा कȧ एक पणू[ 
पǐरĐमा कɅ ġ पर 2रेͫडयन का कोण अतंǐरत करती है। 

यह सव[ͪ वǑदत है ͩक r ǒğÏया वाले एक वƣृ मɅ, r लबंाई का चाप कɅ ġ पर एक रेͫडयन का 
कोण अतंǐरत करता है। हम जानते हɇ ͩक वƣृ के समान चाप कɅ ġ पर समान कोण अंतǐरत करते 

हɇ। चूंͩ क r ǒğÏया के वƣृ मɅ r लबंाई का चाप कɅ ġ पर एक रेͫडयन का कोण अतंǐरत करता है, 

इसͧलए l लबंाई का चाप कɅ ġ पर 
l

r
 रेͫडयन का कोण अतंǐरत करेगा। अतः यǑद एक वƣृ, िजसकȧ 

ǒğÏया r है, चाप कȧ लबंाई l तथा कɅ ġ पर अंतǐरत कोण  रेͫडयन है, तो हम पात ेहɇ ͩक    =
l

r
   

या l  = r 

3.2.3 रेͫडयन तथा वाèतͪवक सÉंयाओं के मÚय सबंधं  (Relation between 

radian and real numbers)  माना ͩक इकाई वƣृ का कɅ ġ, O पर हɇ तथा 
वƣृ पर कोई ǒबदं ु A है। माना कोण कȧ Ĥारंͧभक भुजा OA है, तो वƣृ 
के चाप कȧ लबंाई से वƣृ के कɅ ġ पर चाप ɮवारा अतंǐरत कोण कȧ माप 
रेͫडयन मɅ ĤाÜत होती है। मान लȣिजए वƣृ के ǒबदं ु A पर èपश[ रेखा 
PAQ है। माना ǒबदं ु A वाèतͪवक सÉंया शूÛय Ĥदͧश[त करता है, AP 
धना×मक वाèतͪवक संÉया दशा[ता है तथा AQ ऋणा×मक वाèतͪवक 
सÉंया दशा[ता है (आकृͪƣ 3.5)। यǑद हम वƣृ कȧ ओर रेखा AP को 
घड़ी कȧ ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ घमुाने पर तथा रेखा AQ को घड़ी कȧ Ǒदशा 
मɅ घुमाए ँतो Ĥ×येक वाèतͪवक सÉंया के संगत रेͫडयन माप होगा तथा 
ͪवलोमतः। इस Ĥकार रेͫडयन माप तथा वाèतͪवक सÉंयाओं को एक 
तथा समान मान सकत ेहɇ।       

3.2.4  ͫडĒी तथा रेͫडयन के मÚय सबंंध  (Relation between degree 

and radian) Èयɉͩक वƣृ, कɅ ġ पर एक कोण बनाता है िजसकȧ माप  2 रेͫडयन है तथा यह 360° ͫडĒी 
माप है, इसͧलए 

2 रेͫडयन = 360°  या    रेͫडयन = 180°

उपयु[Èत सबंंध हमɅ रेͫडयन माप को ͫडĒी माप तथा ͫडĒी माप को रेͫडयन माप मɅ åयÈत करते हɇ।   का 

Ǔनकटतम मान  का उपयोग करके, हम पाते हɇ ͩक 

   1 रेͫडयन = 
°
= 57°16 Ǔनकटतम

आकृǓत 3.1
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पनुः   1° =  रेͫडयन = 0.01746 रेͫडयन (Ǔनकटतम)

कुछ सामाÛय कोणɉ के ͫडĒी माप तथा रेͫडयन माप के संबधं Ǔनàनͧलͨखत सारणी मɅ Ǒदए गए हɇः  

 ͫडĒी 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

 रेͫडयन  6  4  3  2   
3

2  2

साकेंǓतक Ĥचलन
चूँͩक कोणɉ कȧ माप या तो ͫ डĒी मɅ या रेͫडयन मɅ होती है, अतः Ĥचͧलत पǐरपाटȣ के अनुसार जब हम कोण 

 ͧलखते हɇ, हम समझते हɇ ͩक कोण का माप  ͫडĒी है तथा जब हम कोण   ͧलखत ेहɇ, हम समझते 
हɇ ͩक कोण का माप रेͫडयन हैै। 

Úयान दȣिजए जब कोण को रेͫडयन माप मɅ åयÈत करते हɇ, तो Ĥायः रेͫडयन ͧलखना छोड़ देत ेहɇ 

अथा[त ् 180 45
4

     को इस ͪवचार को Úयान मɅ रखकर ͧलखत ेहɇ ͩक  तथा 
4

 कȧ माप 

रेͫडयन है। अतः हम कह सकते हɇ ͩक 

रेͫडयन माप = 
180

  ͫडĒी माप

ͫडĒी माप =
180

  रेͫडयन माप

उदाहरण 1  40° 20  को रेͫडयन माप मɅ बदͧलए। 

हल हम जानत ेहɇ ͩक 180° =   रेͫडयन

इसͧलए,   40° 20=0 ͫडĒी =  
180

  रेͫडयन = 
121

540
 रेͫडयन

इसͧलए  40° 20=
121

540
  रेͫडयन

उदाहरण 2    6 रेͫडयन को ͫडĒी माप मɅ बदͧलए। 
हल  हम जानते हɇ ͩक  रेͫडयन =  180° 

इसͧलए  6 रेͫडयन =  
180

 6 ͫडĒी =  ͫडĒी 
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   = 343  ͫडĒी  = 343° +  ͧमनट [Èयɉͩक 1° = 60]

   = 343° + 38 +  ͧमनट   [Èयɉͩक 1 = 60]

   = 343° + 38 + 10.9 = 343°38 11 Ǔनकटतम
इसͧलए    6 रेͫडयन = 343° 38 11 Ǔनकटतम

उदाहरण 3  उस वƣृ कȧ ǒğÏया £ात कȧिजए िजसमɅ 60° का कɅ ġȣय कोण पǐरͬध पर 37.4 सेमी लबंाई का 

चाप काटता है ( 22

7
  का Ĥयोग करɅ)।

हल यहा ँl = 37.4 सेमी तथा  = 60° = 
60

180
 रेͫडयन =

3

अतः   r = 
l

,  से हम पात ेहɇ 

  r = 
37.4×3 37.4×3×7

=
22

 = 35.7 सेमी

उदाहरण 4 एक घड़ी मɅ ͧमनट कȧ सुई 1.5 सेमी लबंी है। इसकȧ नोक 40 ͧमनट मɅ ͩकतनी दरू जा सकती 
हɇ ( = 3.14 का Ĥयोग करɅ)?  

हल 60 ͧमनट मɅ घड़ी कȧ ͧमनट वालȣ सईु एक पǐरĐमण पणू[ करती है, अतः 40 ͧमनट मɅ ͧमनट कȧ सईु 

एक पǐरĐमण का  भाग परूा करती है। इसͧलए

  
2

= × 360°
3

 या 
4

3
 रेͫडयन 

 अतः तय कȧ गई वाǓंछत दरूȣ

  l = r  =  1.5 4

3
 समेी = 2 सेमी = 2 3.14 सेमी = 6.28 समेी

उदाहरण 5 यǑद दो वƣृɉ के चापɉ कȧ लबंाई समान हो और वे अपने कɅ ġ पर Đमशः  65° तथा 110° का कोण 
बनाते हɇ, तो उनकȧ ǒğÏयाओं का अनुपात £ात कȧिजए। 

हल माना दो वƣृɉ कȧ ǒğÏयाए ँĐमशः r
1
 तथा r

2
 हɇ तो 

   = 65° = 65
180

  = 
13

36
 रेͫडयन



62 गͨणत

तथा   = 110° = 110
180

  = 
22

36
 रेͫडयन

माना ͩक Ĥ×येक चाप कȧ लंबाई l है, तो l =  r
1
 =  r

2
, िजससे

  
13

36
 r

1
 = 

22

36
 r

2 
,
 
 अथा[त ्,्  = 

इसͧलए    r
1
 : r

2
 = 22 : 13.

Ĥæनावलȣ 3.1

 1.  Ǔनàनͧलͨखत ͫडĒी माप के सगंत रेͫडयन माप £ात कȧिजएः 

 (i) 25° (ii) – 47°30 (iii) 240° (iv) 520° 

 2.  Ǔनàनͧलͨखत रेͫडयन माप के संगत ͫडĒी माप £ात कȧिजए (
22

7
  का Ĥयोग करɅ)ः

 (i)  (ii) – 4 (iii) 
5

3
 (iv) 

7

6

 3.  एक पǑहया एक ͧमनट मɅ 360° पǐरĐमण करता है तो एक सेकंड मɅ ͩकतने रेͫडयन माप का कोण 
बनाएगा?

 4.  एक वƣृ, िजसकȧ ǒğÏया 100 सेमी है, कȧ 22 सेमी लंबाई कȧ चाप वƣृ के कɅ ġ पर ͩकतने ͫडĒी माप 

का कोण बनाएगी (
22

7
  का Ĥयोग कȧिजए)।

 5.  एक वƣृ, िजसका åयास 40 सेमी है, कȧ एक जीवा 20 सेमी लबंाई कȧ है तो इसके सगंत छोटे चाप 

कȧ लंबाई £ात कȧिजए। 

 6. यǑद दो वƣृɉ के समान लबंाई वाले चाप अपने कɅ ġɉ पर Đमशः 60° तथा 75° के कोण बनात ेहɉ, तो 
उनकȧ ǒğÏयाओं का अनपुात £ात कȧिजए। 

 7. 75 सेमी लंबाई वाले एक दोलायमान दोलक का एक ͧसरे से दसूरे ͧसरे तक दोलन करने से जो कोण 
बनता है, उसका माप रेͫडयन मɅ £ात कȧिजए, जबͩक उसके नोक ɮवारा बनाए गए चाप कȧ लबंाई 
Ǔनàनͧलͨखत हɇः 

 (i) 10 समेी 
 (ii) 15 समेी 
 (iii) 21 समेी



ǒğकोणͧमतीय फलन     63

3.3  ǒğकोणͧमतीय फलन (Trigonometric Function)

पवू[ क¢ाओं मɅ, हमने Ûयनू कोणɉ के ǒğकोणͧमतीय 
अनुपातɉ को समकोण ǒğभुज कȧ भुजाओ ंके Ǿप 
मɅ अÚययन ͩकया है। अब हम ͩकसी कोण के 
ǒğकोणͧमतीय अनुपात कȧ पǐरभाषा को रेͫडयन 
माप के पदɉ मɅ तथा ǒğकोणͧमतीय फलन के Ǿप 
मɅ अÚययन करɅगे। 

मान लȣिजए ͩक एक इकाई वृƣ, 
िजसका कɅ ġ Ǔनदȶशांक अ¢ɉ का मूल ǒबदं ु हो। 
माना ͩक P (a, b) वƣृ पर कोई ǒबदं ु  है तथा 
कोण AOP = x रेͫडयन अथा[त ् चाप कȧ लबंाई 
AP = x (आकृǓत 3.6) है। हम पǐरभाͪषत करते हɇः

cos x = a तथा sin x =  b

चूँͩक OMP समकोण ǒğभुज है, हम पाते हɇ, 
OM2 + MP2 = OP2  या a2 + b2 = 1

इस Ĥकार इकाई वƣृ पर Ĥ×येक ǒबदं ु के ͧलए, हम पाते हɇ ͩक 
a2 + b2 = 1 या cos2 x + sin2 x = 1

Èयɉͩक एक पणू[ पǐरĐमा (घूण[न) ɮवारा वƣृ के कɅ ġ पर 2 रेͫडयन का कोण अतंǐरत होता है, इसͧलए  

AOB = 
2

, AOC =  तथाAOD = 
3

2
। 

2
 के Ĥांत गुणज वाल ेसभी कोणɉ को चतथुाɍशीय कोण 

या वƣृपादȣय कोण (quadrantal angles) कहत ेहɇ। 
ǒबदंओु ंA, B, C तथा D के Ǔनदȶशाकं Đमशः (1, 0), (0, 1), (–1, 0) तथा (0, –1) हɇ,

इसͧलए चतुथाɍशीय कोणɉ के ͧलए हम पात ेहɇ,
 cos 0°  = 1 sin 0° = 0

 cos 
2

 = 0 sin 
2

 = 1

 cos= sin = 0

 cos 3

2
 = 0 sin 3

2
 = –1

 cos 2 = 1 sin 2  = 0

आकृǓत 3.6
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अब, यǑद हम ǒबदं ुP स ेएक पूण[ पǐरĐमा लेते हɇ, तो हम उसी ǒबदं ु P पर पहँुचते हɇ। इस Ĥकार 
हम देखत ेहɇ ͩक यǑद x,  2 के पूणाɍक गुणज मɅ बढ़ते (या घटते) हɇ, तो ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के मानɉ मɅ 
कोई पǐरवत[न नहȣ ंहोता है। 

इस Ĥकार sin (2n + x)  = sin , n  Z

  cos (2n + x) = cos , n  Z

पनुः  sin x = 0, यǑद x = 0, ±   ± 2 , ± 3, ...अथा[त ्x,  का पूणाɍक गुणज है। 

तथा  cos x = 0, यǑद  = ± 
2

, ± 3

2
 , ± 5

2
, ... अथा[त ् cos x = 0,जब x,

2
 का ͪ वषम गणुज है।  इस Ĥकार 

sin x   = 0  से ĤाÜत होता है ͩक x = nजहा ँn कोई पणूाɍक है। 

cos x      = 0 स ेĤाÜत होता है ͩक x = (2n + 1) 
π

2
, जहा ँn कोई पूणाɍक है। 

अब हम अÛय ǒğकोणͧमतीय फलनɉ को sine तथा cosine के पदɉ मɅ पǐरभाͪषत करते हɇः

  cosec x = , x   nजहा ँn कोई पूणाɍक है। 

  sec x    = , x  (2n + 1) 
2

, जहा ँn कोई पूणाɍक है। 

  tan x     = , x  (2n +1)
2

, जहा ँn कोई पूणाɍक है। 

  cot x     = , x  n , जहा ँn कोई पणूाɍक है। 

हम सभी वाèतͪवक x के ͧलए देखत ेहɇ ͩक  sin2 x + cos2 x = 1

इस Ĥकार  1 + tan2 x = sec2 x   (Èयɉ?)
   1 + cot2 x = cosec2 x  (Èयɉ?)

पवू[ क¢ाओं मɅ, हम  0°, 30°, 45°, 60° तथा 90° के ǒğकोणͧमतीय अनपुातɉ के मानɉ कȧ चचा[ कर 
चकेु हɇ। इन कोणɉ के ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के मान वहȣ हɇ जो ͪपछलȣ क¢ाओं मɅ पढ़ चुके ǒğकोणͧमतीय 
अनुपातɉ के हɇ। इस Ĥकार, हम Ǔनàनͧलͨखत सारणी पात ेहɇः 



ǒğकोणͧमतीय फलन     65

अप
ǐरभ

ाͪष
त

अप
ǐरभ

ाͪष
त

  0°       

 sin 0    1  0 – 1  0 

 cos 1     0 – 1   0  1

 tan 0    1     0      0

cosec x, sec x तथा cot x का मान Đमशः sin x, cos x तथा tan x के मान से उãटा (ͪवलोम) है। 

3.3.1 ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के ͬचéन (Signs of trigonometric functions)

माना ͩक इकाई वƣृ पर P (a, b) कोई ǒबदं ुहɇ, 
िजसका कɅ ġ मलू ǒबदं ुहɇ, तथाAOP = x, यǑद 
AOQ = – x, तो ǒबदं ुQ के Ǔनदȶशाकं (a, – b) 

हɉगे (आकृǓत 3.7)।  इसͧलए  cos (– x) = cos x  

तथा  sin (– x) = – sin x

चूँͩक इकाई वƣृ के Ĥ×येक ǒबदं ु P 

(a, b) के ͧलए  – 1  a  1 तथा – 1   b 

 1, अतः, हम x के सभी मानɉ के ͧलए 

– 1  cos x  1 तथा  –1  sin x  1, पाते 

हɇ। ͪपछलȣ क¢ाओ ं से हमको £ात है ͩक 

Ĥथम चतथुाɍश (0 < x < ) मɅ a तथा b दोनɉ 

धना×मक हɇ, दूसरे चतुथाɍश (  < x <)  

मɅ  a ऋणा×मक तथा b धना×मक हɇ, तीसरे चतुथाɍश (< x < 
3

2
) मɅ a तथा b दोनɉ ऋणा×मक हɇ, 

तथा चतुथ[ चतुथाɍश (
3

2
 < x < 2) मɅ a धना×मक तथा b ऋणा×मक है। इसͧलए 0 < x < के ͧलए  

sin x धना×मक तथा   < x < 2के ͧलए ऋणा×मक होता है। इसी Ĥकार, 0 < x <  के ͧलए 

आकृǓत 3.7
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cos x धना×मक,   <  x < 
3

2
 के ͧलए ऋणा×मक तथा 

3

2
<  x < 2 के ͧलए धना×मक होता है। इसी 

Ĥकार, हम अÛय ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के ͬचéन ͪवͧभÛन चतथुाɍशɉ मɅ £ात कर सकते हɇ। इसके ͧलए हमारे 
पास Ǔनàनͧलͨखत सारणी हैः 

  I II III IV

 sin x + +  –  –

 cos x +  –  –  +

 tan x +  –  +  –

 cosec x + +  –  –

 sec x +  –  –  +

 cot x +  –  +  –

3.3.2  ǒğकोणͧमतीय फलनɉ का Ĥातं तथा पǐरसर  (Domain and range of trigonometric functions) sine 
तथा cosine फलनɉ कȧ पǐरभाषा से, हम यह पाते हɇ ͩक व ेसभी वाèतͪवक सÉंयाओं के ͧलए पǐरभाͪषत हɇ। 
पनुः, हम यह भी पाते हɇ ͩक Ĥ×येक वाèतͪवक संÉया x के ͧलए,  

– 1 sin x  1 तथा – 1 cos x  1

अतः  y = sin x तथा  y = cos x का Ĥातं सभी वाèतͪवक सÉंयाओं का समुÍचय है तथा पǐरसर अतंराल 
[–1, 1], अथा[त,् – 1  y  1 है। 

चूँͩक, cosec x = , y = cosec x का Ĥातं, समुÍचय { x : x  R तथा x  n , n  Z} तथा पǐरसर 

समÍुचय {y : y  R, y  1 या  y  – 1} है। इसी Ĥकार,  y = secx का Ĥांत, समुÍचय  {x : x  R तथा x  (2n + 1) 

, n  Z} तथा, पǐरसर, समुÍचय {y : y   R, y   – 1 या y  1} है। y = tan x का Ĥातं, समुÍचय {x : x  R तथा 

x  (2n + 1) , n Z} तथा पǐरसर सभी वाèतͪवक सÉंयाओं का समुÍचय है।  y = cot x का Ĥातं, 

समुÍचय  {x : x   R तथा  x  n , n Z}, पǐरसर सभी वाèतͪवक सÉंयाओ ं का समुÍचय है।
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 I चतथुाɍश  II चतुथाɍश III चतुथाɍश  IV चतथुाɍश

 sin 0 से 1 कȧ ओर बढ़ता है 1 स े0 कȧ ओर घटता है 0 स े-1 कȧ ओर घटता है –1 से 0 कȧ ओर बढ़ता है

 cos 1 से 0 कȧ ओर घटता है 0 स े-1 कȧ ओर घटता है -1 स े0 कȧ ओर बढ़ता है 0 से 1 कȧ ओर बढ़ता है

 tan 0 से  कȧ ओर बढ़ता है – से 0 कȧ ओर बढ़ता है  0 स े कȧ ओर बढ़ता है – से 0 कȧ ओर बढ़ता है

 cot  से 0 कȧ ओर घटता है 0 से – कȧ ओर घटता है   स े0 कȧ ओर घटता है 0 से – कȧ ओर घटता है 

 sec 1 से  कȧ ओर बढ़ता है – से –1कȧ ओर बढ़ता है –1 से – कȧ ओर घटता है  से 1 कȧ ओर घटता है

 cosec    से 1 कȧ ओर घटता है 1 स े कȧ ओर बढ़ता है – स े–1कȧ ओर बढ़ता है  –1 से – कȧ ओर घटता है  

ǑटÜपणी  उपयु[Èत सारणी मɅ, यह कथन ͩक अतंराल 0 < x <  मɅ tan x का मान 0 से  (अनंत) तक 

बढ़ता है का अथ[ है ͩक जसेै-जैसे x का मान  कȧ ओर बढ़ता है वैस-ेवसेै tan x का मान बहुत अͬधक हो 

जाता है। इसी Ĥकार, जब हम यह कह सकते हɇ ͩक चतुथ[ चतुथाɍश मɅ cosec x का मान –1 से – (ऋणा×मक 

अनंत) तक मɅ घटता है तो इसका अथ[ है ͩक जब x  (
3

2
, 2) तब जसेै-जैसे x,2 कȧ ओर अĒसर होता 

है, cosec x बहुत अͬधक ऋणा×मक मान लेता है। साधारणतः ͬचéन  तथा –  फलनɉ तथा चरɉ के ͪवशषे 

Ĥकार के åयवहार को बतात ेहɇ। 

हम देखत ेहɇ ͩ क Ĥथम चतुथाɍश मɅ, जब x, 0 स े कȧ ओर बढ़ता है, तो sin x भी 0 से 1 कȧ ओर बढ़ता 

है, दसूरे चतुथाɍश मɅ जब  x,  स ेकȧ ओर बढ़ता है तो sin x, 1 से 0 कȧ ओर घटता है। तीसरे चतुथाɍश मɅ 

जब x,  स े
3

2
कȧ ओर बढ़ता है तो sin x, 0 से –1 कȧ ओर घटता है तथा अतं मɅ कोण 

3

2
 से 2कȧ ओर 

बढ़ता है तो sin x, –1 से 0 कȧ ओर बढ़ता जाता है। इसी Ĥकार हम अÛय ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के ͪवषय मɅ 

ͪवचार कर सकते हɇ। वèतुतः हमारे पास Ǔनàनͧलͨखत सारणी हैः 
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आकृǓत 3.9

आकृǓत 3.10 आकृǓत 3.11

आकृǓत 3.8

हमने देखा ͩक sin x तथा cos x के मानɉ का अतंराल 2के पæचात ्पनुरावृͪ ƣ होती है। जसै,े  cosec x 

तथा sec x के मानɉ कȧ भी अतंराल 2के बाद पनुरावृͪ ƣ होती है। हम अगले अनÍुछेद मɅ  tan (+ x) = tan 

x देखते हɇ। जसै,े tan x के मानɉ मɅ अंतराल के पæचात ्पनुरावृͪ ƣ होती है, Èयɉͩक cot x, tan x का पूरक है, 

इसके मानो मɅ भी अतंराल  के पæचात ्पुनरावृͪ ƣ होती है। ǒğकोणͧमतीय फलनɉ मɅ इस £ान (गुणधम[) तथा 

åयवहार का उपयोग करने पर, हम फलनɉ का आलेख खींच सकते हɇ। इन फलनɉ का आलखे नीच ेǑदए गए हɇः
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आकृǓत 3.12 आकृǓत 3.13

उदाहरण 6 यǑद cos x =  –    हो और x ततृीय चतुथाɍश मɅ िèथत है, तो अÛय पाचँ ǒğकोणͧमतीय फलनɉ 

के मानɉ को £ात कȧिजए। 

हल Èयɉͩक  cos x  = –  , हम पाते हɇ ͩक  sec x = 

अब   sin2 x + cos2 x = 1 या sin2 x = 1 – cos2 x

या  sin2 x = 1 –   = 

अतः  sin x = ± 

चूँͩक x ततृीय चतुथाɍश मɅ है, तो sin x का मान ऋणा×मक होगा। इसͧलए

  sin x = – 

इससे यह भी ĤाÜत होता है ͩक 
  cosec x = – 

पनुः, हम पात ेहɇ 
  tan x =  =   तथा  cot x =  = 
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उदाहरण 7  यǑद  cot x = –  हो और x ɮͪवतीय चतथुाɍश मɅ िèथत हɇ, तो अÛय पाचँ ǒğकोणͧमतीय फलनɉ 

को £ात कȧिजए। 

हल Èयɉͩक      cot x =  – , हम पाते हɇ  tan x  = – 

अब sec2 x = 1 + tan2 x = 1 +  = 

अतः  sec x = ± 

 चूँͩक x ɮͪवतीय चतुथाɍश मɅ िèथत है, sec x का मान ऋणा×मक होगा। इसͧलए

   sec x = – 

इससे यह भी ĤाÜत होता है ͩक 

                

पनुः हम पाते हɇ 

 sin x =  tan x cos x = (– ) (– ) = 

तथा      cosec x = = 

उदाहरण 8   sin
31

3
 का मान £ात कȧिजए।  

हल हम जानत ेहɇ ͩक sin x के मानɉ मɅ अतंराल 2 के पæचात ्पुनरावृͪ ƣ होती है। इसͧलए 

   sin 
31

3
 = sin (10 + 

3
) = sin 

3
 = .

उदाहरण 9  cos (–1710°) का मान £ात कȧिजए। 

हल हम जानत ेहɇ ͩक cos x के मानɉ मɅ अंतराल 2या 360° के पæचात ्पनुरावृͪ ƣ होती है। इसͧलए   

 cos (–1710°) = cos (–1710° + 5 360°)

     = cos (–1710° + 1800°) = cos 90° = 0
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Ĥæनावलȣ 3.2

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæनɉ मɅ पाचँ अÛय ǒğकोणͧमतीय फलनɉ का मान £ात कȧिजएः

 1.  cos x = – , x तीसरे चतुथाɍश मɅ िèथत है। 

 2.  sin x = , x दसूरे चतथुाɍश मɅ िèथत है। 

 3.  cot x = , x ततृीय चतथुाɍश मɅ िèथत है। 

 4.  sec x = , x चतुथ[ चतुथाɍश मɅ िèथत है। 

 5.  tan x = – , x दसूरे चतुथाɍश मɅ िèथत है। 

Ĥæन संÉया 6 से 10 के मान £ात कȧिजएः

 6.  sin 765°    7.  cosec (– 1410°) 

 8.  tan 
19

3
     9. sin (– 

11

3
)

 10.  cot (– 
15

4
)

3.4  दो कोणɉ के योग और अतंर का ǒğकोणͧमतीय फलन (Trigonometric Functions of Sum and Dif-

ference of two Angles) 

इस भाग मɅ हम दो सÉंयाओं (कोणɉ) के योग एवं अतंर के ͧलए ǒğकोणͧमतीय फलनɉ तथा उनसे संबंͬ धत 
åयजंकɉ को åयु×पÛन करɅगे। इस संबंध मɅ इन मलू पǐरणामɉ को हम ǒğकोणͧमतीय सव[सͧमकाए ँकहɅगे। 
हम देखते हɇ ͩक  
 1. sin (– x)  = – sin x

 2. cos (– x) = cos x

अब हम कुछ और पǐरणाम ͧसɮध करɅगेः
 3. cos (x + y) = cos x cos y – sin x sin y

इकाई वƣृ पर ͪवचार कȧिजए, िजसका कɅ ġ मूल ǒबदं ु  पर हो। माना ͩक कोण P
4
OP

1
, 

x तथा  कोण P
1
OP

2
, y

 
हɇ तो कोण P

4
OP

2
, (x + y) होगा। पुनः माना कोण  P

4
OP

3
, (– y) हɇ। अतः 
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P
1
, P

2
, P

3
 तथा P

4
 के Ǔनदȶशांक P

1
(cos x, sin x), P

2
 [cos (x + y), sin (x + y)], P

3 
[cos (– y), sin 

(– y)] और P
4
 (1, 0) हɉगे (आकृǓत 3.14)।

ǒğभुजɉ P
1
OP

3
 तथा P

2
OP

4 
पर ͪवचार कȧिजए। वे सवाɍगासम हɇ (Èयɉ)। इसͧलए P

1
P

3
 और P

2
P

4
 बराबर 

हɇ। दरूȣ सğू का उपयोग करने पर

 P
1
P

3
2   = [cos x – cos (– y)]2  + [sin x – sin(–y)]2

  = (cos x – cos y)2 + (sin x + sin y)2

  = cos2x + cos2 y – 2 cos x cos y + sin2 x + sin2 y + 2sin x sin y

  = 2 – 2 (cos x cos y – sin x sin y)  (Èयɉ?)

पनुः P
2
P

4
2  = [1 – cos (x + y)] 2 + [0 – sin (x + y)]2

  = 1 – 2cos (x + y) + cos2 (x + y) + sin2 (x + y)

  = 2 – 2 cos (x + y)

Èयɉͩक P
1
P

3
  = P

2
P

4
, हम पाते हɇ; P

1
P

3
2 = P

2
P

4
2

इसͧलए, 2 –2 (cos x cos y – sin x sin y) = 2 – 2 cos (x + y)

आकृǓत 3.14
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अतः cos (x + y) = cosx x cos y – sin x sin y

 4.  cos (x – y) = cos x cos y + sin x sin y

सव[सͧमका 3 मɅ  y के èथान पर – y रखने पर
 cos (x + (– y)) = cos x cos (– y) – sin x sin (– y)

या cos (x – y) = cos x cos y + sin x sin y

 5.   cos (
2

x ) = sin x

सव[सͧमका 4 मɅ x के èथान पर 
2

 तथा y के èथान पर x रखने पर हम पात ेहɇ

  cos (
2

x ) = cos 
2

 cos x + sin 
2

 sin x = sin x

 6.  sin (
2

x ) = cos x

सव[सͧमका 5 का उपयोग करने पर हम पाते हɇ

 sin (
2

x ) = cos 
2 2

x
       

 = cos x.

 7.   sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y
हम जानत ेहɇ ͩक 

  sin (x + y) = cos ( )
2

x y
   
 

 = cos ( )
2

x y
   
 

   = cos (
2

x ) cos y + sin (
2

x )sin y

   = sin x cos y + cos x sin y

 8.  sin (x – y) = sin x cos y – cos x sin y

 यǑद हम सव[सͧमका 7 मɅ y के èथान पर – y  रखɅ तो उपरोÈत पǐरणाम पाते हɇ।

 9. x और y के उपयु[Èत मानɉ को सव[सͧमकाओ ं3, 4, 7 और 8 मɅ रखने पर हम Ǔनàनͧलͨखत पǐरणाम 
Ǔनकाल सकते हɇः

 cos (
2

x ) = – sin x  sin (
2

x ) = cos x

 cos ( – x)  = – cos x  sin ( – x)  = sin x
 cos ( + x)  = – cos x  sin ( + x)  = – sin x

 cos (2 – x) = cos x  sin (2 – x) = – sin x
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 इसी Ĥकार के सगंत पǐरणाम tan x, cot x, sec x एव ंcosec x के ͧलए sin x और cos x के फलनɉ के 
पǐरणामɉ से आसानी से Ǔनकाले जा सकत ेहɇ।

10. यǑद x, y और (x + y) मɅ से कोई 
2

 का ͪवषम गुणाकं नहȣ ंहɇ तो,

      tan (x + y)   = 

 Èयɉͩक x, y तथा (x + y) मɅ से कोई 
2

 का ͪवषम गुणांक नहȣं हɇ , इसͧलए cos x, 

 cos y तथा cos (x + y) शूÛय नहȣ ंहɇ। अब

      tan (x + y)  =  = 

 अशं और हर मɅ cos x cos y, स ेͪवभािजत करने पर हम पाते हɇ।

      tan (x + y)  = 

     =  

11.              tan ( x – y)  = 

 यǑद सव[सͧमका 10 मɅ y के èथान पर – y रखने पर, हम पाते हɇ

       tan (x – y)  = tan [x + (– y)]

     =   = 

12. यǑद x, y तथा (x + y) मɅ से कोई भी कोण , का गणुाकं नहȣ ंहɇ, तो

      cot ( x + y) = 
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 Èयɉͩक x, y तथा (x + y) कोणɉ मɅ से कोई भी , का गुणाकं नहȣ ंहɇ, इसͧलए sin x,  sin y तथा sin (x + 

y) शूÛय नहȣ ंहɇ। अब

 cot ( x + y)  = 

 अशं और हर को sin x sin y, से ͪवभािजत करने पर, हम पाते हɇ

 cot (x + y) = 

13. cot (x – y) = जहा ँx, y तथा x – y; के गणांक नहȣ ंहɇ।

 यǑद सव[सͧमका 12 मɅ y के èथान पर –y रखते हɇ तो हम उपरोÈत पǐरणाम पाते हɇ।

14. cos 2x  = cos2x – sin2 x = 2 cos2 x – 1 = 1 – 2 sin2 x = 

हम जानत ेहɇ ͩक

  cos (x + y) = cos x  cos y – sin x sin y

 y के èथान पर x, रखɅ तो, हम पात ेहɇ
    cos 2x = cos2x – sin2 x

  = cos2 x – (1 – cos2 x) = 2 cos2x – 1

 पनुः  cos 2x = cos2 x – sin2 x

  = 1 – sin2 x – sin2 x = 1 – 2 sin2 x. 

अतः हम पाते हɇ cos 2x = cos2 x – sin 2 x  =  

 अशं और हर को cos2 x स ेͪवभािजत करने पर, हम पात ेहɇ

  cos 2x = x  n
2

 जहा ँn पणूाɍक है।

15. sin 2x  = 2 sinx cos x = 

हम जानत ेहɇ ͩक
  sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin  y

y के èथान पर x रखने पर, हम पात ेहɇः   
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   sin 2x = 2 sin x cos x.

पनुः    sin 2x =  

Ĥ×येक पद को cos2 x से ͪवभािजत करने पर, हम पात ेहɇः
   sin 2x =  

16. tan 2x =  , 2x  n
2

 जहा ँn पणूाɍक है।

हम जानत ेहɇ ͩक

   tan (x + y) =  

y के èथान पर x रखने पर, हम पात ेहɇ,  

17. sin 3x = 3 sin x – 4 sin3 x

हम पाते हɇ,   
 sin 3x = sin (2x + x)

 = sin 2x cos x + cos 2x sin x

 = 2 sin x cos x cos x + (1 – 2sin2 x) sin x

 = 2 sin x (1 – sin2 x) + sin x – 2 sin3 x

 = 2 sin x – 2 sin3 x + sin x – 2 sin3 x

 = 3 sin x – 4 sin3 x

18. cos 3x = 4 cos3 x – 3 cos x

 हम पाते हɇ,   
             cos 3x = cos (2x +x)

  = cos 2x  cos x – sin 2x sin x

  = (2cos2 x – 1) cos x – 2sin x cos x sin x

  = (2cos2 x – 1) cos x – 2cos x (1 – cos2 x)

  = 2cos3 x – cos x – 2cos x + 2 cos3 x

  = 4cos3 x – 3cos x

19.   3x  n
2

 जहा ँn पणूाɍक है।

 हम पाते हɇ,       tan 3x = tan (2x + x) 
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  =   

  

20. (i) cos x + cos y =  

 (ii) cos x – cos y = –  

 (iii) sin x + sin y =  

 (iv) sin x – sin y =  

हम जानत ेहɇ ͩक 
  cos (x + y) = cos x cos y – sin x sin y    ... (1)

और   cos (x – y) = cos x cos y + sin x sin y    ... (2)

(1) और (2) को जोड़ने एव ंघटाने पर, हम पात ेहɇ,
  cos (x + y) + cos(x – y) =  2 cos x cos y   ... (3)

और   cos (x + y) – cos (x – y) = – 2 sin x sin y   ... (4)

और भी  sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y    ... (5)

और   sin (x – y) = sin x cos y – cos x sin y    ... (6)

(5) और (6) को जोड़ने एव ंघटाने पर, हम पात ेहɇ,
  sin (x + y) + sin (x – y) = 2 sin x cos y    ... (7)

  sin (x + y) – sin (x – y) = 2cos x sin y    ... (8)

माना ͩक x + y = तथा x – y = , इसͧलए

 2 2
x y

        
      

(3), (4), (7) तथा (8)  मɅ x और  y के मान रखने पर, हम पात ेहɇ,
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  cos + cos  = 2 cos cos
2 2

    
   
   

t 

  cos – cos  = – 2 sin sin
2

–     
      

 

    sin + sin  = 2 sin cos
2 2

    
   
   

 sin – sin  = 2 cos sin
2 2

    
   
   

Èयɉͩक तथा  को कोई वाèतͪवक सÉंया मान सकते हɇ। हम के èथान पर x तथा  के èथान पर  y 

रखने पर, हम पाते हɇः
cos x + cos y = 2 cos  ; cos x – cos y = – 2 sin  ,      

sin x + sin y = 2 sin  ; sin x – sin y = 2 cos  

ǑटÜपणी   सव[सͧमका 20 से हम Ǔनàन पǐरणाम पात ेहɇः 

21. (i) 2 cos x cos y = cos (x + y) + cos (x – y)

 (ii) –2 sin x sin y = cos (x + y) – cos (x – y)

 (iii) 2 sin x cos y = sin (x + y) + sin (x – y)

 (iv) 2 cos x sin y = sin (x + y) – sin (x – y)

उदाहरण 10 ͧसɮध कȧिजएः  

हल   बाया ँप¢ =   

 = 3 ×   × 2 – 4 sin  × 1 = 3 – 4 sin  

 = 3 – 4 ×    = 1 = दाया ँप¢
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उदाहरण 11 sin 15° का मान £ात कȧिजए।

हल  sin 15°   = sin (45° – 30°)

   = sin 45° cos 30° – cos 45° sin 30°

   =  

उदाहरण 12 tan   का मान £ात कȧिजए।

हल  tan  = tan   = tan  

  =   =  

उदाहरण 13 ͧसɮध कȧिजएः

  .

हल हम पात ेहɇ,
          बाया ँप¢  

अशं और हर को cos x cos y  से ͪवभािजत करने पर, हम पाते हɇ,

  बाया ँप¢ =  = दाया ँप¢ 

उदाहरण 14 Ǒदखाइए
     tan 3 x tan 2 x tan x = tan 3x – tan 2 x – tan x

हल  हम जानत ेहɇ ͩक  3x = 2x + x

इसͧलए  tan 3x    = tan (2x + x)

या    
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या  tan 3x – tan 3x tan 2x tan x = tan 2x + tan x

या  tan 3x – tan 2x – tan x = tan 3x tan 2x tan x

या  tan 3x tan 2x tan x = tan 3x – tan 2x – tan x

उदाहरण 15 ͧसɮध कȧिजएः
  

हल    सव[सͧमका 20(i) का उपयोग करने पर, हम पाते हɇ,

  बायाँ प¢ =  

  =  

 = 2 cos   cos x = 2 ×   cos x =  cos x = दाया ँप¢

उदाहरण 16 ͧसɮध कȧिजए   

हल सव[सͧमकाओ ं20(i) तथा 20(iv)  का उपयोग करने पर, हम पाते हɇ,

 बाया ँप¢ =   =   = दाया ँप¢ 

उदाहरण 17 ͧसɮध कȧिजए  

हल हम पात ेहɇ,

 बाया ँप¢ =   
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 =  

 =   =  tan x  =  दाया ँप¢ 

Ĥæनावलȣ 3.3

ͧसɮध कȧिजएः

 1. sin2

6
 + cos2  – tan2   2.  2sin  + cosec2  

 3.   4.  

 5. मान £ात कȧिजएः 
  (i) sin 75°   (ii) tan 15°

  Ǔनàनͧलͨखत को ͧसɮध कȧिजएः 

  6.   

  7. 

2tan
1 tan4
1 tan

tan
4

x
x

x
x

            
 

   

  8.  

  9. 
3 3

cos cos (2 ) cot cot (2 ) 1
2 2

x x x x
                 

 

  10. sin (n + 1)x sin (n + 2)x + cos (n + 1)x cos (n + 2)x = cos x

  11. 
3 3

cos cos 2 sin
4 4

x x x
           

     
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 12. sin2 6x – sin2 4x = sin 2x sin 10x 13. cos2 2x – cos2 6x = sin 4x sin 8x
 14.  sin2 x + 2 sin 4x + sin 6x = 4 cos2 x sin 4x
 15.  cot 4x (sin 5x + sin 3x) = cot x (sin 5x – sin 3x)

 16.  
cos cos

sin sin

sin

cos

9 5

17 3

2

10

x x

x x

x

x




   17.  

 18.    19.  

 20.   21.  

 
 22. cot x cot 2x – cot 2x cot 3x – cot 3x cot x = 1

 23.   24. cos 4x = 1 – 8sin2 x cos2 x

25. cos 6x = 32 cos6 x – 48cos4 x + 18 cos2 x – 1

3.5  ǒğकोणͧमतीय समीकरण (Trigonometric Equations)

एक चर राͧश मɅ ǒğकोणͧमतीय फलनɉ वाले समीकरण को ǒğकोणͧमतीय समीकरण कहत ेहɇ। इस अनुÍछेद 
मɅ, हम एेसे समीकरणɉ के हल £ात करɅगे। हम पहले पढ़ चुके हɇ ͩ क sin x तथा cos x के मानɉ मɅ 2अतंराल 
के पæचात ्पनुरावृͪ ƣ होती है तथा ta  के मानɉ मɅ  अंतराल के पæचात ्पनुरावृͪ ƣ होती है। ǒğकोणͧमतीय 
समीकरण के एेस ेहल जहा ँ 0 x होता है, मÉुय हल (principal solution) कहलात ेहɇ। पणूाɍक ‘n’ से 
यÈुत åयंजक जो ͩकसी ǒğकोणͧमतीय समीकरण के सभी हल åयÈत करता है, उस ेåयापक हल (general 

solution) कहते हɇ। हम पूणाɍकɉ के समुÍचय को ‘Z’ से Ĥदͧश[त करɅगे। 
Ǔनàनͧलͨखत उदाहरण ǒğकोणͧमतीय समीकरणɉ को हल करन ेमɅ सहायक हɉगेः 

उदाहरण 18  समीकरण 3
sin

3 2
   का मुÉय हल £ात कȧिजए। 

हल   हम जानत ेहɇ ͩक 3
sin

3 2
  तथा 

2 3
sin sin π sin

3 3 3 2
     
   

इसͧलए, मÉुय हल
3

x   तथा 
2

3
 है।

उदाहरण 19  समीकरण   का मुÉय हल £ात कȧिजए।



ǒğकोणͧमतीय फलन     83

हल   हम जानत ेहɇ ͩक 
1

tan
6 3
 . इस Ĥकार, 

1
tan – = – tan = –

6 6 3

 
 
 

 

तथा 
1

tan 2 tan
6 6 3

      
 

 

इस Ĥकार 
5 11 1

tan tan
6 6 3

    

इसͧलए, मÉुय हल 
5

6
  तथा 11

6
  हɇ। 

अब, हम ǒğकोणͧमतीय समीकरणɉ का åयापक हल £ात करɅगे। हम देखते हɇ ͩक 
  si  = 0 तो = n, जहा ँn Z

  co  = 0 तो = (2n + 1
2

 , जहा ँn Z

अब हम Ǔनàन पǐरणाम ͧसɮध करɅगेः 

Ĥमेय 1 ͩकÛहȣ ंवाèतͪवक सÉंयाए ँx तथा y के ͧलए 

  sin x = sin y सेे x = n + (–1)n y, जहा ँn Z ĤाÜत होता है। 

उपपͪƣ        यǑद  sin x = sin y, तो
  sin x – sin y = 0  या   2cos   = 0

अथा[त ्  cos   = 0  या  sin   = 0

इसͧलए    = (2n + 1    या  = n, जहा ँn Z

अथा[त ्  x = (2n + 1)  – y  या x = 2n + y, जहा ँnZ

अतः   x = (2n + 1)+ (–1)2n + 1 y या x = 2n +(–1)2n y, जहा ँn Z

उपयु[Èत दोनɉ पǐरणामɉ को ͧमलाने पर, हम पाते हɇः x = n + (–1)n y, जहा ँn Z 

Ĥमेय 2 क ोई व ाèत ͪवक संÉय ाएँ  x तथा  y के  ͧलए ,  cos x = cos y से = 2n  y,

जहा ँn Z ĤाÜत होता है। 

उपपͪƣ    यǑद cos x = cos y, तो
  cos x – cos y = 0   अथा[त ्   –2 sin   sin   = 0
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इस Ĥकार  sin   = 0  या   sin   = 0

इसͧलए   = n  या   = n, जहा ँn Z

अथा[त ् x = 2n – y  या x = 2n + y, जहा ँn Z

अतः x = 2n  y, जहा ँn Z

Ĥमेय 3 ͧसɮध कȧिजए ͩक यǑद x तथा y का 
2

 ͪवषम गुणज नहȣ ंहै तो 

  tan x = tan y से x = n+ y, जहा ँn Z ĤाÜत होता है। 

उपपͪƣ  यǑद tan x = tan y,   तो   tan x – tan y = 0

या  

या   sin (x – y) = 0  (Èयɉ?)

इसͧलए   x – y = n अथा[त ् x = n + y, जहा ँn Z

उदाहरण 20   si  = –   का हल £ात कȧिजए।

हल  हम पात ेहɇ  si  = –   = 
4

sin sin sin
3 3 3

     
 

 

अतः sin x = 
4

sin
3

  

इसͧलए 
4

( 1)
3

nx n    , जहा ँn Z

 ǑटÜपणी   4

3
 , x का एक एेसा मान है िजसके संगत   है। x का कोई भी अÛय 

मान लेकर समीकरण हल ͩकया जा सकता है, िजसके ͧलए   हो, यह सभी 

ͪवͬधयɉ से ĤाÜत हल एक हȣ हɉगे यɮयͪप वे Ĥ×य¢तः ͪवͧभÛन Ǒदखाई पड़ सकते हɇ। 
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उदाहरण 21   को हल कȧिजए। 

हल    हम पात ेहɇ 
1

cos cos
2 3

x    

इसͧलए  2
3

x n  , जहा ँ n Z.

उदाहरण 22 tan 2 cot
3

x x
    
 

 को हल कȧिजए।

हल हम पात ेहɇ, tan 2 cot
3

x x
    
 

  = tan
2 3

x
   
 

 

या    

इसͧलए 
5

2
6

x n x    , जहा ँ nZ

या 5

6
x n  , जहा ँ nZ

उदाहरण 23  हल कȧिजए sin 2x – sin 4x + sin 6x = 0

हल समीकरण को ͧलख सकते हɇ,

  

या  

अथा[त ्  

इसͧलए  sin 4x = 0   या  

अथा[त ्   या cos 2 cos
3

x   

अतः 4x n  या 2 2
3

x n   , जहा ँ nZ

अथा[त ् 
4

n
x   या 

6
x n  , जहा ँ nZ
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उदाहरण 24 हल कȧिजए  2 cos2 x + 3 sin x = 0

हल समीकरण को इस Ĥकार ͧलख सकते हɇ

  

या  

या        

अतः  sin x =     या   sin x = 2

परंत ु  sin x = 2 असभंव है (Èयɉ?)

इसͧलए   sin x =   = 
7

sin
6

 

अतः, हलः 
7

( 1)
6

nx n    है, जहा ँn Z

Ĥæनावलȣ 3.4

Ǔनàनͧलͨखत समीकरणɉ का मÉुय तथा åयापक हल £ात कȧिजएः
 1.   2. sec x = 2

 3.   4. cosec x = – 2

Ǔनàनͧलͨखत Ĥ×येक समीकरणɉ का åयापक हल £ात कȧिजएः
 5. cos 4 x = cos  6. cos 3x + co – cos 2x = 0

 7. sin 2x + co = 0 8. sec2 2x = 1– tan 2x

 9. sin x + sin 3x + sin 5x = 0  

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 25 यǑद  sin x =  ,  cos y =   हैै, जहा ँx तथा  y दोनɉ ɮͪवतीय चतुथाɍश मɅ िèथत हɉ तो sin (x 

+ y) का मान £ात कȧिजए। 

हल  हम जानत ेहɇ ͩक 
  sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y              ... (1)

अब  cos2 = 1 – sin2 x = 1 –   =  
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इसͧलए  cos x =  

Èयɉͩक x ɮͪवतीय चतथुाɍश मɅ िèथत है, अतः cos x ऋणा×मक है। 

अतः   cos x =  

अब  sin2y = 1 – cos2y = 1 –  

अथा[त ्  sin y =  

Èयɉͩक  y ɮͪवतीय चतुथाɍश मɅ िèथत है, sin y धना×मक है। इसͧलए  sin y =   है।  sin x, sin y, 

cos x तथा cos y का मान समीकरण (1) मɅ रखने पर, हम पाते हɇ, 

   =  

उदाहरण 26 ͧसɮध कȧिजएः  

हल  हम पात ेहɇ,
  बाया ँप¢ =   

  =  

  =   =  

  =  

 

  =   = दाया ँप¢
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उदाहरण 27 tan 
8

  का मान £ात कȧिजए।

हल मान लȣिजए 
8

x   हो तो 2
4

x 

अब   

या 
2

2tan
8tan

4 1 tan
8




 

मान लȣिजए  y = tan
8

   तो 1 =  

या           y2 + 2y – 1 = 0

इसͧलए  y =  

Èयɉͩक 
8

    Ĥथम चतुथाɍश मɅ िèथत है, y = tan 
8

    धना×मक है।  अतः

  
tan 2 1

8
 

 

उदाहरण 28 यǑद 3 3
tan = , < <

4 2
x x  , तो si  , co   तथा ta   के मान £ात कȧिजए।

हल Èयɉͩक 3

2
x    है  इसͧलए co  ऋणा×मक है।  

पनुः  3

2 2 4

x
   .

इसͧलए  sin   धना×मक होगा तथा cos   ऋणा×मक होगा। 

अब  sec2 x= 1 + tan2 x =  
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इसͧलए   cos2 x =    या cos x =     (Èयɉ?)

अब    = 1 –  cos x  =  

इसͧलए   sin2   =  

या  si   =     (Èयɉ?)

पनुः  2cos2   = 1+ co  

इसͧलए  cos2   =     या     cos   =      (Èयɉ?)

अतः  tan   =   = – 3

उदाहरण 29 ͧसɮध कȧिजएः  cos2 x+ cos 2 3
cos

3 3 2
x x

         
   

 

हल  हम पात ेहɇ, 

                 बाया ँप¢ =

2 2
1 cos 2 1 cos 2

1 cos 2 3 3
2 2 2

x x
x

              
 

  = 
1 2 2

3 cos 2 cos 2 cos 2
2 3 3

x x x
                

 

  = 
1 2

3 cos 2 2cos 2 cos
2 3

x x
    

 

  = 
1

3 cos 2 2cos 2 cos
2 3

x x
        

   



90 गͨणत

  = 
1

3 cos 2 2cos 2 cos
2 3

x x
    

 

  =   = दायाँ प¢

अÚयाय 3 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

ͧसɮध कȧिजएः

 1. 
9 3 5

2cos cos cos cos 0
13 13 13 13

    

 2. (sin 3x + sin x) sin x + (cos 3x – cos x) cos x = 0

 3. (cos x + cos y)2 + (sin x – sin y)2 = 4 cos2  

 4. (co – cos y)2 + (si – sin y)2 = 4 sin2   

 5. sin x + sin 3x + sin 5x + sin 7x = 4 cos x cos 2x sin 4x

 6. x
xxxx

xxxx
6tan

)3cos9(cos)5cos7(cos

)3sin9(sin)5sin7(sin





 

 7. sin 3x + sin 2x – sin x = 4sin x cos   cos  

Ǔनàनͧलͨखत Ĥ×येक Ĥæन मɅ sin  , cos   तथा tan    £ात कȧिजएः

 8. ta  =   , x ɮͪवतीय चतुथाɍश मɅ है। 9. co  =  , ततृीय चतथुाɍश मɅ है।

 10. si  =  , ɮͪवतीय चतुथाɍश मɅ है।
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साराशं
 यǑद एक वƣृ, िजसकȧ ǒğÏया r, चाप कȧ लबंाई l तथा कɅ ġ पर अतंǐरत कोण  रेͫडयन हɇ, तो l 

= r 
 रेͫडयन माप =

180
  ͫडĒी माप

 ͫडĒी माप = 
180

  रेͫडयन माप

  cos2 x + sin2 x = 1   

  1 + tan2 x = sec2 x

  1 + cot2 x = cosec2 x

  cos (2n+ x) = cos x

  sin (2n + x) = sin x

 sin (– x) = – sin x

 cos (– x) = cos x

 cos (x + y) = cos x cos y – sin x sin y

 cos (x – y) = cos x cos y + sin x sin y

   cos 
2

x ) = sin x

  sin 
2

x  ) = cos x

   sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y

 sin (x – y) = sin x cos y – cos x sin y

 cos +
2

x
 
 
 

 = – sin x  sin +
2

x
 
 
 

   = cos x

 cos (  – x) = – cos x  sin (  – x) = sin x

 cos (  + x)  = – cos x  sin (  + x) = – sin x

 cos (  – x) = cos x  sin  (  – x) = – sin x

 यǑद x, y और (x   y) मɅ से कोई कोण 
2

  का ͪवषम गुणाकं नहȣ ंहɇ, तो

 tan (x + y) =   

 tan (x – y) =  
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 यǑद x, y और (x   y) मɅ से कोई कोण  का ͪवषम गुणाकं नहȣ ंहɇ, तो

 cot (x + y) =  

 cot (x – y) =  

 cos 2x = cos2 x – sin2 x = 2cos2 x – 1 = 1 – 2 sin2 x  

 sin 2x = 2 si   cos x  

 tan 2x =    

  sin 3x = 3si   – 4sin   

 cos 3x = 4cos   – 3co  

  tan 3x =  

 (i) cos x + cos y = 2cos  

 (ii) cos x – cos y = – 2sin   

 (iii) sin x + sin y = 2 si  

 (iv) sin x – sin y = 2cos  

 (i) 2cos xcos y= cos + y) + cos – y)  

 (ii) – 2sin xsin y= cos (x + y) – cos (x – y)

 (iii) 2sin xcos y= sin (x + y) + sin (x – y)
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 (iv) 2 cos xsin y= sin (x + y) – sin (x – y)

 sin   = 0 हो तो x = n, जहा ँn Z

 cos x     = 0 हो तो x = (2n + 1)  , जहा ँn Z 

  sin x = sin y हो तो x = n + (– 1)n y, जहा ँn Z
 cos x = cos y, हो तो x = 2n  y, जहा ँn Z
 tan x = tan y हो तो x = n+ y, जहा ँn Z

एेǓतहाͧसक पçृठभूͧम

एेसा ͪवæवास ͩकया जाता है ͩक ǒğकोणͧमती का अÚययन सव[Ĥथम भारत मɅ आरंभ हुआ था। 
आय[भɪट (476 ई.), ĦéमगÜुत (598 ई.) भाèकर Ĥथम (600 ई.) तथा भाèकर ɮͪवतीय (1114 ई.)ने 
Ĥमुख पǐरणामɉ को ĤाÜत ͩकया था। यह सपूंण[ £ान भारत से मÚयपवू[ और पुनः वहा ँसे यरूोप गया। 
यनूाǓनयɉ ने भी ǒğकोणͧमǓत का अÚययन आरंभ ͩकया परंतु उनकȧ काय[ ͪवͬध इतनी अनुपयÈुत थी, 
ͩक भारतीय ͪवͬध के £ात हो जाने पर यह संपणू[ ͪवæव ɮवारा अपनाई गई। 

भारत मɅ आधǓुनक ǒğकोणͧमतीय फलन जसै ेͩ कसी कोण कȧ Ïया (sine) और फलन के पǐरचय 
का पूव[ ͪववरण ͧसɮधांत (सèंकृत भाषा मɅ ͧलखा गया ÏयोǓतषीय काय[) मɅ Ǒदया गया है िजसका 
योगदान गͨणत के इǓतहास मɅ Ĥमखु है। 

भाèकर Ĥथम (600 ई.) ने  90स ेअͬधक, कोणɉ के sine के मान के लए सूğ Ǒदया था। 
सोलहवी ंशताÞदȣ का मलयालम भाषा मɅ काय[ युिÈत भाषा मɅ sin (A + B) के Ĥसार कȧ एक उपपͪƣ 
है। 18, 36, 54, 72, आǑद के sine तथा cosine के ͪ वशुɮध मान भाèकर ɮͪवतीय ɮवारा Ǒदए गए हɇ। 

sin–1 x, cos–1 x, आǑद को चाप sin x, चाप cos x, आǑद के èथान पर Ĥयोग करने का सुझाव 
ÏयोǓतषͪवद Sir John F.W. Hersehel (1813 ई.) ɮवारा Ǒदए गए थे। ऊँचाई और दरूȣ सबंंͬधत Ĥæनɉ के 
साथ Thales (600 ई. पूव[) का नाम अपǐरहाय Ǿप से जड़ुा हुआ है। उÛहɅ ͧमĮ के महान ͪपराͧमड कȧ 
ऊँचाई के मापन का Įेय ĤाÜत है। इसके ͧलए उÛहɉने एक £ात ऊँचाई के सहायक दंड तथा ͪपराͧमड 
कȧ परछाइयɉ को नापकर उनके अनपुातɉ कȧ तुलना का Ĥयोग ͩकया था। ये अनुपात हɇ 

    = tan (सूय[ का उÛनताशं)

Thales को समुġȣ जहाज़ कȧ दरूȣ कȧ गणना करन ेका भी Įेय Ǒदया जाता है। इसके ͧलए 
उÛहɉने समǾप ǒğभुजɉ के अनुपात का Ĥयोग ͩकया था। ऊँचाई और दरूȣ सबंधी Ĥæनɉ का हल समǾप 
ǒğभुजɉ कȧ सहायता से Ĥाचीन भारतीय कायɟ मɅ ͧमलते हɇ। 

——


