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(iii)(iii)

மவணை மற்றும் 6யßகல்�  
மமம்பாட்டிற்காG வாÞப்புகள்

பாCநூ�ல் 6ள்N �ணK¶ குறி�ட்ணCப் �Ĕĕ ĆĬġĢ� பயåபடுÚதுமவாம்� 8ப்படி"
 í  உங்கள் திைனமெசியில், ·குள் ĭĩĞĶİıĬįĢ �ஆப்பிள் Ğĭĭ İıĬįĢ ப்காணடு Qĕ CĬġĢ ஸ்ம்கனர பெயலிலய இலவெோ்கப் ெதிவிைக்்கம் பெயது 

நிறுவிக்ப்காள்்க.
 í  பெயலிலயத் திைநதவுடன, ஸ்ம்கன பெயயும் பொத்தாலன அழுத்தித் திலரயில் மதானறும் ம்கேராலவ Qĕ CĬġĢ-இன அருகில் ப்காணடு பெல்லவும்.
 í  ஸ்ம்கன பெயவதன Âலம் திலரயில் மதானறும் உரலிலயச (Ęĕď) பொடுக்்க, அதன விளக்்கப் ெக்்கத்திற்குச பெல்லும்.

4Ûநூணைக் ணகயாள்வதற்காG வ�காட்டி

வணி்கக் ்கணிதம் ேற்றும் புள்ளியலல ஒரு ொடோ்கக் ப்காணட மேல்நிலல 
வகுப்பு வணி்கவியல் ோைவர்களுக்்கான மேற்ெடிப்பு வாயப்பு்களின ெட்டியல்.

ோைவர்கள் ஒáபவாரு அத்தியாயம் , ொடம் அல்லது ஆணடு இறுதியில் 
அலடநதிருக்்கமவணடிய ்கற்ைல் இலக்கு்கலளக் குறிக்கிைது,கற்L�å மFாக்கÕகள்

குறிப்பு  ொடத்தின ·டுதல் ்கருத்துக்்கலள தருெலவ.

ோைவர்களின ்கணித சிநதலன்கலள வளரக்கும் வியத்தகு உணலே்கள், 
்கருத்துக்்கள் மொனைலவ.

பயிற்z ோைவர்களின நிலனவாற்ைல் ,சிநதித்தல் ேற்றும் புரிதலல  மேம்ெடுத்த ெயிற்சி 
அளித்தல்.

ோைவர்களின ்கணினி ொர அறிவுத்திைலன மேம்ெடுத்துதல்.4ணையÖ Y@யல்பாடு

4ணைய 4ணைப்புகள்

6CGடி ப�ல் 
�ணGக் குறி�டு

4தK கைக்குகள்

கணைÖ Y@ாற்கள்

பாßணவ நூல்கள்

்கணினி வ� Âலங்களுக்்கான ெட்டியல்.

ோைவர்கள் ொடங்கள் பதாடரொன ்கருத்துக்்கலள மேலும் அறிநதுப்காள்ள 
பேயநி்கர ்கற்ைல் உல்கத்துக்கு அலழத்து பெல்லும் வ�.

ோைவர்களுக்்கான ்கற்ைலல மேம்ெடுத்த ·டுதல் ்கைக்கு்கள்.

்கணித தமிழ் வ�ச பொற்்களுக்்கான ஆஙகில போ�யாக்்கம்

ொடத் தலலப்மொடு பதாடரபுலடய மேலும் விவரங்கலள அறிநது ப்காள்வதற்்கான 
துலைநூற்்களின ெட்டியல்
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(iv)

வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல் பயி³ம் மாைவßக´க்காG 
மவணை மற்றும் 6யßகல்�  மமம்பாட்டிற்காG வாÞப்புகள்

P~>�யல் பTCÚ�ட்CÚ�ல் P~>Ô >~EÝ Iற்²Ý ®ã��யணM ;± 
பTCIT> Y>TÙC ���ல் ப�³Ý ZIல்�ணM P¤Ü®  ITைPß>ã� 

EÕ>Nது ZIற்படிÜ®Ô¤� ąĆĄ� ą�ĆĬĪ Iற்²Ý ą�ĖĠ� ®ã��யல்  3xய 
��¶>ணN ZEß¶ Y@ÞயMTÝ�

P~> ��¶ ZIல்�ணM P¤Ü® ITைPß>´Ô¤� PÕx Iற்²Ý� �� �²PGÕ>�³Ý  ZPணM 
PTÞÜ®>ã zLÜபT> 6ãNG�  >~�ணய ;± zLÛE பTCIT>Ô Y>TÙC ą�ĆĬĪ ��ணP 
Yப±ÝபTMTG ITைPß>ã ZEß¶ Y@ÞxåLGß�

YET�ல் ¯ணL ZIற்படிÜ®Ô>NTG ĆĄ� ČĆĄČ ¯E�ய படிÜ®>ணN ZEßÛYE©Úது YPற்� 
Yப²PEå ÂMÝ� பட்Cய>ைÔ>TNß �ĆĥĞįıĢįĢġ ĄĠĠĬĲīıĞīı� �²PGÖ Y@யMß �ĆĬĪĭĞīĶ ĖĢĠįĢıĞįĶ� 
ZபTåL zLÛE பE�>ணN YபL ¯டி°Ý� ZI³Ý ą�ĆĬĪ பட்CET�>ã� Đ�ĆĬĪ� ē�ĥ�ć Iற்²Ý Đ�ēĥĦĩ 
ZபTåL ZIற்படிÜ® P¤Ü®>ணN YETCKMTÝ� ą�ĆĬĪ பட்CET�>´Ô¤ Yப±IN�ல் ZPணM 
PTÞÜ®>ã >TÚ�±ÔxåLG�

பட்CÜபடிÜ® ̄ டிÚE �L¤� ĐąĄ�ĐĄ YபT±�யல் ĐĄ Y@யல்¯ணL Iற்²Ý ®ã��யல் 3KTÞÖz 
பட்C ZIற்படிÜ® ¯E�ய ��¶>ணN ZEß¶ Y@ÞயMTÝ� 4Pற்ணL E�K� 8Ùைற்L பட்Cய 
படிÜ®� @Tå�Eâ படிÜ® Iற்²Ý YET�ற் ப�ற்zÔ >ல்�>ã ¯E�யGPற்ணL ZIற்Y>TãPEå 
ÂMÝ 3KÝப >TM ZPணM PTÞÜ®>ணN YபLMTÝ�

P~>Ô >~EÝ Iற்²Ý ®ã�யணM ;± பTCIT>Ô Y>TÙC ZIல்�ணM P¤Ü® P~>�யல் 
ITைPß>´Ô>TG ZIற்படிÜ® PTÞÜ®>�å பட்டியல்�

படிப்புகள் கல்� நிறுவGÕகள் மமற்படிப்�ற்காG 
வாÞப்புகள்

4ணNÕகணை வணிக�யல்
�ą�ĆĬĪ�� � ą�ĆĬĪ �ĆĬĪĭĲıĢį�
4ணNÕகணை �யாபாK 
நிßவாகம் �ą�ą�Ą��� 
4ணNÕகணை வணிக மமைாண்ணம 
�ą�ą�Đ��� 
4ணNÕகணை கணிணி பயåபாடுகள் 
�ą�Ć�Ą��� 
4ணNÕகணை கணை �ą�Ą��

• அலனத்து அரசினர ்கலல ேற்றும் அறிவியல் 
்கல்லூரி்கள், அரசு நிதி உதவிபெறும் ்கல்லூரி்கள், 
சுயநிதி ்கல்லூரி்கள்

• Ðராம் வணி்கவியல் ்கல்லூரி (SĕCC), புதுபடல்லி.
• ·ட்டுவாழ்வு ெமுதாய ்கலல ேற்றும் வணி்கவியல் 

்கல்லூரி, பூமன (SĶĪğĦĬİĦİ SĬcĦĢıĶrİ CĬĩĩĢĤĢ Ĭģ Ąįıİ 
	 CĬĪĪĢįcĢ, PĲīĢ).

• புனித சூலெயப்ெர ்கல்லூரி, பெங்களுரூ

C.A., I.C.W.A, C.S. 

4ணNÕகணை 2றி�யல் புள்ளியியல் 
�ą�ĖĠ ĖıĞıĦİıĦĠİ�

• ோநில ்கல்லூரி மெப்ொக்்கம், பெனலன.
• பெனலன கிறித்தவ ்கல்லூரி, தாம்ெரம்
• லமயாலா ்கல்லூரி, பெனலன
• ć.ĕ.ą.C.C இநது ்கல்லூரி ெட்டாபிராம், பெனலன.

M.Sc.

� வ±C ;±ÕxணைÛத �யாபாK 
நிßவாகம்� வணிகம் மற்றும் @ட்C 
படிப்புகள் �ĉĦĳĢ ĶĢĞįİ ĦīıĢĤįĞıĢġ ĆĬĲįİĢ�
ą�ą�Ą�� ďďą� ą�Ą�� ďďą�
ą�ĆĬĪ�� ďď�ą� 

• அலனத்து அரசு ெட்ட ்கல்லூரி்கள்.
• டாக்டர அம்மெத்்கர ெட்ட ெல்்கலல்கழ்கத்தின �ழ் 

இலைக்்கப்ெட்ட சிைப்பு ெட்டக் ்கல்வி நிறுவனங்கள்

M.L.

� வ±C ;±ÕxணைÛத முதுகணை 
Yபா±ளியல் படிப்புகள்
Đ�Ą� ĈĠĬīĬĪĦĠİ �ČīıĢĤįĞıĢġ ĉĦĳĢ ĜĢĞį 
ĠĬĲįİĢ� – ĄġĪĦİİĦĬī ğĞİĢġ Ĭī Ąĩĩ ČīġĦĞ 
ĈīıįĞīĠĢ ĈĵĞĪĦīĞıĦĬī

• பெனலன பொருளியல் ்கல்லூரி, ம்காட்¼ரபுரம், 
பெனலன

Ph.D.,

4NÕகணை @Âகப்பணி
�ą�Ė�Ě��

• பெனலன ெÂ்கப்ெணி ்கல்லூரி, எழும்பூர, பெனலன. M.S.W
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(vi)

பாCÚ�ட்Cம் �Yதாகு� – Č�
1. 2ணிக´ம் 2ணிக்மகாணவக´ம் (15 ��மவணNகள்)

2ணிக்மகாணவகள்� நிலனவு ·றுதல் o அணியின வல்க்கள் o அணிக்ம்காலவ்கள் - 
சிற்ைணிக்ம்காலவ்கள் - இலைக்்காரணி்கள்- அணிக்ம்காலவயின ெணபு்கள். 
2ணியிå மFßமாறு�  பூசசியக்ம்காலவ அணி - பூசசியேற்ை ம்காலவ அணி - மெரப்பு 
அணி - மநரோறு அணி - மநரிய ெேனொடு பதாகுப்பின தீரவு ்காைல். 6ள்�டு– 
Yவளி�டு பகுப்பாÞ¶�  ஹாக்கினஸ் - லெேன நிெநதலன்கள்.

2. 4யற்கணிதம் (20 ��மவணNகள்)

பகு�ப் �åGÕகள்� ெகுதியில் ஒரு ெடி ்காரணி்கள் (ஒமர ்காரணி �ணடும் வராலே) - 
ெகுதியில் ஒரு ெடிக் ்காரணி்கள் (n முலை திரும்ெத்திரும்ெ வருவது) - ஒரு ெடி ்காரணி்களா்க, 
்காரணி ெடுத்தமுடியாத இரு ெடிக் ்காரணி்கலள உள்ளடக்கிய ெகுதி. வ�ண@ மாற்LÕகள்�  
்கார�யப் பெருக்்கம் - எணணுதலின அடிப்ெலடக் ப்காள்ல்க்கள் - வரிலெ ோற்ைங்கள் 
- வட்ட வரிலெ ோற்ைங்கள்.  ம@ß¶கள் � கணிதÚ YதாகுÚதறிதல் � 5±றுப்புÚ மதற்Lம்.

3. பகுமுணL வடி�யல் (20 ��மவணNகள்)

4யÕகுவணK�  இயஙகுவலரயின ெேனொடு. மFßக்மகாடுகளிå Yதாகுப்பு�  நிலனவு 
·றுதல் o மநரக்ம்காடு்களின ெல்மவறு வடிவங்கள் - இரு மநரக்ம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட 
ம்காைங்கள் o மநரக்ம்காட்டிலிருநது ஒரு புள்ளியின பதாலலவு - Âனறு ம்காடு்களின 
ஒருங்கலேப் புள்ளி.  4Kட்ணC மFßக்மகாடுகள்� இரட்லட மநரக்ம்காடு்களின 
ஒருஙகிலைநத ெேனொடு - ஆதிவ�ச பெல்லும் இரட்லட மநரக்ம்காடு்கள் - ஆதிவ�ச 
பெல்லும் இரட்லட மநரக்ம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட ம்காைம் - பொதுவான இருெடிச 
ெேனொடு ஓர இரட்லட மநரக்ம்காடு்கலளக் குறிப்ெதற்்கான  ்கட்டுப்ொடு. வட்CÕகள்�  
லேயம், ஆரம் ப்காடுக்்கப்ெடின வட்டத்தின ெேனொடு - இரு புள்ளி்கலள இலைக்கும் 
ம்காட்டிலன விட்டோ்கக் ப்காணட வட்டத்தின ெேனொட்லடக் ்காைல் - வட்டத்தின 
பொது வடிவச  ெேனொடு o பதாடும்காட்டின �ளம் - வட்டத்தின துலையலகு வடிவம் - 
பதாடும்காடு்கள். ·ம்பு Yவட்டு முக வணNவணKகள்�  ெரவலளயம்.

4. ��மகாை�� (25 ��மவணNகள்)

�ள் ொரலவ - ��மகாை�� �xதÕகளிå குறி�டுகள்� ்கால் ெகுதி்கள் - 0º லிருநது 
360º வலர ோறுெடுகினை ம்காைம் θ வின திரிம்காைமிதி விகிதங்களின குறி�டு்கள் - 
துலைக் ம்காைங்களின திரிம்காைமிதி விகிதங்கள். ·ட்டுக் மகாைÕகளிå 
��மகாை�� �xதÕகள்� ·ட்டுக் ம்காைங்கள் - sine, cosine ேற்றும் ıĞīĤĢīı 
எனெனவற்றின ·ட்டல் ேற்றும் ்க�த்தலின  சூத்திரங்கள் - ேடஙகு ம்காைங்களின 
திரிம்காைமிதி விகிதங்கள். 6±மாற்று ¹Ú�KÕகள்� பெருக்்கலல ·ட்டல் அல்லது 
்க�த்தல் வடிவோ்க ோற்றுதல் - திரிம்காைமிதிச ொரபு்களின ·ட்டல் அல்லது ்க�த்தலல 
பெருக்்கலா்க ோற்றுதல். மFßமாறு ��மகாை�� @ாßபுகள்� மநரோறு திரிம்காைமிதிச 
ொரபு்களின ெணபு்கள்.

5. வணக ¬ண்கணிதம் (25 ��மவணNகள்)

@ாßபுகள் மற்றும் 2தå வணKபCÕகள்� சில அடிப்ெலட ்கருத்துருக்்கள் o ொரபு - ொரபின 
வல்கப்ொடு்கள் - ொரபின வலரெடம். 8ல்ணைகள் மற்றும் வணகக்Yகµக்கள்� 
எல்லலயின உள்ளலேத்தனலே - ேதிப்பிடமுடியாத வடிவங்கள் ேற்றும் எல்லல ேதிப்புக் 
்காைல் o பதாடரசசி ொரபு - ஒரு புள்ளியில் வல்க�டு ்காைல் - முதனலேக் 
ப்காள்ல்கயிலிருநது வல்கக்ப்கழு ்காைல். வணகயிCல் 6Ú�கள்� சில திட்டோன 
முடிவு்கள் - வல்கக்ப்கழுக்்களுக்்கான பொது விதி்கள் - பதாடர வல்கயிடுதல்.
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கற்Lல்  மFாக்கÕகள்

இநத அத்தியாயத்லத ெடித்தபினபு பினவரும் ொடக் ்கருத்து்கலள 
ோைவர்கள் புரிநதுக்ப்காள்ள இயலும்

 z அணி ேற்றும் அணிக்ம்காலவ்களின வலரயலை
 z அணிக்ம்காலவ்களின ெணபு்கள்
 z மெரப்பு அணியின ்கருத்துரு
 z மநரோறு அணியின ்கருத்துரு 
 z ஒருங்கலே மநரிய ெேனொடு்கலளத் தீரத்தல் 
 z உள்�டு o பவளி�டு ெகுப்ொயவு

���  2ணிக்மகாணவகள் 

பெகி ப்காவா

(Determinants)

2றிமுகம்

ெழலேவாயநத சீன முலையில் ஒருங்கலே 
ெேனொடு்களின ப்கழுக்்கள் Âஙகில் குசசி்கலளக் 
ப்காணடு ்கைக்கிடும் மநாக்கில் சீரலேக்்கப்ெடும் 
மநரத்தில் பெகி ப்காவா (1683) எனகிை ெப்ொனிய 
்கணிதவியலாளர அணிக்ம்காலவ்கள் ெற்றிய 
்கருத்லத உருவாக்கினார எனறு நம்ெப்ெடுகிைது.  
பினனர ்காட்ஃபிலரட் வில்ப்கம் வான பலெலனட்ஸ் 
எனகிை பெரோனிய ்கணிதவியலாளர அணிக்  
ம்காலவ்கலள முலையா்க மேம்ெடுத்தினார.  ஆரதர 
ப்கயமல (1841) எனெவர நி்கழ்்காலத்தில் அல்லது 
தற்மொது ெயனெடுத்தப்ெடுகினை பெஙகுத்துக்ம்காடு 
குறி�ட்லட அறிமு்கப்ெடுத்தினார.  ஒருங்கலே ெேனொடு்கலள தீரப்ெதற்்கான விதி்கலள 1750ஆம் 
ஆணடு பவளியிட்டவர எனறு அறியெட்ட கிராேர எனெவரால் அணிம்காலவ அறிமு்கப்ெடுத்தப்ெட்டது. 

ெத்தாம் வகுப்பில் அணி்கள் ேற்றும் அதன இயற்்கணித ெணபு்கள் ெற்றி ெடித்துள்மளாம். 
மேலும் இயற்்கணித ெேனொடு்களின பதாகுப்லெ அணிவடிவில் எழுதலாம் எனவும் ெடித்துள்மளாம். 
(x1, y1) (x2, y2) ேற்றும்  (x3, y3) உசசி்கலள ப்காணட முக்ம்காைத்தின ெரப்ொனது,

2ணிக´ம் 2ணிக்மகாணவக´ம்1
2

Ú�
யT

யÝ
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 ( ) ( ) ( )x y y x y y x y y
2
1

1 2 3 2 3 1 3 1 2- + - + -[ ]  

என நாம் அறிநதுள்மளாம். இáவல்க அலேப்பிலன நிலனவுக்·ரவதில் 
்கடினத்தனலேலயக் குலைக்கும் விதோ்க ்கணிதவியலாளர்கள் இவற்லை அணிக்ம்காலவ 
அலேப்பில் விவரிக்கும் முலைலய உருவாக்கினார்கள்.  எனமவ மேற்்கணட அலேப்லெ

 2
1

x
x
x

y
y
y

1
1
1

1

2

3

1

2

3

 என எழுதலாம்.

ஆல்கயால் ஒரு அணிக்ம்காலவ எனெது ஒரு குறிப்பிட்ட விரிவாக்்கத்லத எளிய வ�யில் 
எழுத உதவும் அலேப்பு ஆகும். அலவ்கள் ெதுரவடிவில் இரு குத்துக்ம்காடு்களுக்கிலடமய 
வரிலெப்ெடுத்தப்ெட்டுள்ளலத ்காண்க.   இப்ொடப்ெகுதியில் பேயபயண்கலள Âல்கங்களா்க 
ப்காணட Âனறு வரிலெ வலரயுள்ள அணிக்ம்காலவ்கலளப் ெற்றி ெடிப்மொம்.  மேலும் 
அணிக்ம்காலவ்களின ெல்மவறு ெணபு்கள்  (நிரூெைமினறி) சிற்ைணிக்ம்காலவ்கள், 
இலைக்்காரணி்கள், மெரப்பு அணி, ெதுர அணியின மநரோறு ேற்றும் அணிக்ம்காலவ்களின 
வணி்க ெயனொடு ஆகியவற்லை ்கற்்கலாம்.

முநலதய வகுப்பு்களில் அணி்கலளப் ெற்றி ்கற்றுக் ப்காணமடாம். அணி்கள் ேற்றும் அவற்றின 
பெயல்ொடு்கள் ெற்றி நிலனவு ·ைலாம்..

����� நிணG¶ ·றுதல்

2ணி �ĐĞıįĦĵ�

வணKயணL 1.1

 உறுப்பு்கலளச பெáவ்க வடிவில் நிலர்கள் ேற்றும் நிரல்்கலளக் ப்காணடு ஒரு 
அலடப்புக் குறிக்குள் அலேப்ெது அணியாகும்.

அணி்கலள Ą, ą, C, uஎனை எழுத்து்களால் குறிப்பிடுவது வழக்்கம்.

உதாரைோ்க , A
1
5

4
8

2
6= = G

2ணியிå வ�ண@ 2ல்ைது ப�மாைம் �ĒįġĢį Ĭģ Ğ ĪĞıįĦĵ�

ஓர அணி A இல் Ī நிலர்கள் ேற்றும் ī நிரல்்கள் இருநதால் அநத அணி A இன வரிலெ  
m × n ஆகும். 

உதாரைோ்க,  A = 1
5

4

8

2

6
= G எனில் A இன வரிலெ  2 × 3

2ணியிå Yபாதுவடிவம் �ĊĢīĢįĞĩ ģĬįĪ Ĭģ ĪĞıįĦĵ�

பொதுவா்க m × n வரிலெயுள்ள அணி A பினவருோறு அலேயும்.
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 A = 
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இதலன சுருக்்கோ்க , , ...... ; , , .. ..a i m j n1 2 1 2ij mxn = =6 @  எனவும் எழுதலாம். இஙகு aij 
எனை உறுப்பு  நிலர    Ħ  ேற்றும் நிரல்    ħ - இல் உள்ள உறுப்பு ஆகும். 

2ணியிå வணககள்
நிணK 2ணி �ĕĬĴ ĪĞıįĦĵ�

ஒமர ஒரு நிலரலய ேட்டுமே ப்காணட அணி நிலர அணி எனப்ெடும்.
உதாரைோ்க, ............ ..........A a a a a ai n n11 12 13 1 1 1×= 6 @ ; B 1 2 X1 2= 7 A   

நிKல் 2ணி �ĆĬĩĲĪī ĪĞıįĦĵ�

ஒமர ஒரு நிரலல ேட்டுமே ப்காணட அணி நிரல் அணி எனப்ெடும்.

உதாரைோ்க, 
.
.
.

,A

a
a

a

B
3
5

m m

11

21

1 1

2 1

×

×
= =

-

R

T

S
S
S
S
S
S
S
S

=

V

X

W
W
W
W
W
W
W
W

G

ÁÖzய 2ணி 2ல்ைது 4åணம 2ணி �¦� 2ணி� 
குறிப்பு

பூசசிய அணியின 
வரிலெ எநத 

வரிலெயா்கவும் 
அலேயலாம்.

  �ĝĢįĬ ĪĞıįĦĵ�
ஓர அணியில் உள்ள அலனத்து உறுப்பு்களும் பூசசியம் எனில், 

அáவணி பூசசிய அணி எனப்ெடும்

உதாரைோ்க, O = ,06 @   O = 
0
0

0
0= G  ,  O =

0
0
0

0
0
0

0
0
0

R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW

எனென பூசசிய அணி்களாகும்.

@துK 2ணி �ĖĮĲĞįĢ ĪĞıįĦĵ�

ஓர அணியின நிலர ேற்றும் நிரல்்களின எணணிக்ல்க ெேம் எனில், அáவணி ஒரு ெதுர 
அணியாகும்.

உதாரைோ்க, 8

4

2

2
A = = G வரிலெ 2: உலடய ெதுர அணி ஆகும்

   B = 
3
2
2
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 வரிலெ 3: உலடய ெதுர அணி ஆகும்.
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குறிப்பு

ஒரு ெதுர அணியின 
முதனலே Âலலவிட்ட 
உறுப்பு்களின ·டுதல் 

அணியின சுவடு ஆகும்.

முக்மகாை 2ணி �ėįĦĞīĤĲĩĞį ĪĞıįĦĵ�
ஒரு ெதுர அணியில் முதனலே Âலலவிட்டத்திற்கு மேல் 

அல்லது �ழ் உள்ள அலனத்து உறுப்பு்களும் பூசசியம் எனில் அáவணி 
முக்ம்காை அணியாகும்.

உதாரைோ்க, A=
1

0

0

2

2

0

3

4

5
> H , B = 

1

2

3

0

3

4

0

0

7
> H  

Âணை�ட்C 2ணி �ćĦĞĤĬīĞĩ ĪĞıįĦĵ�

ஒரு ெதுர அணியில் முதனலே Âலலவிட்ட உறுப்பு்கலளத் தவிர ேற்ை அலனத்து 
உறுப்பு்களும் பூஜ்ஜியம் எனில் அáவணி Âலலவிட்ட அணியாகும்.

உதாரைோ்க, A=
5

0

0

0

2

0

0

0

1
> H  எனெது வரிலெ 3 : உலடய Âலலவிட்ட அணியாகும்.

�ண@யி� 2ணி �ĖĠĞĩĞį ĪĞıįĦĵ�

ஒரு Âலலவிட்ட அணியில் முதனலே Âலலவிட்ட உறுப்பு்கள் ெேோ்க இருநதால் அது 
திலெயிலி அணி ஆகும்.

உதாரைோ்க, A =
5

0

0

0

5

0

0

0

5
> H  எனெது வரிலெ 3 உலடய திலெயிலி அணியாகும்.

2ைகு 2ணி 2ல்ைது @ம� 2ணி �ĘīĦı ĪĞıįĦĵ�

ஒரு திலெயிலி அணியில் முதனலே Âலலவிட்ட உறுப்பு்கள் அலனத்தும் “எண ஒனறு” 
எனில் அáவணி ெேனி அணி அல்லது அலகு அணி எனப்ெடும்.

உதாரைோ்க, I 1

0

0

1
2 = = G   எனெது வரிலெ 2 உலடய அலகு அணியாகும்.

    I
1
0
0

0
1
0

0
0
1

3 =

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW

எனெது வரிலெ  3 உலடய அலகு அணியாகும்.

2ணியிå �ண@யி� Yப±க்கல் �ĐĲĩıĦĭĩĦĠĞıĦĬī Ĭģ ĪĞıįĦĵ ğĶ İĠĞĩĞį�

A aij= 6 @ எனை அணியின அலனத்து உறுப்பு்கலளயும் k எனை திலெயிலியால் 
பெருக்குவதால் கிலடக்கும் அணி  kA kaij= 6 @  (i, j இன அலனத்து ேதிப்பு்களும்).

ோைா்க ஓர அணி Aலய ோறிலி k ஆல் பெருக்குவது எனெது அணி  A இல் உள்ள ஒáபவாரு 
உறுப்லெயும்  k ஆல்  பெருக்்க கிலடக்கும் அணியாகும்.

உதாரைோ்க, A=
1
3

2
2

4
8-

= G  எனில்,  2A = 2
6

4

4

8

16-
= G ஆகும்.
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2ணியிå 8�ßமணL �đĢĤĞıĦĳĢ Ĭģ Ğ ĪĞıįĦĵ�

A a m nij= #6 @  எனெது 9மதம் ஒரு அணி என்க.  A இன ·ட்டல் எதிரேலை A aij m n- = - #6 @  
ஆனது அலனத்து உறுப்பு்களின குறிலய ோற்றுவதன Âலம் பெைப்ெடுகிைது.   

உதாரைோ்க,  A
2
0

5
5

7
6=

-= G   எனில், A
2
0

5
5

7
6- =

-
-

-
-

= G  ஆகும்.

@ம 2ணிகள் �ĈĮĲĞĩĦıĶ Ĭģ ĪĞıįĦĠĢİ�

A, B  எனை  இரு அணி்கள் 
(i) ஒமர வரிலெ உலடயனவா்கவும்   

(ii) அவற்றின ஒத்த உறுப்பு்கள் ெேோ்கவும் இருநதால் அலவ ெே அணி்கள் எனப்ெடும்.

2ணிகளிå ·ட்C³ம்�  க�Úத³ம் �ĄġġĦıĦĬī Ğīġ İĲğıįĞĠıĦĬī Ĭģ ĪĞıįĦĠĢİ�

இரு அணி்கள் A, B ஒமர வரிலெயா்க அலேயும்மொது ேட்டும் அவற்றின ·ட்டல், ்க�த்தல் 
வலரயறுக்்கப்ெடுகிைது. இவற்றின ·டுதல் A + B ஆனது A, B இன ஒத்த உறுப்பு்கலளக் 
·ட்டுவதன Âலம் பெைப்ெடுவதாகும். குறி�ட்டு முலையில்

A = [aij]m× n   ேற்றும்  B = [bij]m × n   எனில், A + B = [aij+ bij]m × n 

இமத மொனறு A − B = A + (−B) = [aij]m× n+ [− bij]m × n= [aij− bij]m × n  எனெதாகும்.

2ணிகளிå Yப±க்கல் �ĐĲĩıĦĭĩĦĠĞıĦĬī Ĭģ ĪĞıįĦĠĢİ�

A, B  எனை  இரு அணி்களில் A இன நிரல்்களின எணணிக்ல்கயும், B யின நிலர்களின 
எணணிக்ல்கயும் ெேோ்க இருப்பின இáவணி்கள் பெருக்்கத்தக்்கலவ எனப்ெடும். அணி  A இன 
ஒáபவாரு நிலரயிலுள்ள உறுப்பு்கலளயும் அணி B இன ஒáபவாரு நிரலின ஒத்த உறுப்பு்களுடன 
பெருக்கி ·ட்டுவதன Âலம் Ąą எனை பெருக்்கல் அணி கிலடக்கிைது. 

A aij= 6 @ எனெது  m #  p  வரிலெயுலடய அணி ேற்றும் B bij= 6 @  எனெது  p #  n 
வரிலெயுலடய  அணி எனில்  AB யின பெருக்்கல் அணி C cij= 6 @  எனெது  m #  n வரிலெயுலடய 
அணி ஆகும்.

நிணK நிKல் மாற்று 2ணி �ėįĞīİĭĬİĢ ĐĞıįĦĵ�

A aij= 6 @ எனெது m #  n வரிலெயுலடய ஒரு அணி என்க. அணி A இன நிலர்கலள 
நிரல்்களா்கவும் அல்லது நிரல்்கலள நிலர்களா்கவும் ோற்றுவதன Âலம் பெைப்ெடும் அணி A  இன 
நிலர நிரல் ோற்று அணி எனப்ெடும்.  அநத அணிலய AT   எனறு குறிக்்கலாம்.  இஙகு   AT  இன 
வரிலெ  n #  m  ஆகும்.

உதாரைோ்க,  1

3

2

4

5

6
A = = G எனில்  

1

2

5

3

4

6

AT = > H
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குறிப்பு

மேற்·றியக் ்கருத்து்கள், ோைவர்கள் நனகு அறிநதலவ என நம்ெப்ெடுகிைது.  நேது 
தற்மொலதய ொடத்திட்டத்திலன �ழ்வரும் பிரிவு்களிலிருநது பதாடஙகுமவாம்.

வணKயணL 1.2

பேயபயண்கள் அல்லது ்கலப்பெண்கலள உறுப்பு்களா்கக் ப்காணட n  வரிலெயுள்ள 
ஒáபவாரு ெதுர அணி A யுடன நாம் ஓர எணலை பதாடரபுெடுத்த முடியுோனால், 
இதலன அணி A இன அணிக்ம்காலவ எனகிமைாம்.  இதலன | A | அல்லது det (A) 
அல்லது Δ எனகுறிக்்கலாம்.

ெதுர அணி A இன உறுப்பு்கலள ப்காணடு ஓர அணிக்ம்காலவலய வடிவலேத்தால் 
இதலன அணி A இன அணிக்ம்காலவ எனலாம்.

A = a
a

a

a
11

21

12

22

= G எனில்  | A | = 
a
a

a
a

11

21

12

22
 = a a a a11 22 21 12-  

8டுÚதுக்காட்டு ���  

ேதிப்பிடு்க : 2

1

4

4-

�ß¶

  ( )( ) ( )
2

1

4

4
2 4 1 4

-
= - -   

     = 8+4 =12

Âனறு அல்லது அதற்கு மேல் வரிலெயுலடய அணிக்ம்காலவ்களின ேதிப்பு்கலள 
ேதிப்பிடுவதற்கு நாம் சிற்ைணி ேற்றும் இலை்காரணி்கலள வலரயறுக்்க மவணடும்.

����� zற்Lணிக்மகாணவ �ĐĦīĬį�
| A | = |[aij]| எனெது n வரிலெயுலடய அணிக்ம்காலவ என்க. 9மதம் ஒரு உறுப்பு 

aij இன சிற்ைணிக்ம்காலவயானது aij அலேநத நிலர ேற்றும் நிரலல �க்குவதால் பெைப்ெடும் 
அணிக்ம்காலவயாகும். aij யின சிற்ைணிக்ம்காலவயானது Mij எனக் குறிக்்கப்ெடுகிைது.

����� 4ணைக்காKணிகள் �ĆĬģĞĠıĬįİ�
தகுநத குறியுடன ·டிய சிற்ைணிக்ம்காலவ்கள் இலைக்்காரணி்கள் ஆகும். aij எனை 

உறுப்பின இலைக்்காரணி Aij எனில்

   ( )A M1ij
i j

ij= - +
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Âனைாம் வரிலெ அணிக்ம்காலவ 
a
a
a

a
a
a

a
a
a

11

21

31

12

22

32

13

23

33

 இன உறுப்பு்களான 11 12 13, ,a a a  இவற்றின 

சிற்ைணிக்ம்காலவ்கள் ேற்றும் இலைக்்காரணி்கள் பினவருோறு வலரயறுக்்கப்ெடுகிைது.

(i) a11  இன சிற்ைணிக்ம்காலவ  M11 
a

a

a

a
a a a a

22

32

23

33
22 33 32 23= = -

      a11  இன இலைக்்காரணி  A11 ( ) M
a

a

a

a
a a a a1 1 1

11

22

32

23

33

22 33 32 23= - = = -+

(ii) a12  இன சிற்ைணிக்ம்காலவ  M12 
a

a

a

a
a a a a

21

31

23

33

21 33 31 23= = -

 a12  இன இலைக்்காரணி  A12 ( ) ( )M
a

a

a

a
a a a a1

21

31

23

33

1 2
12 21 33 31 23= - =- =- -+

(iii) a13   இன சிற்ைணிக்ம்காலவ   M13 =
a

a

a

a
a a a a

21

31

22

32
21 32 31 22= -

 a13 இன இலைக்்காரணி  A13 ( ) M
a

a

a

a
a a a a1

21

31

22

32

1 3
13 21 32 31 22= - = = -+

8டுÚதுக்காட்டு ��� 
1
4

2
3
-

 எனை அணிக்ம்காலவயில் உள்ள உறுப்புக்்களுக்கு சிற்ைணிக்ம்காலவ ேற்றும் 

இலைக்்காரணி்கள் ்காண்க.

�ß¶ 

 1 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ = M11  = 3

 �2 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ  = M12  = 4

 4 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ = M21  = �2 

 3 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ = M22  = 1

 1 இன இலைக்்காரணி = A11 = ( ) M1 31 1
11- =+

 –2 இன இலைக்்காரணி = A12 = ( ) M1 41 2
12- =-+

 4 இன இலைக்்காரணி = A21 = ( ) M1 22 1
21- =+

 3 இன இலைக்்காரணி = A22 = ( ) M1 12 2
22- =+

8டுÚதுக்காட்டு ��� 
3

2

4

1

2

1

2

5

0

 எனை அணிக்ம்காலவயின ஒáபவாரு உறுப்பின சிற்ைணிக்ம்காலவ ேற்றும் 

இலைக்்காரணி்கள் ்காண்க.

CH-1_TM.indd   7 19/04/18   6:38 PM



8 �� 3Ý P¤Ü® P~>Ô >~EÝ Iற்²Ý ®ã��யல்

�ß¶ 

 3 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ M11 = 2
1

5

0
0 5 5= - =-

 1 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ M12  = 2
4

5

0
0 20 20= - =-

 2 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ M13  = 2
4

2

1
2 8 6= - =-

 2 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ M21  = 1
1

2

0
0 2 2= - =-

 2 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ M22  = 3
4

2

0
0 8 8= - =-

 5 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ M23  = 3
4

1

1
3 4 1= - =-

 4 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ M31  = 1
2

2

5
5 4 1= - =

 1 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ M32  = 3
2

2

5
15 4 11= - =

 0 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ M33  = 
3

2

1

2
6 2 4= - =

 3 இன இலைக்்காரணி A11 = ( ) M M1 51 1
11 11- = =-+

 1 இன இலைக்்காரணி A12  = ( ) M M1 201 2
12 12- =- =+

 2 இன இலைக்்காரணி A13  = ( ) M M1 61 3
13 13- = =-+

 2 இன இலைக்்காரணி A21  = ( ) M M1 22 1
21 21- =- =+

 2 இன இலைக்்காரணி A22  = ( ) M M1 82 2
22 22- = =-+

 5 இன இலைக்்காரணி A23  = ( ) M M1 12 3
23 23- =- =+

 4 இன இலைக்்காரணி A31  = ( ) M M1 13 1
31 31- = =+

 1 இன இலைக்்காரணி A32 = ( ) M M1 113 2
32 32- =- =-+

 

 0 இன இலைக்்காரணி A33  = ( ) M M1 43 3
33 33- = =+

ஒரு அணிக்ம்காலவலய எநதபவாரு நிலர அல்லது நிரல் வ�யா்கவும் ேதிப்பிடலாம்.

உதாரைோ்க,

   
a
a
a

a
a
a

a
a
a

11

21

31

12

22

32

13

23

33

D =  என்க.
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Δ  =  a11A11+ a12A12+ a13A13  (அல்லது)  

 a11M11−a12M12+ a13M13  (R1 வ�யா்க விரிவுெடுத்த)

Δ =  a11A11+ a21A21+ a31A31  (அல்லது)  

 a11M11−a21M21+ a31M31 (C1 வ�யா்க விரிவுெடுத்த)

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

ேதிப்பு ்காண்க  :  
1

1

4

2

3

1

4

0

0

-    

�ß¶

 
1

1

4

2

3

1

4

0

0

-  = 1 (1இன சிற்ைணிக்ம்காலவ) –2 (2 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ) +

      4(4 இன சிற்ைணிக்ம்காலவ)

  = 1
3 0 1 0 1 3

2 4
1 0 4 0 4 1

� �
� �

  = 0 –0 –52 = –52. 

����� 2ணிக்மகாணவகளிå பண்புகள் �நிÄபை�åறி�
1.  ஓர அணிக்ம்காலவயின நிலர, நிரல்்கலள ெரிோற்ைம் பெயதால், அதன ேதிப்பு ோைாது.
2. ஓர அணிக்ம்காலவயின 9மதம் இரு நிலர்கள் (நிரல்்கள்) தேக்குள் ெரிோற்ைம் 

பெயயப்ெடின அணிக்ம்காலவ  ேதிப்பின குறிேட்டுமே ோறும். 
3.  ஓர அணிக்ம்காலவயில் இரு நிலர்கள் (நிரல்்கள்) ெரவெேம் எனில் அáவணிக் 

ம்காலவயின ேதிப்பு பூசசியோகும்.
4.  ஓர அணிக்ம்காலவயின 9மதம் ஒரு நிலரயில் (நிரலில்) உள்ள ஒáபவாரு உறுப்பும் 

ஒரு ோறிலி k ஆல் பெருக்்கப்ெட்டிருப்பின அநத அணிக்ம்காலவயின ேதிப்பு k ஆல் 
பெருக்்கப்ெடும்.

5.  ஓர அணிக்ம்காலவயில் உள்ள இரு நிலர்கள் (நிரல்்கள்) விகித ெேத்தில் இருப்பின 
அáவணிக்ம்காலவயின ேதிப்பு பூசசியோகும்.

6.  ஓர அணிக்ம்காலவயில் உள்ள ஒரு நிலரயின (நிரலின) ஒáபவாரு உறுப்பும் 
இரணடு அல்லது அதற்கு மேற்ெட்ட உறுப்பு்களின ·டுதலா்க இருக்கும் எனில் 
அáவணிக்ம்காலவலய அமத வரிலெயுலடய இரணடு அல்லது அதற்கு மேற்ெட்ட 
அணிக்ம்காலவ்களின ·ட்டல் ெலனா்க எழுத இயலும்.  

7. ஓர அணிக்ம்காலவயில் ஒரு நிலரயில் (நிரலில்) உள்ள ஒáபவாரு உறுப்மொடும் ேற்ை 
நிலர்களில் (நிரல்்களில்) உள்ள ஒத்த உறுப்பு்கலளக் குறிப்பிட்ட ோறிலி்களால் முலையா்க 
பெருக்கிக் ·ட்டுவதால் அáவணிக் ம்காலவயின ேதிப்பு ோைாது.
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8டுÚதுக்காட்டு ���  

 
x

x a

a

y

y b

b

z

z c

c

2 2 2 2 2 2+ + +  = 0 எனக் ்காட்டு்க. 

3
4

2
5

1
7

6
8

4
11

8
13+ =e e eo o o

  
3
4

2
5

1
7

6
8

4
11

8
13!+

�ß¶
x

x a

a

y

y b

b

z

z c

c

2 2 2 2 2 2+ + +  

              = 
x

x

a

y

y

b

z

z

c

x

a

a

y

b

b

z

c

c

2 2 2 2 2 2+  

   = 0 + 0  = 0

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

 x

x

x

x1

1
-

+  ன ேதிப்பு ்காண்க.

�ß¶ 

x

x

x

x1

1
-

+  = x2–(x–1)(x+1)

   = x2–(x2–1)

   = x2–x2+1  = 1

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

 தீரக்்க  
x x

x

x

x

x

1

0

0

2

0

2

3

3

-

-

-

-

-

 = 0

�ß¶ 

x x

x

x

x

x

1

0

0

2

0

2

3

3

-

-

-

-

-

 = 0

குறிப்பு

முக்்காை அணியின 
அணிக்ம்காலவயின ேதிப்பு 

எனெது அணியின 
முதனலே Âலல விட்ட 
உறுப்பு்களின பெருக்்கல் 

ெலனாகும்.

&   (x–1)(x–2)(x–3)= 0

  x = 1, x = 2, x = 3

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

 
1

102

17

3

18

3

4

36

6

 ன ேதிப்பு ்காண்க.

CH-1_TM.indd   10 19/04/18   6:38 PM



112~>´Ý 2~ÔZ>TணP>´Ý

�ß¶ 
1

102

17

3

18

3

4

36

6

 = 6
1

17

17

3

3

3

4

6

6

   = 0 (a R2 /  R3)

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

a

b

c

a

b

c

1

1

1

2

2

2

 = (a–b) (b–c) (c–a) என நிறுவு்க.

�ß¶ 

a

b

c

a

b

c

1

1

1

2

2

2

 = 
a b

b c

c

a b

b c

c

R R R

R R R

0

0

1

2 2

2 2

2

1 1 2

2 2 3

"

"

-

-

-

-
-

-

   = 
a b

b c

c

a b a b

b c b c

c

0

0

1 2

-

-

- +

- +

^ ^
^ ^

h h
h h

   = a b b c

c

a b

b c

c

0

0

1

1

1
2

- -

+

+^ ^h h

   = 0 0a b b c b c a b- - - + + - +^ ^ ^h h h6 @" ,

   = a b b c c a- - -^ ^ ^h h h.

பயிற்z ���

1. �மழ ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ள அணிக்ம்காலவ்களின அலனத்து உறுப்பு்களின சிற்ைணிக் 
ம்காலவ்கள் ேற்றும் இலைக்்காரணி்கலளக் ்காண்க.

(i) 
5
0

20
1-   (ii)  

1

4

3

3

1

5

2

2

2

-

-

2. 
3

2

1

2

0

2

4

1

3

-

 ன ேதிப்பு ்காண்க

3. தீரக்்க: 
x2

4

1

1

2

3

6

7

 = 0

4. A
3

2

1

1
=

-= G  ேற்றும் B
3
1

0
2=

-
= G எனில் |AB| லயக் ்காண்க.
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5. தீரக்்க: 
x

x

7

3

4

5

3

11

1

-

-

 = 0

6. 
a

b

c

a bc

b ca

c ab

1

1

1

2

2

2

-

-

-

 ன ேதிப்பு ்காண்க

7. 
a

b

c

bc

ca

ab

b c

c a

a b

1

1

1

+

+

+

 = 0 என நிறுவு்க. 

8. 
a

ab

ac

ab

b

bc

ac

bc

c

a b c4

2

2

2

2 2 2

-

-

-

=  என நிறுவு்க.

��� 2ணியிå மFßமாறு �ČīĳĢįİĢ Ĭģ Ğ ĪĞıįĦĵ�

����� ÁÖzயக்மகாணவ 2ணி �ĖĦīĤĲĩĞį ĪĞıįĦĵ�
A எனை ஒரு ெதுர அணியின, |A| = 0 எனில் அáவணி பூசசியக்ம்காலவ அணி எனப்ெடும்.

����� ÁÖzயமற்L மகாணவ 2ணி �đĬī�İĦīĤĲĩĞį ĪĞıįĦĵ�
A எனை ஒரு ெதுர அணியின, |A| ≠ 0 எனில் அáவணி பூசசியேற்ை  ம்காலவ அணி 

எனப்ெடும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

 1
2

2

4
= G

 
: பூசசியக்ம்காலவ அணி எனக் ்காட்டு்க.

�ß¶

A ேற்றும் B எனென ெே 
வரிலெயுலடய பூசசியேற்ை 
ம்காலவ அணி்கள் எனில் 

AB ேற்றும்  BA முலைமய ெே 
வரிலெயுலடய பூசசியேற்ை 

ம்காலவ அணி்களா்க  
இருக்கும்.

 A = 1
2

2

4
= G

    A  = 1
2

2

4

  = 4 – 4 = 0

`  A எனெது பூசசிய ம்காலவ அணி ஆகும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

8

4

2

3
= G : பூசசியேற்ை ம்காலவ அணி எனக் ்காட்டு்க.
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�ß¶ 

       A = 8
4

2

3
= G

     A  = 8
4

2

3

  =  24 – 8  =  16
        !  0

`  A எனெது பூசசியேற்ை ம்காலவ அணி ஆகும்

����� ம@ßப்பு 2ணி �ĄġħĬĦīı Ĭģ ĪĞıįĦĵ�
A எனை அணியின இலைக்்காரணி்களால் ெதி�டு பெயது பெைப்ெடும் அணியின நிலர 

நிரல் ோற்று அணி, A யின மெரப்பு அணி ஆகும்.  இதலன adj A என எழுதலாம்

அதாவது adj A = Aij
T6 @ .   Aij6 @எனெது ப்காடுக்்கப்ெட்ட அணியின 

இலைக்்காரணி அணி ஆகும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� குறிப்பு

(i) adjA A n 1= -  இஙகு n எனெது A இன 
வரிலெயாகும்.

(ii) kA k An=  இஙகு n எனெது A இன 
வரிலெயாகும்.

(iii) ( )adj kA k adjAn 1= -  இஙகு n எனெது A 
இன வரிலெயாகும்.

(iv) ( ) ( )A adj A adj A A A I= =

(v) ,AdjI I I=  எனெது ஓர அலகு அணி.
(vi) adj (AB) = (adj B)(adj A)

(vii) AB A B=

A = 2
1

3

4
= G

 
எனில் adj A ்காண்க.

�ß¶  

 A = 2
1

3

4
= G

 [Aij]  = 
4
3

1
2-
-> H

 adj A = Aij
T6 @

  = 4

1

3

2-

-= G

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

A
1
0
4

2
1
1

3
0
0

=
-

- -R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW
  எனில் adj A ்காண்க

�ß¶

 Aij = (–1)i+jMij

 A11 = (–1)1+1M11 = 
1

1

0

0
 = 0
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 A12 = (–1)1+2M12 = 
0

4

0

0
-
-

= 0

 A13 = (–1)1+3M13 = 
0

4

1

1-
 = 0–(–4) = 4

 A21 = (–1)2+1M21 = 2

1

3

0
-
- -  = 0 3 3- - - = -^ ] gh

 A22 = (–1)2+2M22 = 1

4

3

0-

-  = 0–12 = –12

 A23 = (–1)2+3M23 = 1

4

2

1
1 8 7-

-

-
=- - =] g

 A31 = (–1)3+1M31 = ( )
2

1

3

0
0 3 3

- -
= - - =

 A32 = (–1)3+2M32 = 1

0

3

0
0 0 0-

-
= - =

 A33 = (–1)3+3M33 = 1

0

2

1
1 0 1=

-
= - =

 [Aij] = 
0

3

3

0

12

0

4

7

1

- -> H

 Adj A = Aij
T6 @  

  = 
0

0

4

3

12

7

3

0

1

-

-> H 

����� மFßமாறு 2ணி 
A எனெது வரிலெ n  உலடய பூசசியேற்ை ம்காலவ அணி என்க. AB=BA =I   (I எனெது n 

வரிலெ அலகு அணி) எோறு ஒரு அணி B : ்காை முடிநதால் B ஆனது A இன மநரோறு அணி 
எனப்ெடும். A இன மநரோறு அணிலய A 1- என எழுதலாம். 

இப்மொது,   A (adj A) = (adj A)A  = A  I

(  A A
adj A

1c m   = A
adj A

1c mA = I

(  AB   = BA  = I  இஙகு   B  = 
A

adjA
1  

A
A

adjA
11 =-
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குறிப்பு

(i) B எனெது A இன மநரோறு எனில் A எனெது B 
இன மநரோறு ஆகும்

அதாவது B A A B1 1&= =- -  

(ii) AA A A I1 1= =- -  

(iii) ஓர அணிக்கு மநரோறு இருக்குோனால் அது 
ஒருலேத் தனலே வாயநததாகும்.  அதாவது எநத 
அணிக்கும் ஒனறுக்கு மேற்ெட்ட மநரோறு்கள் 
இருக்்காது  

(iv) A–1 ன வரிலெயும், A ன வரிலெயும் ெேோ்க 
இருக்கும்.

(v) I I1 =- , இஙகு  I  எனெது அலகு அணியாகும்.

(vi) ( )AB B A1 1 1=- - -       (vii) A A
11 =-

A ஒரு பூசசியேற்ை ம்காலவ 
அணி எனில்

A I A A2 1+= = -

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

A= 2

3

4

2-
= G எனில் A–1 ்காண்க..

�ß¶ 

 A = 2

3

4

2-
= G

 A  = 2

3

4

2-

  = 16 ≠ 0 

A எனெது பூசசியேற்ை ம்காலவ அணி ஆல்கயால், A 1-  லயக் ்காைஇயலும்.

 adj A = 2

3

4

2

-= G 

       A 1-  = 
A

adjA
1

  = 
16
1 2

3

4

2

-= G
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8டுÚதுக்காட்டு ����  

 If  A = 2

3

6

9

-

-
= G  எனில் A 1-  ்காண்க. 

�ß¶

 A  =
2
3

6
9

-
-  = 0

A எனெது பூசசிய  ம்காலவ அணி.  எனமவ  A 1-  லயக் ்காைஇயலாது. 

8டுÚதுக்காட்டு ����  

A = 
2

2

2

4

5

5

4

4

3
> H எனில் A 1-  ்காண்க. 

�ß¶ 

 A  = 
2

2

2

4

5

5

4

4

3

  =  2 5

5

4

3
4 4
2

2

4

3

2

2

5

5
- +  

  = ( ) ( ) ( )2 15 20 4 6 8 4 10 10- - - + -  

  = ( ) ( ) ( )2 5 4 2 4 0- - - +  

  = 10 8 0- + +   = 2 0!-  

A எனெது பூசசியேற்ை ம்காலவ அணி ஆல்கயால்,  A 1-  லயக் ்காைஇயலும்.

 ; ;A A A5 8 411 21 31= - = =-  

 ; ;A A A2 2 012 22 32= =- =

 ; ;A A A0 2 213 23 33= =- =

 Aij6 @ = 
5

8

4

2

2

0

0

2

2

-

-

- -> H

 adj A = 
5

2

0

8

2

2

4

0

2

-

-

-

-

> H

 A 1-  = 
A

adjA
1    = 

2
1

5

2

0

8

2

2

4

0

2
-

-

-

-

-

> H

  = 
2
5

1
0

4
1
1

2
0
1

-
-

-

R

T

SSSSSSSSSS

V

X

WWWWWWWWWW
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

 2

1

3

2
A = = G எனில்  A kA I O2

2- + =  எனை ெேனொட்லட நிலைவு பெயயும் k ன 

ேதிப்லெக் ்காண்க.  மேலும் A 1-  ்காண்க. 

�ß¶ 

 A = 2
1

3

2
= G

 A2  = A.A

  = 2

1

3

2

2

1

3

2
= =G G

  = 7

4

12

7
= G

தரவு   A kA I O2
2- + =

7

4

12

7

2

1

3

2

1

0

0

1

0

0

0

0
k& - + == = = =G G G G

 7 2 1

4 0

12 3 0

7 2 1

k

k

k

k
&

- +

- +

- +

- +
= G= 0

0

0

0
= G

 k

k

k

k

8 2

4

12 3

8 2

0

0

0

0
&

-

-

-

-
== =G G 

 k4 0& - =

 &  k = 4.

 A  = 2

1

3

2
 

  = 4 – 3 = 1 0!

`  A 1-

 லயக் ்காைஇயலும்.

 adj A = 2

1

3

2-

-= G

 A 1-  = 
A

adjA
1

  = 
1
1 2

1

3

2-

-= G  = 2

1

3

2-

-= G 
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

If  A= 1
1

2

1
= G,  B = 0

1

1

2

-= G எனில்,  ( )AB B A1 1 1=- - -  எனக் ்காட்டு்க

�ß¶ 

தரவு A  = 1

1

2

1
1 2 1 0!= - =-

`  A 1-

 லயக் ்காைஇயலும்.

 B  = 0
1

1

2
0 1 1 0!

-
= + =  

 B 1- லயக் ்காைஇயலும்.

 AB = 1

1

2

1

0

1

1

2

-= =G G = 2
1

3

1
= G 

 AB  = 2

1

3

1

  = 1 0!-

( )AB 1- லயக் ்காைஇயலும்.

 adj(AB) = 1

1

3

2-

-= G

 ( )AB 1-  = ( )
AB

adj AB
1  

  = 
1
1 1

1

3

2- -

-= G

  = 1

1

3

2

-

-
= G    … (1)

 adj A = 1

1

2

1-

-= G 

 A 1-  = 
A

adjA
1

  = 1
1 1

1
2
1- -

-= G  

  = 1

1

2

1

-

-
= G

CH-1_TM.indd   18 19/04/18   6:38 PM



192~>´Ý 2~ÔZ>TணP>´Ý

                adj B  = 2

1

1

0-
= G

 B 1-  = 
B

adjB
1

  = 
1
1 2

1

1

0-
= G

  = 2

1

1

0-
= G

 B A1 1- -  = 2

1

1

0

1

1

2

1-

-

-
= =G G

  = 1

1

3

2

-

-
= G     … (2)

 (1) ேற்றும்  (2) லிருநது  ( )AB B A1 1 1=- - - ஆகும்.

8டுÚதுக்காட்டு ����  

1

4

1

3

2

2

7

3

1

A = > H  ேற்றும் B
35
4

35
1

35
6

35
11

35
6

35
1

35
5

35
25

35
10

=

-

- -

-

-

R

T

SSSSSSSSSSSSS

V

X

WWWWWWWWWWWWW

 எனை அணி்கள் ஒனறுக்ப்கானறு மநரோறு 

எனக்்காட்டு்க.

�ß¶

 AB = 
1
4
1

3
2
2

7
3
1

35
4

35
1

35
6

35
11

35
6

35
1

35
5

35
25

35
10

-

- -

-

-

R

T

S
S
SS

R

T

S
S
S
S
S
SS

V

X

W
W
WW

V

X

W
W
W
W
W
WW

  = 
1
4
1

3
2
2

7
3
1

35
1

4
1
6

11
6
1

5
25
10

-

- -

-

-

R

T

S
S
SS

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW

V

X

W
W
WW
 

  = 
35
1

35

0

0

0

35

0

0

0

35
> H

  = 
1

0

0

0

1

0

0

0

1
35
35 > H 

  = 
1

0

0

0

1

0

0

0

1
> H   =    I
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 BA = 
35
4

35
1

35
6

35
11

35
6

35
1

35
5

35
25

35
10

1

4

1

3

2

2

7

3

1

-

- -

-

-

R

T

S
S
S
S
S
S

>

V

X

W
W
W
W
W
W

H

  = 
35
1

4

1

6

11

6

1

5

25

10

1

4

1

3

2

2

7

3

1

-

- -

-

-
> >H H 

  = 
35
1

35

0

0

0

35

0

0

0

35
> H  =  

1

0

0

0

1

0

0

0

1
35
35 > H

  = 
1

0

0

0

1

0

0

0

1
> H   =   I

   AB = BA = I

 ஆல்கயால் A ேற்றும் B அணி்கள் ஒனறுக்ப்கானறு மநரோறு ஆகும்.

பயிற்z ���

1. 2

1

3

4
A = = G எனில் A இன மெரப்பு அணி ்காண்க. 

2. 
1

1

1

3

4

3

3

3

4

A = > H எனில் A(adj A) = |A| I எனெலத ெரிொரக்்க, மேலும் A 1-  ்காண்க.

3. �மழ ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ள அணி்களுக்கு மநரோறு அணி ்காண்க.

 (i) 1
2

1

3

-= G  (ii) 3

1

1

3-
= G  (iii) 

1

0

0

2

2

0

3

4

5
> H (iv) 

3

2

1

5

3

4

4

1

6

-

-

-

-

-

-
> H

4. A
2

1

3

6
=

-
= G ேற்றும்  B 1

1

4

2
=

-

-
= G எனில்,  adj (AB) = (adj B)(adj A) எனெலத ெரிொரக்்க

5. A

2

2

9

2

3

1

2

0

5

=

-

> H எனில்,  (adj A)A = O எனக் ்காட்டு்க.

6. If  A
1

4

4

2

3

4

2

4

5

=

-

-

-

-

> H எனில், A இன மநரோறு அணி A எனக் ்காட்டு்க.

7. A

1

2

1

0

1

1

3

1

1

1 =

-

-- > H எனில், A :க் ்காண்க.
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8. 
2

1

1

2

3

2

1

1

2

A = > H ேற்றும் B

5
4

5
1

5
1

5
2

5
3

5
2

5
1

5
1

5
4

= -

-

-

-

-

-

R

T

S
S
S
S
S
S

V

X

W
W
W
W
W
W

 எனை அணி்கள் ஒனறுக்ப்கானறு மநரோறு 

ஆகும் எனக் ்காட்டு்க.

9. 3

2

7

5
A = = G ேற்றும் 6

7

8

9
B = = G எனில், ( )AB B A1 1 1=- - -  எனெலத ெரிொரக்்க.

10. 
1

2

9

1

7

3

4

11

m> Hஎனை அணிக்கு மநரோறு இல்லல எனில் m   இன ேதிப்பு ்காண்க.

11. X

8

5

10

1

1

1

3

2

4

= -

-

-

-

-
> H ,  Y

p q

2

0

5

1

2

1

1=

-

> H ேற்றும்,  Y X 1= -  எனில் p,q ன ேதிப்பு்கலளக் ்காண்க.

����� மFßமாறு 2ணி காைல் முணLயில் மF�ய @மåபாடு Yதாகுப்�å �ß¶ காைல் 
, , ......x x xn1 2  எனெலவ ேதிப்பிட மவணடிய n ோறி்கள் என்க.  இம் ோறி்களில் அலேநத 

அெேெடித்தான n மநரிய ெேனொடு்களின பதாகுப்லெ எடுத்துக்ப்காள்மவாம்.

 ....a x a x a x bn n11 1 12 2 1 1+ + + =

 ....a x a x a x bn n21 1 22 2 2 2+ + + =  
 ……………………………… 
 ………………………………

 ...a x a x a x bm m mn n m1 1 2 2+ + + =

இதலன 

....
...

... ... .. .. ... ...

... ... .. .. ... ...
...

.

.
.
.

a a a
a a a

a a a

x
x

x

b
b

b

n

n

m m mn n m

11 12 1

21 22 2

1 2

1

2

1

2

=

R

T

S
S
S
S
S
SS

R

T

S
S
S
S
S
SS

R

T

S
S
S
S
S
SS

V

X

W
W
W
W
W
WW

V

X

W
W
W
W
W
WW

V

X

W
W
W
W
W
WW

எனை அலேப்பில் எழுதலாம். இáவாைா்க AX = B   … (1) எனகிை அணி 
ெேனொட்லட அலடகிமைாம்.

 A = 

.....
.....

.. ... .... .... .....

.. ... .... .... .....
....

a a a
a a a

a a a

n

n

m m mn

11 12 1

21 22 2

1 2

R

T

S
S
S
S
S
SS

V

X

W
W
W
W
W
WW

; X = .
.

x
x

xn

1

2

R

T

S
S
S
S
S
SS

V

X

W
W
W
W
W
WW

 ேற்றும்  B = .
.

b
b

bm

1

2

R

T

S
S
S
S
S
S
S

V

X

W
W
W
W
W
W
W

ெேனொடு (1) லிருநது  

X = A–1B
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

மநரோறு அணி முலையில் தீரக்்க  :

 2x + 5y = 1

 3x + 2y = 7

�ß¶ 

 x

y

2

3

5

2
= =G G = 1

7
= G  என எழுதலாம்

 AX = B

 X = A–1B

 A = 2
3

5

2
= G, X = x

y
= G and B = 1

7
= G

 A  = 2
3

5

2

  = –11 ]  0 

 A–1 லயக் ்காைஇயலும்.

 adj A = 2

3

5

2-

-= G  

 A–1 = 
A

adjA
1

  = 
11
1 2

3

5

2- -

-= G

 X = A–1B

  = 
11
1 2

3

5

2

1

7- -

-= =G G

  = 
11
1 33

11
-

-= G = 3

1-
= G

 x

y
= G = 3

1-
= G

  x = 3 ,    y = –1.
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8டுÚதுக்காட்டு ����  

மநரோறு அணிமுலையில் தீரக்்க:

; ;x y z x y z x y z3 2 3 8 2 1 4 3 2 4- + = + - = - + =

�ß¶ 

தரவு  
x

y

z

3

2

4

2

1

3

3

1

2

-

-

-> >H H  =  
8

1

4
> H

இதலன AX = B  எனறு எழுதலாம்

 X = A–1B

இஙகு   A = 
3

2

4

2

1

3

3

1

2

-

-

-> H, X = 
x

y

z
> H  ேற்றும்  B = 

8

1

4
> H

 A  = 
3

2

4

2

1

3

3

1

2

-

-

-

  = –17 ]  0 

A–1 லயக் ்காைஇயலும்.

A11 = –1 A12 = –8 A13 = –10

A21 = –5 A22 = –6 A23 = 1

A31 = –1 A32 = 9 A33 = 7

 [Aij] = 
1

5

1

8

6

9

10

1

7

-

-

-

-

-

-

> H  

 adj A = [Aij]
T

  = 
1

8

10

5

6

1

1

9

7

-

-

-

-

-

-

> H

 A–1 = 
A

adjA
1
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  = 
17
1

1

8

10

5

6

1

1

9

7

-

-

-

-

-

-

-

> H
 X = A–1B

  = 
17
1

1

8

10

5

6

1

1

9

7

8

1

4

-

-

-

-

-

-

-

> >H H

  = 
17
1

17

34

51

-

-

-

-
> H = 

1

2

3
> H

 
x

y

z
> H = 

1

2

3
> H

x = 1, y = 2 ேற்றும் z = 3.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

4 கிமலா பவங்காயம்,  3 கிமலா ம்காதுலே ேற்றும் 2 கிமலா அரிசியின போத்த விலல 
)3�0,  2 கிமலா பவங்காயம், 4 கிமலா ம்காதுலே, 6 கிமலா அரிசியின போத்த விலல )560,  
6 கிமலா பவங்காயம், 2 கிமலா ம்காதுலே ேற்றும் 3 கிமலா அரிசியின போத்த விலல )380 எனில், 
மநரோறு அணி முலையில் ஒரு கிமலாவிற்்கான பொருள்்களின விலலலய ்காண்க.

�ß¶ 

ஒரு கிமலா பவங்காயம், ம்காதுலே, அரிசியின விலல்கள் முலைமய  x, y, z என்க.

      4x + 3y + 2z = 320

   2x + 4y + 6z = 560 

   6x + 2y + 3z = 380.

இதலன

 
x

y

z

4

2

6

3

4

2

2

6

3
> >H H = 

320

560

380
> H  என எழுதலாம்.

 AX = B

இஙகு, A = 
4

2

6

3

4

2

2

6

3
> H, X = 

x

y

z
> H ேற்றும்  B = 

320

560

380
> H

 A  = 
4

2

6

3

4

2

2

6

3

  = 50 ]  0 

A–1 லயக் ்காைஇயலும்.
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A11 = 0 A12 = 30 A13 = –20

A21 = –5 A22 = 0 A23 = 10

A31 = 10 A32 = –20 A33 = 10

 [Aij] = 
0

5

10

30

0

20

20

10

10

-

-

-

> H  

 adj A = [Aij]
T

  = 
0

30

20

5

0

10

10

20

10-

-

-> H

 A–1 = 
A

adjA
1

  = 
50
1

0

30

20

5

0

10

10

20

10-

-

-> H
 X = A–1B

  = 
50
1

0

30

20

5

0

10

10

20

10-

-

-> H 
320

560

380
> H

  = 
5
1

0

30

20

5

0

10

10

20

10

32

56

38-

-

-> >H H

  = 
5
1

0 280 380

960 0 760

640 560 380

- +

+ -

- + +
> H = 

5
1

100

200

300
> H

  
x

y

z
> H = 

20

40

60
> H

x = 20,  y = 40,   z = 60.

 ஒரு கிமலா பவங்காயத்தின  விலல = )20.

 ஒரு கிமலா ம்காதுலேயின  விலல = )40

 ஒரு கிமலா அரிசியின விலல = )60
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படி 1

படி 2

பெயல்ொட்டிற்்கான உரலி : 

https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code

4ணையÖ Y@யல்பாடு

4று�யில் xணCக்கப்Yபறும் பCம்   
படி – 1
ப்காடுக்்கப்ெட்டிருக்கும் உரலி � விலரவுக்குறி�லடப் 
ெயனெடுத்தி GĢĬGĢğįĞ ெக்்கத்திற்குச பெல்்க..
“11th BUSINESS MATHS” எம் GeoGebra ெணிப் 
புத்த்கத்தில் “Simultaneous Equations” க்்கான ெணித்தாலள எடுத்துக் ப்காள்ளவும்.

படி - 2
மதரவுப்பெட்டியில் மதலவயான ஒருங்கலேச ெேனொடு்களுக்்கான அளவுருக்்கலள 
உள்�ட்டுப்பெட்டியில் தட்டசசு பெயயவும். �ங்களா்க தீரலவக் ்கணடுபிடித்துக் �மழ ்காணும் 
தீரலவச ெரி ொரக்்கவும். வலப் ெக்்கத்தில் ெேனொடு்களுக்்கான தளங்களும் அவற்றின 
பவட்டுப்புள்ளியும்(தீரவு) ்காைப்ெடும். Âனறு தளங்களும் ஒரு புள்ளியில் பவட்டாவிடில் தீரவு 
இல்லல எனறு பொருள் ெடும்.
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பயிற்z ���

1. மநரோறு அணிமுலையில் தீரக்்க :  2x + 3y – 5 = 0 ; x – 2y  + 1 = 0

2. மநரோறு அணிமுலையில் தீரக்்க :

(i)  3x – y + 2z = 13 ; 2x + y – z = 3 ; x + 3y – 5z = –8

(ii)  x – y + 2z = 3 ; 2x + z = 1 ; 3x + 2y + z = 4.

(iii)  2x – z = 0 ; 5x + y = 4 ; y + 3z = 5

3. இரவி எனகிை விற்ெலனயாளர பவáமவறு தரகு  தங்கலளயுலடய A, B, C  எனை 
Âனறு பொருட்்கலள 2009 ஆணடின ெனவரி, பிப்ரவரி ேற்றும் ோரச ோதங்களில் விற்ெலன 
பெயததற்்கான விவரங்கள் �மழயுள்ள அட்டவலையில் ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளன

மாதÕகள் �ற்பணG Y@Þத 2ைகுகள் Yபற்L YமாÚத தKகு 
�Äபாயில்�        A                       B                     C  

ெனவரி         9                       10                    2 800

பிப்ரவரி        15                        5                    4 900

ோரச         6                       10                    3 850

A, B,  C எனை Âனறு பொருட்்களுக்்கான தரகு  தத்லத மநரோறு அணி முலையில் 
்காண்க.

4. A, B, C  எனை Âனறு பொருட்்களின விலலலய ஒரு அலகிற்கு முலைமய x, y ேற்றும் z 
என்க.  P எனெவர 4 அலகு C லய வாஙகுகிைார 3 அலகு A ேற்றும் 5 அலகு B லய விற்ெலன 
பெயகிைார.  Q எனெவர  3 அலகு B லய வாஙகுகிைார.  மேலும் 2 அலகு A லயயும் 1 அலகு C 
லயயும் விற்ெலன பெயகிைார.  R எனெவர  1 அலகு A லய வாஙகுகிைார.  மேலும் 4 அலகு 
B லயயும் 6 அலகு C லயயும் விற்ெலன பெயகிைார. மேற்்கணடவற்றில் P,Q,R எனெவர்கள் 
முலைமய 5ட்டியத் பதால்க )6,000,  )5,000,  )13,000 எனில் A,B ேற்றும் C ன ஒரு 
அலகிற்்கான விலலலயக் மநரோறு அணி முலையில் ்காண்க. 

5. Âனறு எண்களின ·டுதல் 20. முதல் எணலை 2 ஆல் பெருக்கி, இரணடாவது எணலைக் 
·ட்டி, Âனைாவது எணலைக் ்க�க்்க, கிலடக்கும் ேதிப்பு 23 ஆகும். முதல்  எணலை 
Âனைால் பெருக்கி வரும் ேதிப்புடன இரணடு ேற்றும் Âனைாம் எண்கலளக் ·ட்ட 
கிலடக்கும் ேதிப்பு 46 எனில் அநத எண்கலள மநரோறு அணிமுலையில் ்காண்க.

6. ஒரு அலுவல்கத்தில் Âனறு வாரங்களில் பெலவு்கள் பெயததற்்கான விவரங்கள் 
தரப்ெட்டுள்ளன.  Âனறு வாரங்களுக்கு பவáமவறு தரப்பினரின ஊதியங்கள் ோைாேல் 
இருப்ெதா்கக் ப்காள்மவாம். ஒáபவாரு தரப்பினரின ஊதியத்லதயும் மநரோறு அணி 
முலையில் ்கைக்கிடு்க.
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வாKÕகள்
7�யßகளிå 8ண்ணிக்ணக வாKÚ�ற்கு YமாÚத Y@ை¶

(`)A B C

1 வது வாரம் 4 2 3 4900

2 வது வாரம் 3 3 2 4500

3 வது வாரம் 4 3 4 5800

��� 6ள்�டு – Yவளி�டு பகுப்பாÞ¶ �ČīĭĲı – ĒĲıĭĲı ĄīĞĩĶİĦİ�

 மெராசிரியர மவஸ்லி W. லிமயானடிப் எனெவரால் உள்�டு o பவளி�டு ெகுப்ொயவு எனை 
உத்தி ்கணடறியப்ெட்டது.  உள்�டு o பவளி�டு ெகுப்ொயவு எனெது பொருளாதாரப் பிரிவு்களுக்கு 
இலடமயயான இலைச ொரபு்கலள அடிப்ெலடயா்கக் ப்காணட பொருளாதார ெகுப்ொயவு 
அலேப்ொகும்.  இநத முலையானது பெரும்ொலும் மநரிலட அல்லது எதிரிலட பொருளாதார 
அதிரவு்களின விலளவு்கலள ்கைக்கிட ெயனெடுகிைது. மேலும் பொருளாதாரம் முழுவதிலும் 
9ற்ெட·டிய சிற்ைலல விலளவு்கலள ெகுப்ொயவு பெயய ெயனெடுகிைது.

 உள்�டு o பவளி�டு ெகுப்ொயவு உள்�டு-பவளி�டு அட்டவலை்கலள அடிப்ெலடயா்கக் 
ப்காணடதாகும்.   பொருளாதார ்கட்டலேப்பில் உள்ள பதா�ற்ொலல்களுக்கு சுழற்சி முலையில் 
அளிக்்கப்ெடும் விவரங்கள் நிலர ேற்றும் நிரல்்களா்க அட்டவலையில் தரப்ெட்டுள்ளன. ஒáபவாரு 
நிலர ேற்றும் நிரல்்களின தலலப்பில் பதா�ற்ொலல்கள் வல்கப்ெடுத்தப்ெடுகிைது.  ஒáபவாரு 
நிரலில் உள்ள விவரம் பதா�ற்ொலல உற்ெத்தியில் ெயனெடுத்தக் ·டிய உள்�டு்களின 
அளவிலன பதாடரபுப்ெடுத்துகிைது.  உதாரைத்திற்கு மோட்டார உற்ெத்தியில், நிரல், மோட்டார 
்கட்டலேப்பிற்கு மதலவயான வளங்கலள குறிக்கிைது. (அதாவது இரும்பு, அலுமினியம், பிளாஸ்டிக், 
மினனணுக்்கள் ேற்றும் ெல) உள்�டு ேற்றும் பவளி�டு ோதிரி்கள் ஒரு ரூொய முத�டு அல்லது 
உற்ெத்திக்கு மதலவயான உலழப்பின அளலவ குறிப்ெதற்குத்  தனியா்க அட்டவலை்கலளக் 
ப்காணடிருக்கும்.

 A1 ேற்றும் A2 எனை இரு பதா�ற்ொல்கலளக் ப்காணட எளிலேயான பொருளாதாரக் 
்கட்டலேப்பு ஒனலை ்கருதுமவாம்.  அநத பதா�ற்ொலல்கள் ஒáபவானறும் ஒமர விதோன 
பொருலள ேட்டுமே உற்ெத்திச பெயவதா்கக் ப்காள்மவாம்.  ஒáபவாரு பதா�ற்ொலலயும் தனது 
பெயல்ொட்டிற்கு, தன உற்ெத்தியில் ஒரு ெகுதிலயயும், 9லனயவற்றிற்கு ேற்ை பதா�ற்ொலலயின 
உற்ெத்திலயயும் ெயனெடுத்திக் ப்காள்கிைது.  இáவிதோ்க அலவ ஒனலைபயானறு ொரநது 
பெயல்ெடுகினைன.  மேலும் உற்ெத்தி முழுவதும் ¬்கரப்ெடுவதா்கக் ப்காள்மவாம்.  அதாவது 
ஒáபவாரு பதா�ற்ொலலயில் போத்த உற்ெத்தியும் அதன மதலவயும், ேற்ை பதா�ற்ொலல்களின 
மதலவலயயும், பவளியாரின மதலவ அதாவது இறுதித் மதலவலயயும் ெரியா்க நிலைவு 
பெயயுோறு அலேவதா்கக் ப்காள்மவாம்.

 பொருளாதாரக் ்கட்டலேப்பு ோைாதிருக்கும் மொது இரு பதா�ற்ொலல்களின தற்மொலதய 
உற்ெத்தி அளவு்களின விவரங்கள் அடிப்ெலடயில், பவளியாரின மதலவயின ோற்ைத்திற்கு 9ற்ைெடி  
உற்ெத்தி அளவு்கள் எநத அளவில் இருக்்க மவணடும் எனெலதக் ்காணுவமத நேது மநாக்்கோகும்.
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 aij  எனெது  Aj ஆல் ெயனெடுத்தப்ெடும் Ai  இன உற்ெத்தியின ரூொய ேதிப்பு என்க. இதில்   
i, j = 1, 2

 x1 ேற்றும்  x2  எனென முலைமய  A1 ேற்றும்  A2 இன தற்மொலதய உற்ெத்தி்களின ரூொய 
ேதிப்பு்கள் என்க.

 d1 ேற்றும்  d2  எனென முலைமய  A1 ேற்றும்  A2 இன உற்ெத்திக்்கான இறுதித் மதலவ்களின 
ரூொய ேதிப்பு்கள் என்க.

 இவற்றின வாயிலா்க நாம் அலேக்கும் ெேனொடு்கள்

 a11+ a12+ d1 = x1;  a21+ a22+ d2 = x2  ... (1)

 மேலும்   bij = 
x
a

j

ij  i, j = 1, 2  என்க

 அதாவது b11 = ; ; ;
x
a

b
x
a

b
x
a

b
x
a

1

11
12

2

12
21

1

21
22

2

22= = =

 எனமவ ெேனொடு்கள் (1) லய �ழ்்கணடவாறு எழுதலாம்.

 b11x1+ b12x2+ d1 = x1   b21x1+ b22x2+ d2 = x2 

 இவற்லைக் �ழ்்கணடவாறு ோற்றி எழுதலாம்.

      b x b x1 11 1 12 2- -^ h  = d1

   1b x b x2221 1 2- + -^ h  = d2

இவற்றின அணி அலேப்பு

     b
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-
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-e eo o = G) 3  = d
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= G

          (1–B)X  = D  ஆகும்

இஙகு  B = ,
b

b

b

b
I

1

0

0

1
11

21

12

22

== =G G

 X = ,
x

x
D

d

d
1

2

1

2

== =G G

X=(I–B)-1D

இஙகு அணி  B எனெது பதா�ல்¬ட்ெ அணி [Technology Matrix] எனப்ெடும்.
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����� Sாக்xåæ�ண@மå நிபÛதணGகள்
பொருளாதாரக் ்கட்டலேப்பு பெயல்ெடும் வல்கயில் இருக்்க ஹாக்கின-லெேன எனெவர்களது 

�ழ்க்்கணட இரு நிெநதலன்கள் நிலைவு பெயயப்ெட மவணடும்.

B எனெது பதா�ல்¬ட்ெ அணி எனில்,

(i) I – B அணியின முதனலே Âலலவிட்ட உறுப்பு்கள் மில்க எண்களா்க இருக்்க 
மவணடும்.

(ii) I B-  மில்க எணைா்க இருக்்க மவணடும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

இரு பதா�ற்ொலல்கலளயுலடய பொருளாதார அலேப்பின பதா�ல்¬ட்ெ அணி
.

.

.

.

0 8

0 9

0 2

0 7
= G  எனில் ஹாக்கினஸ்-லெேன நிெநதலன்களினெடி அது பெயல்ெடும் வல்கயில் 

உள்ளதா எனறு ்கணடுபிடிக்்க.

�ß¶ 

  B = .

.

.

.

0 8

0 9

0 2

0 7
= G

 I – B = 1
0

0

1
= G – .

.

.

.

0 8

0 9

0 2

0 7
= G

   = .

.

.

.

0 2

0 9

0 2

0 3-

-= G 

 I B-  = .

.

.

.

0 2

0 9

0 2

0 3-

-

   = (0.2)(0.3)–(–0.2)(–0.9)

   = 0.06 – 0.18

   = –0.12 < 0

 I B-  எனெது குலை எண.

ஃஹாக்கினஸ்-லெேன [Hawkins-simon] நிெநதலன்கள் நிலைவு பெயயப்ெடவில்லல.. 
எனமவ பொருளாதாரக் ்கட்டலேப்புக்கு பெயல்ெடும் வல்கயில் இல்லல.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

2016 ஆம் ஆணடின இரணடு பதா�ற்ொலல்களின ெரிவரத்தலன்களின, பொருளாதாரக் 
்கட்டலேப்பின விவரம் �மழ ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது.
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Yதா�ற்@ாணை 1 2 4று� 
மதணவ

YமாÚத 
6ற்பÚ�

1 500 1,600 400 2,500

2 1,750 1,600 4,650 8,000

பதா�லாளர்கள் 250 4,800 - -

பதா�ல்¬ட்ெ அணிலயக் ்கணடுபிடித்து,  இநத பொருளாதாரக் ்கட்டலேப்பு ஹாக்கினஸ்-
லெேன நிெநதலன்கள் ெடி பெயல்ெடும் வல்கயில் உள்ளதா என ெரிொரக்்க.

�ß¶ 

 a11 = 500 a12 = 1600 x1 = 2500

 a21 = 1750 a22 = 1600 x2 = 8000

 b11 = 0.20
x
a

2500
500

1

11 = = ; b12 = 0.20
x
a

8000
1600

2

12 = =

 b21 = 0. 0
x
a

2500
1750

7
1

21 = = ; b22 = 0.20
x
a

8000
1600

2

22 = =

பதா�ல்¬ட்ெ அணி = .

.

.

.

0 2

0 7

0 2

0 2
= G

   I – B =  1
0

0

1
= G – .

.

.

.

0 2

0 7

0 2

0 2
= G 

    = .

.

.

.

0 8

0 7

0 2

0 8-

-= G முதனலே Âலலவிட்ட உறுப்பு்கள் மில்கயா்க உள்ளது

 இப்பொழுது, I B-  = .

.

.

.

0 8

0 7

0 2

0 8-

-   

    = (0.8)(0.8)–(–0.7)(–0.2)

    = 0.64 – 0.14 

    = 0.50 >0

I B-  இன  முதனலே Âலலவிட்ட உறுப்பு்கள் மில்கயா்க உள்ளது. மேலும் |I–B| 
எனெது மில்க. ஹாக்கினஸ்-லெேன (Hawkins-simon)  இரு நிெநதலன்களும் நிலைவு 
பெயயப்ெட்டுள்ளது.  எனமவ இநத பொருளாதாரக் ்கட்டலேப்பு பெயல்ெடும் வல்கயில் உள்ளது.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

ஒரு பொருளாதார அலேப்பில் P1 ேற்றும் P2 எனை இரு பதா�ற்ொலல்கள் உள்ளன.  
அவற்றின மதலவ ேற்றும் அளிப்பு நிலவரம் (ரூொய ம்காடி்களில்) �ழ்வரும் அட்டவலையில் 
ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது.
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6ற்பÚ�யாNß 
��¶

6பமயாxப்மபாß ��¶
P1                          P2

4று�Ú மதணவ YமாÚத 
6ற்பÚ�

P1       10                25 15 50

P2       20                30 10 60

P1 ன இறுதித் மதலவயானது 35க்கும் P2 ன  இறுதித் மதலவ 42 க்கும் ோறும்மொது 
உற்ெத்தி்கலளக் ்கைக்கிடு்க.

�ß¶
 a11 = 10 a12 = 25 x1 = 50

 a21 = 20 a22 = 30 x2 = 60

 b11 = x
a

50
10

5
1

1

11 = = ;   b12 = x
a

60
25

12
5

2

12 = =

 b21 = x
a

50
20

5
2

1

21 = = ;   b22 = x
a

60
30

2
1

2

22 = =

 பதா�ல்¬ட்ெ அணி,             B = 5
1

5
2

12
5

2
1

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW

     I – B =  1
0

0

1
= G – 5

1

5
2

12
5

2
1

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW

= 5
4

5
2

12
5

2
1-

-
R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW
, முதனலே Âலலவிட்ட உறுப்பு்கள் மில்கயா்க உள்ளது.

   I B-  = 5
4

5
2

12
5

2
1-

-
 

   = 0
30
7 2

(I o B) இன  முதனலே Âலலவிட்ட உறுப்பு்கள் மில்கயா்க உள்ளது.  மேலும்   +I o B| யும் 
மில்கயா்க உள்ளது.  ஹாக்கினஸ் o லெேன இரு நிெநலதலன்களும் நிலைவு பெயயப்ெட்டுள்ளன.  
எனமவ பொருளாதார ்கட்டலேப்பு பெயல்ெடும் வல்கயில் உள்ளது.

 adj (I–B) = 2
1

5
2

12
5

5
4

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW
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(I–B)–1  = ( )
I B

adj I B
1
-

-

(   |I – B|≠0,    எனெதால்  (I – B)–1 கிலடக்்கப்பெறும்)

   = ( )adj I B1
30
7 -

   = 
7
30 2

1

5
2

12
5

5
4

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW
 = 

7
1 15

12
2
25

24
> H

தீரவு      X = (I–B)–1D,  இஙகு    D = 35
42
= G

   = 
7
1 15

12
2
12

24

35

42

150

204
=> = =H G G

P1 ன உற்ெத்தி )150 ம்காடியா்கவும், P2 oன உற்ெத்தி )204 ம்காடியா்கவும் இருக்்க 
மவணடும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

ஒரு பொருளாதார ்கட்டலேப்பில் நிலக்்கரி ேற்றும் இரும்பு உற்ெத்தி பெயயப்ெடுகினைன. 
இரணடு பொருட்்களும் ஒáபவானறின உற்ெத்தியில் இலடஉள்�டா்க ெயனெடுகிைது.  ஒரு  டன 
இரும்பு உற்ெத்திக்கு 0.4 டன இரும்பு ேற்றும் 0.7  டன நிலக்்கரி மதலவப்ெடுகிைது. இáவாமை  ஒரு 
டன நிலக்்கரி உற்ெத்திக்கு 0.1 டன இரும்பு ேற்றும் 0.6 டன நிலக்்கரி  மதலவப்ெடுகிைது. எநத 
ஒரு உள்�டு Âலதனமும் மதலவப்ெடவில்லல.  இநத அலேப்பு பெயல்ெடும் நிலலயில் உள்ளதா்க 
�ங்கள் ்கருதுகி�ர்களா" ஒரு டன இரும்பு ேற்றும் ஒரு டன நிலக்்கரி உற்ெத்தி பெயயத் மதலவப்ெடும் 
மவலல நாட்்கள் முலைமய 5 ேற்றும் 2.  பொருளாதார ்கட்டலேப்பில் 100 டன நிலக்்கரியும் 50 டன 
இரும்பும் உற்ெத்தி பெயய மவணடும் எனில் போத்த உற்ெத்தி பெயயத் மதலவப்ெடும் பதா�லாளர 
நாட்்களின எணணிக்ல்கலயக் ்காண்க.

�ß¶

4±ம்பு நிைக்க� 4று� மதணவ
இரும்பு 0.4 0.1 50

நிலக்்கரி 0.7 0.6 100

பதா�லாளர நாட்்கள் 5 2 -

பதா�ல்¬ட்ெ அணி B = .

.

.

.

0 4

0 7

0 1

0 6
= G

 I – B =  1
0

0

1
= G – .

.

.

.

0 4

0 7

0 1

0 6
= G = .

.

.

.

0 6

0 7

0 1

0 4-

-= G

  I B-  = .

.

.

.

0 6

0 7

0 1

0 4-

-  
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  = (0.6)(0.4)–(–0.7)(–0.1)

  = 0.24 – 0.07 = 0.17

ஹாக்கினஸ்-லெேனின இரு நிெநதலன்களும் நிலைவு பெயயப்ெட்டுள்ளது. எனமவ இநத 
பொருளாதாரக் ்கட்டலேப்பு பெயல்ெடும் வல்கயில் உள்ளது.

 adj (I–B) = .

.

.

.

0 4

0 7

0 1

0 6
= G

 (I–B)–1 = ( )
I B

adj I B
1
-

-

  = 
.

0.4

0.7

0.1

0.60 17
1 = G

 X = (I–B)–1D, இஙகு D = 50

100
= G

  = 
.

.

.

.

.0 17
1 0 4

0 7

0 1

0 6

50

100
= =G G

  = 
.0 17
1 30

95
= G

  = .
.

176 5
558 8

இரும்பு பவளி�டு = 176.5 டன்கள்

நிலக்்கரி பவளி�டு = 558.8 டன்கள்

போத்த பதா�லாளர்களின மவலல நாட்்கள்

  = 5(இரும்பு பவளி�டு) + 2(நிலக்்கரி பவளி�டு)

  = 5(176.5) + 2(558.8)

  = 882.5 + 1117.6 = 2000.1

  -  2000 பதா�லாளர நாட்்கள்.

பயிற்z ���

1. இரு பதா�ற்ொலல்களின பொருளாதார அலேப்பின பதா�ல் ¬ட்ெ அணி 
.
.

.

.
0 50
0 41

0 30
0 33= G  

எனில் ஹாக்கினஸ் o லெேன நிெநதலன்களினெடி பதாறிழ்ொலல்களின பெயல்ொடு 

ொத்தியோனதா என  ெரிொரக்்க. 
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2. இரு பதா�ற்ொலல்களின பொருளாதார அலேப்பின பதா�ல் ¬ட்ெ அணி 
.
.

.
.

0 6
0 20

0 9
0 80= G

எனில் ஹாக்கினஸ் o லெேன நிெநதலன்களினெடி பதாறிழ்ொலல்களின பெயல்ொடு 

ொத்தியோனாதா என ெரிொரக்்க

3. இரு பதா�ற்ொலல்களின பொருளாதார அலேப்பின பதா�ல் ¬ட்ெ அணி 
.
.

.

.
0 50
0 40

0 25
0 67= G

எனில் ஹாக்கினஸ் o லெேன நிெநதலன்களினெடி பதாறிழ்ொலல்களின பெயல்ொடு 

உள்ளதா என ஆராய்க.

4. A ேற்றும்  B ஆகிய இரு பொருட்்கள் உற்ெத்தி பெயயப்ெடுகிைது 0.4 டன  A ேற்றும்  0.7 டன 
B ஆகியலவ்கள்  1 டன A உற்ெத்தி பெயய மதலவப்ெடுகிைது.  அமதமொனறு  0.1 டன  A 
ேற்றும் 0.7 டன  B ஆகியலவ்கள்  1 டன B உற்ெத்தி பெயய மதலவப்ெடுகிைது.  பதா�ல் 
¬ட்ெ அணிலய எழுதவும்.  68 டன்கள்  A ேற்றும் 10.2 டன்கள் B ஆகியலவ மதலவப்ெடும் 
எனில் இரணலடயும் உற்ெத்தி பெயவதற்கு மதலவயான போத்த அளவு ்காண்க.

5. இரு பதா�ற்ொலல்களுக்கிலடமய உள்ள உற்ெத்தி ெரிோற்ைம் �மழ ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது.

6ற்பÚ� ��¶ ¬கßமவாß ��¶ 6ள்Fாட்டு மதணவ YமாÚத Yவளி�டு
X                          Y

X 30                       40 50 120

Y 20                       10 30 60

பதா�ல் ¬ட்ெ அணிலய ்கணடுபிடிக்்க ேற்றும் ஹாக்கின லெேன நிெநதலன்களினெடி 
அலேப்பின ொத்தியத்லத மொதிக்்கவும், உள் மதலவ ோற்ைங்கள் முலைமய  80 ேற்றும்  
40 அலகு எனில் ஒáபவாரு பிரிவிலும் புது மதலவலய பூரத்தி பெயவதற்்கான போத்த 
பவளி�டு எனன"

6. இரு பொருளாதார பிரிவிற்்கான  ெரிவரத்தலன அணி �மழ ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது.

��¶ �ற்பணG 4று�Ú மதணவ YமாÚத 6ற்பÚ� 
 1            2

1 4            3 13 20

2 5            4   3 12

(i)  பதா�ல் ¬ட்ெ அணிலயக் எழுது்க

(ii)  பிரிவு 1 ன இறுதித் மதலவயானது 23 அலகு்கள் அதி்கரிக்கும் மொது உற்ெத்தி்கலளக் 
்காண்க.
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7. ஒரு பதா�ற்ொலல உற்ெத்திப் ெரிோற்ைத்தின இரு பிரிவு  X ேற்றும் Y ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது.

6ற்பÚ�ப்  ��¶ ¬கßமவாß ��¶ 6ள்Fாட்டு 
மதணவ 

YமாÚத 
6ற்பÚ� 

X                       Y
X 15                    10 10 35
Y  20                   30 15 65

X ன உள்நாட்டு மதலவ  12 க்கும்  Y ன உள்நாட்டு மதலவ 18 க்கும் ோறும் மொது போத்த 
உற்ெத்தி ்காண்க.

பயிற்z ���

  @�யாG �ணCணயÚ மதßÛYதடுÚது 8µதுக

1. x x
x

0

1

1
2
3

0
 =  0 எனில் x ன ேதிப்பு்கள் ்காண்க

 ( a )  0,  –1 ( b )  0,  1 ( c )  – 1,  1 ( d )  –1, –1

2. 
x y
y z
z x

x
y
z

y
z
x

2
2
2

+
+
+

 இன ேதிப்பு

 (a) x y z (b)  x + y + z (c) 2x + 2y + 2z (d)  0

3. 
2
6
1

3
0
5

5
4
7

-

-
   இல் – 7 இன இலைக் ்காரணி

 (a) –18 (b) 18 (c)  –7 (d) 7

4. If 
1
3
2

2
1
3

3
2
1

D =   எனில்,   
3
1
2

1
2
3

2
3
1

 ன ேதிப்பு 

 (a) ' (b) –' (c) 3' (d) –3'

5. 
a

b
c

0
0

0

0

0
0

2

 எனை அணிக் ம்காலவயின ேதிப்பு

 (a) abc (b) 0 (c) a2 b2 c2 (d) –abc

6. A எனெது வரிலெ  3 உலடய ெதுர அணி எனில்  |kA|  எனெது

(a) k A   (b) – k A   (c) k A3   (d) – k A3
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7. adj AB] g  =  

(a) adjA adjB  (b) adjA adjBT T  (c) adjB adjA  (d) adjB adjAT T

8. 5
4

5
2

12
5

2
1-

-f p  எனை அணியின மநரோறு

 (a) 30
7 2

1

5
2

12
5

5
4f p  (b) 30

7 2
1

5
2

12
5

5
1-

-

f p  (c) 7
30 2

1

5
2

12
5

5
4f p  (d) 7

30 2
1

5
2

12
5

5
4-

-

f p

9. A
a
c

b
d= e o  மேலும் ad bc 0!-  எனில், A 1-  எனெது

(a) ad bc
d
c

b
a

1
- -

e o   (b) ad bc
d
c

b
a

1
- e o  

(c) ad bc
d
c

b
a

1
- -

-e o   (d) ad bc
d
c

b
a

1
-

-e o

10.  உள்�டு o பவளி�டு ெகுப்ொயவு பெயல்ெடும் வாயப்பிற்்கான ஹாக்கினஸ்-லெேன 
நிெநதலன்களின எணணிக்ல்க

 (a) 1  (b) 3  (c) 4  (d) 2

11.  உள்�டு o பவளி�டு ெகுப்ொயலவ அறிமு்கப்ெடுத்தியவர

 (a) ெர. பிரானசிஸ் ்கால்டன   (b) பிQர 

 (c)  மெராசிரியர மவஸ்லி. Ě. லிமயானடிப்  (d) ஆரதர ம்கயலி

12.  �மழ ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ள அணி்களில் எதற்கு மநரோறு அணி இல்லல"

 (a) 
1
1

1
4

-
-

e o     (b) 
2
4

1
2-

-e o  

 (c) 
cos
sin

sin
cos

a

a

a

a-
e o     (d) 

sin
cos

sin
cos

a

a

a

a-
e o

13. 
3
5

1
2e o  எனை அணியின மநரோறு அணி

 (a) 
2
5

1
3-

-e o     (b) 
2
1

5
3

-
-

e o  

 (c) 
3
5

1
3-

-
-

e o     (d) 
3
1

5
2

-
-

e o
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14. A
1
1

2
4=

-
-

e o  எனில்  A adjA^ h  எனெது

(a) 
4
1

2
1

-
-

-
-

e o  (b) 
4
1

2
1-

-e o  (c) 
2
0

0
2e o   (d) 

0
2

2
0e o

15. A, B எனெது பூசசியேற்ைக்ம்காலவ அணி எனில், பினவருவனவற்றுள் எது தவறு"

 (a) A I2 =  & A A1 =-   (b) I I1 =-  

 (c) I f   AX B=  எனில், X B A1= -   

 (d) A  எனெது வரிலெ 3 உலடய ெதுர அணி எனில்   adj A A 2=

16. x
x

y
y

z
z

5
4
3

5
4
3

5
4
3- - -

 இன ேதிப்பு

 (a) 5  (b) 4  (c) 0  (d) –3

17. மநரோறு அணி உலடய  வரிலெ 2 ப்காணட அணி A  எனில், det A 1-^ h  எனெது

 (a) de t ( A )   (b) det A
1
] g   (c) 1  (d) 0

18. A எனெது  3  3 வரிலெ உலடய அணி ேற்றும்  A 4=  எனில்,  A 1-   எனெது

 (a) 4
1   (b) 16

1   (c) 2  (d) 4

19. A எனெது வரிலெ  3 உலடய ெதுர அணி ேற்றும்  A 3=  எனில், adjA  எனெது

 (a) 81  (b) 27  (c) 3  (d) 9

20. 
x
y
x

x yz
y zx
z xy

1
1
1

2

2

2

-
-
-

 ன ேதிப்பு

 (a) 1  (b) 0  (c) –1   (d) xyz-

21.  A = 
cos
sin

sin
cos

i

i

i

i-
= G  எனில், A2  எனெது

 (a) cos4 2i   (b) 4  (c) 2  (d) 1

22. 
a
a
a

a
a
a

a
a
a

11

21

31

12

22

32

13

23

33

D =  ேற்றும்  Aij  எனெது  aij, இன இலைக்்காரணி எனில் D  ன  ேதிப்பு

 (a) a A a A a A11 31 12 32 13 33+ +   (b) a A a A a A11 11 12 21 13 31+ +

 (c) a A a A a A21 11 22 12 23 13+ +   (d) a A a A a A11 11 21 21 31 31+ +
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23. 
x
8

2
5  = 0 எனில்  x ன ேதிப்பு 

 (a) 6
5-   (b) 6

5   (c) 5
16-   (d) 5

16

24. 
4
3

3
1  = –5 எனில்,  

20
15

15
5  ன ேதிப்பு 

 (a) –5  (b) –125  (c) –25  (d) 0

25. ஓர அணிக் ம்காலவயில் Âனறு நிலர்கள் (நிரல்்கள்) ெரவ ெேம் எனில்  அáவணிக் 
ம்காலவயின ேதிப்பு 

 (a) 0  (b) 2  (c) 1  (d) 3

4தKக் கைக்குகள்

1. தீரக்்க: 
x

x
x

2
1

2
5
2

1

-

-

  = 0

2. ேதிப்பிடு்க 
10041
10045
10049

10042
10046
10050

10043
10047
10051

3.  விரிவுெடுத்தாேல் அணிக் ம்காலவயின ேதிப்பு பூசசியம் என நிறுவு்க 
5
5
5

5
5
5

5
5
5

2

4

2

3

5

3

4

6
 .

4. a b
a c

ab

b c

ac
bc a b c

0
0

0
22

2

2

2

2

2 3 3 3=  என நிறுவு்க.

5. A
1
3
1

1
4
1

1
7
1

=
-

R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW
 எனில்  A adjA adjA A A I3= =^ ^ ]h h g  என ெரிொரக்்க.

6 .  A  =  
3

15

5

1

6

2

1

5

2

-
-

-
-

R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW
 ன மநரோறு ்காண்க 

7 .  A  =  
1
2

1
3

-> H  எனில்,  A A I O4 52
2- + =  என நிறுவு்க ேற்றும்  A 1-  ்காண்க.

8.  மநரோறு அணி முலையில் தீரக்்க : , ,x y z x y y z2 2 0 2 1- + = - = - = . 

9. 2 கிமலா ம்காதுலே ேற்றும்  1 கிமலா ெரக்்கலரயின போத்த விலல `70. ஒரு கிமலா 
ம்காதுலே ேற்றும் 1 கிமலா அரிசியின போத்த விலல `70.  3 கிமலா ம்காதுலே, 2 கிமலா 
ெரக்்கலர ேற்றும் 1 கிமலா அரிசியின போத்த விலல `170.  எனில் மநரோறு அணி 
முலையில் ஒáபவாரு பொருட்்களின ஒரு கிமலாவிற்்கான  விலலலயக் ்காண்க.
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10. A ேற்றும் B எனை இரு பதா�ற்ொலல்களின பொருளாதார அலேப்பின விவரங்கள் (ரூொய 
ம்காடி்களில்) �மழ ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளன.

6ற்பÚ�யாNß 6பமயாxப்மபாß 4று�Ú 
மதணவ

YமாÚத 
6ற்பÚ�A B

A 50 75 75 200

B 100 50 50 200

A ன இறுதித் மதலவ 300 ஆ்கவும்  B இன இறுதித் மதலவ 600 ஆ்கவும் ோறும்மொது 
அவற்றின உற்ெத்தி அளவு்கலளக் ்காண்க

Yதாகுப்புணK
 z  ஒரு ெதுர அணிக்கு பதாடரபுலடய அணிக்ம்காலவயின ேதிப்பு ஓர எணைா்க அலேயும்.

 z A = 11 12

21 22

a a
a a
ª º
« »
¬ ¼

எனை அணியின அணிக் ம்காலவ ேதிப்பு A a a a a11 22 21 12= -

 z  A எனை அணிக்ம்காலவயின aij எனை ஓர உறுப்பின சிற்ைணிக் ம்காலவ எனெது, 
Aயிலிருநது aij  உள்ள நிலர, நிரல்்கலள விடுவித்துப் பெைப்ெடும் அணிக்ம்காலவ ஆகும்.  
இதலன Mij எனக் குறிப்மொம்.

 z  தகுநத குறியுடன ·டிய சிற்ைணிக்ம்காலவ இலைக்்காரணி ஆகும்.  aij எனை உறுப்பின 
இலைக்்காரணி Aij எனில் ( ) .A M1ij

i j
ij= - +

 z '= 
a
a
a

a
a
a

a
a
a

11

21

31

12

22

32

13

23

33

 எனில்,  

Δ= a11A11+ a12A12+ a13A13   அல்லது   a11M11−a12M12+ a13M13

 z adj A = Aij
T7 A   இஙகு Aij7 A  எனெது ப்காடுக்்கப்ெட்ட அணியின  இலைக்்காரணி்களின 

அணி.

 z adjA A n 1= - , இஙகு n  எனெது  A எனை அணியின வரிலெ.

 z A adjA adjA A A I= =^ ^ ]h h g .

 z adjI = I,  I  எனெது அலகு அணி ஆகும்.

 z adj(AB) = (adj B)(adj A).

 z A எனை ஒரு ெதுர அணியில்  | A | = 0 எனில் அáவணி பூசசியக்ம்காலவ அணி எனப்ெடும்.

 z A எனை ஒரு ெதுர அணியில் | A | !  0 எனில் அáவணி பூசசியேற்ை  ம்காலவ அணி 
எனப்ெடும்.
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 z A எனெது n ஆம் வரிலெ பூசசியேற்ைக்ம்காலவ அணி என்க.  AB = BA = I  எோறு 
ஒரு அணி B : ்காை முடிநதால் B ஆனது A இன மநரோறு அணி எனப்ெடும். A இன 
மநரோறு அணிலய  A–1 என எழுதலாம்.

 z A இன மநரோறு   A A adjA11 =- .

 z  ஹாக்கினஸ்-லெேன (Hawkkins - Simon) நிெநதலன்களினெடி உள்�டு - பவளி�டு 
ெகுப்ொயவு பெயல்ெடும் வல்கயில் உள்ளதா என உறுதிப்ெடுத்த

 (i)  I B-  அணியின முதனலே Âலலவிட்ட உறுப்பு்கள் மில்க எண்களா்க இருக்்க 
மவணடும்.

 (ii) I B-  மில்க எணைா்க இருக்்க மவணடும்.

  

கணைÖY@ாற்கள் 
2~ÔZ>TணP Determinant
4ணைÔ >TK~ Cofactor
6ã�© Input
zற்L~Ô Z>TணP>ã Minors
Z@ßÜ® 2~ Adjoint Matrix 
�ண@�� Scalar
�ணK �Kல் ITற்² 2~ Transpose of a Matrix
ZFßIT² 2~ Inverse Matrix 
ப¤ÜபTÞ¶ Analysis
ÁÖzயÔ Z>TணP 2~ Singular Matrix 
ÁÖzயIற்LÔ Z>TணP 2~ Non-Singular Matrix 
¯ÔZ>Tை 2~ Triangular Matrix 
ÂணM �ட்C 2~ Digonal Matrix 
YP��© Output
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கற்Lல் மFாக்கÕகள்

இநத அத்தியாயத்லத ெடித்தபினபு பினவரும் ொடக் ்கருத்து்கலள 
ோைவர்கள் புரிநது ப்காள்ள இயலும்

 z  ெகுதி பினனங்களின வலரயலை
 z  ெகுதி பினனங்கலள பிரித்தலின ெல்மவறு உத்தி்கள்.
 z  வாரத்லத்கள் அலேத்தல் மொனை ெல்மவறு வல்கயான 

வரிலெ ோற்ைங்கள்.
 z  குழுக்்கள் அலேத்தல் மொனை ெல்மவறு வல்கயான 

மெரவு
 z  வரிலெ ோற்ைங்கள் ேற்றும் மெரவு்கள் ஆகியவற்றிற்கு 

இலடமயயான மவறுொடு
 z  ்கணிதத் பதாகுத்தறிதலின ப்காள்ல்க ேற்றும் 

்கருத்துருக்்கள்.
 z  5ருறுப்பு விரிவாக்்கத்தின உத்தி்கள்.

முåணK 

அல்-குவாரிஷ்மி

இயற்்கணிதம் எனெது ்கணித ்கருத்துருக்்கலள 
ஒருஙகிலைப்ெதற்கு ெயனெடக் ·டிய முக்கியோன ்கணித ·ற்ைாகும்.  
இயற்்கணிதம் எனெது எண்கமளாடு பதாடரபுலடய வடிவியல் ேற்றும் 
தரவு ெகுப்ொயமவாடு ·டிய பெயல்்கள் �து உருவாக்்கப்ெட்டிருக்கிைது.  
“Algebra” எனெது “al-Jabr”  எனை அமரபிய வாரத்லதயிலிருநது 
தருவிக்்கப்ெட்டதாகும்.  sஅல்-குவாரிஷ்மி t (Al-Khwarizm) எனை அரபு 
்கணிதவியலாளர இயற்்கணிதத்தின தநலத எனறு ொரம்ெரியோ்க 
அறியப்ெடுகிைார.  9தாவது ஒரு ெேதள உருவம் ேற்றும் திணேம் 
ஆகியவற்றின சுற்ைளவு, ெரப்ெளவு ேற்றும் ்கனஅளவு ஆகியவற்லை 
்கணடுபிடிப்ெதற்கு இயற்்கணிதம் ெயனெடுகிைது.

��� பகு�ப் �åGÕகள்  �ēĞįıĦĞĩ ĉįĞĠıĦĬīİ�

�xதமுறு  மகாணவ �ĕĞıĦĬīĞĩ ĈĵĭįĢİİĦĬī� 

q x
p x

b x b x b
a x a x a

m m
m

n n
n

0 1
1

0 1
1

g
g=

+ + +
+ + +

-

-

]
]
g
g

 ,[q(x)≠0] எனை வடிவத்தில் எழுதப்ெடும் ம்காலவ 
விகிதமுறு ம்காலவ எனப்ெடும்.

4யற்கணிதம்2
2

Ú�
யT

யÝ
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ஒரு விகிதமுறு ம்காலவயில் பதாகுதியின ெடியானது, ெகுதியின ெடிலய விட குலைவா்க 
இருநதால், அது தகு பினனம் எனறு அலழக்்கப்ெடும்.  பதாகுதியின ெடியானது ெகுதியின ெடிக்குச 
ெேோ்கமவா அல்லது அதி்கோ்கமவா இருநதால், அது த்காப் பினனம் எனைலழக்்கப்ெடும்.  

ஒரு த்கா பினனத்லத ெல்லுருப்பு ம்காலவ ேற்றும் தகு பினனம் ஆகியவற்றின ·டுதல் ஆ்க 
விவரிக்்க முடியும்.

  அதாவது,        q x
p x
]
]
g
g

 = f x q x
r x

+] ]
]g g
g

எடுத்துக்்காட்டா்க, x x
x x

2 1
1

2

2

+ +
+ +  = 1 – x x

x
2 12 + +

பகு�ப் �åGÕகள் – �ēĞįıĦĞĩ ĉįĞĠıĦĬīİ�

x 1
3
- ேற்றும்  x 2

2
-  எனை பினனங்கலள ·டுதல் அல்லது ்க�த்தல் விகிதங்களின Âலம் 

ஒமர ஒரு பினனோ்க ோற்றி எழுதலாம்.

i.e.,  x x1
3

2
2

- + -  = x x
x
1 2
5 8
- -

-
] ]g g

ஆ்கமவ,  x x
x
1 2
5 8
- -

-
] ]g g  = x x1

3
2

2
- + -   

ஒரு பினனத்திலன இரணடு அல்லது Âனறு எளிய பினனங்களின ·ட்டல் அல்லது 
்க�த்தல் அலேப்பில் எழுதும் முலைமய ெகுதிப் பினனங்களா்கப் பிரித்தல் எனப்ெடும்.

பொதுவா்க p(x)  ேற்றும் q(x) எனென x ல் அலேநத இரு ெல்லுறுப்புக் ம்காலவ்கள் 
எனில் q x

p x
]
]
g
g

  எனை விகிதமுறு ம்காலவயிலன சில குறிப்பிட்ட நிெநதலன்களுக்குட்ெட்டு எளிய 
பினனங்களின ·டுதல் அல்லது ்க�த்தலா்க ோற்றி எழுதும் முலைக்கு ெகுதி பினனங்களா்கப் 
பிரித்தல் எனறு பெயர.

����� ;± படி காKணிகள் � ;மK காKணி �ண்டும் வKாணம�

q x
p x
]
]
g
g

 எனை பினனத்தில் ெகுதி q(x) ஆனது �ணடும் வராத ஒரு ெடி ்காரணி்களின பெருக்கு 

பதால்கயா்க, ax b cx d+ +] ]g g  எனை வடிவத்தில் இருநதால் அவற்றிலன ax b
A

cx d
B

+ + +  

எனறு பிரித்து எழுதலாம்.  இஙகு A  ேற்றும் B யின ேதிப்பு்கள் ்கைக்கிடப்ெட மவணடும்.

உதாரைோ்க x x
x

x
A

x
B

1 2
3 7

1 2- -
+ = - + -] ] ] ]g g g g   என எழுதலாம்.

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

x x
A

x
B

1
1

1 12 -
= - + +^ h  எனெனவற்றில் A, B ேதிப்பு்கலளக் ்காண்க    

�ß¶ 

 x 1
1

2 -^ h  = x
A

x
B

1 1- + +  என்க
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இருபுைமும் x x1 1- +] ]g g  ஆல் பெருக்்க

 1 = A x B x1 1+ + -] ]g g  ... (1)

x =1 எனில்,  1 = A 2] g   

 `  A = 2
1

 x=–1  எனில்,   1 =  A(0)+B(–2)

 `  B = – 2
1  

8டுÚதுக்காட்டு ���   

x x
x
5 6

7 1
2 - +

-  : ெகுதி பினனங்களா்க ோற்று்க.

�ß¶ 

x x5 62 - +  =  x x2 3- -] ]g g

x x
x
5 6

7 1
2 - +

-  = x
A
2-] g   +  x

B
3-] g  என்க   …(1)

இருபுைமும் (x–2)(x–3), ஆல் பெருக்்க

 x7 1-  = A x B x3 2- + -] ]g g         … (2)

    x = 3 என ெேனொடு (2) ல் பிரதியிட

 21 – 1 = B (1)  

&  B = 20

 x = 2 என ெேனொடு (2)ல் பிரதியிட

 14 1-  = A 1-] g   

&    A = 13-

A ேற்றும் B யின ேதிப்பு்கலள  (1)ல் பிரதியிட

   x x
x
5 6

7 1
2 - +

-  = x x2
13

3
20

-
- + -] ]g g     

x x
x
5 6

7 1
2 - +

-  = x x
x

x x
x

2
1

3
7 1

3
1

2
7 1

x x2 3- -
-

+ - -
-

= =]
]
] ]

]
]g g

g
g g

g< <F F   

              = x x2
13

3
20

-
- + -] ]g g
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8டுÚதுக்காட்டு ��� 

x x
x
4 1

4
2 - +

+
^ ]h g  : ெகுதி பினனங்களா்க ோற்று்க.

�ß¶ 

ெகுதிலய ஒரு ெடி ்காரணி்களின பெருக்்கங்களா்க எழுது்க

 x x4 12 - +^ ]h g= x x x2 2 1- + +] ] ]g g g   

`      x x
x
4 1

4
2 - +

+
^ ]h g      =   x

A
x

B
x

C
2 2 1- + + + +] ] ]g g g  என்க  ...(1)

இரு புைமும் (x–2)(x+2)(x+1) ஆல் பெருக்்க

  x 4+ = A x x B x x C x x2 1 2 1 2 2+ + + - + + - +] ] ] ] ] ]g g g g g g    ... (2)

 x = –2 என (2) ல் பிரதியிட

 2 4- +  =   A B C0 4 1 0+ - - +] ] ] ]g g g g

`    B = 2
1

 x = 2 என (2) ல் பிரதியிட

 2 + 4 =   A B C4 3 0 0+ +] ] ] ]g g g g

`   A = 2
1

     x = –1 என (2) ல் பிரதியிட

  1 4- +  = A B C0 0 3 1+ + -] ] ] ]g g g g

`    C = 1-

 x x
x
4 1

4
2 - +

+
^ ]h g  = ( )x x x2 2

1
2 2

1
1

1
- + + - +] g

����� பகு�யில் ;± படிக் காKணிகள் �ī� முணL �±ம்பÚ �±ம்ப வ±வது� 

ப்காடுக்்கப்ெட்ட ( )
( )

q x
p x , எனை பினனத்தில் ெகுதி ( )q x ல் ax b+] g  எனை ஒருெடிக் 

்காரணியானது n முலை திரும்ெத் திரும்ெ வருோயின, ax b n+] g  வடிவத்தில் இருநதால் அதற்குரிய 
எளிய பினனம் பினவருோறு
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ax b
A

ax b
A

ax b
A

ax b
A

n
n1

2
2

3
3 g+ +

+
+

+
+ + +] ] ] ]g g g g  

உதாரைோ்க, x x
x
4 1
9 7

2+ +
+

] ]g g  = x
A

x
B

x
C

4 1 1 2+ + + + +] ] ]g g g   

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

x x
x

1 1 2- +] ]g g  = x
A

x
B

x
C

1 1 1 2- + + + +] g  எனில் A, B ேற்றும் C ன ேதிப்பு்கலளக் 
்காண்க.

�ß¶

 x x
x

1 1 2- +] ]g g  = x
A

x
B

x
C

1 1 1 2- + + + +] g
 x = A x B x x C x1 1 1 12+ + - + + -] ] ] ]g g g g  ... (1)

 x = 1 என (1) ல் பிரதியிட

 1 = A B C1 1 0 02+ + +] ] ]g g g

 `   A = 4
1

 x = –1 என (1) ல் பிரதியிட

 1-  = A B C0 0 1 1+ + - -] ] ]g g g

   C`  = 2
1

ெேனொடு (1) ல் ோறிலி்களின ப்கழுக்்கலள ெேனெடுத்த

  A B C- -  = 0

     B&  = A C-      

 `   B = – 4
1    

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

x x
x
2 3

1
2- +
+

] ]g g  : ெகுதி பினனங்களா்க ோற்று்க.

�ß¶      

 Let x x
x
2 3

1
2- +
+

] ]g g  = x
A

x
B

x
C

2 2 32- + - + +] ] ]g g g    ... (1)

x x2 32- +] ]g g  ஆல் இருபுைமும் பெருக்்க

 x 1+  = A x x B x C x2 3 3 2 2- + + + + -] ] ] ]g g g g   …(2)
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    x = 2    என (2) ல் பிரதியிட

 2+1 = A B C0 5 0+ +] ] ]g g g

 `     B = 5
3

 x = –3  என (2) ல் பிரதியிட

 –3+1  = A B C0 0 3 2 2+ + - -] ] ]g g g

 `     C = 25
2-    

x2  இன ப்கழுக்்கலள ெேனொடு (2) ல்  இருபுைமும் ெேனெடுத்த

     0 = A C+

           A = C-

 `     A = 25
2

,A B  ேற்றும் C ன ேதிப்பு்கலள (1) ல் பிரதியிட, 

 x x
x
2 3

1
2- +
+

] ]g g  = x x x25 2
2

5 2
3

25 3
2

2- + - - +] ] ]g g g .

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

x x1 2
9

2- +] ]g g  :  ெகுதி பினனங்களா்க ோற்று்க.

�ß¶

 x x1 2
9

2- +] ]g g   = x
A

x
B

x
C

1 2 2 2- + + + +] ] ]g g g   … (1)

x x1 2 2- +] ]g g ஆல் இருபுைமும் பெருக்்க

 `     9 = A x B x x C x2 1 2 12+ + - + + -] ] ] ]g g g g  … (2)   

 x = –2 என (2) ல் பிரதியிட

 9  = A B C0 0 2 1+ + - -] ] ]g g g

 `    C = –3 

    x = 1 என (2) ல் பிரதியிட

 9  = A B C3 0 02 + +] ] ]g g g

 `    A = 1  
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x2  இன ப்கழுக்்கலள ெேனொடு (2) ல் இருபுைமும் ெேனெடுத்த

     0 = A B+

    B = A-

 `    B = –1

,A B  ேற்றும் C ன ேதிப்பு்கலள (1) ல் பிரதியிட

 x x1 2
9

2- +] ]g g  = x x x1
1

2
1

2
3

2- - + - +] g
����� ;± படி காKணிகNாக� காKணிப் படுÚதமுடியாத 4± படிக் காKணிகணN 

6ள்NCக்xய பகு�

q x
p x
]
]
g
g

, எனகிை விகிதமுறு ம்காலவயில்,  q x] g  எனெது ax bx c2 + +  எனை இருெடிக் 

்காரணி, ஒருெடிக் ்காரணி்களின பெருக்்கலா்க ோற்ை இயலாது எனில், q x
p x
]
]
g
g

 எனெதலன 

ax bx c
Ax B
2 + +

+  எனகிை அலேப்பில் ெகுதிப் பிரிப்ொ்க எழுதலாம். 

8டுÚதுக்காட்டு ���    

x x
x
1 1
2 1

2- +
+

] ^g h  எனெதலன ெகுதி பினனோ்க பிரிக்்க.  

�ß¶

இஙகு  x 12 +^ h  லய ஒரு ெடி ்காரணி்களா்க ்காரணி ெடுத்த முடியாது.  எனமவ

 x x
x
1 1
2 1

2- +
+

] ^g h  = x
A

x
Bx c

1 12- +
+
+  என்க.  ... (1)

இருபுைமும்  x x1 12- +] ^g h  ஆல் பெருக்கு்க   

 2x+1 = A x Bx C x1 12 + + + -^ ] ]h g g  ... (2)   

      x = 1 என (2) ல் பிரதியிட

 2+1  = A 1 1 0+ +] g
 `      A = 2

3  

 x = 0 என (2) ல் பிரதியிட

 0+1  = A C0 1 0 1+ + + -] ] ]g g g
 1 = A  – C  

 `    C = 2
1
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x2  இன ப்கழுக்்கலள ெேனொடு (2) இன இருபுைமும் ெேனெடுத்த,

     A B+  = 0

 B = A-

 `    B = 2
3-

,A B  ேற்றும் C ன ேதிப்பு்கலள (1) ல் பிரதியிட

  x x
x
1 1
2 1

2- +
+

] ^g h  = x x
x

1
2
3

1
2
3

2
1

2- +
+

- +

     = x x
x

2 1
3

2 1
3 1

2- -
+
-

] ^g h

பயிற்z ��1

�ழ்்காணும் பினனங்கலள ெகுதி பினனங்களா்க ோற்று்க:

1. x x
x
3 2

3 7
2 - +

+  2. x x
x
2 1
4 1
- +

+
] ]g g  3. x x1 2

1
2- +] ]g g

4. x 1
1

2 -
  5. x x

x
2 1

2
2+ -

-
] ]g g  6. x

x x
2

2 5 7
3

2

-
- -

] g   

7. x x
x x

2
6 2

2

2

+
- +
] g  8. x x

x
2 1

3
2

2

+ +
-

] ^g h  9. x x
x
1 3

2
2- +

+
] ]g g

10. x x4 1
1

2 + +^ ]h g  

��� வ�ண@ மாற்LÕகள் 
����� காK�யப் Yப±க்கம்ĩ

9மதம் இயல் எண n ற்கு, n  - ன ்கார�யப் பெருக்்கல் எனெது, முதல் n இயல் எண்களின 
பெருக்குத் பதால்கயாகும். இது குறி�ட்டில்  n! அல்லது n  எனக் குறிக்்கப்ெடுகிைது. 

n,  எனகிை இயல் எணணிற்கு n! = n n n1 2- -] ]g g  … 3 2 1# #

எடுத்துக்்காட்டா்க, 

 5! = 5#4#3#2#1 =120

 4! = 4#3#2#1=24

 3! = 3#2#1=6 குறிப்பு

0! = 1
 2! = 2#1=2

 1! = 1
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9மதம் இயல் எண  n க்கு

 n! = n n n1 2- -] ]g g  … 3 2 1# #

                           = !n n 1-] g

  = n n n1 2- -] ]g g !

குறிப்ொ்க,     8! = 8×(7×6×5×4×3×2×1)  

  =  8×7!

8டுÚதுக்காட்டு ���  

�ழ்்கணடவற்றின ேதிப்பு்கலளக் ்காண்க:

(i) !
!
6
7   (ii) !

!
5
8  (iii) ! !

!
6 3
9   

�ß¶

  (i) !
!
6
7  = !

!
6

7 6#   =  7.

 (ii)  !
!
5
8  = !

!
5

8 7 6 5# # #  = 336. 

(iii)  ! !
!

6 3
9  = ! !

!
6 3

9 8 7 6
3 2 1
9 8 7

#
# # #

# #
# #

=  = 84.

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

7! : 5! ன ்கார�யப் பெருக்்கலா்க ோற்றி எழுது்க.

�ß¶

                        7! = 7×6!

                            =7×6×5! = 42×5!

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

! ! !
n

9
1

10
1

11+ =  எனில் n oன ேதிப்பு ்காண்க.

�ß¶ 

 ! !9
1

10
1+  = !

n
11

 ! !9
1

10 9
1
#+  = !

n
11

 !9
1 1 10

1+: D  = !
n
11
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 !9
1

10
11#  = !

n
11

 n = !
!

9 10
11 11

#
#

  = !
!
10

11 11#

 = !
!

10
11 10 11# #

  = 121.

����� 8ண்ªத�å 2டிப்பணCக் Yகாள்ணககள்

Yப±க்க�å 2டிப்பணCக் Yகாள்ணக� 

P1

P1 S1

P1 S2

P3 S1

P2 S1

P2 S2

P3 S2

S1

S1

S1

S2

S2

S2

P2

P3

ெடம். 2.1

Âனறு ¬லழவாயில்்களும், பவளிமயறுவதற்கு இரணடு வாயில்்களும் உள்ள விழா 
ேணடெத்லத ்கருத்தில் ப்காள்மவாம்.   வரும் ஒரு நெர எத்தலன வ�்களில் விழா ேணடெத்திற்கு 
உள்மள பெனறு பவளிமயைலாம் எனெதற்்கான 
விலடலயக் ்காணெது நேது மநாக்்கோகும். 

இநத ்கைக்கில், ேணடெத்தின Âனறு 
¬லழவாயில்்கலள முலைமய P1, P2 ேற்றும் P3 
எனக் ப்காள்மவாம். விழா ேணடெத்லத விட்டு 
பவளிமயறும் வ�்கலள S1 ேற்றும் S2 எனக் 
ப்காள்மவாம்.

விழா ேணடெத்திற்கு  வரும், ஒரு நெர 
P1  அல்லது P2 அல்லது  P3 எனை 9மதம் ஒரு 
¬லழவாயில் வ�யா்க, 3 வ�்களில் உள்மள 
பெல்லலாம். ேணடெத்திற்குள் பெனைவுடன, 
S1 அல்லது S2 எனை 9மதம் ஒரு வாயில் 
வ�யா்க, (இரு வ�்களில்) பவளிமயைலாம்.விழா 
ேணடெத்திற்கு பெனறு பவளிமயறும் போத்த வ�்களின எணணிக்ல்க 3 × 2 = 6 வ�்கள்

மேற்்காணும் சூழ்நிலலப் மொனறு நலடமுலை வாழ்க்ல்கயில் ெல்வல்க ்கைக்கு்களின, 
தீரவு ்காை, நாம் ெயனெடுத்தும் ப்காள்ல்கமய, பெருக்்கலின அடிப்ெலடக் ப்காள்ல்கயாகும். 

வணKயணL 2.1

ப்காடுக்்கப்ெட்ட இரு ெணி்களில் ஒனலை m வ�்களிலும் 
ேற்பைானலை n வ�்களிலும் பெயயமுடியும் எனில், இரு ெணி்கலளயும் 
ஒருஙம்க, பதாடரநது m × n  வ�்களில் பெயய முடியும் எனெமத பெருக்்கலின 
அடிப்ெலடக் ப்காள்ல்க ஆகும்.
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

‘NOTE’ எனை ஆஙகிலச பொல்லில் உள்ள நானகு எழுத்துக்்கலளக் ப்காணடு, 
எழுத்துக்்கள் �ணடும் வராதவாறு, அரத்தேற்ை அல்லது அரத்தம் உலடய வாரத்லத்கள் எத்தலன 
உருவாக்்கலாம்"

�ß¶

ப்காடுக்்கப்ெட்ட ஆஙகில வாரத்லத  ‘NOTE’ oல் உள்ள நானகு எழுத்துக்்கலள, 
�ழ்்கணடவாறு நானகு ்காலியிடங்கலள ப்காணடு குறிப்மொம்

1 2 3 4
ெடம் 2.2

முதல் ்காலியிடத்லத, நானகு எழுத்துக்்கலள ப்காணடு, நானகு வ�்களில் நிரப்ெலாம்.  
எழுத்துக்்கலள �ணடும் ஒருமுலை ெயனெடுத்த முடியாததால், இரணடாம் ்காலியிடத்லத 3 
முலை்களிலும் Âனைாம் ்காலியிடத்லத இரணடு வ�்களிலும், ்கலடசி இடத்லத ஒரு வ�யிலும் 
நிரப்ெலாம்.  பெருக்்கலின அடிப்ெலடக் ப்காள்ல்கயினெடி உருவாக்்கப்ெடும் போத்த வாரத்லத்களின 
எணணிக்ல்க 4 3 2 1 24# # # =  வாரத்லத்கள் ஆகும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

ஒáபவாரு குறிக்ம்காள் வினாவும் நானகு வாயப்பு்கலள பெற்றிருப்பின, நானகு 
வினாக்்களுக்கு, போத்தம் எத்தலன வ�்களில் விலடயளிக்்கலாம்"

�ß¶
ஒáபவாரு வினாவிற்கும், 4 விலட்கள் உணடு, ஆதலால், ஒáபவாரு வினாலவயும் நானகு 

வ�்களில் விலடயளிக்்கலாம்.  எனமவ, நானகு வினாக்்களுக்கு = 4 4 4 4# # # =256 வ�்களில் 
விலடயளிக்்கலாம்

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

இலக்்கங்கலள �ணடும் ெயனெடுத்தாேல் எத்தலன Âனறு இலக்்க எண்கலள 
உருவாக்்கலாம் "

�ß¶

ஒரு Âனறு இலக்்க எணணின Âனறு இலக்்கங்கலள Âனறு ்காலியிடங்கலளக் ப்காணடு 
குறிப்மொம்.
           100வது இடம் 10வது இடம் ஒனைாவது இடம்

1 2 3
ெடம் 2.3
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எநத ஒரு Âனறிலக்்க எணலையும் பூசசியத்தில் பதாடங்க இயலாது. ஆதலால், நூைாவது 
இலக்்கத்திலன 1லிருநது 9 வலர உள்ள இலக்்கங்கலள ெயனெடுத்தி 9 வ�்களில் நிரப்ெலாம்.
இலக்்கங்கலள �ணடும் ெயனெடுத்த இயலாது.ஆதலால் 10 வது இலக்்கத்திலன, 0 உட்ெட 
�தம் உள்ள இலக்்கங்கலள ப்காணடு 9 வ�்களில் பூரத்தி பெயயலாம். இáவாமை ஒனைாவது 
இலக்்கத்திலன 8 வ�்களில் பூரத்தி பெயயலாம்.

பெருக்்கல் அடிப்ெலடக் ப்காள்ல்கப்ெடி, போத்த Âனறிலக்்க எண்களின எணணிக்ல்க  
= 9#9#8 = 648 எண்கள் ஆகும்.

����� ·ட்C�å 2டிப்பணCக் Yகாள்ணக

இக்ப்காள்ல்கலய விளக்குவதற்கு, ேற்றுபோரு சூழ்நிலலலயக் ்கருதுமவாம். ஒரு வகுப்பில் 
10 ோைவர்களும், 8 ோைவி்களும் உள்ளனர. மேற்்கணட ோைவர்களின வகுப்ொசிரியர, அநத 
வகுப்பின ொரொ்க ஒரு ோைவன அல்லது ஒரு ோைவிலய ஒரு விழாவிற்கு அப்ெ விரும்புகிைார.
எத்தலன வ�்களில் இருொலரில் ஒருவலரத் மதரவு பெயது அப்ெலாம் எனெதற்்கான தீரலவக் 
்காணமொம்.

�ழ்்கணட இரு வ�்களில் 9மதம் ஒனலை வகுப்ொசிரியர மதரவு பெயயலாம்.

 (i) 10 ோைவர்களில்  இருநது ஒருவலர ெத்து வ�்களில் மதரநபதடுக்்கலாம்   (அல்லது)

(ii) 8 ோைவி்களில் இருநது ஒருவலர எட்டு வ�்களில் மதரநபதடுக்்கலாம் 

10 ோைவர்களிலிருநது ஒருவலர 10 வ�்களிலும், 8 ோைவி்களிலிருநது ஒருவலர 8 
வ�்களிலிருநதும் மதரநபதடுக்்கலாம். விழாவிற்கு ஒருவலர மதரநபதடுக்கும் போத்த வ�்களின 
எணணிக்ல்க 10+8 = 18 வ�்கள்.

இáவல்க ்கைக்கு்கலள, தீரப்ெதற்்கான ப்காள்ல்க s·ட்டலின அடிப்ெலடக் ப்காள்ல்கt  
எனப்ெடும். 

ப்காடுக்்கப்ெட்ட இரு ெணி்கலளத் தனித்தனியா்க, ொரெற்ை முலையில், முலைமய m, n 
வ�்களில் பெயது முடிக்்க முடியுோனால், இரணடு ெணி்கலளயும் (m+n) வ�்களில் பெயது முடிக்்க 
முடியும். இதுமவ ·ட்டலின அடிப்ெலடக் ப்காள்ல்க எனப்ெடும்.

வணKயணL 2.2

ப்காடுக்்கப்ெட்ட இரு ெணி்கலளத் தனித்தனியா்க, ொரெற்ை முலையில்,  
முலைமய m, n வ�்களில் பெயது முடிக்்க முடியுோனால், இரணடு 
ெணி்கலளயும் (m+n) வ�்களில் பெயது முடிக்்க முடியும். இதுமவ ·ட்டலின 
அடிப்ெலடக் ப்காள்ல்க எனப்ெடும்.
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

புத்த்க விற்ெலன ்கலடயில், 6 வணி்கவியல் புத்த்கமும், 5 ்கைக்குப்ெதிவியல் புத்த்கமும்  
உள்ளன.  புத்த்கம் வாங்க விரும்பும் ஒரு ோைவன புத்த்கங்களில் 9மதம் ஒனலை எத்தலன 
வ�்களில் வாங்கலாம்"

�ß¶

6 வணி்கவியல் புத்த்கங்களில் ஒனலை 6 வ�்களில் வாங்கலாம்.

5 ்கைக்குப் ெதிவியல் புத்த்கங்களில் ஒனலை 5 வ�்களில் வாங்கலாம். ·ட்டலின 
அடிப்ெலடக் ப்காள்ல்கெடி இáவிரு ொடபுத்த்கங்களில் 9மதம் ஒனலை 5+6=11 வ�்களில் 
வாங்கலாம்.

பயிற்z ���

1. ! ! !
x

6
1

7
1

8+ =  எனில் x- ன ேதிப்லெக் ்காண்க

2. n = 5 ேற்றும் r = 2 எம்பொழுது   ! ( ) !
!

r n r
n
- - ன ேதிப்லெக் ்காண்க.

3. If (n+2)! = 60[(n–1)!], எனில் n - ன ேதிப்லெக் ்காண்க. 

4. 0 முதல் 9 வலர உள்ள இலக்்கங்கலளப் ெயனெடுத்தி 67 எனை எணணில் பதாடஙகுோறு 
எநத இலக்்கமும் ஒரு தடலவக்கு மேல் திரும்ெ மதானைாேல், எத்தலன 5 இலக்்க 
பதாலலமெசி எண்கலள உருவாக்்க முடியும்"?

5. 5, 6, 7, 8 ேற்றும் 9 எனை இலக்்கங்கலளக் ப்காணடு. இலக்்கங்கள் திரும்ெ வராதவாறு, 
1000க்கும் குலைவான எத்தலன எண்கலள உருவாக்்கலாம்"

����� வ�ண@ மாற்LÕகளிå வணKயணL �ēĢįĪĲıĞıĦĬīİ�

ஓர உதாரைத்திற்கு, “ஆப்பிள், திராட்லெ, ேற்றும் வாலழப்ெழங்கள்” ஆகிய ்கனி்களால் 
உருவாக்்கப்ெட்ட “்கனித்துணடு்களின ்கலலவ” (Fruit salad) எடுத்துக்ப்காள்மவாம்.   
்கனித்துணடு்களின ்கலலவயில் ெழத்துணடு்கள் எநத வரிலெயில் மெரக்்கப்ெடுகினைன எனெது 
முக்கியேல்ல. எநத வரிலெயில் இப்ெழத்துணடு்கள் மெரக்்கப்ெட்டாலும் நாம் ஒமர ோதிரி சுலவயுள்ள 
்கனித்துணடு்களின ்கலலவலயமய பெறுமவாம்.

ஆனால், எணகுறி�டு 395 உள்ள ஒரு எண பூட்லட (number lock) எடுத்துக் 
ப்காள்மவாம்.எணகுறி�ட்லட Âனறு முலைக்கு மேல் தவைா்க முயற்சித்தால், பூட்டானது 
நிரநதரோ்க பூட்டிக்ப்காள்ளும்.இசசூழ்நிலலயில், 395 எனை எணகுறி�ட்டின வரிலெ மி்கவும் 
முக்கியோனது.
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395 எனை குறி�ட்டிற்கு ெதிலா்க, 3 – 5 – 9 அல்லது 9-5-3 எனறு  இலக்்கங்களின வரிலெலய 
ோற்றி உள்�டு பெயதால் பூட்லடத் திைக்்க முடியாது.  எணகுறி�ட்லட மி்கச ெரியா்க 3 - 9 - 5 என 
உள்�டு பெயதால் ேட்டுமே, எண பூட்லட திைக்்க முடியும்.

நலடமுலை வாழ்க்ல்கயில், மேற்்கணட எடுத்துக்்காட்டு்கலள மொனை சூழ்நிலல்கலள 
எதிரப்காள்ள வரிலெோற்ைங்கள் (ĭĢįĪĲıĞıĦĬī) ெற்றி அறிநதுப்காள்மவாம்.

வணKயணL 2.3

n  பொருட்்களிலிருநது  r  பொருட்்கலள மதரநபதடுத்து வரிலெப்ெடுத்தும் 
விதங்களின எணணிக்ல்கலய n பொருட்்களிலிருநது ஓமர மநரத்தில் 
r பொருட்்கலள மதரநபதடுக்கும் வரிலெ ோற்ைங்களின  எணணிக்ல்க 
எனலாம்.

எடுத்துக்்காட்டா்க, 1, 2, 3 எனை Âனறு இலக்்கங்கலளக்ப்காணடு உருவாக்்கப்ெடும் Âனறு 
இலக்்க எண்களின எணணிக்ல்க 6 ஆகும்.  அáவாறு உருவாக்்கப்ெட்ட Âனறிலக்்க எண்கள் 
பினவருோறு

123, 132, 231, 213, 312, 321

குறி�டு  0 < r < n, எோறு உள்ள n பொருட்்களிலிருநது r பொருட்்கலள மதரநபதடுத்து 
வரிலெப்ெடுத்தும் வரிலெ ோற்ைங்களின எணணிக்ல்க P(n, r  (அல்லது ) nPr   என 
குறிக்்கப்ெடுகிைது.

நிரூெைமினறி �ழ்்கணட மதற்ைத்லத நாம் பெறுகிமைாம்.

மதற்ைம் : npr = ( ) !
!

n r
n
-   

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

5P3 ேற்றும்  P(8, 5) ஆகியவற்றின ேதிப்பு ்காண்க

�ß¶

 5P3 = !
!

!
!

5 3
5

2
5

- =] g = 60.

 P(8, 5) = 8P5

  = !
!

8 5
8
-] g

  = !
!
3
8

  = !
!

3
8 7 6 5 4 3× × × × ×  = 6720
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முடி¶கள்

(i)  0!  = 1

(ii)  np0 = !
!

!
!

n
n

n
n

0 1- = =] g
(iii)  np1 = !

!
!
!

n
n

n
n n n1 1

1
- = -

-
=] ]

]
g g

g

(iv)  npn = !
!

!
! !n n

n n n0- = =] g
(v)  npr = n(n–1) (n–2) ... [n–(r–1)]

8டுÚதுக்காட்டு ����  

ேதிப்பு ்காண்க :   (i)  8P3    (ii)  5P4

�ß¶

(i) 8P3  = 8 7 6# #   = 336.

(ii) 5P4  = 5 4 3 2# # #  = 120.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

சுவற்றின �துள்ள 5 ஆணி்களில் 7 ெடங்கலள எத்தலன வ�்களில் பொருத்தலாம் "

�ß¶

சுவற்றின �துள்ள 5 ஆணி்களில் 7 ெடங்கலள பொருத்துவது எனெது, 9ழு ெடங்களில் ஒமர 
மநரத்தில் :நது ெடங்கலள மதரநபதடுப்ெதற்்கான வரிலெ ோற்ைங்களின எணணிக்ல்க 

= 7P5 = !
!

7 5
7
-] g   = 2520  வ�்கள்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

“LOGARITHMS” எனை வாரத்லதயில் உள்ள எழுத்துக்்கலளப் ெயனெடுத்தி, 
(எழுத்துக்்கலள �ணடும் இடம்பெைாதவாறு அரத்தம் உள்ள அல்லது அரத்தேற்ை) 4 எழுத்து 
வாரத்லத்கள் எத்தலன அலேக்்கலாம் "

�ß¶

LOGARITHMS எனை வாரத்லதயில் உள்ள எழுத்துக்்களின எணணிக்ல்க 10 

எனமவ n = 10

4 எழுத்து வாரத்லத்கலள நாம் ்காைமவணடி உள்ளதால்,  r = 4
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எனமவ மதலவயான வாரத்லத்கள்  npr = 10 p4

    =  10 × 9 × 8 × 7

   = 5040.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

nPr = 360, எனில்  n,  r oன ேதிப்பு்கலளக் ்காண்க

�ß¶

      nPr  = 360  = 36 × 10

  = 3 × 3 × 4 × 5 × 2

  =  6 × 5 × 4 × 3  =  6P4

எனமவ n = 6 ேற்றும் r = 4.

�ண்டும்� �ண்டும் வ±xåL Yபா±ட்களிå வ�ண@ மாற்LÕகள்�

n பவáமவறு பொருட்்களிலிருநது ஒமர மநரத்தில் r பொருட்்களிலன மதரநபதடுக்கும்மொது 
பொருட்்கலள �ணடும் இடம்பெை அேதிக்கும்பொழுது உருவாகும் வரிலெ ோற்ைங்களின 
எணணிக்ல்க nr ஆகும்

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

1, 2, 3, …… 9, வலரயுள்ள ஒனெது இலக்்கங்கலளக் ப்காணடு, இலக்்கங்கள் திரும்ெ 
இடம்பெறுோறு எத்தலன Âனறிலக்்க எண்கள் அலேக்்கலாம்"

�ß¶
இஙகு இலக்்கங்களின எணணிக்ல்க 9

 எனமவ n = 9 ேற்றும்  r = 3

மதலவப்ெடும் Âனறிலக்்க எண்கள் =  nr

      = 93 = 729 எண்கள்

பைமுணL வ±ம் Yவáமவறு Yபா±ட்களிå வ�ண@ மாற்LÕகள் �

n பொருட்்களில் p பொருட்்கள் ஒருவல்கயா்கவும், q பொருட்்கள் ேற்பைாரு வல்கயா்கவும் 
உள்ளன எனக் ப்காள்மவாம். இஙகுp + q = n எனில் n பொருட்்களிலிருநது ஓமர மநரத்தில் 
அலனத்லதயும் மதரநபதடுக்கும்மொது உருவாகும் வரிலெ ோற்ைங்களின எணணிக்ல்க ! !

!
p q
n
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 பொதுவா்க n பொருட்்களில் p1 பொருட்்கள் முதல் வல்கயா்கவும்,  p2 பொருள்்கள் 
இரணடாம் வல்கயா்கவும், p3 பொருள்்கள் Âனைாம் வல்கயா்கவும், u pk பொருள்்கள் kth  
வல்கயா்கவும் இருப்ெதா்க ப்காள்மவாம்.  மேலும்  p1  + p2 + …+pk  = n.  எனில், அலனத்து 
பொருள்்கலளயும் மதரநபதடுப்ெதன Âலம் உருவாகும் வரிலெ ோற்ைங்களின எணணிக்ல்க   

! ! ... !
!

p p p
n

k1 2
.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

(i)  MISSISSIPPI   (ii)  MATHEMATICS எனை வாரத்லத்களில் உள்ள அலனத்து 
எழுத்துக்்கலளயும் ெயனெடுத்தி, எத்தலன வாரத்லத்கள் அலேக்்கலாம் "
�ß¶

(i) MISSISSIPPI எனை வாரத்லதயில் உள்ள எழுத்துக்்களின எணணிக்ல்க = 11

 இநத வாரத்லதயில்

   M எனை எழுத்து ஒருமுலையும்
   I    எனை எழுத்து 4 முலையும்
   S    எனை எழுத்து 4 முலையும்
   P    எனை எழுத்து 2 முலையும் இடம்பெறுகிைது.

 அலேக்்கப்ெடும் வாரத்லத்களின எணணிக்ல்க n =  ! ! !
!

4 4 2
11

(ii) MATHEMATICS எனை வாரத்லதயில் உள்ள எழுத்துக்்களின எணணிக்ல்க = 11  
   M   எனை எழுத்து 2 முலையும்

   T    எனை எழுத்து 2 முலையும்
   A    எனை எழுத்து 2 முலையும்

எனமவ அலனத்து எழுத்துக்்கலளயும் ெயனெடுத்தி அலேக்்கப்ெடும் வாரத்லத்களின 
எணணிக்ல்க =  ! ! !

!
2 2 2
11

����� வட்C வ�ண@ மாற்LÕகள் �ĆĦįĠĲĩĞį ĭĢįĪĲıĞıĦĬī�
பெனை பிரிவில், மநரம்காட்டின �தான n பொருள்்களின வரிலெ ோற்ைங்கலள ெற்றிய 

விவரங்கலள ெயினமைாம். அலவ்கள் மநரிய வரிலெ ோற்ைங்கள் என அலழக்்கப்ெடுகினைது.  
தற்பொழுது n! பொருட்்களின, வட்டத்தின �தான வரிலெ ோற்ைங்கலளக் ்காணமொம்.  இலவ 
வட்ட வரிலெ ோற்ைம் எனப்ெடுகிைது.

A, B, C, D எனை நானகு எழுத்துக்்கலள ்கருதுமவாம்.  இநத நானகு எழுத்துக்்களின மநர 
ம்காட்டின �தான வரிலெோற்ைங்களின எணணிக்ல்க 4! ஆகும். இநத 4!  வரிலெோற்ைங்களில் 
�ழ்்கணட மநரம்காட்டின �தான நானகு வரிலெப்ெடுத்துதலலக் ்கருது்க, ABCD, BCDA, CDAB, 

Ch-2_TM.indd   58 19/04/18   6:57 PM



594யற்>~EÝ

DABC  எனெனவற்லை வட்டத்தின �து வரிலெப்ெடுத்தினால் இலவ அலனத்தும் ஒமர வரிலெப் 
ெடுத்துதலல குறிக்கும் எனெலத �ழ்்கணட ெடத்தினÂலம் ்காைலாம்.

ெடம். 2.4

C(–g, –f)

A

C

BD
C(–g, –f)

B

D

CA
C(–g, –f)

C

A

DB
C(–g, –f)

D

B

AC

எனமவ, ‘4’ பொருள்்களின வட்ட வரிலெ ோற்ைங்களின எணணிக்ல்க ! !4
4 3=

பொதுவா்க, n பவáமவறு பொருள்்களின அலனத்து பொருள்்கலளயும் ஒமர மநரத்தில் 
எடுத்துக்ப்காணடால், அலேக்்கப்ெடும் வட்ட வரிலெ ோற்ைங்களின எணணிக்ல்க =  (n–1)! 
ஆகும்

குறிப்பு

வட்ட வரிலெ ோற்ைங்கள் வலசசுற்று, இடசசுற்று மவறுொடினறி இருப்பின பொருள்்களின 

வட்ட வரிலெ ோற்ைங்களின எணணிக்ல்க !n
2
1-] g  ஆகும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

8 ோைவர்கலள எத்தலன வ�்களில்

(i) மநரக்ம்காட்டின �து     (ii) வட்டவடிவில் வரிலெப்ெடுத்தலாம்.

�ß¶

(i) 8 ோைவர்களின மநரம்காட்டின �தான வரிலெ ோற்ைங்களின எணணிக்ல்க  
= 8P8  = 8! வ�்கள் 

(ii)  ோைவர்கள், வட்டத்தின �தான வரிலெ ெடுத்தும்மொது வரிலெ ோற்ைங்களின 
எணணிக்ல்க (8–1)! = 7�  (இஙகு வலசசுற்றுக்கும், இடசசுற்றுக்கும் மவறுொடு ்காை 
இயலும்) 

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

ஒமர ோதிரியான 10 ொவி்கலள, ஒரு வலளயத்தில் எத்தலன வல்க்களில் 
வரிலெப்ெடுத்தலாம்"
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�ß¶

ொவி்கள் அலனத்தும் ஒமர ோதிரியானது.  ஆதலால் வலளயத்தில் வரிலெப்ெடுத்தும் 

பொழுது, வலசசுற்றுக்கும் இடசசுற்றிற்கும் மவறுொடு்கலள ்காை இயலாது.  எனமவ, ொவி்களின 

வட்ட வரிலெ ோற்ைங்களின எணணிக்ல்க ! ! !n
2
1

2
10 1

2
9-

=
-

=
] ]g g .

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

ஆஙகில அ்கராதியில் உள்ள ‘RANK’ எனை வாரத்லதயின தரம் ்காண்க.

2கKா�யில் 6ள்N 
வாßÚணதயிå தKம்

ப்காடுக்்கப்ெட்ட ஒரு ஆஙகில 
வாரத்லதயின, தரம் ்காணெதற்கு, 

ஆஙகில வாரத்லதயில் 
உள்ள எழுத்துக்்கலள அ்கர 

வரிலெயில் வரிலெப்ெடுத்திக் 
ப்காள்ளமவணடும்.  

தரம் ்காணும்பொழுது 
உருவாக்்கப்ெடும் வாரத்லத்கள் 

அரத்தம் உள்ளதா்கமவா, 
அரத்தேற்ைதா்கமவா இருக்்கலாம்

�ß¶s

‘RANK’ எனை ஆஙகில வாரத்லதலயக் ப்காணடு 
உருவாக்்கப்ெடும், வரிலெ ோற்ைங்களின எணணிக்ல்க 4! 

 இநத வாரத்லதயில் உள்ள எழுத்துக்்கலள 
அ்கர வரிலெயில் A, K, N, R என வரிலெப்ெடுத்திக் ப்காள்ள 
மவணடும்.

A-:க் ப்காணடு பதாடஙகும் வாரத்லத்களின 
எணணிக்ல்க=3!=6

K-:க் ப்காணடு பதாடஙகும் வாரத்லத்களின 
எணணிக்ல்க =3!=6

N-:க் ப்காணடு பதாடஙகும் வாரத்லத்களின 
எணணிக்ல்க =3!=6

RAKஎனத்  பதாடஙகும் வாரத்லத்களின எணணிக்ல்க =1! = 1

RANK எனை வாரத்லத =0! = 1

`  ·ட்டலின அடிப்ெலடக் ப்காள்ல்கப்ெடி RANK எனை வாரத்லதயின தரம்  
      6 + 6 + 6 + 1+1 = 20

பயிற்z ���

1. nP4 = 12(nP2), எனில், n -ன ேதிப்பு ்காண்க,

2. இரணடு சிறுமி்கள் மெரநது அேராதவாறு, 5 சிறுவர்கள் ேற்றும் 3 சிறுமி்கலள ஒரு  
வரிலெயில் எத்தலன வ�்களில் அேரலவக்்கலாம் "
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3. 0 முதல் 9 வலர உள்ள 10 இலக்்கங்கலளக் ப்காணடு, 35 எனை எணணில் பதாடஙகும், 
6 இலக்்க பதாலலமெசி எண்களில், இலக்்கங்கள் �ணடும் இடம்பெைாதவாறு, எத்தலன 
எண்கள் அலேக்்கலாம்" 

4. “ASSASSINATION” எனை வாரத்லதயில் உள்ள அலனத்து எழுத்துக்்கலளயும் 
ெயனெடுத்தி எத்தலன வாரத்லத்கலள உருவாக்்கலாம் "

5. (a) ஒமர வல்கயான 8 ேணி்கலள எத்தலன வ�்களில், ஆெரை ோலலயில் ம்காரக்்கலாம்"
(b) 8 சிறுவர்கலளக் ப்காணடு எத்தலன வலளயங்கலள உருவாக்்கலாம்"

6. ஆஙகில அ்கராதியில் ‘CHAT’ எனை வாரத்லதயின தரத்லதக் ்காண்க

��� ம@ß¶கள் �ĆĬĪğĦīĞıĦĬīİ�

மெரவு்கள் எனெது மதரநபதடுக்கும் வரிலெலய ்கைக்கில் ப்காள்ளாேல் பொருட்்கலள ஒரு 
பதாகுப்பிலிருநது மதரநபதடுப்ெதாகும்.  அதாவது பொருட்்களின வரிலெலய பொருட்ெடுத்தாேல் 
பொருட்்கலள மதரநபதடுக்கும் பெயலாகும்.  நானகு நெர்கள் A, B, C ேற்றும் D என்க.  இவர்களில் 
A ேற்றும் ą லயத் மதரநபதடுப்ெதும், B ேற்றும் A லயத் மதரநபதடுப்ெதும்  இரு மவறு மதரவா்க 
்கருத  முடியாது.  மதரவு பெயயப்ெடும் நெர்களின வரிலெ முக்கியேல்ல. ப்காடுக்்கப்ெட்ட நானகு 
நெர்களில் 2 அலுவல்க ஊ�யர்கலள 6 வல்க்களில் மதரநபதடுக்்கலாம். அலவ AB, AC, AD, 
BC, BD, CD எனெனவாகும். மேற்்கணடவாறு பெயல்ெடுத்தப்ெடும் ெல்மவறு மதரவு்களில் 
பெயல்முடிவு்கள் மெரவு்கள் எனப்ெடும்.  அதாவது, 4C2 = 1 2

4 3
×
×  = 6

திரும்ெத் திரும்ெ வராத ெல்மவறு மதரவு்களின முலை எனெது மெரவு்கள் என வழங்கப்ெடும்

வணKயணL 2.4

மெரவு்கள் எனெது n பொருள்்களிலிருநது r பொருள்்கலள ஒமர மநரத்தில் திரும்ெத் திரும்ெ 
வராேல் மதரநபதடுக்கும் முலையாகும்.

n பொருள்்களிலிருநது  r பொருள்்கலள nCr வ�்களில் மதரநது எடுக்்கலாம்.  இஙகு n ≠ 0 
ஆனால் r = 0 ஆ்க இருக்்கலாம்.

nCr oன ேதிப்பு

nCr  = ! !
!

r n r
n
-] g  , 0 < r < n

உதாரைத்திற்கு 5 ெநது்களில் இருநது 3 ெநது்கலள 5C3 வ�்களில் மதரநபதடுக்்கலாம்.

  5C3 = ! !
!

! !
!

3 5 3
5

3 2
5

1 2 3
5 4 3
× ×
× ×

- = =] bg l  = 10 வ�்களில் மதரநபதடுக்்கலாம்.
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

வரிலெ ோற்ைங்கள் எனெது ெட்டியல் 
ெடுத்துவது (வரிலெ அவசியம்) 

மெரவு்கள் எனெது குழுவிற்்கானது 
(வரிலெ அவசியம் அற்ைது))

8C2 oன ேதிப்பு ்காண்க

�ß¶

 8C2 = 2 1
8 7
×
×  = 28

பண்புகள் 

(i)   nC0   = ncn = 1.

(ii)   nC1   = n.

(iii)   nC2  = !
n n

2
1-] g

(iv)   nCx  = nCy ,  
    எனில் x = y அல்லது x + y = n.

(v)  nCr  = nCn–r
.

(vi)   nCr+ nCr–1 = (n + 1)Cr .

(vii) nCr       = !r
npr

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

nC4  = nC6 எனில்  12Cn oன ேதிப்பு ்காண்க. 

�ß¶

  nCx =  nCy , எனில் x + y = n எனை ெணபினெடி

 nC4  =  nC6  எனில்,

 n = 4 + 6 = 10

 12Cn = 12C10

  = 12C2

  = 1 2
12 11

×
×  = 66

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

nPr  =  720 ேற்றும் nCr = 120 எனில்  r oன ேதிப்பு ்காண்க.
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�ß¶

 nCr =  !r
nPr  எனை பதாடரபினெடி

 120 =  !r
720

 r! = 120
720  = 6 = 3 !

  (  r = 3.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

15C3r = 15Cr+3  எனில்  r oன ேதிப்பு ்காண்க.

�ß¶
  15C3r =  15Cr+3

       nCx = nCy  (   x + y = n, எனை ெணபிலிருநது நாம் பெறுவது

 3r + r + 3 = 15

 (   r = 3.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

32 ோைவர்கலள ப்காணட ஒரு வகுப்பிலிருநது நானகு ோைவர்கள், ஒரு மொட்டித் மதரவில் 
ெஙம்கற்்க மதரநபதடுக்்கப்ெடுகிைார்கள்.  இவர்கலள எத்தலன வ�்களில் மதரவு பெயயலாம்"

�ß¶
 32 ோைவர்களிலிருநது 4 ோைவர்கலளத் மதரநபதடுக்கும் வ�்களின எணணிக்ல்க 

  = 32C4

  = ! !
!

4 32 4
32
-] g

  = ! !
!

4 28
32
] g  .

8டுÚதுக்காட்டு ����  

ஒரு வினாத்தாளில் பிரிவு (அ),  பிரிவு (ஆ) எனை இரு பிரிவு்கள் உள்ளன. ஒáபவாரு 
பிரிவிற்கும் 10 வினாக்்கள் உள்ளன.  வினாத்தாளுக்கு விலடயளிக்கும் ஒரு ோைவன, ெகுதி 
அ oவிலிருநது 8 வினாக்்களுக்கும், ெகுதி  (ஆ) -விலிருநது 5 வினாக்்களுக்கும் விலடயளிக்்க 
மவணடும் எனில், எத்தலன வல்க்களில், அம்ோைவர, வினாக்்கலளத் மதரநபதடுக்்கலாம்" 
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�ß¶
வினாத்தாளில் ெகுதி (அ) oவிலிருநது 8 வினாக்்கலள 10C8 வ�்களிலும்.  ெகுதி (ஆ)-வில் 

உள்ள 10 வினாக்்களிலிருநது 5 வினாக்்கலள 10C5 வ�்களிலும் மதரநபதடுக்்கலாம். எனமவ 
பெருக்்கல் ப்காள்ல்க விதிப்ெடி போத்த மதரவு்களின எணணிக்ல்க

 10C8 × 10C5 = 10C2 × 10C5  

  = 2 1
10 9
×
×  × × ×

5 4 3 2 1
10 9 8 7 6

× × × ×
× ×  = 11340 வ�்கள்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

4 ெநது  சொளர்கள், 2 இலக்கு நிலல ்காப்ொளர்கள் (wicket keeper) உள்ளடக்கிய 16 
கிரிக்ப்கட் விலளயாட்டு  ரர்கள் குழுவிலிருநது குலைநதது 11 மெர அடஙகிய கிரிக்ப்கட் அணி 
உருவாக்்கப்ெடுகிைது. குலைநதது 3 ெநது  சொளர்கள் ேற்றும் குலைநதது ஒரு இலக்கு நிலல 
்காப்ொளர ப்காணட 11 மெர அடஙகிய கிரிக்ப்கட் குழுலவ எத்தலன வ�்களில் அலேக்்கலாம்"
�ß¶

11 விலளயாட்டு  ரர்கள் அடஙகிய கிரிக்ப்கட் குழுலவ �ழ்க்்கணட வ�்களில் அலேக்்கலாம்.

(i) 3 ெநது  சொளர்கள், 1 இலக்கு நிலல ்காப்ொளர ேற்றும் 7 9லனய விலளயாட்டு 
 ரர்கள் அடஙகிய குழு 

  ×C C C4 2 10×3 1 7  வ�்களில் அலேக்்கலாம்

 C C C4 2 10× ×3 1 7  = C C C4 2 10× ×1 1 3

  = 960 வ�்களில் அலேக்்கலாம் 

(ii) 3 ெநது  சொளர்கள், 2 இலக்கு நிலல ்காப்ொளர்கள் ேற்றும் 6 9லனய விலளயாட்டு 
 ரர்கள் அடஙகிய குழு

  C C C4 2 10× ×1 2 6  

  C C C4 2 10× ×1 2 6  = C C C4 2 10× ×1 2 4

   = 840 வ�்களில் அலேக்்கலாம்

(iii) 4 ெநது  சொளர்கள், 1 இலக்கு நிலல ்காப்ொளர ேற்றும் 6 9லனய விலளயாட்டு 
 ரர்கள் அடஙகிய குழு C C C4 2 104 1 6# #  

 C C C4 2 104 1 4# #  = 420 வ�்களில் அலேக்்கலாம்

(iv) 4 ெநது  சொளர்கள், 2 இலக்கு நிலல ்காப்ொளர ேற்றும் 5 9லனய விலளயாட்டு 
 ரர்கள் அடஙகிய குழு

  C C C4 2 104 2 5# #   
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 C C C4 2 104 2 5# #  = 252 வ�்களில் அலேக்்கலாம்.

·ட்டலின எணணுதல் ப்காள்ல்கப்ெடி, கிரிக்ப்கட் குழுலவ அலேக்கும் போத்த வ�்களின 
எணணிக்ல்க = 960+840+420+ 252 = 2472 வ�்கள்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

nC4 2] g= n C2 3+] g , எனில்  n o ன ேதிப்லெ ்காண்க.

�ß¶

 ( )nC4 2  = n C2 3+] g  

 ( )n n4 1 2
1

#
-  =  n n n

1 2 3
2 1
# #

+ +] ] ]g g g

 n12 1-] g  = (n+2) (n+1)

 n12 1-] g  = n n3 22 + +^ h

  n n9 142 - +  = 0

 n n2 7- -] ]g g  = 0 ,n n2 7& = =   

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

 n C2 n+] g = 45 எனில்  n o ன ேதிப்லெ ்காண்க.

�ß¶

 n C2 n+] g  = 45

 n C2 n n2+ + -] g  = 45

 n C2 2+] g  = 45

 ( )n n
2

2 1+ +] g
 = 45

 n n3 882 + -  = 0

 n n11 8+ -] ]g g  = 0

 n = –11, 8

      n, குலை எணைா்க இருக்்க முடியாது. 

` n = 8
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S t e p  4

படி 1

படி 2

பெயல்ொட்டிற்்கான உரலி :

https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code

4ணையÖ Y@யல்பாடு

4று�யில் xணCக்கப்Yபறும் பCம்   
படி – 1
ப்காடுக்்கப்ெட்டிருக்கும் உரலி � விலரவுக்குறி�லடப் 
ெயனெடுத்தி GĢĬGĢğįĞ ெக்்கத்திற்குச பெல்்க..
“11th BUSINESS MATHS” எம் GeoGebra 
ெணிப் புத்த்கத்தில் “Combination Exercise” 
க்்கான ெணித்தாலள எடுத்துக் ப்காள்ளவும்.

படி - 2

�ங்களா்க தீரலவக் ்கணடு பிடித்து “Show solution” பெட்டிலயச பொடுக்கி �மழ ்காணும் 
தீரலவச ெரி ொரக்்கவும். மேலும் “Short method” பெட்டிலயச பொடுக்கி எளிய முலையிலனக் 
்காண்க.
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பயிற்z ���

1. nPr = 1680, nCr = 70 எனில் n ேற்றும் r oன ேதிப்லெக் ்காண்க.

2. 8C4 + 8C3  = 9C4 எனெலத ெரிொர.

3. வட்டத்தின �துள்ள 21 புள்ளி்கள் வ�யா்க எத்தலன நாண்கள் வலரயலாம்"

4. ஓர அறும்காைத்தின முலனப்புள்ளி்கலள இலைத்து எத்தலன முக்ம்காைங்கள் 
வலரயலாம்"

5. 7  ஆஙகில பேயபயழுத்து்கள் ேற்றும் 4  ஆஙகில உயிபரழுத்து்களிலிருநது, 3 
பேயபயழுத்து்கள் ேற்றும் இரணடு உயிபரழுத்து்கலள மதரநபதடுத்து, எத்தலன 
வாரத்லத்கள் உருவாக்்கலாம்"

6. 4 ெ்கலட்கள் உருட்டப்ெடுகிைது எனில் குலைநதெட்ெம் ஒரு ெ்கலடயாவது 2 எனை எண 
மதானறுோறு கிலடக்்கபெறும் அலனத்துவிதோன ொத்தியக்·று்களின எணணிக்ல்க 
யாது"

7. ஒரு விருநதில் 18 விருநதினர்கள் ்கலநது ப்காள்கிைார்கள்.  ஒரு �ணட மேலெயில் 
இருபுைமும், ெக்்கத்திற்கு 9 மெர  தம் அேரலவக்்கப்ெடுகிைார்கள், அவர்களில் குறிப்பிட்ட 3 
மெர ஒரு குறிப்பிட்ட ெக்்கத்திலும், மேலும் இரணடு மெர மேலெயின ேற்பைாரு ெக்்கத்திலும் 
அேர விரும்புகிைார்கள் எனில் எத்தலன வ�்களில் விருநதினர்கலள அேர லவக்்கலாம்"

8. ஒரு ெலம்காைம் 44 Âலல விட்டங்கலளப் பெற்றிருப்பின அப்ெலம்காைத்தின 
ெக்்கங்களின எணணிக்ல்கலய ்கணடுபிடி"

9. 15 மெர அடஙகிய கிரிக்ப்கட் விலளயாட்டு  ரர்கள் குழுவில் இருநது 11 மெர அடஙகிய 
குழுலவ �ழ்க்்கணடவாறு எத்தலன வ�்களில் மதரவு பெயயலாம்"

(i)  ரர்கலள மதரவு பெயவதில் எநத வித நிெநதலன்களும் இல்லல.

(ii) ஒரு குறிப்பிட்ட  ரர எப்பொழுதும் குழுவில் இடம் பெறுவார.

(iii) ஒரு குறிப்பிட்ட  ரர எப்பொழுதும் குழுவில் இடம் பெைோட்டார.

10. 6 ஆண்கள் ேற்றும் 4 பெண்களிலிருநது 5 மெர அடஙகிய குழு, �ழ்க்்கணடவாறு

(i)  குழுவில் குலைநதது இரணடு பெண்கள் இடம் பெறுோறும் 

(ii)  குழுவில் அதி்கெட்ெம் இரணடு பெண்கள் இடம் பெறுோறும்

  எத்தலன வல்க்களில் அலேக்்கலாம்.
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���  கணிதÚ YதாகுÚதறிதல் �ĐĞıĥĢĪĞıĦĠĞĩ ĦīġĲĠıĦĬī�
n எனை மில்க முழுக்்கள் எண்கலளக் ப்காணடு அலேக்கும் ெல்மவறு ்கணிதக் ·ற்றிலன 

நிரூபிக்்கப் ெயனெடும் ஒரு உத்திமய ்கணிதத் பதாகுத்தறிதல் எனப்ெடும்.

இயற்்கணிதம், வடிவியல், ேற்றும் ெகுப்ொயவு ஆகியவற்றின ·ட்டுதலின உணலே 
தனலேலய நிறுவ, ்கணித்தபதாகுத்தறிதல் முலை ெயனெடுகிைது.

கணிதÚ YதாகுÚதறித�å முதåணமக் Yகாள்ணக�

ஒáபவாரு இயல் எண n o க்கும் தகுநத ஒரு ·ற்றிலன  P(n) என்க. 

�Ħ� 3Kம்பநிணை: n =1 எம்பொழுது P(1) எனெது உணலேயாகும்.  
(9மதம் நிலலயான இயல் எண்களுக்கும் உணலேயாகும்) ேற்றும்

�ĦĦ� YதாகுÚதறிதல் நிணை: n = k எம்பொழுது ·ற்று உணலேபயனில் (இஙகு k 
எனெது ஒரு குறிப்பிட்ட, ஆனால் தனனிசலெயான இயல் எண)  

n = k + 1 எனெதற்கும் இக்·ற்று உணலேயாகும்.   

அதாவது, ·ற்று P(k) உணலே எனில் P(k+1) ம் உணலேயா்க இருக்கும்.  
ஆ்கமவ P(n) எனெது அலனத்து இயல் எண்களுக்கும் உணலேயாகும் எனெது 
்கணிதத் பதாகுத்தறிதலின முதனலேக் ப்காள்ல்கயாகும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

்கணிதத் பதாகுத்தறிதல் முலையில்  1 + 2 + 3 +… + n = n n
2

1+] g ,  (அலனத்து n N! ) 
என நிறுவு்க.

�ß¶ 

P(n) எனை ·ற்று �ழ்க்்கணடவாறு வலரயறுக்்கப்ெடுகிைது

n N!  க்கு  P(n) = 1+2+3+……….n = n n
2

1+] g   என்க.

படி 1:      n =1 என பிரதியிடவும்

 P(1) ன LHS   = 1

  P(1) ன RHS = 2
1 1 1+] g  = 1

LHS  = RHS   

`   P(1) எனெது உணலேயாகும்.

படி 2:  n = k எனெதற்கு மேற்்கணட·ற்று உணலே என்க.
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i.e.,  P(k) எனெது உணலேயாகும்.

P(k) = 1 + 2 + 3+… + k =  k k
2

1+] g  எனெது உணலேயாகும்.

படி 3: P(k + 1) எனெது உணலேபயன நிரூபிக்்க

LHS  =    P(k + 1) = 1+2+3+……….+ k + (k +1)

  = P(k) + k +1

  = k k
2

1+] g  + k +1

  = k k k
2

1 2 1+ + +] ]g g   =  k k
2

1 2+ +] ]g g  = RHS

`   P(k +1) எனெது உணலேயாகும் 

இáவாைா்க P(k) எனெது உணலேபயனில் P(k +1) எனெது உணலேயாகும்.

`  P(n) எனெது அலனத்து n N!  க்கும் உணலேயாகும்.

ஆ்கமவ 1+ 2 + 3 +… +n  = ,n n n N2
1

!
+] g  எனை ·ற்று உணலேயாகும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

்கணிதத் பதாகுத்தறிதல் Âலம் 1 + 3 + 5 …+ (2n–1) = n2 (அலனத்து n N! ) என நிரூபி.

�ß¶

P(n)    1 + 3+ 5 …+ (2n–1) =  n2 என்க.

  n = 1 எம் பொழுது

        P(1) ன LHS = 1

       P(1) ன RHS =  12

                 = 1

        LHS = RHS

`   P(1) உணலேயாகும்.

P(k) எனெதற்கு மேற்்கணட·ற்று உணலே என்க.

i.e., P(k) =    1 + 3 + 5 ... + (2k–1) = k2

எனமவ P(k + 1)  எனெது உணலே என நிரூபிக்்க மவணடும்.
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 P(k + 1)  ன LHS=  1 + 3+ 5 …+(2k–1) + (2k+1) = P k k2 1+ +] ]g g

    = k k2 12 + +

    = k 1 2+] g  = RHS

P(k) உணலேபயனில் P(k + 1) உணலேயாகும்.

`  பதாகுத்தறிதலின விதிப்ெடி  n ன எல்லா இயல் ேதிப்பிற்கும் P(n) உணலே ஆகும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

்கணிதத் பதாகுத்தறிதலின ெடி 12+22+32+……….+ n2 = n n n
6

1 2 1+ +] ]g g  (அலனத்து  
n N! ) என நிறுவு்க.

�ß¶

P(n) எனெது குறிக்கும் ·ற்று : 12 + 22 + 32 +… +n2 = n n n
6

1 2 1+ +] ]g g  என்க 

 n =  1 என பிரதியிட
P(1) ன LHS =  12

  = 1

P(1) ன RHS =  6
1 1 1 2 1+ +] ]g g

  = 1

 LHS = RHS

`  P(1) உணலேயாகும்.

P(k) எனெலத உணலே என எடுத்துக்ப்காள்்க

P(k) = 12 + 22 + 32 +… +k2  = k k k
6

1 2 1+ +] ]g g

P(k + 1)  ன LHS  =  12 + 22+ 32+… + k2 + (k+1)2 = p k k 1 2+ +] ]g g

  = k k k k6
1 2 1 1 2+ +

+ +] ] ]g g g

  = k k k k
6

1 2 1 6 1 2+ + + +] ] ]g g g

  = 
k k k k

6
1 2 1 6 1+ + + +] ] ]g g g6 @

  

  = 
k k k

6
1 2 7 62+ + +] ^g h

  = k k k
6

1 2 2 3+ + +] ] ]g g g  = RHS
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`   P(k) உணலேபயனைால் P(k + 1) உணலேயாகும்.

`   அலனத்து இயல் ேதிப்பிற்கும் P(n) உணலேயாகும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

23n–1 எனெது s7 ஆல் வகுெடும்t (அலனத்து n N! ) என நிரூபி.

�ß¶ 

P(n) = 23n–1 என்க

படி 1:        n = 1 என பிரதியிட

 `    P(1) = 23 –1 

  = 7 (7 ஆல் வகுெடும் எண)

i.e.,  P(1)  உணலே ஆகும்.

 படி 2: n  = k  எனெதற்கு மேற்்கணட·ற்று உணலே என்க.

i.e.,    P( ) =  23k –1   7 ஆல் வகுெடும் எண என்க.

   9மதம் ஒரு m N!  க்கு 23k –1 = 7m என்க.  ... (1)

படி 3: P(  + 1) உணலே என நிரூபிக்்க மவணடும்

 P(k +1) = 2 k3 1+] g –1

  = 2 1k3 3 -+] g

  = 2 2 1k3 3$ -

  =  2 8 1k3 $ -

  = 2 7 1 1k3 $ + -] g

  = 2 7 2 1k k3 3$ + -^ h

  = ( )m m2 7 7 7 2k k3 3$ + = +   &   7 ஆல் வகுெடும் எண

எனமவ, P (k +1) ம் உணலே ஆகிைது.

்கணிதத் பதாகுத்தறிதல் விதிப்ெடி P(k) உணலே எனில் P (k +1) ம் உணலே ஆகிைது.

`  n ன அலனத்து இயல் ேதிப்பு்களுக்கும் P (n) உணலே ஆகிைது.
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

்கணிதத் பதாகுத்தறிதல் விதிப்ெடி n2 + n ஒரு sஇரட்லடப் ெலட எணt (அலனத்து n N! ) 
என நிறுவு்க.

�ß¶

P(n) எனெது “n2+ n என வலரயறுக்்கப்ெடுகிைது.

    n = 1 என பிதியிடவும்

P(1) = 12 + 1 =  1 + 1  =  2 , ஒரு இரட்லடப்ெலட எண.

P(k) எனெது   உணலே என்க.

i.e., P(k)  = k2 + k  ஒர sஇரட்லட ெலட எணt எனெது உணலேயாகும்

`     P(k) = k2 + k = 2m, m N!  …(1)

  P(k + 1)  உணலே என நிரூபிக்்க 

 P(k + 1) = k k1 12+ + +] ]g g= k k k2 1 12 + + + +

                                    = k k k2 22 + + +

    = 2m + 2(k + 1)  by (1)

    = 2(m + k + 1)   (ஒர இரட்லட ெலட எண)

`    (k + 1)2 + (k + 1) ஒர இரட்லடப் ெலட எண

`    P(k)  உணலே எனில் P(k + 1) உணலே ஆகிைது.

`  n ன எல்லா இயல் ேதிப்பிற்கும் P(n) உணலே ஆகிைது.

பயிற்z ���

கணிதÚ YதாகுÚதறிதல் Âைம் அலனத்து n N!  க்கும் �âக்கண்Cவற்ணL நிறு¶க

1. 13 + 23 + 33+… +n3  = ( )n n
4

12 2+ .

2. 1.2 + 2.3 + 3.4 +… + n(n + 1) = n n n
3
1 2+ +] ]g g .

3. 4 + 8 + 12 + … + 4n  = 2n(n+1).

4. 1 + 4 + 7 + … + (3n –2) = n n
2

3 1-] g  .
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5. 32n –1 எனெது  8ஆல் வகுெடும்.

6. a bn n-  எனெது  a – b ஆல் வகுெடும்.

7. 52n –1 எனெது 24 ஆல் வகுெடும்.

8. n(n + 1) (n+2)எனெது 6 ஆல் வகுெடும்.

9. அலனத்து இயல் எண்களுக்கும் 2n > n.

��� 5±றுப்புÚ மதற்Lம் �ąĦīĬĪĦĞĩ ıĥĢĬįĢĪ�
·டுதல் அல்லது ்க�த்தல் எனை பெயலி்களால் இலைக்்கப்ெட்ட இரணடு உறுப்பு்கலளக் 

ப்காணட இயற்்கணிதக் ம்காலவயானது ஒரு 5ருறுப்புக்ம்காலவ (Binomial) என 
அலழக்்கப்ெடுகிைது.

, , , ,x y a b x y p p y5 2 1 5
4
7 1

2+ - + + +^ ] c c dh g m m n  எனென 5ருறுப்புக் ம்காலவக்்கான 
எடுத்துக்்காட்டு்கள் ஆகும். 

5ருறுப்பு அடுக்கு்கலள விரிவாக்குதல் எனெது 5ருறுப்புத் மதற்ைம் அல்லது 5ருறுப்பு ம்காலவ 
எனப்ெடும்.

(x + y )n எனெதலன  axbyc எனை அலேப்பில் உள்ள உறுப்பு்களின ·டுதலா்க 
விரிவாக்்கம் பெயய முடியும்.  இஙகு b ேற்றும் c  எனை அடுக்கு்கள் b + c = n எோறு உள்ள 
மில்கமுழுக்்களாகும். ஒáபவாரு உறுப்பிலும் உள்ள  a எனை மில்க முழுக்ப்கழு எனெது 5ருறுப்புக் 
ப்கழு என வழங்கப்ெடும். 

கிமரக்்க ்கணிதமேலத Ãக்ளிட் எனெரால் பொ.ஆ.மு. 4 ஆம் நூற்ைாணடில்  (x + a)2 -ன 
விரிவு வழங்கப்ெட்டுள்ளது.  பொ.ஆ.மு. 6 ஆம் நூற்ைாணடில்  (x + a)3 -ன விரிவு இநதியாவில 
அறியப்ெட்டதற்்கான ஆதாரம் உள்ளது. 1544- ஆம் ஆணடு ‘லேக்ம்கல் ஸ்டிபெல் ’ (Michael Stifle) 
எனெவரால் ‘5ருறுப்புக் ப்கழு’ எனை ெதம் அறிமு்கப்ெடுத்தப்ெட்டது. 

பிமளஸ் ொஸ்்கல் (Blaise Pascal) (19 ெWன 1623 – 19 ஆ்கஸ்ட் 1662) எனெவர பிரானஸ் 
நாட்டு ்கணித மேலத, இயற்பியலாளர, எழுத்தாளர ேற்றும் ்கத்மதாலிக்்க இலையியலாளர.  
இவர 1652 ஆம் ஆணடு பவளியிடப்ெட்ட “எண்கணித முக்ம்காைம்” எனை ெதிவில் 5ருறுப்புக் 
ப்கழுக்்கலள முக்ம்காை வடிவில் வடிவலேத்துள்ளார.  இதுமவ தற்பொழுது ொஸ்்கலின 
முக்ம்காைம் எனப்ெடுகிைது. 

5ருறுப்புத் மதற்ைம் (x + a)n -ன விரிலவ, அலனத்து விகிதமுறு எண qīr க்கும் உ்கநததா்க 
ோற்றி பொதுவா்க அலேத்தவர ெர :ெக் நிÃட்டன அவர்கள். 
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மதற்Lம் �நிÄபை�åறி� 
x a n+] g  n N! ற்்கான 5ருறுப்புத் மதற்ைத்லத இஙகு நாம் ்காணமொம்  

(நிரூெைமினறி)

x,  qar  எனென இரு பேயபயண்கள் எனில்,  அலனத்து n N!  க்கும் x a n+] g  ன விரிவு
x a n+] g  = ...nC x a nC x a nC x a nC x an n n

r
n r r

0
0

1
1 1

2
2 2+ + + +- - - + ...

   nC x a nC x a nC x an
n

n
n

r

n

r
n r r

1
1 1 0

0
+ + =-

-

=

-/

குறிப்பு

n = 0 எனில் (x+a)0  = 1
n = 1 எனில்  x a C x C a x a1 10 1+ = + = +] g
n = 2 எனில் x a C x C x C a x xa a2 2 2 2a2

0
2

1 2
2 2 2+ = + + = + +] g

n = 3 எனில் x a C x C x a C xa C a3 3 3 33
0

3
1

2
2

2
3

3+ = + + +] g
                   = x x a xa a3 33 2 2 3+ + +  ...

x a n+] g - ன விரிவில் உள்ள 5ருறுப்புக் ப்கழுக்்கள் முக்ம்காை வடிவில் 
வடிவலேக்்கப்ெட்டுள்ளது.  இதுமவ ொஸ்்கலின முக்ம்காைம் எனப்ெடுகிைது.

n = 0      1  

n = 1     1  1

n = 2    1  2  1

n = 3   1  3  3  1

n = 4  1  4  6  4  1

n = 5 1  5  10  10  5  1

ெடம். 2.5

குறிப்பு

(i) (x + a)n எனெதன விரிவில்  n+1 உறுப்பு்கள் உள்ளன.
(ii) (x + a)n ன விரிவில், ஒáபவாரு உறுப்பிலும் உள்ள x  ேற்றும் a ன அடுக்கு்களின 

·டுதல்  n   ஆகும்
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(iii) , , , , ... , ...nC nC nC nC nC nCr n0 1 2 3  எனென 5ருறுப்புக் ப்கழுக்்கள் எனப்ெடும்.  இலவ்கள்  
, ,C C C ,0 1 2  , ..., , ..., ,C C Cr n3 , எனவும் குறிக்்கப்ெடும்.

(iv) ,nC nCr n r= - , r =0, 1, 2, …, n  ஆகிவற்றிற்்கான ெணபினெடி (x + a)n - ன விரிவில் 
இருபுைத்திலிருநதும் ெே தூரத்தில் உள்ள உறுப்பு்களின ப்கழுக்்கள் ெேோ்க இருக்கும். 

(v) 5ருறுப்புக் ப்கழுக்்களின ·டுதல் = 2n 

(vi) (1+x)n, எனெதன விரிவாக்்கத்தில் ஒற்லைப்ெலட உறுப்பு்களின ப்கழுக்்களின ·டுதல் 
= இரட்லடப்ெலட உறுப்பு்களின ப்கழுக்்களின ·டுதல் 2n–1 

(vii) (x+a)n ன விரிவில் உள்ள பொது உறுப்பு tr+1 = nC x ar
n r r-

x a n+] g  å Fடு 6றுப்பு காªதல்
 வணக (i) (x+a)n ன விரிவில் n o இரட்லடப்ெலட எனில்  (n+1 ஒற்லைப்ெலட ஆகும்) 

இநத விரிவில் உள்ள ஒமர நடு உறுப்பு  tn
2 1+  ஆகும்.   

 வணக (ii) (x+a)n-ல் n  ஒற்லைப்ெலட எனில்  (n+1 இரட்லடப்ெலட ஆகும் ) இதன 
விரிவில் இரணடு நடு உறுப்பு்கள் இருக்கும்.   அலவ  tn

2
1+  ேற்றும் tn

2
3+  ஆகும்.

சில மவலள்களில் (x + a)n - ன விரிவாக்்கத்தில் ஒரு குறிப்பிட்ட  உறுப்பு மதலவப்ெடுகிைது.  
இதற்கு நாம் முதலில் tr 1+  எனை பொது உறுப்லெ எழுத மவணடும்.  tr 1+  எனகிை  மதலவயான 
உறுப்லெ எடுத்துக்ப்காணடு r ன ேதிப்லெ ்காை முடியும்.  x ன தனி உறுப்லெ ்காணெதற்கு tr 1+   
எனை பொது உறுப்பின x ன அடுக்ல்க பூசசியத்துடன ெேனபெயது கிலடக்கும் r  ன ேதிப்லெ tr 1+   
பிரதியிட x ன தனிேதிப்லெ நாம் பெைமுடியும்.

குறிப்பு

x a n+] g  = ... ...nC x a nC x a nC x a nC x a an n n
r

n r r n
0

0
1

1 1
2

2 2+ + + + + +- - -      ….(1)

(i) (x–a)ī ல், a க்கு ெதில்  –a லய பிரதியிட 

x a n-] g  = ... ...nC x a nC x a nC x a nC x a an n n
r

n r r n
0

0
1

1
2

2 2+ - + - + + - + + -- - -] ] ] ]g g g g   

 = ... ( ) ... ( )nC x a nC x a nC x a nC x a a1 1n n n r
r

n r r n n
0

0
1

1
2

2 2- + + + - + + -- - -] ] ] ]g g g g
                                                                                                                            ......(2)  

மேற்்கணட விரிவாக்்கத்திலுள்ள அடுத்தடுத்த உறுப்பு்களின குறி்கள் மில்க அல்லது 
குலையா்க ோறி ோறி இருக்கும்.
(ii) a = 1 எனறு (1) ல் பிரதியிட

 ... ...x nC x nC x nC x nC x1 1n
r

r
n

n
1 2

2+ = + + + + + +] g  ......(3)

(iii) x = – x  எனறு (3) ல் பிரதியிட 

 ... ... (– )x nC x nC x nC x nC x1 1 1 1n
r

r r
n

n n
1 2

2- = - + + + - + +] ]g g
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

5ருறுப்புத் மதற்ைத்லதப் ெயனெடுத்தி (2x + 3y)5 ன விரிவுக் ்காண்க.

�ß¶ 

x a n+] g  = ...nC x a nC x a nC x a nC x an n n
r

n r r
0

0
1

1 1
2

2 2+ + + +- - - + ...

       nC x a nC x an
n

n
n

1
1 1 0+ +-

-

x y2 3 5+^ h  = C x C x y C x y C x y5 2 5 2 3 5 2 3 5 2 30
5

1
4

2
3 2

3
2 3

+ + +] ] ^ ] ^ ] ^g g h g h g h +

       C x y C y5 2 3 5 34
4

5
5

+] ^ ^g h h

   = x x y x y x y32 5 16 3 2 1
5 4 8 9 3 2 1

5 4 3 4 27×
×

× ×
× ×5 4 3 2 2 3+ + + +] ^ ^ _ _g h h i i

       x y y5 2 81 2434 5+] g

   = x x y x y x y xy y32 240 720 1080 810 2435 4 3 2 2 3 4 5+ + + + +

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

5ருறுப்புத் மதற்ைத்லதப் ெயனெடுத்தி x x
12
2

4
+c m  ன விரிவுக் ்காண்க. 

�ß¶

   x x
12
2

4
+c m  = x C x x C x x C x x C x4 1 4

1
4

1
4

12 4
1

2 3
2 2

2 2
2

2

3
2

2
3

4 2
4

+ + + +^ ^ ^ c ^ c ch h h m h m m

   = x x x x x4 6 4 4 18 4
2 4 8+ + + + +

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

5ருறுப்புத் மதற்ைத்லதப் ெயனெடுத்தி  (101)5 oன விரிவு ்காண்க.

�ß¶

(101)5  = (100 + 1)5

   = (100)5 + C5 1 (100)4 + C5 2 (100)3 + C5 3 (100)2 + C5 4 (100) + C5 5

  = 10000000000+ 5(100000000) + 10(1000000) + 10(10000) + 5(100) + 1

           = 10000000000 + 500000000 + 10000000 + 100000 + 500 + 1

           = 10510100501
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x x
3
2

10
-c m  எனெதன விரிவில்  5வது உறுப்லெக் ்காண்க.

�ß¶

x a n+] g  எனெதன விரிவில் பொது உறுப்பு tr 1+  = nC x ar
n r r-  ஆகும். ... (1)

x x
3
2

10
-c m  ன 5வது உறுப்லெக் ்காை ெேனொடு (1) oல் n o க்கு 10லயயும் r க்கு 4 லயயும்

பிரதியிட  t4 1+  = t C x x10
3

5 4
6

2
4

= -] cg m    (இஙகு n = 10 , x = x , a = – x
3
2  )

   = C x
x10 3

4
6

8

4] g

   = x
17010

2

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x x
22 10

-b l  ன விரிவில் நடு உறுப்லெக் ்காண்க.

�ß¶  

x a n+] g  எனெதன விரிவில் பொது உறுப்பு tr 1+  = nC x ar
n r r-  ஆகும். ... (1)

நடு உறுப்லெக் ்காை

x x
22 10

-b l  எனெதலன x a n+] g  உடன ஒப்பிட

                 n  = 10,  ,x x a x
22= = -    ேற்றும் r = 5 என 1ல் பிரதியிட

              t t5 1 6=+  = C x x10 2
5

2 5 5-^ bh l

  = C x x10 2
5

10
5

5-] g  =  – 8064x5

8டுÚதுக்காட்டு ����  

x y3 9
9

+b l  -ன விரிவில் நடுஉறுப்லெக் ்காண்க.

�ß¶ 

 x y3 9
9

+b l   எனெதலன(x + a)n உடன ஒப்பிடு்க  n = 9 எனில் ெத்து உறுப்பு்கலள (இரட்லட 
ெலட) நாம் பெறுகிமைாம்.

`    இதன விரிவில் உள்ள இரணடு நடு உறுப்பு்கள் முலைமய  

              `   ,t t
2 2
n n1 3+ +

  அதாவது  ,t t
2 2
9 1 9 3+ +  ஆகும்.
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ஆ்கமவ, t5  ேற்றும் t6  எனென நடு உறுப்பு்களாகும்.

(x + a)n ன  விரிவில் பொது உறுப்பு 

 tr + 1 = nC x ar
n r r-                 ... (1)

  r = 4 என (1) ல்  பிரதியிட t t4 1 5=+  = C x y9 3 94
5 4
$b ^l h

    = C x y9 3 94 5

5
4 4$

    = x y4 3 2 1
9 8 7 6

3 9× × ×
× × ×

5

5
4 4$ $

    = x y3402 5 4

r = 5என (1) ல்  பிரதியிட  t t5 1 6=+  = C x y9 3 95
4 5
$b ^l h

    = C x y9 3 95 4

4
5 5$

    = x y91854 4 5

8டுÚதுக்காட்டு ����  

x x2 32 11
-b l  oன விரிவில்  x10-ன ப்கழுலவக் ்காண்க.

�ß¶  

(x + a)no ன  விரிவில் பொது உறுப்பு tr 1+  =  nC x ar
n r r-     ... (1)

x x2 32 11
-b l   எனெதலன  (x + a)n உடன ஒப்பிடு்க 

   tr 1+  =  C x x11 2 3
r

r r2 11 --^ bh l

  = C x x11 2 3 1
r

r r r
r

11 2 11 -- - ] b] g lg

  = C x11 2 1 3r
r r r r11 22 3$-- -] g

x10 -ன ப்கழுலவக்்காை    22–3r  = 10 என்க.

&             r = 4 

r = 4 என (1) ல்  பிரதியிட, t5  = C x11 2 34
11 4 4 10-  = C x11 2 34

7 4 10$

`    x10 - ன ப்கழு    C11 2 34
7 4 .

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x x2 2
1
2

9
+c m  - ன விரிவில்  x லயச ொராத உறுப்பிலனக் ்காண்க.  
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�ß¶    
(x + a)n - ன விரிவில் பொது உறுப்பு tr 1+  = nC x ar

n r r-

x x2 2
1
2

9
+c m  எனெதலன (x + a)n ஒப்பிடு்க.

`  tr 1+  = C x x9 2 3
1

r
r

r
9

2
-] cg m

  = C x x9 2 3
1

r
r r

r
r9 9 2- - -

 tr 1+  = C x9 3
2

r r
r

r
9

9 3$
-

-    ... (1)

x - லய ொராத உறுப்லெக் ்காை x ன அடுக்ல்க ‘ 0 ’  விற்கு ெேனெடுத்த
                         9 – 3r =  0

`  r = 3

r   = 3  : (1) ல்  பிரதியிட

 t3 1+  = C x9 3
2

3 5

9 3
0$

-

  = C9 3
2

3 5

6
 = 1792

பயிற்z ���

1.  5ருறுப்பு மதற்ைத்லதப் ெயனெடுத்தி விரிவுெடுத்து்க.

(i) a b2 3 4-] g   (ii) x y
1 7

+c m   (iii) x x
1
2

6
+c m  

2. 5ருறுப்புத் மதற்ைத்லத ெயனெடுத்தி ேதிப்பு ்காண்க:

(i) (101)4    (ii) (999)5 

3. (x–2y)13எனெதன விரிவில் 5வது  உறுப்லெக் ்காண்க.

4. �ழ்க்்கணடவற்றின விரிவில் நடு உறுப்லெக் ்காண்க.

(i) x x
1 11

+b l   (ii) x x3 2
2 8

+b l    (iii)  x x2 32
3

10
-c m

5. �ழ்க்்கணடவற்றின விரிவில் x - :ச ொராத உறுப்லெக் ்காண்க 

(i) x x3
22 9

-b l   (ii) x x
2
2

15
-c m   (iii)   x x2 12 12

+b l

6. x x
1 n2

+b l ன விரிவில்  x - :ச ொராத உறுப்பு !
...,

n
n1 3 5 2 1 2n$ $ -] g  என நிறுவு்க.

7.  x1 n2+] g  - ன விரிவில் நடு உறுப்பு !
. . …( )

n
n x1 3 5 2 1 2n n-  எனக் ்காணபி. 
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S t e p  4

படி 1

படி 2

4ணையÖ Y@யல்பாடு

4று�யில் xணCக்கப்Yபறும் பCம்   
படி – 1
ப்காடுக்்கப்ெட்டிருக்கும் உரலி � விலரவுக்குறி�லடப் 
ெயனெடுத்தி GĢĬGĢğįĞ ெக்்கத்திற்குச பெல்்க..
“11th BUSINESS MATHS” எம் GeoGebra 
ெணிப் புத்த்கத்தில் “Pascal’s Triangle” க்்கான 
ெணித்தாலள எடுத்துக் ப்காள்ளவும்.

படி - 2
“Pascal’s Triangle” க்்கான ெணித்தாளில், “View Pascal Triangle” ேற்றும் “View Pascal’s 
Numbers” பெட்டி்கலளச பொடுக்கி ொஸ்்கல் எண்கலளக் ்கவனிக்்கவும், இப்பொழுது “view 
Combination” பெட்டிலயச பொடுக்கினால்  īCį-இன ேதிப்பு மதானறும். ்கைக்�டு பெயது 
ஒáபவாரு புள்ளியுடம் ஒப்�டு பெய்க.

பெயல்ொட்டிற்்கான உரலி :

https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code
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பயிற்z ���

  @�யாG �ணCணயÚ மதßÛYதடுÚது 8µதுக�

1. nC nC3 2=  எனில் nc4  ன ேதிப்பு  

(a) 2 (b) 3 (c) 4 (d) 5

2. np2  = 20 எம் பொழுது  n - ன ேதிப்பு 

(a) 3 (b) 6 (c) 5 (d) 4

3. 5 விலளயாட்டு  ரர்களிலிருநது நானகு 4 மெலர எத்தலன வ�்களில் மதரநபதடுக்்கலாம்"

(a) 4!  (b) 20 (c) 25 (d) 5

4. nPr  = 720 nCr] g , எனில்  r -ன ேதிப்பு 

(a)  4 (b) 5 (c) 6 (d) 7

5. ஒரு நாையம், :நதுமுலை சுணடப்ெடும்பொழுது கிலடக்கும் அலனத்து ொத்திய ·று்களின 
எணணிக்ல்க

(a) 25  (b) 52 (c) 10 (d) 2
5

6. n - ெக்்கங்கலளக் ப்காணட ெலம்காைத்தின Âலல விட்டங்களின எணணிக்ல்க 

(a) nC2  (b) nC 22 -  (c) nC n2 -   (d) nC 12 -

7. அலனத்து  n N!  க்கு n n n n1 2 3+ + +] ] ]g g go : வகுக்்கக்·டிய மி்கப்பெரிய மில்க முழு 
எண ஆனது

(a) 2 (b) 6 (c) 20 (d) 24

8. n  எனை மில்கமுழுவிற்கு x a n+] g   எனெதன விரிவில் உள்ள உறுப்பு்களின எணணிக்ல்க   

(a) n      (b) n + 1     (c) n – 1  (d) 2n

9. n எனை மில்கமுழுவிற்கு nC1+ nC2+ nC3+ ………+ nCn ன ேதிப்பு

(a) 2n      (b) 2n –1   (c) n2  (d) n2–1

10. x y2 7-^ h  எனெதன விரிவில், x3  எனெது எத்தலனயாவது உறுப்பு"

(a) 3வது      (b)  4வது     (c) 5வது  (d) 6வது
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11. x x
1 10

+b l  எனெதன விரிவின நடு உறுப்பு ஆனது

(a) C x10 1
4 b l   (b) C10 5      (c) C10 6   (d) C x10 7

4       

12. x x
2 6

+b l   ன விரிவின ோறிலி உறுப்பு

(a) 156 (b) 165 (c) 162 (d) 160

13. 3 2 8
+^ h  எனெதன விரிவின ்கலடசி உறுப்பு 

(a) 81 (b) 16 (c) 8 2   (d)  27 3

14. x x
kx

x x4 2 1 4
4

2 1
1

+ - = + + -] ]g g  எனில் k ன ேதிப்பு  

(a) 9 (b) 11 (c) 5 (d) 7

15. எழுத்துக்்கலள �ணடும் ெயனெடுத்தலாம் எனை வல்கயில் NUMBER எனை 
வாரத்லதயிலிருநது அலேக்்கப்ெடும் Âனறு எழுத்து வாரத்லத்களின எணணிக்ல்க

(a) 206 (b) 133 (c) 216 (d) 300

16. நானகு இலை ம்காடு்கள், ேற்பைாரு Âனறு இலை ம்காடு்கமளாடு பவட்டிக் ப்காள்ளும் 
பதாகுப்பிலிருநது உருவாக்்கப்ெடும் இலை்கரங்களின எணணிக்ல்க

(a) 18 (b) 12 (c) 9 (d) 6

17. ஒரு மதரவின வினாத்தாளின ெரியா அல்லது தவைா எனை வல்கயில் 10 வினாக்்கள் 
உள்ளன.  அலவ விலடயளிக்்கப்ெடும் வ�்கள் 

(a) 240 (b) 120          (c) 1024 (d) 100

18. C C C C C C C C C C5 5 5 5 5 5 5 5 5 50 1 1 2 2 3 3 4 4 5+ + + + + + + + +] ] ] ] ]g g g g g  ன ேதிப்பு

(a) 26 –2  (b) 25 –1    (c) 28 (d) 27

19. பவáமவறு இலக்்கங்கலள உலடய 9 இலக்்க எண்களின போத்த எணணிக்ல்க

(a) 10! (b) 9! (c) 9 × 9!  (d) 10 × 10!

20. “ CHEESE ” எனை வாரத்லதயிலுள்ள எழுத்துக்்கலள ப்காணடு அலேக்்கப்ெடும் 
வாரத்லத்களின எணணிக்ல்க

(a) 120            (b) 240            (c) 720                   (d) 6
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21. 13 விருநதினர்கள் ஓர இரவு விருநதில் ்கலநது ப்காள்கிைார்கள், அáவிருநதில் நலடபெறும் 
ல்கக்குலுக்்கள்்களின எணணிக்ல்க
(a)  715 (b)  78  (c) 286 (d) 13

22. எழுத்துக்்கள் திரும்ெ வராத நிலலயில் “ EQUATION ” , எனை வாரத்லதயில் உள்ள 
எழுத்துக்்கலளப் ெயனெடுத்தி உருவாக்்கப்ெடும், பொருள்ெடும் (அல்லது) பொருள்ெடா 
வாரத்லத்களின எணணிக்ல்க  
(a) 7!              (b) 3!             (c) 8!                    (d) 5!

23. ஒரு குறிப்பிட்ட விரிவாக்்கத்தின 5ருறுப்பு ப்கழுக்்களின ·டுதல் 256 எனில், அáவிரிவில் 
உள்ள உறுப்பு்களின எணணிக்ல்க
(a) 8 (b) 7   (c) 6   (d)  9

24. பொருட்்கலள �ணடும் ெயனெடுத்தலாம் எனை வல்கயில், பவáமவைான n  
பொருட்்களிலிருநது r பொருட்்கலள ஒமர மநரத்தில் மதரநபதடுத்து வரிலெப்ெடுத்தும்  
வ�்களின எணணிக்ல்க 
(a) rn              (b) nr              (c) !

!
n r

n
-] g        (d) !

!
n r

n
+] g

25. 5ருறுப்பு ப்கழுக்்களின ·டுதல்

(a) 2n   (b) n2   (c) 2n (d)  n+17

4தKக் கைக்குகள்

1. ெகுதி பினனங்களா்க ோற்று்க : x x
x
1 3
5 7
- +

+
] ]g g

2. ெகுதி பினனங்களா்க ோற்று்க : x x
x
3 2
4

2 - +
-

3. ெகுதி பினனங்களா்க ோற்று்க : x x
x x

2 3
6 14 27

2

2

+ -
- -

] ]g g
4. ெகுதி பினனங்களா்க ோற்று்க : x x x

x x
2 1

5 8 5
2

2

- - +
- +

] ^g h

5. பினவருவனவற்றின ேதிப்பு்கலள ்காண்க

(i) !
!
6
7     (ii)  !

!
5
8     (iii)  ! !

!
6 3
9

6. A, B, C , D, E, F எனை 6 எழுத்து்களிலிருநது 5 எழுத்து்கலளப் ெயனெடுத்தி எத்தலன 
வல்க குறி�டு்கலள அலேக்்க முடியும்"  a) திரும்பி வராலே b) திரும்பி வரக்·டியலவ 
c) திரும்பி வராலே ஆனால்  E எனை எழுத்திலிருநது ஆரம்பிக்்க மவணடும் d) திரும்பி 
வராலே ஆனால் C A B ல் முடிவலடய மவணடும்.
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7. 20 ெரிசு சீட்டு்கள் ப்காணட பதாப்பியிலிருநது, 4 சீட்டு்கள் வரிலெயா்க  மதரநபதடுக்்கப்ெடுகிைது.  
முதல் சீட்லட எடுப்ெவர ்காலரப் ெரிொ்கப் பெறுகிைார. இரணடாவது சீட்டுக்கு இரு ெக்்கர 
வா்கனமும், Âனைாவது சீட்டுக்கு மிதிவணடியும் ேற்றும் நான்காவது சீட்டுக்கு இரு 
ெக்்கரங்கலள ப்காணட உநது வணடி ெரிொ்க கிலடக்கிைது.  இநத ெரிசு்கள் எத்தலன 
வ�்களில் வழங்கப்ெடுகிைது"

8. 9 ்கணிதம், 8 பொருளாதாரம் ேற்றும் 7 வரலாற்று புத்த்கங்களின பதாகுப்பில் இருநது 
எத்தலன வ�்களில் 2 ்கணிதம், 2 பொருளாதாரம் ேற்றும் 2 வரலாற்று புத்த்கங்கலளத் 
மதரநபதடுக்்க முடியும்"

9. 3 சிவப்பு, 2 ேஞ்ெள் ேற்றும் 2 ெசலெ நிை ெமிக்்கலஞ (signal) ப்காடி்கள் உள்ளன.  
பெஙகுத்தான ப்காடிக்்கம்ெத்தில் ப்காடி்கலளப் ெயனெடுத்தி நாம் விரும்பும் எத்தலன 
வல்கயான ெல்மவறு ெமிக்லஞ்கலள பெை முடியும்"

10. x x
2
2

17
+c m  எனை விரிவாக்்கத்தில் x11  ன ப்கழுலவக் ்காண்க.

பதாகுப்புலர
 z  9மதம் இயல் எண n  ற்கு, n   - ன ்கார�யப் பெருக்்கம் எனெது, முதல் n  இயல் 

எண்களின பெருக்குத் பதால்கயாகும். இது குறி�ட்டில்  n !  அல்லது n   என 
குறிக்்கப்ெடுகிைது.

 z n  எனை இயல் எணணுக்கு n !  =  n ( n – 1)  ( n – 2) … 3× 2× 1

 z 0! = 1

 z  இரணடு ெணி்களில் ஒáபவானறும் தனித்தனி m  ேற்றும் n  வ�்களில் பெயல்ெடுத்தப்ெடுகிைது 
எனில் இரணடு ெணி்களும் ( m + n )  வ�்களில் பெயல்ெடுத்த முடியும்.

 z n  பொருள்்களின r  எனை பொருள்்கலள ஒமர மநரத்தில் எடுத்து வரிலெப்ெடுத்தும் 
வ�்களின எணணிக்ல்க எனெது வரிலெ ோற்ைங்களின எணணிக்ல்கயாகும்.

 z !
!np n r

n
r = -] g

 z !
!

!
!np n

n
n
n

0 1= - = =q ] g
 z !

!
!
!

np n
n

n
n n

n1 1
1

1 = - = -
-

=] ]
^

g g
h

 z !
!

!
! !np n n

n n n0n = - = =] g
 z ( )( )…[ ( )]np n n n n r1 2 1r = - - - -

 z n  பவáமவறு பொருட்்களிலிருநது ஒமர மநரத்தில்  r  பொருட்்கலள மதரநபதடுக்கும்மொது 
பொருட்்கலள �ணடும் இடம்பெை அேதிக்கும் பொழுது உருவாகும் வரிலெ 
ோற்ைங்களின எணணிக்ல்க   n r  ஆகும்

Ch-2_TM.indd   84 19/04/18   6:59 PM



854யற்>~EÝ

 z ! !
!

p q
n  எனெது n  பொருட்்களில் p  பொருட்்கள் ஒருவல்கயா்கவும், q  பொருட்்கள் ேற்பைாரு 

வல்கயா்கவும் உள்ளன எனக் ப்காள்மவாம்.இஙகு p + q  = n  எனில் n  பொருட்்களிலிருநது 
ஓமர மநரத்தில் அலனத்லதயும் மதரநபதடுக்கும்மொது உருவாகும் வரிலெ ோற்ைங்களின 
எணணிக்ல்க வட்ட வரிலெ ோற்ைத்தில் வலசசுற்று (clock wise) இடசசுற்று (anti-
clockwise) ஆகியவற்றிற்்கான மவறுொடு ்காைமுடிநதால், பொருள்்களிள் வட்ட வரிலெ 
ோற்ைங்களின எணணிக்ல்க (n-1)! ஆகும்

 z வட்ட வரிலெோற்ைங்கள் வலசசுற்று, இடசசுற்று மவறுொடினறி இருப்பின பொருள்்களில் 
வட்ட வரிலெ ோற்ைங்களின எணணிக்ல்க !n

2
1-] g  ஆகும்.

 z  n பொருட்்களிலிருநது r பொருட்்கலள மதரவு பெயயும் வ�்களின எணணிக்ல்க மெரவு்கள் 
ஆகும்.

 z n பொருள்்களிலிருநது į பொருள்்கலள மதரநபதடுக்கும் வ�்கள் ncr ஆகும்.

 z ! !
! ,nC r n r

n r n0r 1#= -^ h
 z nCn  = 1 = nC0  . 

 z nC1  = n.

 z nC2  = !
n n

2
1-^ h

 z nCx = nCy , எனில் x = y அல்லது x + y = n.

 z nCr  = nCn r- . 

 z nC nC n C1r r r1+ = +- ^ h

 z ( ) …x a nC x a nC x a nC x a nC x a nC x an
o

n o n n
r

n r r
n

n
1

1 1
2

2 2
1

1 1+ = + + + + +- - -
-

-  

       nC x a nC x an
n

r

n

r
n r r0

0
+ =

=

-/

 z (x+a)n எனை விரிவில் n+1 எனை உறுப்பு்கள் இருக்கும்.

 z  இநத விரிவாக்்கத்தில் ஒáபவாரு உறுப்பு்களில் உள்ள x  ேற்றும் a ன அடுக்கு்களின 
·டுதல்  n   ஆகும். 

 z , , , …… …nC nC nC nC nC nCr n0 1 2 3 ஆகியலவ்களில் , , , … …C C C C C Cr n0 1 2 3  எனவும் 
குறிக்்கப்ெடும்.  அலவ்கள் 5ருறுப்புக் ப்கழுக்்கள்.

 z r = 0, 1, 2,…n ஆகியவற்றிற்கு  nC nCr n r= - , எனமவ (x+a)n எனை விரிவாக்்கத்தின 
இரு முலன்களிலிருநதும் ெேதூரத்தில் உள்ள 5ருறுப்புக் ப்கழுக்்கள் ெேோனலவயாகும். 
மேலும் , , ,nC nC nC nC nC nCn n n0 1 1 2 2= = =- -
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 z 5ருறுப்புக் ப்கழுக்்களின ·டுதல் 2n ஆகும்.

 z  ஒற்லைப்ெலட 5ருறுப்புக் ப்கழுக்்களின ·டுதல்   இரட்லட ெலட 5ருறுப்புக் ப்கழுக்்களின 
·டுதல் = 2n-1

 z x a n+^ h எனை விரிவாக்்கத்தின பொது உறுப்பு t nC x ar r
n r r

1 =+
- .

கணைÖY@ாற்கள் 
ᾞᾠᾺபுܒ Binomial
எணᾎதலின வகாள்்க Principle of counting
எணᾎதலின வ்பᾞக்கல 
வகாள்்க Multiplication Principle of counting

ᾞ ்படிக்காரணிܘ Linear factor
கணிதᾷ வதாகுᾷதறிதல Mathematical Induction
காரணܳயᾺ வ்பᾞக்கம் Factorial
வகழு Coe�cient
சாரா உᾠᾺபு Independent term
ܷசர்ᾫ Combination
்பகுதிᾺ ்பினனஙகள் Partial fractions
்பாῄகலின முக்ܷகாணம் Pascal’s Triangle
்மைய  உᾠᾺபு Middle term
ெடட ொி்ச மைாறறம் Circular Permutation
ொி்ச மைாறறஙகள் Permutations
ெிகிதமுᾠ ܷகா்ெ Rational Expression
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கற்Lல் மFாக்கÕகள்

இநத அத்தியாயத்லத ெடித்தபினபு பினவரும் ொடக் ்கருத்து்கலள ோைவர்கள் 
புரிநது ப்காள்ள இயலும்

 z இயஙகுவலர
 z இரும்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட ம்காைம்
 z ஒருபுள்ளி வ�க்ம்காடு்களின ்கருத்துரு
 z இரட்லட மநரக்ம்காடு்கள்
 z ஒருவட்டத்தின பொதுவடிவ ேற்றும் துலையலகு ெேனொடு்கள்
 z வட்டத்தின பொதுவான ெேனொட்டின லேயம் ேற்றும் ஆரம்
 z ஒரு விட்டத்தின முலனப்புள்ளி்கள் ப்காடுக்்கப்ெடின வட்டத்தின 

ெேனொடு ்காணுதல்
 z ஒரு வட்டத்திற்கு, ப்காடுக்்கப்ெட்ட புள்ளியில் பதாடும்காட்டின ெேனொடு
 z ·ம்புபவட்டியின வல்க்கலள அறிதல் 
 z ெரவலளயத்தின திட்டசெேனொடு, குவியம், இயக்குவலர 

ெரவலளயத்தின பெáவ்கலம் ேற்றும் வணி்கப் ெயனொடு்கள்
2றிமுகம் 

KாமG YCகாßமC
(1596-1650)

“Geometry” எனை பொல்லானது கிமரக்்க போ�யின “geo” 
ேற்றும் “metron’’ எனை பொற்்களிலிருநது வருவிக்்கப்ெட்டது. 
“geo” எனைால் பூமி எனறும், “metron’’ எனைால் அளப்ெது எனறும் 
பொருளாகும்.

வடிவியல் எனெது புள்ளி்கள், ம்காடு்கள், வலளவு்கள், 
மேற்ெரப்பு மொனைலவ்கலளயும், அலவ்களின ெணபு்கலளயும் 
ெற்றியப் ெடிப்ொகும்.  வடிவியல் வலளவலர்களுக்கும், இயற்்கணித 
ெேனொடு்களுக்கும் உள்ள பதாடரலெ வலியுறுத்துவது, ெகுமுலை 
வடிவியலின முக்கியப் ெங்காகும்.

பு்கழ்பெற்ை பிபரஞ்சு தத்துவ மேலதயும், ்கணித மேலதயுோன, ராமன பட்காரமட (1596-
1650), இயற்்கணிதத்லத ெயனெடுத்தி, வடிவியலல ்கற்ெது பதாடரொன, முலையான ்கற்ைலல 
முதனமுதலில் தனலடய நூலான “la Geometry’’ ல் 1637ல் பிரசுரித்தார.  இயற்்கணிதம் 
ேற்றும் வடிவியலின மெரவு, தற்மொது ெகுமுலை வடிவியல் எனறு அலழக்்கப்ெடுகிைது.  இதனால் 
அவர ெகுமுலை வடிவியலின தநலத எனக் ்கருதப்ெடுகிைார.

பகுமுணL வடி�யல்3
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விோனம் தயாரிக்கும் பதா�ற்ொலலயில் ெகுமுலை வடிவியல் பெருேளவில் ெயனெடுகிைது.  
குறிப்ொ்க விோனப் ொ்கங்களின வடிவங்கள் ொரநத துலையில் பெருேளவில் ெயனெடுகிைது.

���  நியமப்பாணத 2ல்ைது 4யÕகுவணK �ďĬĠĲİ�

வணKயணL 3.1

ஒரு குறிப்பிட்ட வடிவ ்கணித விதியின அல்லது விதி்களின 
அடிப்ெலடயில் இயஙகும் புள்ளியின ொலத அதன இயஙகுவலர  அல்லது 
நியேப்ொலத எனப்ெடும்.

����� 4யÕகுவணKயிå @மåபாடு �ĈĮĲĞıĦĬī Ĭģ Ğ ĩĬĠĲİ�  

a

aC P2

P1

a

ெடம் 3.1

இயஙகுவலரயில் உள்ள அலனத்துப் புள்ளி்களின 
ஆயத்பதாலலவு்களால் 5டு பெயயப்ெடும்  ĵ, Ķ o ல் உள்ள  எநத 
ஒரு பதாடரபும் இயஙகுவலரச ெேனொடு எனப்ெடும்.  

எடுத்துக்்காட்டு்கள், 

(i)  C(h, k)  எனை  நிலலயான புள்ளியிலிருநது, 
எப்பொழுதும் ெேதுதூரத்தில் உள்ள P(x, y) எனை 
புள்ளியின இயஙகுவலர, அப்புள்ளிலய லேயோ்க 
உலடய வட்டோகும்.  நிலலயான புள்ளி c :  வட்டத்தின லேயம் எனமொம். 

(ii)  A, B  எனை இரு நிலலயான புள்ளி்களிலிருநது ெேதூரத்தில் உள்ள புள்ளியின 
இயஙகுவலர AB க்கு லேயக் குத்துக்ம்காடாகும்.

ெடம் 3.2

A B

 

ஒமர மநர திலெயில் ந்கரும் 
ஒரு புள்ளியின இயஙகுவலர 

ஒரு மநரம்காடு ஆகும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���  

ஒரு தளத்தின �துள்ள ஒரு புள்ளி ஆதியிலிருநது உள்ள பதாலலவு அப்புள்ளியின   
y- அசசிலிருநது அதன பதாலலலவப் மொல் Âனறு ேடஙப்கனில் அப்புள்ளியின  இயஙகுவலரலயக் 
்காண்க.
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�ß¶

,P x y1 1^ h  எனெது இயஙகுவலரயின �துள்ள 9மதம் ஒரு புள்ளி என்க. ,P x y1 1^ h  எனை 
புள்ளியிலிருநது Y -அசசிற்கு வலரயப்ெட்ட  பெஙகுத்துக் ம்காட்டின அடிப்புள்ளி A என்க.

 OP = 3 AP  ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது

 OP2 = 9AP2

 x y0 01
2

1
2- + -^ ^h h  = x9 1

2  

 x y1
2

1
2+   = x9 1

2

x y8 1
2

1
2- = 0

`  ,P x y1 1^ h  ன இயஙகுவலர  x y8 02 2- =

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

(2, –3) ேற்றும் (3, –4) எனை புள்ளி்களிலிருநது ெேதூரத்திலிருக்கும்  ஒரு ந்கரும் புள்ளியின 
இயஙகுவலரலயக் ்காண்க.

�ß¶

ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ள புள்ளி்கலள A(2, –3) ேற்றும் B(3, –4) என எடுத்துக் ப்காள்மவாம்

,P x y1 1^ h  எனெது இயஙகுவலரயின �துள்ள 9மதம் ஒரு புள்ளி என்க.

   PA = PB  ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது.

   PA2 = PB2

              x y2 31
2

1
2- + +^ ^h h   = x y3 41

2
1

2- + +^ ^h h
   x x y y4 4 6 91

2
1 1

2
1- + + + +  = x x y y6 9 8 161

2
1 1

2
1- + + + +

i.e.,                 x y2 2 121 1- -   = 0

i.e.,                      x y 61 1- -   = 0

  ,P x y1 1^ h  ன இயஙகுவலர  x y 6- -  = 0.

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

(–5, 1) ேற்றும் (3, 2) எனை புள்ளி்களுடன ஒரு பெஙம்காை முக்ம்காைத்லத அலேக்கும் 
வல்கயில் ந்கரும் புள்ளியின இயஙகுவலரலயக் ்காண.

�ß¶

ப்காடுக்்கப்ெட்ட புள்ளி்கள்  A(–5, 1) ேற்றும் B(3, 2) என்க.
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,P x y1 1^ h  எனெது இயஙகுவலரயின �து 9மதம் ஒரு புள்ளி என்க.

 APB+  = 90o  ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது.

அதாவது  TAPB ஒர பெஙம்காை முக்ம்காைோகும்

 BA2  = PA2+PB2

(3+5)2 + (2–1)2 = x y x y5 1 3 21
2

1
2

1
2

1
2+ + - + - + -^ ^ ^ ^h h h h   

65  =  x x y y x x y y10 25 2 1 6 9 4 41
2

1 1
2

1 1
2

1 1
2

1+ + + - + + - + + - +

அதாவது x y x y2 2 4 6 39 651
2

1
2

1 1+ + - + -  = 0

அதாவது   x y x y2 3 131
2

1
2

1 1+ + - -  = 0

எனமவ   ,P x y1 1^ h  ன இயஙகுவலர x y x y2 3 132 2+ + - - = 0

பயிற்z ���

1. (1, 3) எனை புள்ளிக்கும்,  x-அசசுக்கும், ெேபதாலலவில் உள்ள ஒரு ந்கரும் புள்ளியின 
நியேப்ொலதலயக் ்காண்க.

2. (3, –2) எனை புள்ளியிலிருநது, எப்பொழுதும் 4 அலகு தூரத்தில் இருக்கும் புள்ளியின 
நியேப்ொலதலயக் ்காண்க.

3. ஒரு ந்கரும் புள்ளி, (2,1) ேற்றும் (1,2) எனை புள்ளி்களிலிருநது உள்ள பதாலலவு்கள் 
2:1 எனை விகிதத்தில் இருக்குோறு ந்கருகிைபதனில், அப்புள்ளியின இயஙகுவலரலயக் 
்காண்க.

4. (7, –6) ேற்றும் (3,4) எனை புள்ளி்களுக்கு ெேதூரத்தில், x - அசசின �தலேநத ஒரு 
புள்ளிலயக் ்காண்க.

5. A(–1, 1) ேற்றும் B(2, 3) எனென இரு நிலலப்புள்ளி்கள் எனில் முக்ம்காைம் APB ன 
ெரப்ெளவு 8 ெ.அலகு்கள் எனைவாறு ந்கரும் P எனை புள்ளியின நியேப் ொலதலயக் ்காண்க.

��� மFßக்மகாடுகளிå Yதாகுப்பு �ĖĶİıĢĪ Ĭģ İıįĞĦĤĥı ĩĦīĢİ�

����� நிணG¶ ·றுதல் �  மFßக்மகாடுகள்
முநலதய வகுப்பு்களில், ெகுமுலை வடிவியல் ெற்றிய அடிப்ெலட ்கருத்துருக்்கலள, 

அறிநதுள்மளாம்.  தூர வாயொடு, பிரிவு வாயொடு, முக்ம்காைத்தின ெரப்பு ்காணும் வாயொடு ேற்றும் 
ம்காடு்களின ொயவு முதலியனவற்லை �ழ்வகுப்பு்களில்  ்கற்றுள்மளாம்.  மநரம்காடு்களின ெலவல்க 
ெேனொடு்கலள, 10 ஆம் வகுப்பில் ்கற்றுள்மளாம்.  11 ஆம் வகுப்பின புதிய ்கருத்துக்்கலளயும், புதிய 
வலரயலை்கலளயும் நனகு புரிநது ப்காள்ள, நிலனவு ·றுதல் அவசியோகிைது.
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மFßக்மகாடுகளிå பல்மவறு வடிவÕகள்�

(i) @ாÞ¶� Yவட்டுதுண்டுவடிவம்

ொயவு m  ேற்றும் y பவட்டுத்துணடு  c  உலடய மநரக்ம்காட்டின ெேனொடு  y = mx+c ஆகும்

(ii) புள்ளி� @ாÞ¶ வடிவம் 

ப்காடுக்்கப்ெட்ட புள்ளி ,P x y1 1^ h  வ�ச பெல்வதும் ொயவு  m உலடயதுோன மநரக்ம்காட்டின 
ெேனொடு
y y m x x1 1- = -^ h

(iii) 4±புள்ளிகள்  வடிவம் 

ப்காடுக்்கப்ெட்ட புள்ளி்கள் , , ,A x y B x y1 1 2 2^ ^h h  ஆகியவற்லை இலைக்கும் மநரக்ம்காட்டின 
ெேனொடு y y

y y
x x
x x

2 1

1

2 1

1
-
-

= -
-  ஆகும்.

,A x y1 1^ h , ,B x y2 2^ h  ஆகிய புள்ளி்கலள இலைக்கும் மநரக்ம்காட்டின ெேனொடு 
அணிக்ம்காலவ வடிவில் 

   
x
x
x

y
y
y

1
1
1

01

2

1

2

=  ஆகும்.

(iv)  Yவட்டுதுண்டு வடிவம்
x-அசசு பவட்டுதுணடு a ேற்றும் y-அசசு பவட்டுத்துணடு b எனில், மநரக்ம்காட்டின 
பவட்டுத்துணடு வடிவச ெேனொடு,  a

x
b
y

1+ =  ஆகும்  .

(v)  Yபாதுவடிவம்
மநரக்ம்காட்டின பொதுவடிவச ெேனொடு ax by c 0+ + =  ஆகும்.  இஙகு a, b ேற்றும் c  
எனென ோறிலி்கள் .  மேலும்  a, b  எனென ஒமர ெேயத்தில் பூசசியேற்ை ோறிலி்கள் ஆகும்.

����� 4± மFßக்மகாடுக´க்கு 4ணCப்பட்C மகாைÕகள் �ĄīĤĩĢ ğĢıĴĢĢī ıĴĬ İıįĞĦĤĥı 
ĩĦīĢİ� y

l1 l2

P

xO

i

2i 1i

ெடம் 3.3

l1 ேற்றும் l2 எனென, P-யில் பவட்டிக் ப்காள்ளும் 
:l y m x c1 1 1= +  ேற்றும்  :l y m x c2 2 2= +  எனை 

ெேனொடு்களால் குறிக்்கப்ெடும் இரும்காடு்கள் என்க.

1i  ேற்றும் 2i  எனென l1  ேற்றும் l2  ம்காடு்களால் 
x-அசசுடன 9ற்ெடுத்தப்ெடும் ம்காைங்கள் என்க.   எனமவ 
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ம்காடு்களின ொயவு்கள் tanm1 1i=  ேற்றும் tanm2 2i=  என்க. 

ம்காடு்கள் l1  ேற்றும் l2  ்களுக்கு இலடப்ெட்ட ம்காைம் i  எனில், 1 2i i i= -  (ெடம் 3.3)

`  tani  = tan 1 2i i-^ h

  = tan tan
tan tan
1 1 2

1 2

i i

i i

+

-

 tanθ = m m
m m
1 1 2

1 2
+
-

 θ = tan m m
m m
1

1
1 2

1 2
+
--

குறிப்பு

( i )  இஙகு  m m
m m
1 1 2

1 2
+
-

 எனெது மில்க (>0)
எனில், l1  ேற்றும் l2  ்களுக்கு இலடெட்ட ம்காைம் i  
எனெது குறுஙம்காைோகும்.  m m

m m
1 1 2

1 2
+
-  -ன ேதிப்பு 

குலை (<0) எனில், i  எனெது விரிம்காைோ்க இருக்கும்

 ( i i )  இரும்காடு்கள் இலையா்க இருப்ெதற்்கான 
மதலவயானதும் ேற்றும் மொதுோனதுோன 
்கட்டுப்ொடு அவற்றின ொயவு்கள் ெேம்.  அதாவது 
m1=m2 .

 ( i i i )  இரும்காடு்கள் ஒனறுக்ப்கானறு பெஙகுத்தா்க 
இருப்ெதற்்கான, மதலவயானதும் ேற்றும் 
மொதுோனதுோன ்கட்டுப்ொடு, அநதக் ம்காடு்களின 
ொயவு்களின பெருக்குத் பதால்க –1 ஆ்க இருக்்க 
மவணடும், அதாவது m1 m2=–1.  (இஙகு m1   
ேற்றும் m2  எனென முடிவுறு எணைாகும்)

x-அசசு ேற்றும் y-அசசு ஆகிய 
மநரம்காடு்கள் ஒனறுக்ப்கானறு 
பெஙகுத்து, ஆனால் இவற்றின 

ொயவு்களின பெருக்குத் 
பதால்க  m m 11 2 = -  எனெது 
உணலேயல்ல.  9பனனில் 

x-அசசின ொயவு m1=0,  
y- அசசின ொயவு m2  முடிவிலி.

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

x y2 3 0- + =  ேற்றும் x y 2 0+ + =  எனை மநரக்ம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட 
குறுஙம்காைத்லதக் ்காண்க.

�ß¶

m1 ேற்றும் m2 எனென  x y2 3 0- + = ேற்றும் x y 2 0+ + = ன ொயவு்கள் என்க.

இஙகு   m1 = 2, m2 = –1
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i  எனெது ப்காடுக்்கப்ெட்ட ம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட ம்காைம் எனில் 

 tan i  = m m
m m
1 1 2

1 2
+
-

  = 1 2 1
2 1 3+ -
+ =^ h

      i  = tan 31- ^ h

����� ;± மகாட்டி�±Ûது ;± புள்ளியிå Yதாணை¶ �ćĦİıĞīĠĢ Ĭģ Ğ ĭĬĦīı ģįĬĪ Ğ ĩĦīĢ� 

(i) P(l, m) எனை புள்ளியிருநது   ax by c 0+ + =  -ன  பெஙகுத்து தூரம்   d
a b

al bm c
2 2=
+

+ +

(ii) ஆதி (0, 0) லிருநது  ax by c 0+ + = -ன பெஙகுத்து பதாலலவு d
a b

c
2 2=
+

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

 x y 5 0- + =  எனை ம்காடு ஆதியிலிருநதும்  P(2, 2)  எனை புள்ளியிலிருநதும் ெே 
பதாலலவில் உள்ளது எனக் ்காட்டு்க.

�ß¶

 ப்காடுக்்கப்ெட்ட ம்காடு x y 5 0- + =   

P(2, 2) எனை புள்ளியிலிருநது உள்ள பெஙகுத்து பதாலலவு  = 
1 1

2 2 5
2 2+

- +

                                 = 
2
5  = 

2
5

(0, 0) லிருநது உள்ள பதாலலவு   = 
1 1
5

2
5

2 2+
=  = 

2
5

ப்காடுக்்கப்ட்ட ம்காடு  (0, 0) ேற்றும் (2, 2) புள்ளியிலிருநது ெே பதாலலவில் உள்ளது

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

இரு ம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட ம்காைம் 4
r , மேலும் ஒரு ம்காட்டின ொயவு  3, எனில் 

ேற்மைார ம்காட்டின ொயலவக் ்காண்க.

�ß¶

m1 ேற்றும் m2   ஆகியவல்கலள ொயவு்களா்க உலடய மநரம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட 
ம்காைம் i  எனில்

 tan i  = m m
m m
1 1 2

1 2
+
-

இஙகு ,m 3 41 i
r= =
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`    tan 4
r  = m

m
1 3
3

2

2
+
-

  

 1 = m
m

1 3
3

2
2

+
-d n

 m1 3 2+  = m3 2-

&  m2  = 2
1

     ேற்மைார ம்காட்டின ொயவு 2
1 .

����� ;± புள்ளி வ�க் மகாடுகள் �ĆĬīĠĲįįĢīĠĢ Ĭģ ĩĦīĢİ�

l1   ேற்றும் l2   எனை ம்காடு்கள் ெநதிக்கும் பொதுவான புள்ளி ‘P’ எனில்,  P எனெது 
ம்காடு்களின  பவட்டும் புள்ளி எனப்ெடும்.  ம்காடு்கள்  l1  ேற்றும் l2  ்களின ெேனொடு்கலள தீரப்ெதன 
Âலம், பவட்டும் புள்ளிலயக் ்காைலாம்.

Âனறு அல்லது Âனறுக்கு மேற்ெட்ட ம்காடு்கள் ஒரு பொதுவான புள்ளிலய பெற்றிருக்கும் 
எனில், அக்ம்காடு்கள் ஒரு புள்ளி வ�க் ம்காடு்கள் எனப்ெடும்.  அநத பொதுவான புள்ளி, ம்காடு்களின 
ஒருங்கலேப் புள்ளி எனப்ெடும். 

    Yகாடுக்கப்பட்C மகாடுகள் புள்ளி வ�க் மகாடுகNாக 4±ப்பதற்காG கட்டுப்பாடு 

            a x b y c1 1 1+ +  = 0  "  (1)

   a x b y c2 2 2+ +  = 0  "  (2)

   a x b y c 03 3 3+ + =   "  (3)

எனென ப்காடுக்்கப்ெட்ட Âனறு ம்காடு்கள் என்க.  இக்ம்காடு்கள் ஒரு புள்ளி வ�க்ம்காடு்களா்க 
இருப்ெதற்்கான ்கட்டுப்ொடு

  
a
a
a

b
b
b

c
c
c

1

2

3

1

2

3

1

2

3

 = 0

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

,x y x y3 4 13 0 8 11 33- - = - =  ேற்றும் x y2 3 7 0- - =  எனென ஒரு புள்ளிவ�க் 
ம்காடு்கள் எனக்்காட்டு்க.  மேலும் அக்ம்காடு்களின ஒருங்கலே புள்ளிலயக் ்காண்க.

�ß¶

ப்காடுக்்கப்ெட்ட ம்காடு்கள்    x y3 4 13- -  = 0 ... (1)

       x y8 11-  = 33 ... (2)
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                    x y2 3 7- -  = 0  ... (3)

புள்ளி வ�க் ம்காடு்களுக்்கான ்கட்டுப்ொடு 
a
a
a

b
b
b

c
c
c

1

2

3

1

2

3

1

2

3

 = 0 

    
3
8
2

4
11
3

13
33
7

-
-
-

-
-
-

  = 3(77–99) + 4(–56+66) – 13(–24+22)

                      =  –66 + 40 + 26 = 0

&  ப்காடுக்்கப்ெட்ட ம்காடு்கள் ஒரு புள்ளி வ�க் ம்காடு்கள் ஆகும்.

ஒருங்கலேப் புள்ளிலயக் ்காை

 ெேனொடு  (1) #2 &    6x–8y =26

 ெேனொடு (3) #3 &     6x–9y =21
             ___________
           y = 5
             ___________
y=5 எம்பொழுது  ெேனொடு (2) லிருநது 8x = 88

                                    x = 11

`  ஒருங்கலேப் புள்ளி  (11, 5)

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

,x y x y3 5 11 0 5 3 7 0- - = + - =  ேற்றும் x ky 0+ =  எனென ஒரு புள்ளி வ�க் ம்காடு்கள் 
எனில்,  k-ன ேதிப்புக் ்காண்க.

�ß¶

புள்ளி வ�க் ம்காடு்களுக்்கான ்கட்டுப்ொடு.

   
a
a
a

b
b
b

c
c
c

1

2

3

1

2

3

1

2

3

 =0 

   
k

3
5
1

5
3

11
7
0

- -
-  = 0

  1(35+33) – k(–21+55) = 0

 &    34k = 68.    `  k = 2.
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8டுÚதுக்காட்டு ��� 

ஒரு தனியார நிறுவனம்,  2012 ஆம் ஆணடு ஒரு எழுத்தலர `20,000�- ஊதியத்திற்கு, 
ெணியில் அேரத்துகிைது.  2017 ஆம் ஆணடு அவரது ஊதியம் `25,000 ஆ்க உயரத்தப்ெடுகிைது.  
எனில்,

(i) மேற்ெட்ட விவரங்கலள  y-எழுத்தரின ஊதியம் ேற்றும் x-அவரது ெணி ஆணடா்க 
ப்காணடு x, y -ல் ஒருெடிச ெேனொடா்க எழுது்க. 

(ii) 2020 ஆம் ஆணடு அவரது ஊதியத்லத ்கைக்கிடு்க.

�ß¶

இஙகு y எனெது எழுத்தரின ஊதியம் எனவும், x-லய எழுத்தரின ெணி ஆணடு எனவும் 
ப்காள்்க.

3ண்டு  (x) 7�யம்  (y)

2012(x1) 20,000(y1)
2017(x2) 25,000(y2)

2020 ?

மேற்ெட்ட விவரங்களிலிருநது  x, y- ன ஒரு ெடிசெேனொடானது  

  y y
y y
2 1

1
-
-

 = x x
x x
2 1

1
-
-

 , ,
,y

25 000 20 000
20 000
-

-
 = x

2017 2012
2012
-

-

  
,y

5000
20 000-

 = x
5
2012-

 y = 1000x – 2012000+20,000

 y = 1000x – 19,92,000

2020 ஆம் ஆணடு அவரது ெம்ெளம் 

  y = 1000(2020)–19,92,000

 y = `28000

பயிற்z ���

1.  ொயவு்கள்  2
1   ேற்றும் 3 உலடய மநரக்ம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட ம்காைத்லதக் ்காண்க.

2.  (4, 1) எனை புள்ளியிலிருநது x y3 4 12 0- + =  எனை ம்காடு உள்ள பெஙகுத்து தூரத்லதக் 
்காண்க.
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3. ,x y x4 0 3 2 0+ - = + =   ேற்றும் x y3 3 16 0- + =    எனென ஒரு புள்ளி வ�க் ம்காடு்கள் 
எனக்்காட்டு.

4.  ;x y x y3 4 13 2 7 1+ = - =-   ேற்றும்  ax y 14 0- - =    எனென ஒரு புள்ளி வ�க் ம்காடு்கள் 
எனில் ‘a’ ன ேதிப்புக் ்காண்க.

5.   ஒரு தனியார உற்ெத்தி நிறுவனம்  80  பதாலலக்்காட்சி பெட்டி்கலள, )2,20,000 க்கு  உற்ெத்தி 
பெயகிைது.  மேலும் 125  பதாலலக்்காட்சி பெட்டி்கலள )2,87,500 க்கு  உற்ெத்தி பெயகிைது 
என்க.   பெலவு-வலளவலர ஒரு மநரம்காடு எனில், மேற்ெட்ட விவரங்களுக்்கான பெலவு-
வலளவலரலயக் ்காண்க. மேலும் 95 பதாலலக்்காட்சி பெட்டி்கலள தயாரிப்ெதற்்கான 
பெலலவ ்கைக்கிடு்க.

���  4Kட்ணC மFßக்மகாடுகள் �ēĞĦį Ĭģ İıįĞĦĤĥı ĩĦīĢİ�

����� 4Kட்ணC மFßக்மகாடுகளிå ;±ÕxணைÛத @மåபாடு �ĆĬĪğĦīĢġ ĢĮĲĞıĦĬī Ĭģ 
ıĥĢ ĭĞĦį Ĭģ İıįĞĦĤĥı ĩĦīĢİ�
l x m y n 01 1 1+ + =  ேற்றும்  l x m y n 02 2 2+ + =  எனென இரு தனித்த மநரக்ம்காடு்களின 

ெேனொடு்கள் என்க.

அநத மநரக்ம்காடு்களின ஒருஙகிலைநத ெேனொடு

l x m y n1 1 1+ +^ h  l x m y n2 2 2+ +^ h  = 0

 l l x l m l m xy m m y l n l n x m n m n y n n 01 2
2

1 2 2 1 1 2
2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2+ + + + + + + + =^ ^ ^h h h

இது, 

ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =

எனை இருெடி பொதுவடிவ ெேனொட்டின அலேப்பில் உள்ளது. (இஙகு , , , , ,a b c f g h  
ோறிலி்கள்) எனமவ இதலன இரட்லட மநரக்ம்காடு்களின ஒருஙகிலைநத ெேனொடா்க எடுத்துக் 
ப்காள்ளலாம்.

����� 3�வ�Ö Y@ல்³ம் 4Kட்ணC மFßக்மகாடுகள் �ēĞĦį Ĭģ İıįĞĦĤĥı ĩĦīĢİ ĭĞİİĦīĤ 
ıĥįĬĲĤĥ ıĥĢ ĬįĦĤĦī�
x, y ன இரணடாம் ெடி ெேெடித்தான ெேனொடு ax hxy by2 02 2+ + =  ... (1) ஆனது 

ஆதிவ�ச பெல்லும் இரட்லட மநரக்ம்காடு்கலளக் குறிக்கும்.

ஆதிவ�ச பெல்லும் இரு மநரக்ம்காடு்களின தனித்த ெேனொடு்கள் 

y m x1=  ேற்றும்  y m x2=  என்க.

அவற்றின மெரப்பு ெேனொடானது
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            y m x y m x1 2- -^ ^h h    = 0

 &  m m x m m xy y1 2
2

1 2
2- + +^ h  = 0  ... (2)

 (1), (2) ஆகியலவ ஒமர இரட்லட மநரக்ம்காடு்கலளக் குறிக்கினைன.

`  m m
a

m m
h b2

11 2 1 2
=

- + =^ h
m m b

a
1 2& =  அதாவது ொயவு்களின பெருக்்கற்ெலன   = b

a  

      m m b
h2

1 2+ = -  அதாவது ொயவு்களின ·டுதல் = b
h2-  

����� 3�வ�Ö Y@ல்³ம் 4Kட்ணC மFßக்மகாடுக´க்கு 4ணCப்பட்C மகாைம் �ĄīĤĩĢ 
ğĢıĴĢĢī ĭĞĦį Ĭģ İıįĞĦĤĥı ĩĦīĢİ ĭĞİİĦīĤ ıĥįĬĲĤĥ ıĥĢ ĬįĦĤĦī�
ஆதிவ�ச பெல்லும் இரட்லட மநரக்ம்காடு்களின ெேனொடு

ax hxy by2 02 2+ + =   

இதன தனித்த ம்காடு்களின ொயவு்கள்  m1, m2  என்க .

` m m b
h2

1 2+ = -   ேற்றும்  m m b
a

1 2 = . 

இரட்லட மநரக்ம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட ம்காைம் i  என்க. 

     tan m m
m m
1 1 2

1 2i = +
-

   = ±
a b

h ab2 2

+
-

 ‘i ’ : ஒரு குறுஙம்காைோ்க எடுத்துக் ப்காள்மவாம்

`         i  = tan a b
h ab21
2

+
-- < F

குறிப்பு

(i) ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  எனை இரட்லட மநரக்ம்காடு்களுக்கு 

இலடப்ெட்ட ம்காைம் i  எனில்,  i  = tan a b
h ab21
2

+
-- < F

(ii) மநரக்ம்காடு்கள் இலையானலவ எனில் h ab2 = .

(iii) மநரக்ம்காடு்கள் ஒனறுக்கு ஒனறு பெஙகுத்தானலவ எனில், a b 0+ =  

 அதாவது x2 ன ப்கழு + y2 ன ப்கழு = 0 
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����� YபாதுவாG 4±படிÖ @மåபாடு 4Kட்ணC மFßக்மகாடுகணNக் குறிப்பதற்காG  
கட்டுப்பாடு �ėĥĢ ĠĬīġĦıĦĬī ģĬį ĤĢīĢįĞĩ İĢĠĬīġ ġĢĤįĢĢ ĢĮĲĞıĦĬī ıĬ įĢĭįĢİĢīı ıĥĢ 
ĭĞĦį Ĭģ İıįĞĦĤĥı ĩĦīĢİ�  

குறிப்பு

இதலன அணிக்ம்காலவ 
வடிவில்    

 
a
h
g

h
b
f

g
f
c

0=   

என எழுதலாம்.

ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  எனை இருெடி 
பொதுச ெேனொடு இரட்லட மநரக்ம்காடு்கலளக் குறிப்ெதற்்கானக் 
்கட்டுப்ொடு

– – –abc fgh af bg ch2 02 2 2+ = .

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x y2 1 0+ - = ,  x y2 5 0+ - =  எனை தனித்தனி 
ெேனொடு்கலளக் ப்காணட இரட்லட மநரக்ம்காடு்களின ஒருஙகிலைநத ெேனொட்டிலனக் 
்காண்க.

�ß¶

ப்காடுக்்கப்ெட்ட மநரக்ம்காடு்களின ஒருஙகிலைநத ெேனொடு

   x y2 1+ -^ h x y2 5 0+ - =^ h
அதாவது    x xy x xy y y x y2 4 2 2 10 5 5 02 2+ - + + - - - + =  

    x xy y x y2 5 2 11 7 5 02 2+ + - - + =

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x xy y x y2 5 3 6 7 4 02 2+ + + + + =  எனெது இரட்லட மநரக்ம்காடு்கலளக் குறிக்கும் எனக் 
்காட்டு்க.  மேலும் இக்ம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட ம்காைம் ்காண்க.

�ß¶ 

ப்காடுக்்கப்ெட்ட ெேனொடு 

     x xy y x y2 5 3 6 7 4 02 2+ + + + + =  இதலன

 ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  உடன ஒப்பிடும்மொது

  , , , ,a b h g f2 3 2
5 3 2

7= = = = =  ேற்றும்   c = 4  

இரட்லட மநரக்ம்காட்டிற்்கான ்கட்டுப்ொடு

 – – –abc fgh af bg ch2 02 2 2+ = .

 – – –abc fgh af bg ch2 24 2
105

2
49 27 25 02 2 2+ = + - - - =
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எனமவ ப்காடுக்்கப்ெட்ட ெேனொடு இரட்லட மநரக்ம்காடு்கலளக் குறிக்கும் 

இரட்லட மநரம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட ம்காைம் ‘θ’ என்க.

 i  = tan a b
h ab21
2

+
-- < F  = tan

5
2 4

25 61 -- > H   

      tan 5
11` i = - b l              

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

ax hxy by2 02 2+ + =  எனை இரட்லட மநரக்ம்காடு்களின ஒனறின ொயவு ேற்ைதின 
ொயலவப்மொல இரணடு ேடஙகு எனில் h ab8 92 =  என நிறுவு்க.

�ß¶

m1 , m2 எனென 

 ax hxy by22 2+ +  = 0 எனை இரட்லட மநரக்ம்காடு்களின ொயவு்கள் என்க.

`  m m1 2+  = b
h2-  ேற்றும் m m b

a
1 2 =

 ்கைக்கினெடி   m m22 1=  

`    m m21 1+  = b
h2-  ேற்றும் m m b

a21 1$ =

`    m1 = b
h
3
2-  ேற்றும் m b

a2 1
2 =

&  b
h2 3
2 2

-b l  = b
a

&  b
h
9
8

2

2
 = b

a

&  8h2 = 9ab

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x xy y x y2 7 3 5 5 2 02 2+ + + + + =  எனெது இரட்லட மநரக்ம்காடு்கலளக் குறிக்கும் எனக் 
்காட்டு்க.  மேலும் இக்ம்காடு்களின தனித்தனிச ெேனொடு்கலளயும் ்காண்க.

�ß¶ 

ப்காடுக்்கப்ெட்ட ெேனொடு x xy y x y2 7 3 5 5 2 02 2+ + + + + =  இதலன

 ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + = ,  உடன ஒப்பிடும்மொது

 , , , , ,a b h g f c2 3 2
7

2
5

2
5 2= = = = = =

ie.,  
a
h
g

h
b
f

g
f
c

 = 
2

3
2

2
7

2
5

2
7

2
5

2
5

2
5
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  = 2 6 4
25

2
7 9 4

25
2
5

4
35

2
15- - - + -b b bl l l

  = 2 4
1

2
7

4
3

2
5

4
5

$ $- - +b l

  = 2
1

8
21

8
25- - +  = 0

எனமவ ப்காடுக்்கப்ெட்ட ெேனொடு இரட்லட மநரக்ம்காடு்கலளக் குறிக்கும்

 x xy y2 7 32 2+ +  =  x xy xy y2 6 32 2+ + +

  = x x y y x y2 3 3+ + +^ ^h h
  = x y x y3 2+ +^ ^h h

x xy y x y2 7 3 5 5 22 2+ + + + +  = x y l x y m3 2+ + + +^ ^h h  என்க.

x –ன ப்கழுக்்கலள ெேனெடுத்த, 2l + m = 5             (1)

 y –ன ப்கழுக்்கலள ெேனெடுத்த,  l + 3m = 5            (2)

(1) ேற்றும் (2) : தீரக்்க நேக்கு கிலடப்ெது  m = 1 ேற்றும்  l = 2

எனமவ, இரட்லட மநரக்ம்காடு்களின தனித்தனி ெேனொடு 

 x y3 2 0+ + =  ேற்றும் x y2 1 0+ + = .

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x xy y x y4 12 9 18 27 8 02 2- + + - + =  எனை இரட்லட மநரக்ம்காடு்கள் இலையான 
இரட்லட மநரக்ம்காடு்கலளக் குறிக்கும் எனக் ்காட்டு்க.  மேலும் இக்ம்காடு்களின தனித்தனிச 
ெேனொடு்கலளயும் ்காண்க.

�ß¶ 

ப்காடுக்்கப்ெட்ட ெேனொடு  x xy y x y4 12 9 18 27 8 02 2- + + - + =

இஙகு  a = 4, b = 9,    h = –6

  h ab 36 36 02 - = - =

எனமவ இரட்லட மநரக்ம்காடு்கள் இலையாகும்.

                            x xy y4 12 92 2- +  = x y2 3 2-^ h

  x xy y x y4 12 9 18 27 82 2- + + - +  = 0  எனெலத

&  x y x y2 3 9 2 3 82- + - +^ ^h h  = 0  என எழுதலாம்.

  2x–3y = z  என்க.
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 z z9 82 + +  = 0

 (z+1)(z+8) = 0

 z+1 = 0                     z+8 = 0

 2x–3y+1 = 0       2x–3y+8 = 0

எனமவ இரட்லட இலை மநரக்ம்காடு்களின தனித்தனி ெேனொடு்கள்
       2x–3y+1 = 0  ேற்றும் 2x–3y+8 =0  .

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x xy y4 02 2+ + =   எனை இரட்லட மநரக்ம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட ம்காைத்லதக் ்காண்க.

�ß¶ 

ப்காடுக்்கப்ெட்ட ெேனொடு x xy y4 02 2+ + =

இஙகு a = 1, b = 1 ேற்றும்  h = 2.

இரட்லட மநரக்ம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட ம்காைம் qi r என்க 

 θ = tan a b
h ab21
2

+
-- < F

  = tan 2
2 4 11 -- < F

  = tan 31- ^ h

 i  = 3
r

8டுÚதுக்காட்டு ����  

k-ன எம்ேதிப்பிற்கு x xy y x y k2 5 2 15 18 02 2+ + + + + =  எனெது இரட்லட மநரக் 
ம்காடு்கலளக் குறிக்கும்?

�ß¶

இஙகு a = 2,  b = 2,   h = 2
5 ,  g = 2

15 ,  f = 9, c = k.

ப்காடுக்்கப்ெட்ட ம்காடு இரட்லட மநரக்ம்காடு்கலள குறிப்ெதால், 

  abc fgh af bg ch2 2 2 2+ - - -  = 0

i.e.,  k k4 2
675 162 2

225
4
25+ - - -  = 0

&   k k16 1350 648 450 25+ - - -  = 0  

&       9k = 252  `  k = 28
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பயிற்z ���

1. ax xy y x y c5 6 12 52 2+ - + + +  = 0 எனை ெேனொட்டால் குறிக்்கப்ெடும் மநரக்ம்காடு்கள் 
ஒனறுக்ப்கானறு பெஙகுத்து எனில் a ேற்றும் c -ன ேதிப்பு்கலளக் ்காண்க.

2. x xy y x y12 10 2 14 5 22 2- + + - +  = 0 எனெது இரட்லட மநரக்ம்காடு்கலளக் குறிக்கும் 
எனக் ்காட்டு்க.  மேலும் இக்ம்காடு்களின தனித்தனிச ெேனொடு்கலளயும் ்காண்க.

3. x xy y x y4 12 9 6 9 22 2+ + - - + =0 எனை இரட்லட மநரக்ம்காடு்கள் இலையான 
இரட்லட மநரம்காடு்கலளக் குறிக்கும் எனக் ்காட்டு்க. மேலும் இக்ம்காடு்களின தனித்தனிச 
ெேனொடு்கலளயும் ்காண்க.

4. x xy y x y3 5 2 17 102 2- - + + + =0 எனை இரட்லட மநரக்ம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட 
ம்காைத்லதக் ்காண்க.

��� வட்CÕகள் �ĆĦįĠĩĢİ�

வணKயணL 3.2

ஒரு நிலலயானப் புள்ளியிலிருநது எப்பொழுதும் ோைாத தூரத்தில் 
இருக்குோறு ந்கரும் புள்ளியின நியேப்ொலத வட்டம் எனப்ெடும். நிலலயான 
புள்ளிலய வட்டத்தின லேயம் எனவும், ோைாத தூரத்லத அதன ஆரம் எனவும் 
·றுவர.

����� ணமயம்� 3Kம் Yகாடுக்கப்படிå வட்CÚ�å @மåபாடு காைல் �ėĥĢ ĢĮĲĞıĦĬī Ĭģ 
Ğ ĠĦįĠĩĢ ĴĥĢī ıĥĢ ĠĢīıįĢ Ğīġ įĞġĦĲİ ĞįĢ ĤĦĳĢī�

y

xMLO

ெடம் 3.4

r(h, k) 
C R

P(x, y)வட்டத்தின லேயம் C(h, k) எனவும், ஆரம்  ‘r’ 
எனவும் ப்காள்்க.  

P(x, y) எனெது வட்டத்தின மேல் உள்ள 9மதம் 
ஒரு புள்ளி என்க. 

 CP = r

 CP2 = r2

 (x–h)2 + (y–k)2 = r2  இதுமவ வட்டத்தின 
ெேனொடாகும்.

குறிப்ொ்க லேயம் ஆதி எனில்  x2 + y2 = r2 எனெது வட்டத்தின ெேனொடாகும்.
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

லேயம் (3, –1)  ேற்றும் ஆரம் 4 உலடய வட்டத்தின ெேனொடு ்காண்க.

�ß¶

வட்டத்தின ெேனொடு  x h y k2 2- + -^ ^h h  = r2

இஙகு  (h, k) = (3, –1) மேலும்  r = 4

 x y3 12 2- + +^ ^h h  = 16

 x x y y6 9 2 12 2- + + + +  = 16

 x y x y6 2 62 2+ - + -  = 0

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

ஆதிலய லேயோ்கவும், ஆரம் 3 உலடய வட்டத்தின ெேனொடு ்காண்க.

�ß¶

வட்டத்தின ெேனொடு x2 + y2 = r2    இஙகு  r = 3

ஆ்கமவ வட்டத்தின ெேனொடு  x2 + y2 = 9

����� 4± புள்ளிகணN 4ணைக்கும் மகாட்டிணG �ட்Cமாகக் Yகாண்C வட்CÚ�å 
@மåபாட்ணCக் காைல் �ĈĮĲĞıĦĬī Ĭģ Ğ ĠĦįĠĩĢ ĴĥĢī ıĥĢ Ģīġ ĭĬĦīıİ Ĭģ Ğ ġĦĞĪĢıĢį 
ĞįĢ ĤĦĳĢī� 

ெடம் 3.5

C

P(x, y)

A(x1, y1) B(x2, y2)

,A x y1 1^ h , ,B x y2 2^ h  எனென விட்டத்தின இரு 
முலனப்புள்ளி்கள் என்க

P(x, y) எனெது வட்டத்தின மேலுள்ள 9மதம் ஒரு 
புள்ளி என்க. 

அலர வட்டத்தில் உள்ள ம்காைம் APB  = 90c

`      (AP ன ொயவு) (BP ன ொயவு) = –1

 x x
y y

x x
y y

1

1

2

2#-
-

-
-d dn n  = –1

 y y y y1 2- -^ ^h h  = x x x x1 2- - -^ ^h h

   &  x x x x y y y y1 2 1 2- - + - -^ ^ ^ ^h h h h  = 0 

 இதுமவ மதலவயான வட்டத்தின ெேனொடாகும்.
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

 (2, 4), (3, –2) எனென ஒரு விட்டத்தின முலனப்புள்ளி்கள் எனில், அáவட்டத்தின 
ெேனொட்லடக் ்காண்க.

�ß¶ 

இரு புள்ளி்கலள இலைக்கும் ம்காட்டிலன விட்டோ்கக் ப்காணட வட்டத்தின ெேனொடு   

 x x x x y y y y1 2 1 2- - + - -^ ^ ^ ^h h h h  = 0

இஙகு   ,x y1 1^ h  = (2, 4) ேற்றும்   ,x y2 2^ h  = (3, –2)

` x x y y2 3 4 2- - + - +] ] _ _g g i i = 0

                   x y x y5 2 22 2+ - - -  = 0

����� வட்CÚ�å YபாதுவடிவÖ  @மåபாடு �ĊĢīĢįĞĩ ĢĮĲĞıĦĬī Ĭģ Ğ ĠĦįĠĩĢ�
வட்டத்தின பொதுவடிவச ெேனொடு  x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0 எனெதாகும்,

இஙகு g, f ,  c  எனென ோறிலி்கள்.

 x y gx fy2 22 2+ + +  = –c

 x gx g g y fy f f2 22 2 2 2 2 2+ + - + + + -  = –c 

 x g g y f f2 2 2 2+ - + + -^ ^h h  = –c

 x g y f2 2+ + +^ ^h h  =  g f c2 2+ -

 x g y f2 2
- - + - -^ ^h h7 7A A  = g f c2 2 2

+ -7 A

இதலன x h y k r2 2 2- + - =^ ^h h  எனை வட்டத்தின ெேனொட்டுடன ஒப்பிடும்மொது

வட்டத்தின லேயம் ,g f- -^ h  எனறும், ஆரம்   g f c2 2+ -  எனறும் கிலடக்கும்.

குறிப்பு

 பொது வடிவ இருெடிச ெேனொடு ax by hxy gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  ஒரு 
வட்டத்லத  குறிப்ெதற்கு �ழ்க்்கணட  நிெநதலன்கள் நிலைவு  பெயயப்ெட மவணடும்

  (i) a = b  (அதாவது)  x2 ன ப்கழு  = y2 ன ப்கழு.

 (ii) h = 0   (அதாவது)  xy -ன ப்கழு  =0 (xy உறுப்பு கிலடயாது).

Ch-3_TM.indd   105 19/04/18   7:06 PM



106 �� 3Ý P¤Ü® P~>Ô >~EÝ Iற்²Ý ®ã��யல்

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x y x y8 6 24 02 2+ - + - =  எனை வட்டத்தின லேயம் ேற்றும் ஆரத்லதக் ்காண்க.

�ß¶

வட்டத்தின ெேனொடு x y x y8 6 242 2+ - + -  = 0  

இஙகு   g = –4 ,  f = 3 ,  c = –24

லேயம் = , ,C g f C 4 3- - = -^ ^h h  

ஆரம்  r = g f c2 2+ -   

                      = 16 9 24+ +  = 7 அலகு.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

a, b ்களின எம்ேதிப்பு்களுக்கு a x by b xy x y2 2 4 4 12 2- + + - + + -] ]g g  = 0 எம் 
ெேனொடு வட்டத்லதக் குறிக்கும்" வட்டத்தின ெேனொட்லடயும் எழுது்க.

�ß¶

ப்காடுக்்கப்ெட்ட ெேனொடு a x by b xy x y2 2 4 4 12 2- + + - + + -] ]g g  = 0 

்கட்டுப்ொட்டினெடி,

(i) xy ன ப்கழு = 0 &   b–2 = 0

     `       b = 2

(ii) x2 ன ப்கழு  = y2 ன ப்கழு &   a–2 = b

              a – 2 = 2  &   a = 4

எனமவ  வட்டத்தின ெேனொடு  x y x y2 2 4 4 1 02 2+ + + - =

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x y ax by2 2+ + +   = 0  எனை வட்டோனது (1, 2) ேற்றும் (1, 1) எனை புள்ளி்கள் வ�ச 
பெல்கிைது எனில் ‘a’ ேற்றும் ‘b’ -ன ேதிப்பு்கலளக் ்காண்க.

�ß¶

x y ax by2 2+ + +  = 0 எனை வட்டோனது (1, 2) ேற்றும் (1, 1) எனை புள்ளி்கள் வ�ச 
பெல்வதால்
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1 + 4 + a + 2b  = 0  ேற்றும்  1 + 1+ a + b = 0

&  a b2+  = –5  (1)

ேற்றும்           a + b = –2  (2)

(1) ேற்றும் (2) -: தீரப்ெதன Âலம் நேக்கு கிலடப்ெது  a = 1, b, = –3 .

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x y x y2 6 12 2+ + - +  = 0 எனை வட்டத்தின லேயம் ax y2 2+ +  = 0 எனை ம்காட்டின �து 
அலேயுபேனில் ‘a’-ன ேதிப்பு ்காண.

�ß¶

வட்ட லேயம் C(–1, 3)

இது   ax y2 2+ +  = 0 எனை மநரக்ம்காட்டின மேல் உள்ளது.

எனமவ  –a  + 6 + 2 = 0

 a = 8

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

 x y x y6 42 2+ - + –12 = 0 எனை வட்டம் (7, –5) எனை புள்ளி வ�ச பெல்லும் எனக்்காட்டு. 
மேலும் இப்புள்ளி வ�ச பெல்லும் விட்டத்தின ேறுமுலனலயக் ்காண்க.

�ß¶

A(7, –5) என்க.

வட்டத்தின ெேனொடு x y x y6 4 122 2+ - + -  = 0

(7, –5) : பிரதியிட

   x y x y6 4 122 2+ - + -   = 7 5 6 7 4 5 122 2+ - - + - -] ] ]g g g

                                          = 49 + 25 – 42 – 20 – 12 = 0 

`   (7, –5) ஆனது வட்டத்தின மேல் அலேகிைது

இஙகு     g =  –3 ேற்றும்   f = 2

`     லேயம் = C(3, –2)

விட்டத்தின ேறுமுலன B (x, y) என்க.
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AB ன லேயம் = , ,x y
C2

7
2
5 3 2+ -

= -c ^m h

  x
2
7+  = 3   

y
2
5

2
-

= -

      x 7 6+ =    y 5 4- =-

            x = –1           y = 1

`  விட்டத்தின ேறுமுலன  (–1 , 1) ஆகும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

(0,0), (1, 2) ேற்றும் (2, 0) ஆகிய புள்ளி்களின வ�யா்கச பெல்லும் வட்டத்தின ெேனொட்லடக் 
்காண்க.

�ß¶

வட்டத்தின ெேனொடு  x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0 என்க.

வட்டோனது  (0, 0) எனை புள்ளி வ�ச பெல்வதால்

        c = 0   ... (1)

வட்டோனது  (1, 2) எனை புள்ளி வ�ச பெல்வதால்

 ( ) ( )g f c1 2 2 1 2 22 2+ + + +  = 0

   2g  + 4f  + c =  – 5                    ... (2)

வட்டோனது (2, 0) எனை புள்ளி வ�ச பெல்வதால்

 ( ) ( )g f c2 0 2 2 2 02 + + + +  = 0

 4g  + c  = –4   ... (3)

(1) : (3) ல் பிரதியிட

4g = –4   &  g = –1

ெேனொடு்கள் (1), (2) ேற்றும் (3) –: தீரக்்க, நேக்குக் கிலடப்ெது

,g f1 4
3= - = -  , c = 0

`    வட்டத்தின ெேனொடு

 ( )x y x y2 1 2 4
3 02 2+ + - +

-
+b l = 0

அதாவது,  x y x y2 2 4 32 2+ - -  = 0
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����� வட்CÚ�å துணையைகு வடிவம் �ēĞįĞĪĢıįĦĠ ģĬįĪ Ĭģ Ğ ĠĦįĠĩĢ� 

ஆதிலய லேயோ்கவும் r : ஆரோ்கவும் ப்காணட ஒரு வட்டத்லத எடுத்துக் ப்காள்மவாம்.  
P(x,y)  வட்டத்தின �து 9மதம் ஒரு புள்ளி என்க. x -அசசின மில்க திலெமயாடு  OP  எனை 
மநரம்காடு i  எனை  ம்காைத்லத 9ற்ெடுத்துகிைது என்க. 

x -அசசுக்கு பெஙகுத்தா்க PM : வலர்க.   

ெடம் 3.6

r

O M

P(x, y)

i

X

Y

ெடத்திலிருநது,  cos cosr
x x r&i i= =

    sin sinr
x y r&i i= =

x = r cosi ,  y = r sini   எனை ெேனொடு்கள்   x y r2 2 2+ =  
எனை வட்டத்தின துலையலகு ெேனொடு்கள் ஆகும். இஙகு ‘i ’ 
எனெது துலையலகு ேற்றும் 0 2# #i r .

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x y2 2+  = 25 எனை வட்டத்தின துலையலகு ெேனொடு்கலளக் ்காண்க.

�ß¶

இஙகு    r2 = 25  &    r = 5

வட்டத்தின துலையலகு ெேனொடு்கள்  x = r cosi  ,  y = r sini  

, ,cos sinx y5 5 0 2& # #i i i r= =

பயிற்z ���

1. பினவரும் வட்டங்களின ெேனொடு ்காண்க.
(i) லேயம் (3,5) ேற்றும் ஆரம் 5 அலகு்கள்

(ii) லேயம் (0, 0) ேற்றும் ஆரம் 2 அலகு்கள்

2.  பினவரும் வட்டங்களின லேயத்லதயும் ஆரத்லதயும் ்காண்க
(i)  x y2 2+  = 16

(ii) x y x y22 4 25 02 2+ - - + =

(iii) x y x y5 5 4 8 16 02 2+ + - - =

(iv) x x y y2 5 2 1 0+ - + - - =] ] ^ ^g g h h
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3. 16r  அலகிலன சுற்ைளவா்கக் ப்காணட  வட்டத்தின லேயம் (–3, –2) எனில் வட்டத்தின 
ெேனொடு ்காண்க. 

4.  (1,4) எனை புள்ளியின வ�யா்கவும் (2,3) : லேயோ்கவும் உலடய வட்டத்தின ெேனொடு 
்காண்க.

5.  (0,1),(4,3) ேற்றும் (1, –1) எனை புள்ளி்கள் வ�யா்கச பெல்லக்·டிய வட்டத்தின ெேனொடு 
்காண்க.

6. (1, 0), (0, 1) எனை புள்ளி்களின வ�யா்கவும் x+y = 1 எனை ம்காட்டின மேல் லேயத்லதயும் 
உலடய வட்டத்தின ெேனொடு ்காண்க.

7.  x+y =6 ேற்றும் x+2y = 4 ஆகியவற்லை விட்டங்களா்கக் ப்காணடதும் (2, 6) எனை புள்ளி 
வ�ச பெல்வதுோன வட்டத்தின ெேனொடு ்காண்க.

8.  (4, 7) ேற்றும் (–2, 5) எனெலவ ஒரு விட்டத்தின முலனப்புள்ளி்கள் எனில் அáவட்டத்தின 
ெேனொடு ்காண்க.

9. x = 3 cosi , y =3 sini , 0 2# #i rஎனென ஒரு வட்டத்தின துலையலகு ெேனொடு்கள் 
எனில், வட்டத்தின ்கார�சியன ெேனொடு ்காண்க.

����� Yதாடுமகாடுகள் �ėĞīĤĢīıİ� 

ெடம் 3.7

P(x1, y1)

C(–g, –f)

T

,x y1 1^ h   எனை புள்ளியிடத்தில் 

x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0  எனை வட்டத்தின 
பதாடும்காட்டின ெேனொடு

( ) ( )xx yy g x x f y y c1 1 1 1+ + + + + + = 0  ஆகும். 

கிலளமுடிவு: 

x y a2 2 2+ =  எனை வட்டத்திற்கு ,x y1 1^ h  புள்ளியிடத்து 
பதாடும்காட்டின ெேனொடு xx yy a1 1

2+ = ஆகும்

குறிப்பு

வட்டத்தின ெேனொடு  x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0 ல்   x2 : xx1 எனவும், y2 : yy1 எனவும் x : 
x x
2

1+  எனவும் மேலும் y : y y
2

1+   எனவும் பிரதியிட ( ,x y1 1 ) எனை புள்ளியிடத்து 
பதாடும்காட்டின ெேனொடு கிலடக்கும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

(–2, 5) எனை புள்ளியிடத்து x y x y3 8 172 2+ + - +  = 0  எனை வட்டத்திற்கு வலரயப்ெடும் 
பதாடும்காட்டின ெேனொட்லடக் ்காண்க.
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�ß¶

,x y1 1^ h   எனை புள்ளியில் ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ள வட்டத்திற்கு வலரயப்ெடும் பதாடும்காட்டின 
ெேனொடு

   xx yy x x y y3 2
1 8 2

1 171 1 1 1# #+ + + - + +^ ^h h  = 0

இஙகு    ,x y1 1^ h  = (–2, 5) 

 ( ) ( )x y x y2 5 2
3 2 4 5 17- + + - - + +  = 0

 x y x y2 5 2
3 3 4 20 17- + + - - - +  = 0

 x y x y4 10 3 6 8 40 34- + + - - - +  = 0

மதலவயான பதாடும்காட்டின ெேனொடு x y2 12- +  = 0 ஆகும்.

வட்CÚ�ற்காG Yதாடுமகாட்டிå �Nம் �ďĢīĤıĥ Ĭģ ıĥĢ ıĞīĤĢīı ıĬ ıĥĢ ĠĦįĠĩĢ�

P ,x y1 1^ hஎனை புள்ளியிலிருநது x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0 எனை வட்டத்திற்கு 

வலரயப்ெட்ட பதாடும்காட்டின �ளம்  PT = x y gx fy c2 21
2

1
2

1 1+ + + +

ெடம் 3.8

P(x1, y1)

C(–g, –f)

T

குறிப்பு

(i) P எனை புள்ளி வட்டப் ெரிதியின மேல் இருநதால் PT2 = 0  

(ii) P எனை புள்ளி வட்டத்திற்கு பவளிமய இருநதால்,  PT2 > 0

(iii) PT2 < 0 எனில் P யானது வட்டத்திற்கு உள்மள அலேயும் 
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x y x y8 4 82 2+ + + +  = 0 எனை வட்டத்திற்கு (2, 3) எனை புள்ளியிலிருநது வலரயப்ெடும் 
பதாடும்காட்டின �ளம் ்காண்க.

�ß¶

x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0 எனை வட்டத்திற்கு ,x y1 1^ h  எனை புள்ளியிலிருநது வலரயப்ெடும் 

பதாடும்காட்டின  �ளம்   x y gx fy c2 21
2

1
2

1 1+ + + +

அதாவது பதாடும்காட்டின �ளம்  =  x y x y8 4 81
2

1
2

1 1+ + + +

          =  ( ) ( )2 3 8 2 4 3 82 2+ + + +     [இஙகு , ( , )x y 2 31 1 =^ h ]

          =  49

           பதாடும்காட்டின �ளம்     = 7 அலகு்கள்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

P(0,1), Q(5,9), R(–2, 3) ேற்றும் S(2, 2) எனை புள்ளி்கள்  x y x y4 4 82 2+ - + -    0 எனை 
வட்டத்திற்கு பவளிமய, வட்டத்தின மேல் அல்லது வட்டத்திள் அலேயுோ என தீரோனிக்்க" 

�ß¶
வட்டத்தின ெேனொடு   x y x y4 4 82 2+ - + -  = 0

 PT2 = x y x y4 4 81
2

1
2

1 1+ - + -

 P(0, 1) எனை புள்ளியில்  PT2 = 0+ 1 + 0 + 4–8 = –3 < 0

 Q(5, 9) எனை புள்ளியில் QT2 =  25 + 81 –20 + 36 –8 = 114 > 0

 R(–2, 3) எனை புள்ளியில் RT2 = 4 + 9 + 8 + 12 – 8 = 25 > 0

 S(2, 2) எனை புள்ளியில் ST2 = 4 + 4 – 8 + 8 – 8 = 0

எனமவ P எனெது வட்டத்திற்கு உள்மளயும், Q ேற்றும் R எனென வட்டத்திற்கு பவளிமயயும், 
S வட்டத்தின மேமலயும் அலேகிைது.

முடி¶
y = mx + c எனை மநரக்ம்காடு x y a2 2 2+ =  எனை வட்டத்திற்கு 

பதாடும்காடா்க அலேய மதலவயானக் ்கட்டுப்ொடு ( )c a m12 2 2= +  
ஆகும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 
x y k3 4 0+ - =  எனை ம்காடானது x y 642 2+ -  = 0 எனை வட்டத்திற்கு பதாடும்காடு 

எனில்   Ĩ ன ேதிப்பு ்காண்க. 
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�ß¶

ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ள ெேனொடு்கள் x y 64 02 2+ - =  ேற்றும்  x y k3 4 0+ - =

பதாடும்காடாவதற்குரிய ்கட்டுப்ொடு  ( )c a m12 2 2= +  

இஙகு  a2 = 64 , m = 4
3-  ,  c = k

4

( )c a m k1 16 64 1 16
92 2 2

2
&= + = +b l   

             k2 = 64 × 25

             k  = ± 40

பயிற்z ���

1.  (–2, –2) எனை புள்ளியிடத்து x y x y4 4 82 2+ - + - = 0  எனை வட்டத்திற்கு பதாடும்காடு 
்காண்க.

2.  P(1, 0), Q(2, 1) ேற்றும் R(2, 3)  எனை புள்ளி்கள்  x y x y4 6 92 2+ - - +  = 0   எனை 
வட்டத்திற்கு பவளிமய, வட்டத்தின மேல் அல்லது வட்டத்திள் அலேயுோ என தீரோனிக்்க"

3.  (1 , 2) எனை புள்ளியிலிருநது  x y x y2 4 92 2+ - + +  = 0 எனை வட்டத்திற்கு வலரயப்ெடும் 
பதாடும்காட்டின �ளம் ்காண்க.

4.   x y P3 4+ -  = 0 எனை ம்காடு x y 162 2+ =  எனை வட்டத்திற்கு ஒரு பதாடும்காடு எனில் P 
யின ேதிப்புக் ்காண்க.

��� ·ம்பு Yவட்டு முக வணNவணKகள் �ĆĬīĦĠİ� 

ெடம் 3.9

M

l

P(ந்கரும் புள்ளி)

F(நிலலப் புள்ளி)நில
ல

க்ம
்கா

டு 
(இ

யக்
கு

வ
ல

ர)வணKயணL 3.3

ஒரு தளத்தில், ந்கரும் புள்ளியானது, 
நிலலயானக் ம்காட்டிலிருநது அப்புள்ளியின 
பெஙகுத்து தூரமும், நிலலயான புள்ளியிலிருநது 
உள்ள தூரமும் ோைாத விகிதத்தில் இருக்குோறு 
ந்கருோயின, அப்புள்ளியின இயஙகு ொலத ·ம்பு 
பவட்டு மு்க வலளவலர எனப்ெடும்.

ெடத்தில் நிலலயானப் புள்ளி  F எனெது குவியம் 
எனப்ெடும். நிலலயான ம்காடு  l  எனெது இயக்குவலர 
எனப்ெடும்.   P  எனெது ந்கரும் புள்ளி எனில், ,PM

FP e=  ோறிலி எோறு இயஙகும்  P -ன 
இயஙகுொலத ·ம்பு பவட்டுமு்க வலளவலர எனப்ெடும்.  இஙகு  ‘e’ எனெது லேயத் பதாலலத் 
த்கவு எனப்ெடும்.
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லேயத் பதாலலத்த்கவின ேதிப்பின அடிப்ெலடயில் ·ம்பு பவட்டு மு்க வலளவலரலய 
�ழ்்கணடவாறு வல்கப்ெடுத்தலாம்,

a) e = 1, எனில்,  ·ம்பு பவட்டுமு்க வலளவலர ெரவலளயம் எனப்ெடும்
b) e < 1, எனில், இáவலளவலர �ள்வட்டம் எனப்ெடும்.

c) e > 1, எனில், இáவலளவலர அதிெரவலளயம் எனப்ெடும்.

பொதுவான இருெடிச ெேனொடு ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  எனெது,

(i)  இரட்லடக் ம்காடு்கலள குறிப்ெதற்்கான ்கட்டுப்ொடு abc fgh af bg ch2 02 2 2+ - - - =  
ஆகும்.

(ii)  வட்டத்லத குறிப்ெதற்்கான ்கட்டுப்ொடு a = b ேற்றும் h = 0 ஆகும்.

மேற்்கணட இரு ்கட்டுப்ொடு்கள், நிலைவு பெயயப்ெடவில்லல எனில்,
ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  எனை ெேனொட்டில்

(i) –h ab 02 =  எனில், ஒரு ெரவலளயத்லதக் குறிக்கும்

(ii) –h ab 0<2  எனில், ஒரு �ள் வட்டத்லதக் குறிக்கும்.

(iii) –h ab 0>2  எனில், ஒரு அதிெரவலளயத்லதக் குறிக்கும்.

����� பKவணNயம் �ēĞįĞğĬĩĞ�

வணKயணL 3.4

ஒரு நிலலயான புள்ளியிலிருநதும், நிலலயானக் ம்காட்டிலிருநது ெே 
தூரத்தில் இருக்குோறு இயஙகும் புள்ளியின இயஙகுவலர, ெரவலளயம் 
எனப்ெடும்.

y2  =  4 ax  எனெது ெரவலளயத்தின திட்ட வடிவச ெேனொடு ஆகும்.  இது வலப்ெக்்கம் திைப்புலடயது.

����� பKவணNயÚதுCå YதாCßபுணCய வணKயணLகள் �ćĢģĦīĦıĦĬīİ įĢĤĞįġĦīĤ Ğ 
ĭĞįĞğĬĩĞ� y ax42 =

ெடம் 3.10

V

P(x, y)

M(–a, y)

l

Z(–a, 0) F(a, 0) x

y  
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கு�யம் ெரவலளயம் வலரவதற்கு ெயனெடும் நிலலயானப் புள்ளி F எனெது 
குவியம் எனப்ெடும். இஙகு F(a,0) எனெது குவியம் ஆகும்.

4யக்குவணK  ெரவலளயம் வலரவதற்கு ெயனெடும் நிலலயனக் ம்காடு l எனெது 
இயக்குவலர எனப்ெடும்.  இஙகு இயக்குவலரயின ெேனொடு  x = - a.

2Ö¦  ெரவலளயத்தின அசொனது ெரவலளயத்தின ெேசீர அசொகும். 
y ax42 =  வலளவலர x -அசலெ பொறுத்து ெேசசீரா்க உள்ளது.   
எனமவ  x -அசசு அல்லது y = 0 எனெது y ax42 =  ெரவலளயத்தின 
அசசு ஆகும்.

முணG  ெரவலளயம், அதன அசலெ பவட்டும் புள்ளி, ெரவலளயத்தின 
முலன எனப்ெடும்.  இஙகு  V(0,0) எனெது ெரவலளயத்தின முலன 
எனப்ெடும்.

கு�ய¾Kம்  ெரவலளயத்தின �துள்ள புள்ளி, அதன குவியத்தில் இருநது உள்ள 
பதாலலவு, குவிய தூரம் எனப்ெடும்.

கு�ய Fாண்  ஒரு ெரவலளயத்தின குவியம் வ�ச பெல்லும் நாண. குவிய நாண 
எனப்ெடும்.

Y@áவகைம் ெரவலளயத்தின, அசசுக்கு பெஙகுத்தான குவியநாண, பெáவ்கலம் 
எனப்ெடும்.  இஙகு பெáவ்கலத்தின ெேனொடு x = a. பெáவ்கலத்தின 
�ளம்  4a

����� பKவணNயÚ�å �L �ட்C வடிவÕகள் �ĒıĥĢį İıĞīġĞįġ ĭĞįĞğĬĩĞİ�
1.  4Cப்புLம் �Lப்புணCய பKவணNயம் : y ax a4 02 2-= 6 @  

x > 0, எம் பொழுது, y ஆனது ்கற்ெலனயாகிைது.  எனமவ x ≤ 0 க்கு ேட்டும் 
வலளவலர அலேயும்.

 

ெடம் 3.11

V

x = ay2=–4ax

F(–a, 0) x

y
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2.  மமல்புLம் �Lப்புணCய பKவணNயம் :   x ay a4 02 2= 6 @
y < 0 எம் பொழுது x ஆனது ்கற்ெலனயாகிைது.  எனமவ y ≥ 0 க்கு ேட்டும் 
வலளவலர அலேயும்.

ெடம் 3.12

V

y = –a

x2 = 4ay

F(0, a)

x

y

3.  �âபுLம் �Lப்புணCய பKவணNயம் :  x ay a4 02 2-= 6 @
 y > 0 எம் பொழுது, x ்கற்ெலன ஆகிைது. எனமவ y ≤ 0 வலளவலர அலேகிைது. 

   

ெடம் 3.13

V
y = a

x2=–4ay
F(0, –a)

x

y

@மåபாடுகள் y2 = 4ax y2 = –4ax x2 = 4ay x2 = –4ay

அசசு  y = 0 y = 0 x = 0 x = 0

முலன V(0, 0) V(0, 0) V(0, 0) V(0, 0)

குவியம் F(a, 0) F(–a, 0) F(0, a) F(0, –a)

இயக்குவலரயின ெேனொடு x = –a x = a y = –a y = a

பெáவ்கலத்தின �ளம் 4a 4a 4a 4a

பெáவ்கலத்தின ெேனொடு x = a x = –a y = a y = –a
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3�ணய 4Cமாற்Lம் Y@Þதல் 2ல்ைது 2Ö¦க்கணN 4Cப்YபயßÖz Y@Þ°ம் முணL �ėĥĢ 
ĭįĬĠĢİİ Ĭģ İĥĦģıĦīĤ ıĥĢ ĬįĦĤĦī Ĭį ıįĞīİĩĞıĦĬī Ĭģ ĞĵĢİ�

xoy  அலேப்பில் x –அசசுக்கு இலையான ஒரு ம்காடு வலர்க.   (X -அசசு என்க)  ேற்றும் 
y-அசசுக்கு இலையான ஒரு ம்காடு வலர்க (Y- அசசு என்க).   P(x,y) எனை புள்ளிலய xoy 
அலேப்பில் எடுத்துக்ப்காள்்க. அமத புள்ளி XO Yl   அலேப்பில் P(X,Y) என்க.

 

ெடம் 3.14

Ol

O

k
h

P(x, y)

(X, Y)

M      L(0, 0)

X

x

y
Y

xoy  -இன அலேப்பில் Ol -ன அசசுத்தூரங்கள்  (h, k) என்க.

xoy  அலேப்பில் P-ன புதிய அசசுத் தூரங்கள் :

  OL = OM + ML

   = h + X

  i.e) x = X + h

இமத மொல்  y = Y + k

`  XO Yl  அலேப்பில் P -ன புதிய ஆய அசசுத் தூரங்கள்.  

 –X x h=  ேற்றும்  –Y y k=

குறிப்பு

  முலன (h, k) எனில், பொது வடிவம் பெை x-: x–h ஆ்கவும் ேற்றும் y-: y–k ஆ்கவும் 
ோற்ைம் பெய்க.

����� பKவணNயÚ�å �ட்CÖ @மåபாட்டிå Yபாது வடிவம் – வைது புLம் �Lப்புணCயது 
�2தாவது முணG 3�யில் 2ணமயாதது� �ĊĢīĢįĞĩ ģĬįĪ Ĭģ ıĥĢ İıĞīġĞįġ ĢĮĲĞıĦĬī 
Ĭģ Ğ ĭĞįĞğĬĩĞ� ĴĥĦĠĥ Ħİ ĬĭĢī įĦĤĥıĴĞįġ �Ħ�Ģ�� ıĥĢ ĳĢįıĢĵ ĬıĥĢį ıĥĞī ĬįĦĤĦī� �
XOY அலேப்பில் முலன V(0, 0) இருக்குோறு ஒரு ெரவலளயத்லத எடுத்துக் ப்காள்மவாம், 

இதன அசசுத் தூரம் xoy அலேப்பில் (h, k) என்க.  

Ch-3_TM.indd   117 19/04/18   7:07 PM



118 �� 3Ý P¤Ü® P~>Ô >~EÝ Iற்²Ý ®ã��யல்

இநத ெரவலளயம் XOY அலேப்பில் வலதுபுைம் திைப்புலடயது.  எனமவ இதன ெேனொடு  
Y aX42 =  ஆகும்.

ஆதிலய இடோற்ைம் பெயவதால்

           X = x – h ேற்றும் Y = y – k என ோறுகிைது.  xoy அலேப்பில் ெரவலளயத்தின 
ெேனொடு y k a x h42- = -^ ^h h .

இதுமவ வலதுபுைம் திைப்புலடய ெரவலளயத்தின திட்ட ெேனொட்டின பொதுவடிவம் ஆகும்.  
இமதமொல் ேற்ை பொது வடிவங்கள் 

y k a x h42- =- -^ ^h h  (இடதுெக்்கம் திைப்புலடயது)

x h a y k42- = -^ ^h h  (மேல்ெக்்கம் திைப்புலடயது)

x h a y k42- =- -^ ^h h  (�ழ்ெக்்கம் திைப்புலடயது)

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x y 2 0- + =  எனை இயக்குவலரயும் (1, 3) எனை குவியத்லதயும் உலடய ெரவலளயத்தின 
ெேனொடு ்காண்க. 

�ß¶ 

ெடம் 3.15

M

x–
y 

+ 
2 

= 
0

P(x, y)

F(1, 3)

்கைக்கினெடி குவியம் F (1, 3) ேற்றும் 

இயக்குவலர   x y 2 0- + =  

                        x y 2 0- + =

,P x y^ h  எனெது ெரவலளயத்தின �துள்ள புள்ளி என்க.
 ெரவலளயத்தின வலரயலைப்ெடி 

    PM
FP  = 1

      FP = PM

     FP2  = x y1 32 2- + -^ ^h h

    = x x y y2 1 6 92 2- + + - +

    = x y x y2 6 102 2+ - - +

   PM = +
x y

1 1
2

+

- +^ h

    = +
x y

2
2- +^ h
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    PM2 =  
x y x y xy y x

2
2

2
4 2 4 42 2 2- +

=
+ + - - +^ h

 

   FP2  = PM2

x y x y2 2 4 12 202 2+ - - +  = x y xy y x2 4 4 42 2+ - - + +

ெரவலளயத்தின மதலவயான ெேனொடு 

  & x y xy x y2 8 8 162 2+ + - - +  = 0

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

y x122 = -  எனை ெரவலளயத்தின, குவியம், முலன, இயக்குவலரயின ெேனொடு, அசசு 
பெáவ்கலத்தின �ளம் ஆகியவைற்லைக் ்காண்க

�ß¶ 

ெடம் 3.16

V(0,0)

x = 3

F(–3, 0) X

Y
ப்காடுக்்கப்ெட்ட ெரவலளயம் y ax42 =-  எனை அலேப்பில் உள்ளது

இஙகு  4a = 12,    a = 3.

ெரவலளயம் இடப்புைம் திைப்புலடயது.  எனமவ குவியம்

   , ,F a F 3 0q- = -^ ^h h

முலன   , ,V h k V 0 0=^ ^h h

இயக்குவலரயின ெேனொடு x a=

   i.e.,   x = 3

ெரவலளயத்தின அசசு  x -அசசு இதன ெேனொடு y = 0.

பெáவ்கலத்தின �ளம் = 4a =12    

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x p p10 20 2= - -  எனை மதலவச ொரபு ஒரு ெரவலளயம் எனக்்காட்டு. மேலும் 
விலலயானது ெரவலளயத்தின முலனயில் உசெத்லத அலடயும் எனக்்காட்டு.

�ß¶
 x = p p10 20 2- -

  = p p20 10 5 52- - + + -

 x 5-  = p p10 252- + -
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S t e p  4

படி 2

பெயல்ொட்டிற்்கான உரலி :
https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code

4ணையÖ Y@யல்பாடு

4று�யில் xணCக்கப்Yபறும் பCம்   
படி – 1
ப்காடுக்்கப்ெட்டிருக்கும் உரலி � விலரவுக்குறி�லடப் 
ெயனெடுத்தி GĢĬGĢğįĞ ெக்்கத்திற்குச பெல்்க..
“11th BUSINESS MATHS” எம் GeoGebra 
ெணிப் புத்த்கத்தில் “Locus-Parabola” க்்கான 
ெணித்தாலள எடுத்துக் ப்காள்ளவும்.

படி - 2
“Locus-Parabola” க்்கான ெணித்தாளில் இடப்ெக்்கம் உள்ள மதரவுப்பெட்டி்களில் மதலவயான 
ெரவலளலயத் மதரவு பெயது 4 வல்கயான ெரவலள, இயக்குவலர ேற்றும் குவியம் 
ஆகியவற்லை ஆராயநது ொரக்்கவும். இடப் ெக்்கம் �மழ உள்ள நழுவலல ந்கரத்தி “a” இன 
ேதிப்லெ ோற்ைலாம். மேலும் வலப் ெக்்கத்தில் ெரவலளயின நியேொலதலயயும் வலரயலை 
நிெநதலனலயயும் ்காை play/pause பொத்தாலனச பொடுக்்கவும்.

படி 1

Ch-3_TM.indd   120 19/04/18   7:07 PM



121ப¤¯ணL Pடி�யல்

  = p p10 252- - +_ i

  = p 5 2- -^ h

 X x 5= -  ேற்றும் P p 5= -  என்க.

 X P2=-   அதாவது P X2 =-

இது �ழ்ப்புைம் திைப்புலடய ெரவலளயம்.

`  மேலும் x = 5 விலல P = 5  அதாவது ெரவலளயத்தின முலனயில் விலல உசெோகும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

 x x y6 4 21 02 + - + =  எனை ெரவலளயத்தின அசசு, முலன, குவியம், இயக்குவலரயின 
ெேனொடு, பெáவ்கலத்தின �ளம் ஆகியவற்லைக் ்காண்க

�ß¶

 4y = x x6 212 + +

 4y = x x6 9 122 + + +^ h

 4y–12 = x 3 2+^ h

 x 3 2+^ h  = 4(y–3)

,X x Y y3 3= + = -

x X 3= -  ேற்றும் y Y 3= +

 X2  = 4Y

X aY42 =  உடன ஒப்பிட a4 4=

             a = 1

(X, Y) : YபாறுÚது (x, y) : YபாறுÚது
,x X y Y3 3= - = +  

அசசு    y = 0 Y = 0 y = 3

முலன  V(0,0) V(0,0) V(–3,3)

குவியம்  F(0, a) F(0, 1) F(–3, 4)

இயக்குவலரயின ெேனொடு  (y=–a) Y = –1 y = 2

பெáவ்கலத்தின �ளம்  (4a) 4(1) = 4 4
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

 பொருளின அளிப்புக்கும், விலலக்கும் உள்ள பதாடரபு  x P5 15= -   என 
ப்காடுக்்கப்ெடுகிைது. அநத அளிப்பு வலளவலர ஒரு ெரவலளயம் எனக் ்காட்டு்க. 

�ß¶

 அளிப்பு விலல பதாடரொனது   x2  = 5p – 15

            = 5(p – 3)

X aP42& =  இஙகு   X x= ,  P p 3= -

`   அளிப்பு வலளவலர ஒரு ெரவலளயம் இதன முலன ( , )X P0 0= =

இஙகு V(0, 3) எனெது  முலனயாகும். 

பயிற்z ���

1. F(-1,-2)  எனை குவியத்லதயும், –x y4 3 2 0+ =  எனை இயஙகுவலரலயயும் உலடய 
ெரவலளயத்லதக் ்காண்க.

2. y kx2 =   எனை ெரவலளயம்  (4,-2) எனை புள்ளி வ�ச பெல்கிைது எனில் ெரவலளயத்தின 
குவியம் ேற்றும் பெáவ்கலத்தின �ளம் ்காண்க.

3. – –y y x8 8 24 02 + =   எனை  ெரவலளயத்தின முலன, குவியம், அசசு, இயக்குவலர ேற்றும் 
பெáவ்கலத்தின �ளம் ஆகியவற்லை ்காண்க.

4. �ழ்்காணும் ெரவலளயங்களின முலன, குவியம், அசசு, இயக்குவலர ேற்றும் 
பெáவ்கலத்தின �ளம் ஆகியவற்லை ்காண்க.

(a) y x202 =         (b) x y82 =     (c) x y162 =-   

5. விலல ேதிப்பு மிக்்க உமலா்கத்லத தயாரிக்கும் ஒரு நிறுவனத்தின ஒருோத உற்ெத்தி  x 
டன்களின ெராெரி ோறும் பெலவுச ொரபு x x5

1 6 1002 - +  என ப்காடுக்்கப்ெடுகிைது, எனில் 
ெராெரி ோறும் பெலவுச ொரபு ஒரு ெரவலளயம் எனக் ்காட்டு. மேலும் ெரவலளயத்தின 
முலனயில், உற்ெத்தியின அளவு ேற்றும் ெராெரி பெலவு ஆகியற்லைக் ்காண்க.

6. x ோதங்களில் 5ட்டப்ெட்ட இலாெம் ` y   (ஆயிரங்களில்) என்க. மேலும் y x x10 152= - + -    
எனில், பெயல்திட்டத்லத, முடிப்ெதற்்கான மி்கச சிைநத ்காலத்லதக் ்காண்க.

Ch-3_TM.indd   122 19/04/18   7:07 PM



123ப¤¯ணL Pடி�யல்

பயிற்z ���

  @�யாG �ணCணயÚ மதßÛYதடுÚது 8µதுக
1. ,ax hxy by2 02 2+ + = எனை இரட்லட மநரக்ம்காடு்களின 

ொயவு்கள் m1 ,  m2 எனில், m m1 2+  ேதிப்பு

(a) b
h2  (b) b

h2-    (c) a
h2   (d)  – a

h2

2. –x xy y7 4 02 2+ =  எனை இரட்லட மநரக்ம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட ம்காைம் 

(a) tan 3
11- b l  (b) tan 2

11- b l   (c) tan 5
331- c m  (d) tan 33

51- d n

3. x y2 3 5 0- - =  ேற்றும்  x y3 4 7 0- - = எனை ம்காடு்கள் ஒரு வட்டத்தின விட்டங்கள் 
எனில், அáவட்டத்தின லேயம்
(a) ( –1, 1) (b) (1,1) (c) (1, –1) (d) (–1, –1)

4. x y3 2 1 0+ - =  எனை ம்காட்டின  x -பவட்டுத்துணடு
(a)3 (b) 2 (c) 3

1   (d) 2
1  

5. x y7 5 8 0+ - =  எனை ம்காட்டின ொயவு 

(a) 5
7  (b) – 5

7  (c) 7
5   (d) – 7

5  

6. ஆய அசசு்களிலிருநது ெேதூரத்தில் இருக்குோறு ந்கரும் P எனை புள்ளியின இயஙகுவலர 

(a) y x
1=   (b)  y x=-  (c)   y x=  (d) y x

1= -  

7. x y2 7 0+ + =  எனை ம்காட்டிலிருநது, எப்பொழுதும் ெேபதாலலவில் இருக்குோறு ந்கரும் 
P எனை புள்ளியின இயஙகுவலர  
(a) x y2 2 0+ + =  (b)  x y2 1 0- + =    (c) x y2 2 0- + =    (d) x y3 1 0+ + =

8. kx xy y3 2 02 2+ - =  எனெது பெஙகுத்து இரட்லட மநரக்ம்காடு்கலள குறிக்குபேனில் k =

(a) 2
1   (b) – 2

1   (c) 2 (d) –2

9. x y ax by 4 02 2+ + + - =  எனை வட்டத்தின லேயம் (1, –2) எனில் அதன ஆரம்
(a) 3 (b) 2 (c) 4 (d) 1

10. (4, 5) எனை புள்ளியிலிருநது  x y 162 2+ =  எனை வட்டத்திற்கு வலரயப்ெடும் பதாடும்காட்டின 
�ளம்
(a) 4 (b) 5 (c) 16 (d) 25
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11. x y162 =  எனை ெரவலளயத்தின குவியம்   
(a) (4 ,0) (b) (–4 , 0) (c) (0, 4) (d) (0, –4)

12. y x252 =-  ெரவலளயத்தின பெáவ்கலத்தின �ளம்.  

(a) 25 (b) –5 (c) 5 (d) –25

13. x y x y2 2 9 02 2+ - + - =  எனை வட்டத்தின லேயம் 
(a) (1 ,1) (b) (–1, –1) (c) (–1,1) (d) (1, –1)

14. ஆதிவ�ச  பெல்வதும்,   x -அசசின �து லேயத்லத ப்காணடதுோன வட்டத்தின ெேனொடு
(a) x ax y2 02 2- + =   (b) y ay x2 02 2- + =  

(c) x y a2 2 2+ =      (d) x ay y2 02 2- + =

15. வட்டத்தின லேயம் (–a, –b)  ேற்றும் ஆரம் a b2 2-  எனில் வட்டத்தின ெேனொடு

(a) x y ax by b2 2 2 02 2 2+ + + + =  (b)  x y ax by b2 2 2 02 2 2+ + + - =   

(c) x y ax by b2 2 2 02 2 2+ - - - =  (d) x y ax by b2 2 2 02 2 2+ - - + =   

16. ஆய அசசு்களின மெரப்பு ெேனொடு 

(a) x y 02 2- =  (b) x y 02 2+ =  (c) xy c=  (d) xy 0=  

17. ax xy y4 2 02 2+ + =  எனை ெேனொடு இலையான இரட்லடக் ம்காடு்கலள குறிக்குபேனில் 
‘a’ன ேதிப்பு   

(a) 2 (b) –2 (c)  4  (d) –4  

18. x y 162 2+ =  எனை வட்டத்தின ெேனொட்டின, y பவட்டுத்துணடு(்கள்) 

(a) 4 (b) 16 (c) ±4 (d) ±16

19. ஒரு வட்டத்தின சுற்ைளவு  8π  அலகு்கள்  ேற்றும் லேயம் (2, 2) எனில் அáவட்டத்தின 
ெேனொடு ((((((((((

(a) x y2 2 42 2- + - =^ ^h h  (b) x y2 2 162 2- + - =^ ^h h
(c) x y4 4 22 2- + - =^ ^h h  (d) x y 42 2+ =      

20. (3, –4) :  லேயோ்க ப்காணட வட்டம் x அசலெத் பதாடுோனால் வட்டத்தின ெேனொடு 

(a) x y3 4 42 2- + - =^ ^h h  (b) x y3 4 162 2- + + =^ ^h h
(c) x y3 4 162 2- + - =^ ^h h   (d) x y 162 2+ =  
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21. ஒரு வட்டம், x -அசசு, y -அசசு  ேற்றும் x = 6  எனை மநரக்ம்காடு ஆகியவற்லைத் பதாடுகிைது 
எனில்,  அáவட்டத்தின விட்டத்தின �ளம் 

(a) 6 (b)3 (c)12  (d) 4   

22. ெரவலளயத்தின லேயத்பதாலலத்த்கவு 

(a) 3 (b)2 (c) 0 (d) 1   

23. குவியம் வ�ச பெல்லும் இரட்லடக் குத்தாயம் எனெது  

(a) குவியநாண  (b) பெáவ்கலம்  (c) இயக்குவலர  (d) அசசு  

24. y ax42 =  எனை ெரவலளயத்தின இயக்குவலரக்கும் குவியத்திற்கும் இலடப்ெட்டத் தூரம்

(a) a (b)2a (c) 4a (d) 3a   

25. y x2 =-  எனை ெரவலளயத்தின இயக்குவலரயின ெேனொடு  

(a) x4 1 0+ =  (b) x4 1 0- =  (c) x 4 0- =  (d) x 4 0+ =

4தKக் கைக்குகள்

1.  ந்கரும் புள்ளி P,   (2,3)  ேற்றும்  (1, 5)  ஆகியலவ ஒரு ம்காடலே  புள்ளி்கள் எனில்  P இன 
நியேப்ொலத ்காண்க 

2.  உற்ெத்தி பொருட்்களின எணணிக்ல்க 500 லிருநது 1000 ஆ்க உயரும்மொது உற்ெத்தி 
பெலவு `6000 லிருநது `9000 ஆ்க உயருகிைது.  x, y க்கு இலடப்ெட்ட பதாடரபு ஓர 
ஒருெடிச ொரபெனில் பெலவு (y) ேற்றும் தயாரிக்்கப்ெடும் பொருட்்களின எணணிக்ல்க  (x)
இவற்றுக்கிலடப்ெட்ட பதாடரபிலன ்காண்க.

3. , – –x y x y4 3 10 3 4 5+ = =  ேற்றும் x y5 7+ =  எனென ஒரு புள்ளி வ�க் ம்காடு்கள் என 
நிறுவு்க.

4. ( )px p y8 2 3 1 0+ - + =   ேற்றும் px py 7 0+ - =  எனை ம்காடு்கள் ஒனறுக்ப்கானறு 
பெஙகுத்து எனில் p யின ேதிப்லெக் ்காண்க 

5. ax hxy by2 02 2+ + =  எனை இரட்லட மநரக்ம்காடு்களின ஒனறின ொயவு ேற்பைானறு 
மொல் 3 ேடஙகு எனில் h ab3 42 =  என நிறுவு்க

6. a x by b xy x y1 8 4 4 1 02 2- + + - + + - =] ]g g  எனை ெேனொடு ஒரு வட்டத்லதக் குறிக்கும் 
எனில்  a, b யின ேதிப்பு ்காண்க 
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7.  (–1,–2), (1, 0)  ேற்றும் (–3, –4) எனை புள்ளி்கள் x y3 2 7 0+ + =  எனை ம்காட்டிற்கு  மேல், 
�ழ் அல்லது ம்காட்டின �து உள்ளதா என தீரோனிக்்க

8. x y x y2 6 15 02 2+ - + - =  எனை வட்டத்தின விட்டத்தின ஒரு முலன (4, 1)  எனில் 
ேற்பைாரு முலன ்காண்க.   

9.  x -அசலெ பொறுத்து ெேசசீரான ெரவலளயம் (–2, –3) வ�ச பெல்கிைது எனில் அதன 
ெேனொட்லட ்காண்க. 

10. y x2 4 12- = -^ ^h h  எனை ெரவலளயத்திற்கு அசசு, முலன, குவியம் இயக்குவலரயின 
ெேனொடு, பெáவ்கலத்தின �ளம் ஆகியவற்லைக் ்காண்க.

Yதாகுப்புணK
 z y m x c1= + 1 ேற்றும் y m x c2 2= +  எனை பவட்டிக்ப்காள்ளும் ம்காடு்களுக்கு 

இலடப்ெட்ட ம்காைம் i  எனில்,  tan m m
m m
1

1
1 2

1 2i = +
--

 z a x b y c1 1 1+ +  = 0, a x b y c2 2 2+ +  = 0 ேற்றும் a x b y c 03 3 3+ + =  எனை ம்காடு்கள் ஒரு 

புள்ளி வ�ச பெல்வதற்்கான ்கட்டுப்ொடு
a
a
a

b
b
b

c
c
c

1

2

3

1

2

3

1

2

3

 =0

 z x, y-ல் பொதுவான ஓர இருெடிச ெேனொடு ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =   
இரட்லட மநரக்ம்காடு்கலளக் குறிப்ெதற்்கானக் ்கட்டுப்ொடு – – –abc fgh af bg ch2 02 2 2+ =  

எனெதாகும்.

 z ax hxy by2 02 2+ + =  ஆனது ஆதிவ�ச பெல்லும் இரட்லட மநரக்ம்காடு்கலளக் குறிக்கும்.

 z ax hxy by2 02 2+ + =  எனை ஆதிவ�ச பெல்லும் இரட்லட மநரக்ம்காடு்கள் எனில் 
ொயவு்களின பெருக்்கல் ெலன = b

a  ொயவு்களின ·டுதல் ெலன = b
h2- .

 z ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  எனை இரட்லட மநரக்ம்காடு்களுக்கு இலடப்ெட்ட 

ம்காைம்  i   எனில்,  i  = tan a b
h ab21
2!
+
-- < F .

 z  லேயம் (h,k), ஆரம் r உலடய வட்டத்தின ெேனொடு x h y k r2 2 2- + - =^ ^h h

 z  லேயம் ஆதிப்புள்ளி, ஆரம் r உலடய வட்டத்தின ெேனொடு x y r2 2 2+ = .

 z ,x y1 1^ h  ேற்றும்  ,x y2 2^ h  எனை புள்ளி்கலள முலன்களா்க உலடய விட்டத்லதக் ப்காணட 
வட்டத்தின ெேனொடு : x x x x y y y y1 2 1 2- - + - -^ ^ ^ ^h h h h  = 0.

 z x y r2 2 2+ =  எனை வட்டத்தின துலையலகு ெேனொடு்கள்  x = r cosi ,  y = r sini   
0 2# #i r
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 z ,x y1 1^ h  எனை புள்ளியிடத்து x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0 எனை வட்டத்தின பதாடும்காட்டின 
ெேனொடானது ( ) ( )xx yy g x x f y y c1 1 1 1+ + + + + + = 0 ஆகும். ,x y1 1^ h  எனை 
புள்ளியிடத்து x y a2 2 2+ =  எனை வட்டத்தின பதாடும்காட்டின ெேனொடு    xx yy a1 1

2+ = .

 z x y gx fy c2 22 2+ + + +  = 0 எனை வட்டத்திற்கு ,x y1 1^ h  எனை புள்ளியிலிருநது 
வலரயப்ெடும் பதாடும்காட்டின �ளம் x y gx fy c2 21

2
1
2

1 1+ + + + .

 z y mx c= +  எனை மநரக்ம்காடு x y a2 2 2+ =  எனை வட்டத்திற்கு பதாடும்காடா்க அலேய 
மதலவயான ்கட்டுப்ொடு c a m12 2 2= +^ h .

 z  ெரவலளயத்தின திட்ட வடிவம் y ax42 =

கணைÖY@ாற்கள் 
திܐ Origin
ரம்ܐ Radius
இ்ண ܷகாடுகள் Parallel lines
இயக்குெ்ர Directix
இரட்ட ܷܣர்க்ܷகாடுகள் Pair of straight lines
ிக் ܷகாடுகள் Concurrent Linesܬᾞ புள்ளி ெܘ
ᾞஙக்மை புள்ளி Point of concurrencyܘ
குெியᾷᾑரம் Focal distance
குெியம் Focus
ᾂம்பு வெடடிகள் Conics
சமைன்பாடு Equation
வசஙகுᾷதுக் ܷகாடு Perpendicular line
வசῂெகலைம் Latus rectum
து்ணயலைகு Parameter
வதாடுܷகாடு Tangent
வதாடுܷகாடடின ܳܣளம் Length of the tangent
ாணܣ Chord
ியமைᾺ்பா்த அலலைது இயஙகுெ்ரܣ Locus
ர்ܷகாடுܣܷ Straight line
்பரெ்ளயம் Parabola
மு்ன Vertex
்மையம் Centre 
ெடடம் Circle
ெிடடம் Diameter
வெடடும் புள்ளி Point of intersection
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கற்Lல் மFாக்கÕகள்

இநத அத்தியாயத்லதப் ெடித்த பினபு ோைாக்்கர்கள் பினவரும் 
ொடக்்கருத்துக்்கலளப் புரிநது ப்காள்ள இயலும்

 z  திரிம்காைமிதியின ம்காை விகிதங்கள்
 z  ·ட்டல் சூத்திரம், பெருக்்கல் ேற்றும் உட்பெருக்்கல் 

ம்காைங்கள்
 z  ·டுதல், பெருக்்கலா்க உருோற்ைம் ேற்றும் ேறுதலல 
 z  மநரோறு திரிம்காைமிதி ொரபு்களின அடிப்ெலடக் 

்கருத்துக்்கள்
 z  மநரோறு திரிம்காைமிதி ொரபு்களின ெணபு்கள்

2றிமுகம்

�Kம்மகுப்தா

திரிம்காைமிதி எனை வாரத்லத கிமரக்்க வாரத்லத்களான 
டிரிம்காைா (trigona) ேற்றும் பேட்ரான (metron) எனை 
வாரத்லத்களிலிருநது உருவாக்்கப்ெட்டது. உணலேயிமலமய 
திரிம்காைமிதி எனெது ஒரு முக்ம்காைத்தின ெக்்கங்களுக்கும் 
ேற்றும் ம்காைங்களுக்கும் இலடமயயுள்ள பதாடரபுப் ெற்றி  
அறிவது ஆகும்.  9ைத்தாழ இரணடாம் நூற்ைாணடில் A.D. ொரஜ் 
��்கஸ் எனெவர முதனமுதலில் பெஙம்காைங்கலளப் பொறுத்து 
திரிம்காைமிதி ொரபு்கலள வலரயறுத்தார.  ெழங்கால இநதியாவின 
்கணிதவியலாளர்கள் ஆரியெட்டா, பிரம்ேகுப்தா, ொஸ்்கரா-I 
ேற்றும் ொஸ்்கரா-II  ஆகிமயார, திரிம்காைமிதி ெம்ெநதோன சில 
முக்கியோன முடிவு்கலள அளித்தார்கள். ொஸ்்கரா-I எனெவர   
90 ொல்கக் ம்காைங்களுக்கு அதி்கோன ேதிப்பு்களின sine விகிதங்கலள ்காணுவதற்்கான 
வாயப்ொடு்கலளக் ்கணடுபிடித்தார. முற்்காலத்தில் திரிம்காைமிதி ்கடற்ெலடயியல், நில 
அளலவயியல் ேற்றும் வானவியல்  ஆகியவற்றில் ெயனெடுத்தப்ெட்டது.

தற்்காலத்தில் திரிம்காைமிதி மின வலரெடம், அணுக் ப்காள்ல்க 
விரிவாக்்கம், ்கடலில் எழும் அலல்களின உயரத்லத ்கணிப்ெது, இலெக் 

குரலலப் ெகுப்ொயவு பெயவது மொனை ெல ெகுதி்களில் ெயனெடுத்தப்ெடுகிைது. 

��மகாை��4
2

Ú�
யT

யÝ
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�ள் பாßணவ

1. sinθ = 
எதிரெக்்கம் 

்கரைம்
 2.  cosθ = 

அடுத்துள்ள ெக்்கம் 
்கரைம்

3.    tanθ = 
எதிரெக்்கம் 

அடுத்துள்ள ெக்்கம்
 4.  cotθ = 

அடுத்துள்ள ெக்்கம் 
எதிரெக்்கம்

5. secθ  = 
்கரைம்

அடுத்துள்ள ெக்்கம்
 6.  cosecθ = 

்கரைம்
எதிரெக்்கம்

��மகாை�� �xதÕக´க்கு 4ணCமயயாG YதாCßபு 

1.  sinθ = cosec
1

i
 அல்லது cosecθ = sin

1
i

 

2.   cosθ = sec
1
i

  அல்லது secθ = cos
1
i

 

3.  tanθ  =  cos
sin

i
i  அல்லது cotθ = sin

cos
i
i     

4.  tanθ = cot
1
i

 அல்லது cotθ = tan
1
i

  

திரிம்காைமிதி முற்பைாருலே்கள்

1. sin cos2 2i i+  = 1 

2. tan1 2i+ = sec2θ       

3. cot1 2i+ = cosec2θ.

மகாைம்
B

முடிவு ெக்்கம்

பதாடக்்க ெக்்கம்

ம்காைம் ∠AOB AO

ெடம் 4.1

ஒரு ்கதிர அதன பதாடக்்க நிலலயிலிருநது 
முடிவு நிலல வலர ஒரு புள்ளிலயப் பொறுத்து 
சுழலும் அளலவக் ம்காைம் எனகிமைாம்.  ்கதிர 
‘OA’  லய பதாடக்்க ெக்்கம் எனறும் ்கதிர  ‘OB’  யின 
முடிவு நிலல ம்காைத்தின முடிவு ெக்்கம் எனறும்  
அலழக்்கலாம்.   புள்ளி ‘O’ : சுழலும் ்கதிரின முலன 
எனெர.  

இசசுழற்சி ்கடி்கார சுழற்சிக்கு எதிரதிலெயில் 
இருநதால், ம்காைத்லத மில்கக்ம்காைம் எனறும் ேற்றும்  சுழற்சியானது ்கடி்கார சுழற்சி திலெயில் 
இருநதால், ம்காைத்லத குலைக்ம்காைம் எனறும் ·ைலாம்.

மகாைÕகளிå 2N¶
ம்காைங்களின அளவு்கலள இரு வல்க்களா்கப் பிரிக்்கலாம்.  ஒனறு ொல்க அளவு 

ேற்பைானறு மரடியன அளவு.
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பாணக 2N¶  
ஒரு ம்காைத்தின அளவு பதாடக்்க நிலலயிலிருநது முடிவு நிலல வலர  360

1b lஆவது 
ேடஙகு சுழற்சிக்குச ெேோ்க இருநதால் அநத ம்காைம்  ஒரு ொல்க அளலவ ப்காணடுள்ளது 
எனக் ·ைலாம். மேலும் அதலன 1o  ொல்க   (one degree) என எழுதலாம்.  ஒரு பெஙம்காை 
முக்ம்காைத்லத 90o ெேப்ெகுதியா்க பிரித்தால் அலவ ஒரு ொல்க எனப்ெடும்.  ொல்கலய 
்கலல்களா்கவும் ேற்றும் ்கலல்கலள வி்கலல்களா்கவும் பிரிக்்கலாம்.

1 ொல்க = 60 ்கலல்கள் (minutes) 60l
  1 ்கலல  = 60 வி்கலல்கள் (seconds) ( 60m ) 

மKடியå 2N¶ 

ெடம் 4.2

r

r

r

1c

A

B

Oஆரத்திற்கு ெேோன வட்டவில், அதன வட்ட லேயத்தில் 
தாஙகும் ம்காைம் ஒரு மரடியன எனப்ெடும் இலத  1c   எனக் 
குறிக்கிமைாம். 

குறிப்பு

         ஒரு வட்டத்தின வட்டவில் அதன லேயத்தில் தாங்கக் ·டிய ம்காைத்தின 

மரடியன அளவு = 
வில்லின �ளம்

ஆரம்
`   r

s
i =  இஙகு  θ   எனெது வட்ட லேய ம்காைம்  s வட்ட வில்லின �ளம்   r  வட்டத்தின ஆரம்.

பாணகக´க்கும் மKடியåக´க்கும் 4ணCமய 6ள்N YதாCßபு
ஒரு அலகு ஆரம் உலடய வட்டத்தின சுற்ைளவு  2π எனெதலன நாம் அறிமவாம்.  ஆரோனது 

ஒரு முழுசசுற்று எடுத்துக் ப்காள்ளும் மொது உருவாகும் ம்காைம்  2π  மரடியன்கள் ஆகும். வட்டம் 
அதன லேயப் ெகுதியில் உருவாக்கும் ம்காைம்360c .

2π மரடியன = 360c

π  மரடியன = 180c

1 மரடியன = 180cr

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

  (i) 160c   லய மரடியனா்க ோற்று்க          (ii) 5
4r  மரடியலன ொல்கயா்க ோற்று்க 

(iii) 4
1  மரடியலன ொல்கயா்க ோற்று்க
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�ß¶
  (i)  160c  = 160 180# r = 9

8
r   

 (ii) 5
4r மரடியன = 5

4 180# c
r r = 144c

(iii) 4
1  மரடியன = 4

1 180
r = 4

1 180 22
7# # =14 19 5c l ll

��� ��மகாை�� �xதÕகளிå குறி�டுகள் �ĖĦĤīİ Ĭģ ıįĦĤĬīĬĪĢıįĦĠ įĞıĦĬİ� 

Y

Y ′

X ′ X

I

IV

II

III

O

ெடம் 4.3

����� கால் பகு�கள் �ĔĲĞġįĞīıİ�
ெடத்தில் உள்ளெடி X OXl   ேற்றும்    Y OYl

எனெலவ்கள் ஒனறுக்ப்கானறு பெஙகுத்தான 
இரு ம்காடு்களாகும்.    X OXl  : X -அசசு எனறும், 
Y OYl  :  Y -அசசு எனறும் அலழக்கினமைாம்.

இநத அசசுக்்கள், முழு தளத்லதயும் 4 
ெே ொ்கங்களா்கப் பிரிக்கினைன. அலவ்கள் 
்கால்ெகுதி்கள் (“Quadrants”) எனறு அலழக்்கப்ெடு 
கினைன. XOY, 'YOX , 'X OY l  ேற்றும் Y OXl  
எனெலவ்கள் முலைமய முதலாம், இரணடாம், 
Âனைாம் ேற்றும் நான்காம் ்கால்ெகுதி என 
அறியப்ெடுகினைன.

8டுÚதுக்காட்டு ��� 
�ழ்க்்காணும் ம்காைங்களின முடிவு நிலல எநதக் ்கால்ெகுதியில் அலேயும்   எனக் ்காட்டு்க.

(i) 70c-  (ii) 320c-  (iii) 1325c  

�ß¶ �Ħ�

1. (i) 70c- யின முடிவு நிலல நான்காம் ்கால்ெகுதியில் அலேகிைது.
Y

Y c

X c X

P

O

ெடம் 4.4
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(ii) 320c- யின முடிவு நிலல முதல் ்கால் ெகுதியில் அலேகிைது.

 
Y

Y ′

X ′ X

P

O

ெடம் 4.5

(iii) 1325c  = 3 360 180 65# c c+ +] g -யின முடிவு நிலல Âனைாம் ்கால்ெகுதியில் 
அலேகிைது

Y

Y ′

X ′ X

P

ெடம் 4.6

�����  0º லிருநது 360º வலர ோறுெடுகினை ம்காைம் θ வின திரிம்காைமிதி விகிதங்களின 
குறி�டு்கள் �ĖĦĤīİ Ĭģ ıĥĢ ıįĦĤĬīĬĪĢıįĦĠ įĞıĦĬİ Ĭģ Ğī ĞīĤĩĢ θ Ğİ Ħı ĳĞįĦĢİ ģįĬĪ 0º ıĬ 360º�
முதல்  ்கால் ெகுதியில்  x, y  இரணடும் மில்க குறியா்க இருக்கினைன.  ஆ்கமவ எல்லா 

திரிம்காைமிதி விகிதங்களும் மில்கயா்க இருக்கும். இரணடாம் ்கால் ெகுதியில் 90 180c c1 1i] g  
x குலை குறியா்கவும்,  y மில்க குறியா்கவும் இருக்கினைன. ஆ்கமவ  sinθ ேற்றும்  cosecθ மில்கயா்க 
இருக்கும். Âனைாம் ்கால்ெகுதியில், 180 270c c1 1i] g  x ேற்றும் y ஆகிய இரணடும் குலைகுறி 
உலடயதா்க  இருக்கினைன.  ஆ்கமவ tanθ ேற்றும்  cotθ மில்கயா்க இருக்கும்.  நான்காம் 
்கால்ெகுதியில் 270 360< <c ci] g  x மில்க குறியா்கவும், y குலை குறியா்கவும் இருக்கினைன.  
ஆ்கமவ cosθ ேற்றும் secθ மில்கயா்க  இருக்கும்.
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( )f x  எனெது ஒற்லைப்ெலடச ொரபு எனில், ( )f x-  = – ( )f x  ஆகும்.  , ,sin tan coti i i  ேற்றும் 
coseciஆகியலவ ஒற்லைப்ெலடச ொரபு்களாகும் . ( )f x  இரட்லடப்ெலடச ொரபு எனில், ( )f x-  
= ( )f x ஆகும்.  cosiேற்றும் seciக்்கள் இரட்லடப்ெலடச ொரபு்களாகும்.

Y

Y ′

X ′ X

I ்கால்ெகுதி
All

IV ்கால்ெகுதி
cos & sec

II ்கால்ெகுதி
sin & cosec

III ்கால்ெகுதி
tan & cot

O

ெடம் 4.7

All Silver Tea Cups (ASTC)

����� துணைக் மகாைÕகளிå ��மகாை�� �xதÕகள் �ėįĦĤĬīĬĪĢıįĦĠ įĞıĦĬİ Ĭģ 
ĞĩĩĦĢġ ĞīĤĩĢİ�
இரு ம்காைங்களின ·டுதல் அல்லது வித்தியாெங்கள் பூசசியக் ம்காைோ்கவும் அல்லது  

90° பெருக்்கங்களா்கவும் இருக்கும்மொது அáவிரும்காைங்கள் துலைக் ம்காைங்கள் எனக் 
·ைப்ெடும்.  ம்காைங்கள்  -θ, 90°±θ, 180°±θ, 360°±θ ஆகியன θ வின துலைக் ம்காைங்கள் 
ஆகும். துலைக் ம்காைங்களின திரிம்காைமிதி விகிதங்கலளப் ெயனெடுத்தி எநத ஒரு 
ம்காைத்தின திரிம்காைமிதி விகிதங்கலளயும் நாம் ்காை முடியும்.

ம்காைம் �
விகிதம் i-  

90c i-

or

2
r

i-

90c i+

or

2
r

i+

180c i-

or
r i-

180c i+

or
r i+

270c i-

or

2
3r

i-

270c i+

or

2
3r

i+

360c i-

or
2r i-

360c i+

or
2r i+

Sine sini- cosi cosi sini sini- cosi- cosi- sini- sini

Cosine cosi sini sini- cosi- cosi- sini- sini cosi cosi

tangent tani- coti coti- tani- tani coti coti- tani- tani

cotangent coti- tani tani- coti- coti tani tani- coti- coti

secant seci coseci coseci- seci- seci- coseci- coseci seci seci

cosecant coseci- seci seci coseci coseci- seci- seci- coseci- coseci

அட்டவலை  4.1
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8டுÚதுக்காட்டு ��� 

�ழ்க்்காணும் திரிம்காைமிதி விகிதங்களின ேதிப்பு்கலளக் ்காண்க.

(i)  sin150c   (ii) ( )cos 210c-      (iii)  cosec390c  

(iv) tan ( )1215c-  (v) sec1485c

�ß¶ 

(i)   sin150c  = sin(1× 90 60c c+ ) 

  அதாவது 150c  இரணடாம் ்கால் ெகுதியில் அலேவதனால் 

    sin150c  = sin(1× 90c+ 60c ) 

   = cos60 2
1

c =

(ii)  cos(–210o) = cos210o  என்க

 அதாவது 210° Âனைாம் ்கால் ெகுதியில் அலேவதனால், 

  cos210o = cos(180o + 30o) = –cos30o = 2
3

-

(iii)    cosec390o  = cosec(360o + 30o) = cosec30o = 2

(iv)   tan(–1215o)  = –tan(1215o) = –tan(3×360o + 135o)

    = –tan135o = –tan(90o + 45o) = –(–cot45o) = 1

(v)   sec1485o = sec(4 × 360o + 45o) = sec45o = 2

8டுÚதுக்காட்டு ���  

sin600o cos 390o + cos 480o sin 150o = –1 என நிறுவு்க.

�ß¶

  sin600o = sin(360o+240o) = sin240o = sin(180o + 60o) = – sin 60o = 2
3

-

 cos390o = cos(360o + 30o) = cos30o = 2
3

 cos480o = cos(360o + 120) = cos120o

  = cos(180o–60o) = –cos60o = 2
1-
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 sin150o = sin(180o–30o) = sin30o = 2
1

இப்மொது   sin 600o cos390o + cos480o sin150o

  = 2
3

2
3

2
1

2
1

4
3

4
1

4
3 1 1- + - = - - = - - =-b b b bl l l l

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

( ) ( )sin cot cosec
sin tan sec
180 360 90

90 180
c c c

c c

i i i
i i i

+ - -
- - -] ] ]

]
g g g

g  = 1  என நிறுவு்க.

�ß¶ 

 L.H.S  =  
( ) ( )sin cot cosec
sin tan sec
180 360 90

90 180
c c c

c c

i i i
i i i

+ - -
- - -] ] ]

]
g g g

g

  = sin cot sec
sin cot sec

i i i

i i i
- -
- -]
] ]

]g
g g

g  = 1

பயிற்z ���

1. �ழ்்கணட ம்காைங்களின அளவு்கலள மரடியன அளவில் ோற்று்க

(i)   60o (ii) 150o  (iii) 240o (iv)  –320o

2. �ழ்்கணட மரடியன அளவு்கலள ம்காைங்களா்க ோற்று்க.

(i)  8
r     (ii) 5

9r    (iii) –3   (iv)  18
11r

3.  �ழ்்கணட ம்காைங்கள் எநத ்கால்ெகுதியில் அலேயும்.

(i) 380o   (ii) –140o    (iii)  1195o

4. �ழ்க்்கணட ஒáபவாரு திரிம்காைமிதி விகிதங்களின ேதிப்பு்கலளக் ்காண்க.

(i)  sin300o   (ii)  cos(–210o)  (iii)  sec390o   (iv)  tan(–855o)

(v)  cosec1125o

5. �ழ்க்்கணடவற்லை நிறுவு்க:    

(i)  tan(–225o) cot(–405o) –tan(–765o) cot(675o) = 0

(ii) sin cosec cos2 6 6
7

3 2
32 2 2r r r+ =

(iii) sec sec tan tan2
3

2
5

2
5

2
5 1r

i i
r r

i i
r- - + + - =-b b b bl l l l
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6. A, B, C, D எனென வட்ட நாற்்கரத்தின ம்காைங்கள் எனில்  

cosA + cosB + cosC + cosD = 0 என நிறுவு்க.

7. �ழ்க்்கணடவற்லை நிறுவு்க: 

(i) 
sin cos sin cosec
sin cos tan cot

360 360 270
180 90 270 360

c c c
c c c c

i i i i

i i i i
- + - -
- + - -]

]
]
]

]
]

]
]

g
g

g
g

g
g g

g  = –1

(ii) sin cos sin cosec cos sec2 2$ $ $i i
r

i i
r

i i- + -b bl l' 1  = 1

8. cos510o cos330o + sin390o cos120o = –1 என நிறுவு்க.

9. நிறுவு்க : (i)  tan cot cos cosx x x x2 2r r r r+ - - - +] ] ] ]g g g g  = sin x2

    (ii)  sin cos cosec
sin cos tan sin cosA A A

A A A A A540 360 270
180 90 270 2
c c c
c c c
- + +
+ - -

=-]
]

]
] ]

]g
g

g
g g

g

10. ,sin tan5
3

2
1

i {= =    ேற்றும் 2 2
3< < < <r

i r {
r  எனில், tan sec8 5i {-  ன 

ேதிப்லெக் ்காண்க.

���   ·ட்டுக் மகாைÕகளிå ��மகாை�� �xதÕகள் �ėįĦĤĬīĬĪĢıįĦĠ įĞıĦĬİ 
Ĭģ ĠĬĪĭĬĲīġ ĞīĤĩĢİ�

·ட்டுக் மகாைÕகள் �ĆĬĪĭĬĲīġ ĞīĤĩĢİ�

ம்காைங்களின ·ட்டல் ேற்றும் ்க�த்தலின முடிவானது ·ட்டுக்ம்காைம் எனப்ெடும்.  
அதாவது இரணடு அல்லது இரணடிற்கு மேற்ெட்ட ம்காைங்களின இயற்்கணிதக் ·டுதல் 
·ட்டுக்ம்காைங்கள் எனப்ெடும்.   

உதாரைோ்க,  A, B ேற்றும் C ஆகியன Âனறு ம்காைங்கள் எனில், A + B , A – B,  
A + B + C, A – B + C எனென ·ட்டுக் ம்காைங்களாகும்.

�����  İĦīĢ� ĠĬİĦīĢ மற்றும் ıĞīĤĢīı 8åபGவற்றிå ·ட்Cல் மற்றும் க�Úத�å  
¹Ú�KÕகள் �ĖĲĪ Ğīġ ġĦģģĢįĢīĠĢ ģĬįĪĲĩĞĢ Ĭģ İĦīĢ� ĠĬİĦīĢ Ğīġ ıĞīĤĢīı�

(i) sin A B+] g  = sinA cosB + cosA sinB 

(ii) sin A B-] g  = sinA cosB –  cosA sinB

(iii) cos A B+] g  = cosA cosB – sinA sinB

(iv) cos A B-] g  = cosA cosB + sinA sinB

(v) tan(A+B)  =  tan tan
tan tan

A B
A B

1 -
+

(vi)  tan(A–B)  =  tan tan
tan tan

A B
A B

1 +
-
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8டுÚதுக்காட்டு ��� 

cosA = 5
4  ேற்றும்  cosB = 13

12 , 2
3r  < A, B < 2r , எனில்  

(i) sin(A–B)    (ii)   cos(A+B)  ஆகியவற்றின ேதிப்பு ்காண்க..

�ß¶    

அதாவது  2
3r  < A, B < 2r ,  A ேற்றும்  B  ஆகியன நான்காம் ்கால் ெகுதியில் அலேகிைது 

எனில், sinA ேற்றும் sinB ஆகியலவ குலைகுறி உலடயதா்க இருக்கும்.

cosA = 5
4  ேற்றும்  cosB = 13

12 ,  

ஆ்கமவ, sinA = cos A1 2- -  Sin B = cos B1 2- -

  = 1 25
16- -    = 1 169

144- -

  = – 25
25 16-    = – 169

169 144-

   = 5
3-   = 13

5-

(i)   cos(A + B) = cosA cosB – sinA sinB

   = 5
4

13
12

5
3

13
5

# #-
- -b bl l

   = 65
48

65
15

65
33- =

(ii)  sin(A – B) = sinA cosB – cosA sinB

   = 5
3

13
12

5
4

13
5-

-
-b b b bl l l l

   = 65
36

65
20

65
16- + = -

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

திரிம்காைமிதி விகிதங்களின ேதிப்பு்கலளக் ்காண்க.

(i) sin15o    (ii) cos(–105o)  (iii) tan75o         (iv)  –sec165o

�ß¶ 

(i)  sin15o = sin(45o–30o)

  = sin cos cos sin45 30 45 30c c c c-

  = 
2
1

2
3

2
1

2
1

2 2
3 1

# #- =
-
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(ii) cos(–105o) = cos105o

  = cos(60o + 45o)

  = cos60o cos45o –sin60o sin45o

  = 2
1

2
1

2
3

2
1

2 2
1 3

# #- =
-

(iii) tan75o = tan(45o + 30o)

  = tan tan
tan tan
1 45 30

45 30
c c

c c
-

+

  = 
1

3
1

1
3
1

3 1
3 1 2 3

-

+
=

-
+

= +

(iv) cos 165º = cos(180º–15º)

                        =  –cos 15º

  = –cos(60º – 45º)

  = –(cos60º cos45º + sin60º sin 45º)

  = 2
1

2
1

2
3

2
1# #- +e o

  = 2 2
1 3

-
+e o

        `  –sec165º =  
1 3
2 2
+

  = 
1 3
2 2

1 3
1 3

#
+ -

-

  = 2 3 1-^ h
8டுÚதுக்காட்டு ��� 

·ட்டல் ேற்றும் ்க�த்தல்  
விகித ெே விதி:

b
a

d
c= , எனில், a b

a b
c d
c d

-
+

= -
+

tanA = m tanB எனில் ,  sin
sin

A B
A B
-
+]

]
g
g  = m

m
1
1

-
+  

என நிறுவு்க.

�ß¶

         tanA = m tanB  என ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது
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 cos
sin

A
A  =  m cos

sin
B
B  

 cos sin
sin cos

A B
A B  =  m

·ட்டல் ேற்றும் ்க�த்தல் விகித ெே விதிலயப் ெயனெடுத்தி நாம் பெறுவது

 sin cos cos sin
sin cos cos sin

A B A B
A B A B

-
+  =  m

m
1
1

-
+  ஆகும்.

 sin
sin

A B
A B
-
+]

]
g
g  = m

m
1
1

-
+   என நிறுவப்ெட்டது.

����� மCÕகு மகாைÕகளிå ��மகாை�� �xதÕகள் �ėįĦĤĬīĬĪĢıįĦĠ įĞıĦĬİ Ĭģ  
ĪĲĩıĦĭĩĢ ĞīĤĩĢİ�
sin2A, cos2A, tan2A, sin3A etc. ஆகியன ேடஙகு ம்காைங்களின விகிதங்கள் ஆகும்.
அவற்றின முற்பைாருலே்கள்,  

(i)   sin 2A = .sin sin cos cos sin sin cosA A A A A A A A2+ = + =^ h
(ii)  cos 2A = ( ) –cos cos cos sin sin cos sinA A A A A A A A2 2+ = - =

(iii)  sin 3A = sin(2A+A)

                   = sin cos cos sinA A A A2 2+

                  = sin cos cos sin sinA A A A A2 1 2 2+ -^ ^h h

                  = sin cos sin sinA A A A2 22 3+ -

                   = Asin sin sinsinA A A2 1 22 3- + -^ h

                   = 3sinA− 4sin3A

இáவாைா்க நாம் �ழ்க்்கணட ேடஙகு ம்காைங்களின சூத்திரங்கலள பெற்றிருக்கினமைாம்
1. (i) sin2A = 2sinA cosA 

 (ii) sin2A = tan
tan

A
A

1
2

2+

2.  (i) cos2A = cos2A – sin2A

      (ii) cos2A = 2cos2A–1

     (iii) cos2A = 1– 2 sin2A 

 (iv) cos2A =  tan
tan

A
A

1
1

2

2

+
-
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3.   tan2A = tan
tan

A
A

1
2

2-

4.  sin3A = sin sinA A3 4 3-  

5.  cos3A = cos cosA A4 33 -

6.  tan3A = tan
tan tan

A
A A

1 3
3

2

3

-
-

குறிப்பு

          (i) cos cosA A2
1 1 22 = +] g     (அல்லது)     cos cosA A

2
1 2

!= +

(ii) sin cosA A2
1 1 22 = -] g     (அல்லது)     sin cosA A

2
1 2

!= -

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

cos
sin tan1 2

2
i

i
i

+
=  என நிறுவு்க.

�ß¶ 

 cos
sin

cos
sin cos

cos
sin tan1 2

2
2

2
2i

i
i

i i
i
i

i
+

= = =

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

tan60o ேதிப்பிலன இரட்லட ம்காைங்களின சூத்திரத்லதப் ெயனெடுத்திக் ்காண்க.

�ß¶

 tan A2  = tan
tan

A
A

1
2

2-

    A = 30o  என பிரதியிட  கிலடக்்கப் பெறுவது,

 tan60o = tan
tan

1 30
2 30

2 c
c

-

  = 
1 3

1

2
3
1

-
 = 

3
2
3
2

3
2

2
3#=

  = 3

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

tanA = 7
1  and tanB =  3

1  எனில், cos2A = sin4B என நிறுவு்க.
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�ß¶

 cos2A = tan
tan

A
A

1
1

1 49
1

1 49
1

49
48

50
49

25
24

2

2
#

+
- =

+

-
= =  … (1)

இப்மொது    sin4B =  2sin2B cos2B

  = tan
tan

tan
tan

B
B

B
B2 1

2
1
1

25
24

2 2

2
#

+ +
- =   … (2)

(1)  ேற்றும்    (2) லிருநது,  

 cos2A = sin4B என கிலடக்்கப்பெறுகிைது.  

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

tanA = sin
cos

B
B1 -  எனில், tan2A = tanB என நிறுவு்க.

�ß¶

 Bsin
cosB1 -  = 

sin cos

sin

cos

sin
tanB B

B

B

B
B

2 2 2

2 2

2

2
2

2

= =  : எடுத்துக்ப்காள்மவாம்

 tanA =  sin
cos

B
B1 -  என ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது.

  = tan B
2

 A = B
2

 2A = B

`  tan2A = tanB

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

tan 3
1

a =   ேற்றும்  tan 7
1

b =  எனில், 2 4a b r+ =^ h  என நிறுவு்க.

�ß¶

 tan 2a b+^ h  =  tan tan
tan tan

1 2
2

$a b
a b

-
+

 tan2a  = tan
tan

1
2

1 9
1

2 3
1

4
3

2

#

a
a

-
=

-
=

 tan 2a b+^ h  = 
1 4

3
7
1

4
3

7
1

28
25
28
25

#-

+
=  =  1 = tan 4

r

 2a b+  = 4
r
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பயிற்z ���

1. �ழ்க்்கணடவற்றின ேதிப்பு ்காண்க :  

(i) cosec15º  (ii)   sin(-105º)    (iii) cot75º

2. �ழ்க்்கணடவற்றின ேதிப்பு்கலளக் ்காண்க

  (i)   sin76º cos16º – cos76º sin16º    (ii)  sin cos cos sin4 12 4 12
r r r r+

(iii) cos70º cos10º – sin70º sin10º  (iv)  cos2 15º –sin2 15º

3. ,sinA A5
3 0 2< < r=  ேற்றும் ,cosB A13

12
2
3< <r
r= -  எனில், �ழ்்கணடவற்றின 

ேதிப்பு்கலளக் ்காண்க:

(i)  cos(A+B)  (ii)  sin(A–B)  (iii) tan(A–B)

4. cosA = 4
13  ேற்றும் cosB = 7

1  A, B குறுஙம்காைங்கள் எனில்,  A–B = 3
r  என நிறுவு்க.

5. 2tan80º = tan85º –tan 5º என நிறுவு்க.

6. cot α = 2
1  ,  sec β = 3

5-  ,  π < α < 2
3r  ேற்றும் 2 < <r

b r  எனில் tan(α + β) ன 
ேதிப்லெக் ்காண்க.  மேலும் (α + β) எனெது எநதக் ்கால்ெகுதியில் அலேயும் "

7. A+B = 45º எனில், (1+tanA)(1+tanB) =2 என நிறுவு்க. இதிலிருநது tan22 2
1c  ன ேதிப்லெக் 

்காண்க

8.  (i) sin sin sinA A A60 60c c+ + - =] ]g g  என நிறுவு்க.

(ii) tan tan tan tan tan tanA A A A A A4 3 3 4 0+ + - =  என நிறுவு்க.

9.  (i)  tanθ = 3 எனில்,  tan3θ வின ேதிப்லெ ்காண்க.

(ii)  sinA 13
12=  எனில், sin3A ன ேதிப்லெ ்காண்க.

10. sinA = 5
3  எனில், cos3A ேற்றும் tan3A ன ேதிப்பு்கலளக் ்காண்க.

11. cos cos
sin

cos cos
sin

cos cos
sin

B C
B C

C A
C A

A B
A B-

+
-

+
-] ] ]g g g  = 0  என நிறுவு்க.

12. tan tanA B x- =  ேற்றும் cot cotB A y- =  எனில் cot A B x y
1 1- = +] g  என நிறுவு்க.

13. sin sin aa b+ =  ேற்றும் cos cos ba b+ =  எனில், cos(α–β) =  a b
2

22 2+ -  என நிறுவு்க.
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14. tan 8
r  ன ேதிப்புக் ்காண்க. 

15. tan 7
1

a = , sin
10
1

b =   எனில், 2 4a b
r+ =  , (0 < <a  2

r   ேற்றும் 0 2< <b
r ) என 

நிறுவு்க.

��� 6±மாற்று ¹Ú�KÕகள் �ėįĞīİģĬįĪĞıĦĬī ģĬįĪĲĩĞĢ�

இரணடு வல்கயான உருோற்று சூத்திரங்கள் �மழ விவரிக்்கப்ெட்டுள்ளது.

����� Yப±க்கணை ·ட்Cல் 2ல்ைது க�Úதல் வடிவமாக மாற்றுதல் �ėįĞīİģĬįĪĞıĦĬī Ĭģ 
ıĥĢ  ĭįĬġĲĠıİ  ĦīıĬ İĲĪ Ĭį ġĦģģĢįĢīĠĢ�

 sin cos sincosA B A B+  = sin A B+] g  … (1)  

 cos sinsin cosA B A B-  = sin A B-] g  … (2)

 sin sincos cosA B A B-  = cos A B+] g  … (3)                                         

 sin sincos cosA B A B+  = cos A B-] g  … (4)    

ெேனொடு்கள்   (1) ேற்றும் (2) : ·ட்ட கிலடக்்கப்பெறுவது,

                      sin cos sin sinA B A B A B2 = + + -] ]g g

(1) லிருநது (2) : ்க�க்்க கிலடக்்கப்பெறுவது 

 2cosA sinB = sin sinA B A B+ - -] ]g g

(3) ேற்றும் (4) ெேனொடு்கலளக் ·ட்ட கிலடக்்கப்பெறுவது

 cos cosA B2  = cos cosA B A B+ + -] ]g g  

(4) லிருநது (3) : ்க�க்்க கிலடக்்கப்பெறுவது

 2sinA sinB = cos cosA B A B- - +] ]g g

இáவாறு நாம் �ழ்க்்கணட சூத்திரங்கலளப் பெறுகிமைாம்;

 2sinA cosB = sin sinA B A B+ + -] ]g g

 2cosA sinB = sin sinA B A B+ - -] ]g g

 cos cosA B2  = cos cosA B A B+ + -] ]g g

 sin sinA B2  = cos cosA B A B- - +] ]g g
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மேலும்  –sin sinA B2 2  = sin sinA B A B+ -] ]g g

 cos sinA B2 2-  = cos cosA B A B+ -] ]g g

����� ��மகாை��Ö @ாßபுகளிå ·ட்Cல் 2ல்ைது க�Úதணை Yப±க்கைாக 
மாற்றுதல் �ėįĞīİģĬįĪĞıĦĬī Ĭģ İĲĪ Ĭį ġĦģģĢįĢīĠĢ ĦīıĬ ĭįĬġĲĠı�

sinC + sinD = sin cosC D C D2 2 2
+ -b bl l

sinC – sinD = cos sinC D C D2 2 2
+ -b bl l

cosC + cosD = cos cosC D C D2 2 2
+ -b bl l

cosC – cosD  = sin sinC D C D2 2 2-
+ -b bl l

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

�ழ்்கணடவற்லைக் ·ட்டல் அல்லது ்க�த்தல் வடிவில் எழுது்க

  (i)  sin cos2 2i i  (ii) cos cos2 3i i   (iii)  sin sin2 4 2i i    

(iv)  cos cos7 5i i  (v) cos cosA A
2
3

2
5  (vi) cos sin9 6i i

(vii) cos sinA A2 13 15

�ß¶

(i)  sin cos2 2i i  = sin sin2 2i i i i+ + -] ]g g
   = sin sin3i i+

(ii)   cos cos2 3i i  = cos cos3 3i i i i+ + -] ]g g
   = cos cos4 2i i+

(iii)   sin sin2 4 2i i  = cos cos4 2 4 2i i i i- - +] ]g g
   = cos cos2 6i i-

(iv)   cos cos7 5i i  = cos cos2
1 7 5 7 5i i i i+ + -] ]g g6 @

   = cos cos2
1 12 2i i+5 ?

(v)  cos cosA A
2
3

2
5  = cos cosA A A A

2
1

2
3

2
5

2
3

2
5+ + -b bl l

   = cos cosA A
2
1

2
8

2
2

+
-b l; E
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   = cos cosA A2
1 4 + -] g6 @

   = cos cosA A2
1 4 +5 ?

(vi)   cos sin9 6i i  = sin sin2
1 9 6 9 6i i i i+ - -] ]g g6 @

   = sin sin2
1 15 3i i-] g6 @

(vii)   cos sinA A2 13 15  = sin sinA A A A13 15 13 15+ - -] ]g g
    = sin sinA A28 2+

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

sin sin sin20 40 80 8
3

c c c=  என நிறுவு்க.

�ß¶

      LHS = sin sin sin20 40 80c c c

  =  sin sin sin20 60 20 60 20- +c c c c c^ ^h h

  = sin sin sin20 60 202 2-c c c6 @

  =  sin sin20 4
3 202-c c8 B   =  sin sin20 4

3 4 202-
c

c: D

  =  sin sin
4

3 20 4 203-c c

  =  sin4
60

4
3 2

8
3

= =c .

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

sin sin sin sin20 40 60 80c c c c  = 16
3  என நிறுவு்க.

�ß¶

 LHS = sin sin sin sin20 40 60 80c c c c

  = sin sin sin sin60 20 60 20 60 20c c - +c c c c] ]g g

  = sin sin sin2
3 20 60 202 2c c c-^ h

  = sin sin2
3 20 4

3 202c c-b l

  = sin sin2
3

4
1 3 20 4 203c c-b b ^l l h

  = sin2
3

4
1 60 2

3
4
1

2
3

16
3

c= =b b b b bl l l l l  = RHS
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

cos cos cosA A A120 1202 2 2c c+ + + -] ]g g  = 2
3   என நிறுவு்க.

�ß¶

 cos cos cosA A A120 1202 2 2c c+ + + -] ]g g  

=   cos cos sinA A A120 1 1202 2 2c c+ + + - -] ^ ]g gh     (அதாவது cos sinA A12 2= - )

=   cos cos sinA A A1 120 1202 2 2c c+ + + - -^ ] ]g gh

 =   [ ) ( ] [ ]cos cos cosA A A A A1 120 120 120 1202 c c c c+ + + + - + - -^ ] ]h g g

 =   cos2A +1 + cos2A cos240o        (அதாவது cos sin cos cosA B A B A B2 2- = + -] ]g g )

 =  cos cos cosA A1 2 1 180 602 2 c c+ + - +^ ]h g      (அதாவது cos cosA A2 1 22 = + )

=  cos cos cosA A1 2 1 602 2 c+ + - -^ ]h g

 = cos cosA A1 2 1 2
12 2+ + - -^ bh l

 = cos cosA A1 2
1

2
32 2+ - + =

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

�ழ்க்்கணடவற்லைத் திரிம்காைமிதிச ொரபு்களின பெருக்்கல் வடிவில் ோற்றி எழுது்க.

   (i) sin sinA A9 7+  (ii) sin sin7 4i i-  (iii) cos cosA A8 12+

 (iv) cos cos4 8a a-  (v) cos cos20 30c c-  (vi) cos cos75 45c c+   

(vii) cos sin55 55c c+

�ß¶

(i)     sin sinA A9 7+  = sin cosA A A A2 2
9 7

2
9 7+ -b bl l

   = sin cosA A2 2
16

2
2b bl l

   = sin cosA A2 8

(ii)   sin sin7 4i i-  = cos sin2 2
7 4

2
7 4i i i i+ -b bl l

   = cos sin2 2
11

2
3i ib bl l

(iii)   cos cosA A8 12+  = cos cosA A A A2 2
8 12

2
8 12+ -b bl l
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   = cos cosA A2 2
20

2
4-b bl l

   = cos cosA A2 10 2-] g
   = cos cosA A2 10 2

(iv)   cos cos4 8a a-  = sin sin2 2
4 8

2
4 8a a a a

-
+ -b bl l

   = sin sin2 2
12

2
4a ab bl l

   = sin sin2 6 2a a

(v)   cos cos20 30c c-  = sin sin2 2
20 30

2
20 30c c c c

-
+ -b bl l

   = sin sin2 2
50

2
10c cb bl l

   = sin sin2 25 5c c

(vi)   cos cos75 45c c+  = cos cos2 2
75 45

2
75 45c c c c+ -b bl l

   = cos cos2 2
120

2
30c cb bl l

   = cos cos2 60 15c c

(vii)  cos sin55 55c c+  = cos sin55 90 35c c c+ -] g
   = cos cos55 35c c+

   = cos cos2 2
55 35

2
55 35c c c c+ -b bl l

   = cos cos2 45 10c c  = cos2 2
1

10$ cd n

   = cos2 10c

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

ம்காைங்கள்  A, B ேற்றும் C எனென ஒரு ·ட்டுத் பதாடர வரிலெயில் உள்ளன எனில்,  
cotB = cos cos

sin sin
C A
A C
-
-  என நிறுவு்க. 

�ß¶

   cos cos
sin sin

C A
A C
-
-  = 

sin sin

sin cos
A C A C

A C A C

2 2 2

2 2 2
+ -

- +b
b b

bl
l l

l

  = 
sin

cos
A C

A C

2

2
+

+

b
b

l
l

 = cot A C
2
+b l

 = cotB  (A,B,C எனென ·ட்டுத்பதாடர வரிலெ எனெதால் B= A C
2
+ )
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

cos cos
sin sin sin

x x
x x x

5
5 2 3

-
- +  = tanx என நிறுவு்க.

�ß¶

     cos cos
sin sin sin

x x
x x x

5
5 2 3

-
- +  = cos cos

sin sin sin
x x

x x x
5

5 2 3
-

+ -

    = cos cos
sin cos sin

x x
x x x

5
2 3 2 2 3

-
-

    = sin sin
sin cos

sin
cos

x x
x x

x
x

2 3 2
2 3 2 1

2
1 2

-
-

= -] g

    = sin cos
sin
x x

x
2
2 2

 = tan x

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

sin105o + cos105o ன ேதிப்லெக் ்காண்க

�ß¶

sin105o + cos105o 

  = sin(90o + 15o)+cos105o 

  = cos15o + cos105o 

  = cos105o + cos15o   = cos cos2 2
105 15

2
105 15c c c c+ -b bl l

  = cos cos2 2
120

2
90c cb bl l

  = 2cos60o   cos45o  =  
2
1

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

cos cos sin sin cos4 2
2 2 2a b a b

a b+ + + =
-^ ^ bh h l  என நிறுவு்க.

�ß¶

 cos cosa b+  = cos cos2 2 2$
a b a b+ -b bl l    ……….(1)

 sin sina b+  = sin cos2 2 2$
a b a b+ -b bl l     ……….(2)

(1)2 + (2)2

cos cos sin sin2 2a b a b+ + +^ ^h h

                                 = cos cos sin cos4 2 2 4 2 2
2 2 2 2a b a b a b a b+ -

+
+ -b b b bl l l l
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                                 = cos cos sin4 2 2 2
2 2 2a b a b a b- +

+
+b b bl l l; E

                                 = cos4 2
2 a b-b l

பயிற்z ���

1. பினவரும் ஒáபவானலையும்  sine  அல்லது cosine ஆகியவற்றின ·டுதல் அல்லது ்க�த்தல் 
வடிவில் எழுது்க:

(i)  sin sinA A
8 8

3     (ii)  cos sinA A60 120c c+ +] ]g g

(iii)  cos sinA A
3
7

3
5    (iv)  3cos sin7 ii

2. பினவரும் ஒáபவானலையும் sine ேற்றும் cosine ஆகியவற்றின பெருக்்கல் வடிவில் 
எழுது்க.

  (i)  sinA + sin2A     (ii)  cos2A + cos4A    

(iii) 2sin sin6 ii -       (iv)  2cos cosii -

3. (i)  cos cos cos20 40 80 8
1

c c c =  (ii)  tan tan tan20 40 80 3c c c=  என நிறுவு்க.

4.  (i)  cos cos sin sin sin4 2
2 2 2a b a b

a b- + - =
-^ ^ bh h l  என நிறுவு்க.

(ii)  ( ) ( )sin sin sin sinA A A A60 60 4
1 3c c+ - =  என நிறுவு்க.

5. நிறுவு்க :

 (i) sin sin sin sin sin sinA B C B C A C A B 0- + - + - =] ] ]g g g

(ii) cos cos cos cos2 13 13
9

13
3

13
5 0r r r r+ + =

6. (i)  sin sin
cos cos tanA A

A A A
2 3
2 3

2-
- =  என நிறுவு்க.

(ii)  sin sin
cos cos cotA A

A A A7 5
7 5

-
+ =  என நிறுவு்க.

7. cos cos cos cos20 40 60 80 16
1° ° ° ° =  என நிறுவு்க.

8. ேதிப்பிடு்க.

 (i) cos cos cos20 100 140° ° °+ +   (ii) sin sin sin50 70 10° °c- +

9. cos cosA B 2
1+ =   ேற்றும் sin sinA B 4

1+ =  எனில், tan A B
2 2

1+
=b l  என நிறுவு்க.
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10. , ,sin sin siny z x z x y x y z+ - + - + -^ ^ ^h h h  எனென ·ட்டுத்பதாடரில் (A.P) உள்ளன  
எனில், tan x , tan y  ேற்றும் tan z எனென ·ட்டுத்பதாடரில் உள்ளது என நிறுவு்க.

11. cosecA + secA = cosecB + secB எனில்,   cot tan tanA B A B2
+

=b l  என நிறுவு்க.

���   மFßமாறு ��மகாை��Ö @ாßபுகள் �ČīĳĢįİĢ ėįĦĤĬīĬĪĢıįĦĠ ĉĲīĠıĦĬīİ�

����� மFßமாறு ��மகாை��Ö @ாßபுகள் �ČīĳĢįİĢ ėįĦĤĬīĬĪĢıįĦĠ ĉĲīĠıĦĬīİ� 
, ,sin cos tanx x x1 1 1- - -  ... மொனை அளலவ்கள் மநரோறு திரிம்காைமிதிச ொரபு்கள் எனறு 

அலழக்்கப்ெடுகினைன.

sin xi = , எனமவ sin x1i = - .  மநரோறு திரிம்காைமிதிச ொரபு்களின ொரெ்கம் (domain) 
ேற்றும்  செ்கம் (range) ஆகியவற்றின ெட்டியல் �மழ ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது

@ாßபு @ாßபகம்                       
x

 Ö@கம்                          
y

sin x1- [–1, 1] ,2 2
r r-: D

cos x1- [–1, 1] [0, r ]

tan x1- ,R 3 3= -^ h ,2 2
r r-b l

cosec x1- R–(–1, 1) , , y2 2 0!
r r-: D

sec x1- R–(–1, 1) , , y2 2 2!
r r r-: D

cot x1- R (0, r )

அட்டவலை 4.2

����� மFßமாறு ��மகாை��Ö @ாßபுகளிå பண்புகள் �ēįĬĭĢįıĦĢİ Ĭģ ČīĳĢįİĢ 
ėįĦĤĬīĬĪĢıįĦĠ ĉĲīĠıĦĬīİ�

பண்பு ���

  (i)   sin sinx x1 =- ] g       (ii) cos cosx x1 =- ] g     

(iii)  tan tanx x1 =- ] g  (iv) cot cot x x1 =- ] g        

(v)  sec secx x1 =- ] g  (vi)  cosec cosec x x1 =- ] g  
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பண்பு ���

(i) ( )sin cosecx x11 1=- -b l  (ii) ( )cos secx x11 1=- -b l

(iii) ( )tan cotx x11 1=- -b l  (iv) ( )cosec sinx x11 1=- -b l

(v) ( )sec cosx x11 1=- -b l  (vi) ( )cot tanx x11 1=- -b l

பண்பு ���

(i) ( ) ( )sin sinx x1 1- =-- -        (ii)  ( ) ( )cos cosx x1 1r- = -- -        

(iii)   ( ) ( )tan tanx x1 1- = -- -   (iv)   ( ) ( )cot cotx x1 1- =-- -

(v) ( ) ( )sec secx x1 1r- = -- -  (vi) ( ) ( )cosec cosecx x1 1- =-- -

பண்பு ���

(i) ( ) ( )sin cosx x 2
1 1 r+ =- -        (ii)  ( ) ( )tan cotx x 2

1 1 r+ =- -   

(iii) ( ) ( )sec cosecx x 2
1 1 r+ =- -

பண்பு ��� 
(i) ( ) ( )tan tan tanx y xy

x y
1

1 1 1+ = -
+- - - d n

(ii) ( ) ( )tan tan tanx y xy
x y
1

1 1 1- = +
-- - - d n

பண்பு ���

( )sin sin sinx y x y y x1 11 1 1 2 2+ = - + -- - -^ _h i

8டுÚதுக்காட்டு ����   

�ழ்க்்காணெலவ்களின முதனலே ேதிப்பு ்காண்க.  

(i) ( )sin tanii1 2 31 1 -- -_ ^i h

�ß¶

(i)       sin 1 21- _ i  = y  இஙகு  y2 2# #
r r-  என்க

         `          sin y = 1 2_ i  = sin 6
rb l

  y = 6
r  

 sin 1 21- _ i  ன முதனலே ேதிப்பு 6
r
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(ii)  tan 31 -- ^ h  = y இஙகு y2 2< <r r-  என்க

       `  tan y = – 3   = tan 3
r-b l

    y = 3
r-  

 tan 31 -- ^ h  ன முதனலே ேதிப்பு 3
r-   

8டுÚதுக்காட்டு ����     

 பினவருவனவற்லை ேதிப்பிடு்க : (i) cos sin 13
51-b l   (ii) tan cos 17

81-b l

�ß¶

(i)   sin 13
51-  = i  என்க        ... (1)

  sini  = 13
5

  cosi  = sin1 2i-

   =  1 169
25-

   = 13
12  ... (2)

 (1) ேற்றும்  (2) லிருநது,

 `   cos sin 13
51-b l  = cosi  = 13

12

(ii)   cos 17
81-b l  = i  என்க  

  cosi  = 17
8

  sini  = cos1 2i-

   =  1 289
64-

   = 17
15  ... (2)

  tan cos 17
81-b l  = tani  = cos

sin
i
i

   = 8
15

17
8
17
15

=

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

நிறுவு்க: (i) tan tan tan7
1

13
1

9
21 1 1+ =- - -b b bl l l  

   (ii) cos tan tan5
4

5
3

11
271 1 1+ =- - -b b bl l l  
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�ß¶ 

(i) tan tan7
1

13
11 1+- -b bl l  = tan

1
1

7
1

13
1

7
1

13
1

-
+-

_ _i i> H  

     =  tan 90
201- b l

     =  tan 9
21- b l

(ii) cos 5
41- b l = i என்க.  எனமவ cos 5

4
i = sin 5

3
& i =

`   tani  = 4
3  tan 4

31& i = - b l

`   cos 5
41- b l  = tan 4

31- b l      

 இப்பொழுது cos tan5
4

5
31 1+- -b bl l   

  =  tan tan4
3

5
31 1+- -b bl l

  = tan 1
1

4
3

5
3

4
3

5
3

#-
+- e o  

  =  tan 11
271- b l

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

ேதிப்பிடு்க : tan tan4 8
11r - - b l; E  

 �ß¶

                            tan 8
11- b l  = i  என்க

       எனமவ    tani  = 8
1

     `  tan tan4 8
11r - - b l; E  = tan 4

r
i-b l

    = tan tan
tan tan
1 4

4
i
i

+
-
r

r

    = 1
1

9
7

8
1
8
1

+
-

=

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

தீரக்்க :  tan tanx
x

x
x

2
1

2
1

4
1 1 r

-
-

+ +
+

=- -b bl l

�ß¶�

 tan tanx
x

x
x

2
1

2
11 1

-
-

+ +
+- -b bl l  = tan tan x

1 3
2 4

x
x

x
x

x
x

x
x

1

2
1

2
1

2
1

2
1

1
2

-

+
= -

--

-
-

+
+

-
-

+
+

-

_ _ bi i l> H
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     tan tanx
x

x
x

2
1

2
1

4
1 1 r

-
-

+ +
+

=- -b bl l  என ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது.

`  tan x
3

2 41
2

-
-- b l  = 4

r

 x
3

2 42

-
-  = tan 4

r  = 1

 x2 42 -  = –3

&  2x2 –1 = 0

&  x  = 
2
1

!

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

சுருக்கு்க :  sin sin3
1

3
21 1+- -` `j j

�ß¶

 ( )sin sinx y1 1+- -] g  = sin x y y x1 11 2 2- + -- 7 A

`  sin sin3
1

3
21 1+- -b bl l  = sin 3

1 1 9
4

3
2 1 9

11 - + -- : D

  = sin 3
1

9
5

3
2

9
81 +- : D

  = sin 9
5 4 21 +- c m

8டுÚதுக்காட்டு ����  

தீரக்்க :   tan tanx x2 21 1+ + -- -] ]g g  = tan 3
21- b l

�ß¶

 tan x x
x x

1 2 2
2 21

- + -
+ + -- ^
^

^
^

h
h

h
h< F  = tan 3

21- ` j

&  tan x1 4
41

2- -
- c ^ h m  = tan 3

21- ` j

&  2x2 – 6 = 12

&  x2 = 9

`  x = + 3

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

tan(x + y) = 42 ேற்றும்  x = tan–1(2) எனில், y ன ேதிப்லெக் ்காண்க. 

Ch-4_TM.indd   154 19/04/18   7:18 PM



155��Z>Tை��

�ß¶
  tan(x+y) = 42

 x + y = tan–1(42)

 tan–1(2)+y = tan–1(42)

 y = tan–1(42) – tan–1(2)

  = tan 1 42 2
42 21

#+
-- ] g; E

= tan 85
401- b l

 y = tan 17
81- : D

பயிற்z ���

1. பினவருவனவற்றின முதனலே ேதிப்பு்கலளக் ்காண்க. 

(i) sin 2
11 -- b l   (ii) tan 11 -- ] g    (iii) cosec 21- ^ h   (iv)  sec 21 -- ^ h   

2. நிறுவு்க  :

(i) tan sinx x
x

2 1
21 1

2= +
- -] cg m

(ii) tan tan3
4

7
1

4
1 1 r+ =- -b bl l

3. tan tan tan2
1

11
2

4
31 1 1+ =- - -b b bl l l  என நிறுவு்க.

4. தீரக்்க :  tan tanx x2 3 4
1 1 r+ =- -

5. தீரக்்க : tan tan tanx x1 1 7
41 1 1+ + - =- - -] ] bg g l

6. ேதிப்பிடு்க : (i) cos tan 4
31- ` j8 B (ii) sin cos2

1
5
41- ` j8 B

7. cos sin sin5
4

13
121 1+- -` ` `j jj  ன ேதிப்பு ்காண்க.

8. tan tann
m

m n
m n

4
1 1 r- +

-
=- -b bl l  என நிறுவு்க.

9. sin sin cos5
3

17
8

85
841 1 1- - - =- - -b bl l  என நிறுவு்க.

10. ,tan sin
cos

x
x x1 2 2

3< <1 r r
- -- : D  எனெதலன எளிய வடிவில் விவரிக்்கவும்.
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S t e p  4

படி 1

படி 2

பெயல்ொட்டிற்்கான உரலி :

https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code

4ணையÖ Y@யல்பாடு

4று�யில் xணCக்கப்Yபறும் பCம்   
படி – 1
ப்காடுக்்கப்ெட்டிருக்கும் உரலி � விலரவுக்குறி�லடப் 
ெயனெடுத்தி GĢĬGĢğįĞ ெக்்கத்திற்குச பெல்்க..
“11th BUSINESS MATHS” எம் GeoGebra 
ெணிப்புத்த்கத்தில் “Inverse Trigonometric 
Functions” க்்கான ெணித்தாலள எடுத்துக் ப்காள்ளவும்.

படி - 2
“Inverse Trigonometric Functions” க்்கான ெணித்தாளில் இடப் ெக்்கம் உள்ள மதரவுப் 
பெட்டி்களில் மதலவயான மநரோற்று திரிம்காைச ொரபு்கலள ஒáபவானைா்கச பொடுக்கி 
வலரெடத்தில் ்காைலாம்.  மேலும் ொரபு்களின வலரெடத்தின மேல் உள்ள புள்ளியிலன 
ந்கரத்தி x ேற்றும் y அசசு்களில் ேதிப்பு்கலளக் ்கணடு �ளாயவு பெய்க.
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பயிற்z ���

  @�யாG �ணCணயÚ மதßÛYதடுÚது 8µதுக

1. 8
r   ன ம்காை ேதிப்பு 

 (a)  20 60c l   (b)  22 30c l  (c) 22 60c l   (d) 20 30c l  

2. 37 30c l   -ன மரடியன அளவு

(a) 24
5r     (b) 24

3r      (c)  24
7r    (d) 24

9r

3. tan
5
1

i =    ேற்றும் i  முதல் ்கால்ெகுதியில் அலேகிைது எனில் cosi  ன ேதிப்பு 

(a)  
6
1  (b) 

6
1-          (c) 

6
5          (d) 

6
5-

4. sin 15o -ன ேதிப்பு 

(a) 
2 2
3 1+  (b)  

2 2
3 1-  (c) 

2
3   (d)  

2 2
3

5. sin 420c-] g  -ன ேதிப்பு

(a) 2
3          (b) 2

3
-      (c)  2

1       (d)  2
1-

6. cos 480c-] g -ன ேதிப்பு

(a) 3          (b) 2
3

-      (c)  2
1       (d)  2

1-

7. sin28o cos17o  + cos28o sin17o  -ன ேதிப்பு

(a) 
2
1   (b) 1 (c) 

2
1-     (d) 0

8. sin15º  cos15º -ன ேதிப்பு

(a)  1         (b) 2
1      (c) 2

3    (d) 4
1

9. secA sin(270o + A) -ன ேதிப்பு

(a) –1  (b) cos2A (c) sec2A  (d) 1

10. sinA + cosA =1 எனில் sin2A = 

(a) 1 (b) 2 (c) 0  (d) 2
1
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11. cos245º – sin245º  -ன ேதிப்பு

(a) 2
3           (b) 2

1          (c) 0      (d)  
2
1

12. 1–2 sin245º -ன ேதிப்பு

(a)  1       (b) 2
1            (c) 4

1    (d)  0

13. 4cos340º –3cos40º -ன ேதிப்பு

(a) 2
3   (b)  – 2

1   (c) 2
1    (d) 

2
1

14. tan
tan

1 30
2 30

2+ c
c  -ன ேதிப்பு

(a) 2
1     (b) 

3
1     (c) 2

3     (d)  3

15. sin A= 2
1  எனில் cos cosA A4 33 -  =

(a)1 (b) 0 (c) 2
3    (d)  

2
1

16. tan
tan tan
1 3 10

3 10 10
2

3

c
c c

-
-   -ன ேதிப்பு

(a) 
3
1             (b) 2

1              (c) 2
3     (d)  

2
1

17. cosec 3
21- d n  -ன ேதிப்பு

(a) 4
r            (b) 2

r            (c) 3
r            (d)  6

r

18. sec cosec3
2

3
21 1+- -   =

(a) 2
r-    (b) 2

r    (c) r        (d) –r

19. a ,  b  எனென 0 ேற்றும்  2
r   எனை இலடபவளியில் உள்ளது, மேலும் cos a b+^ h  =  13

12   
ேற்றும் sin a b-^ h  = 5

3   எனில்  sin 2a  =

(a)  15
16   (b) 0 (c) 65

56     (d) 65
64

20. tanA 2
1=  ேற்றும் tanB 3

1=  எனில்,  tan A B2 +^ h  ன ேதிப்பு

(a) 1 (b) 2 (c) 3  (d) 4

21. tan x4
r -b l   க்கு ெேோனது.

(a)  tan
tan

x
x

1
1
-
+b l      (b) tan

tan
x
x

1
1
+
-b l       (c) tanx1 -      (d)  tanx1 +
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22. sin cos 5
31-b lன ேதிப்பு

(a) 5
3    (b) 3

5    (c) 5
4    (d)  4

5

23. cosec 45
1

c-] g   ன ேதிப்பு

(a) 
2
1-         (b) 

2
1     (c) 2         (d)  2-

24. p sec tan50 50c c=  எனில்,  p ன ேதிப்பு

(a) cos 50c    (b)  sin 50c   (c) tan50c       (d)  sec 50c

25. cosec
cos sin cosx

x x x1 12 2- - -b l  க்குச ெேோனது.

(a)  cos sinx x2 2-   (b)  sin cosx x2 2-      (c) 1     (d) 0

4தKக் கைக்குகள்

1.  நிறுவு்க :  sin sin sin
cos cos cos cotx x x

x x x x4 3 2
4 3 2 3+ +

+ + =

2. நிறுவு்க :  cosec sin3 20 20 4c c- =

3. நிறுவு்க :  cot sin sin cot sin sinx x x x x x4 5 3 5 3+ = -] ]g g .

4. ,tanx x4
3

2
3< <r
r=   எனில், sin x

2  and cos x
2  ஆகியவற்றின ேதிப்பு்கலளக் ்காண்க.

5. sin seccos2 4
3 2 4 2 4

3 102 2 2r r r+ + =  என நிறுவு்க.

6. ேதிப்பிடு்க : (i) sin 75c  (ii) tan15c

7. ,sin sinA B3
1

4
1= =  எனில், sin A B+] g  -ன ேதிப்லெக் ்காண்க. இஙகு, A, B 

குறுஙம்காைங்கள்.

8. cos sin sin13
12

5
3

65
561 1 1+ =- - -b b bl l l   என நிறுவு்க.

9. ( )cos 5
4

a b+ =  எனில் ( )sin 13
5

a b- =  இஙகு a b+   ேற்றும் a b-  குறுஙம்காைங்கள் 
எனில் tan2a  :க் ்காண்க.

10. ,tan cos sin
cos sin

x x
x x x0 < <1 r+
-- b l  எனெதலன எளிய வடிவில் எழுது்க.
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Yதாகுப்புணK
 z  ஒரு வட்டத்தின ஆரம்  r, வில்லின �ளம் l, லேயத்தில் தாங்கக்·டிய  ம்காைம்  

θ மரடியன  எனில்  l   ri .

 z sin cosx x 12 2+ =

 z tan secx x12 2+ =

 z cot cosecx x12 2+ =

 z sin(α + β) = sin α cos β +  cos α sin β

 z sin(α − β) = sin α  cos β – cos α sin β 

 z cos cos cos sin sin$a b a b a b+ = -^ h

 z cos cos cos sin sin$a b a b a b- = +^ h   

 z tan tan tan
tan tan
1a b

a b
a b

+ = -
+^ h

 z tan tan tan
tan tan
1a b

a b
a b

- = +
-^ h

 z sin sin cos2 2 a aa =

 z –cos cos sin sin cos2 1 2 2 12 2 2 2a a a a a= = - = -

 z tan
tan
tan2 1

2
2
a

a
a

=
-

 z sin sin sin3 3 4 3a a a= -

 z cos cos cos3 4 33 aa a= -

 z tan
tan

tan tan3 1 3
3

2

3
a

a
a
a=

-
-

 z sin sin sin cosx y
x y x y

2 2 2+ =
+ -

 z sin sin cos sinx y
x y x y

2 2 2- =
+ -

 z cos cos cos cosx y
x y x y

2 2 2+ =
+ -

 z cos cos sin sinx y
x y x y

2 2 2- =-
+ -

 sin cos sin sinx y x y x y2
1= + + -^ ^h h6 @
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 z cos sin sin sinx y x y x y2
1= + - -^ ^h h6 @  

 z cos cos cos cosx y x y x y2
1= + + -^ ^h h6 @

 z sin sin cos cosx y x y x y2
1= - - +^ ^h h6 @

கணைÖY@ாற்கள் 

உᾞமைாறᾠ ᾇᾷதிரஙகள் Transformation formulae

கால ்பகுதிகள் Quadrants

ᾂடடல மைறᾠம் கܬிᾷதல ெிகித 
சமைம் Componendo and dividendo.

ᾂடடுக் ܷகாணஙகள் Compound angles

ܷகாணம் Angle

திாிܷகாணமைிதி முறவறாᾞ்மைகள் Trignometric identities

திாிܷகாணமைிதி ெிகிதஙகள் Trignometry Ratios

து்ணக் ܷகாணஙகள் Allied angles

ர்மைாᾠ சார்புܣܷ Inverse function

்பா்க அள்ெ Degree measure

மைடஙகு ܷகாணஙகள் Multiple angles

ܷரடியன அளᾫ / ்ܐரயன 
அளᾫ Radian measure

ெிலலின ܳܣளம் Length of the arc.
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கற்Lல் மFாக்கÕகள்
இநத அத்தியாயத்லத ெடித்தபினபு பினவரும் ொடக் ்கருத்து்கலள 
ோைவர்கள் புரிநது ப்காள்ள இயலும்

 z  எல்லல ேற்றும் பதாடரசசி ெற்றிய ்கருத்துரு
 z  எல்லலக்்கான சூத்திரம் ேற்றும் பதாடரசசி ொரபு்களின 

வலரயலை்கள்
 z  வல்க�டு்களின அடிப்ெலடக் ்கருத்துரு
 z  முதனலேக் ம்காட்ொட்டு ப்காள்ல்கயின Âலம் வல்க�டு 

்காணும் முலை 
 z  ொரபு்களின வல்க�டு்கலள சில மநரடி சூத்திரங்களின 

வ�யா்க ்காணுதல் ேற்றும் அதன ெயனொடு
 z  உயர வரிலெ வல்க�டு ்காணும் முலை

2றிமுகம் 

@ß� :@க் �Ãட்Cå

G.W. �ப்�ட்æ

்கைக்கிடுவதற்்கா்க ெயனெடுத்தப்ெடும் ·ழாங்கல் 
அல்லது ஒரு சிறிய ்கல் எனெதன பொருளலேநத லத்தீன 
வாரத்லத ¬ண்கணிதம் ஆகும். மேலும், ்கைக்கிடுதல் எனை 
வாரத்லத லத்தின வாரத்லதயிலிருநது வருவிக்்கப்ெட்டதாகும். 
¬ண்கணிதபேனெது ோற்ைங்களுடன பதாடரபுலடய ஒரு 
முதனலேயான ்கணிதவியல் ்கருவியாகும். வல்கயிடலின 
்கருத்துருவாக்்கம் எனெது ¬ண்கணித அறிவியலின அடிப்ெலடக் 
்கருவியாகும்.  ¬ண்கணிதம் எனெது தனித்த ோறிலயப் பொறுத்து 
ொரநத ோறியில் 9ற்ெடும் ோற்ைத்தின  தத்லத ்கைக்கிடக் ·டிய 
ஒரு முக்கியோன ெகுதியாகும். ெர. :ெக் �Ãட்டன (1642 – 1727 
பொ.ஆ.) ேற்றும் பெரேனியின ்கணிதமேலத G.Ě. �ப்னிட்ஸ்  
(1646 – 1716 பொ.ஆ.) ஆகிய இருவரும் தனித்தனியா்க ேற்றும் 
ஓமர மநரத்தில் இப்ொடத்லதக் ்கணடுபிடித்து மேம்ெடுத்தினார்கள்.

இநத அத்தியாயத்தில் நாம் ொரபு்கள் ேற்றும் அதன 
வலரெடங்கள், எல்லல, வல்கயிடல்  ேற்றும் வல்கயிடல் உத்தி்கள் 
ஆகியவற்லைப் ெற்றி அறிமவாம். 

வணக ¬ண்கணிதம்5
2

Ú�
யT

யÝ

Ch-5_TM.indd   162 19/04/18   7:13 PM



163Pண> ¬Ù>~EÝ

��� @ாßபுகள் மற்றும் 2தå வணKபCÕகள் �ĉĲīĠıĦĬīİ Ğīġ ıĥĢĦį ĤįĞĭĥİ�
zை 2டிப்பணC க±Úது±க்கள்
����� 2N¶ �ĔĲĞīıĦıĶ�

·ட்டல், ்க�த்தல், பெருக்்கல் ேற்றும் வகுத்தல் மொனை அடிப்ெலட ்கணித பெயல்முலை்கள் 
ப்காணடு ெயனெடுத்தக் ·டிய அலனத்தும் அளவு எனப்ெடும்.

����� மாறி� �ĆĬīİıĞīı�
ஒரு அளவு, ்கைக்�டு்களின மொது ஓமர ேதிப்லெ தக்்க லவத்துக் ப்காணடு இருநதால் 

அáவளலவ ோறிலி எனப்ெடும்.

அடிப்ெலடயில் ோறிலி அளலவ்கள் இரு வல்கப்ெடும்.
�Ħ� முµணமயாG மாறி�கள்� முழுலேயான ோறிலி்கள் எனெது  எநபவாரு 

்கணித ஆயவின மொதும் அதலடய ேதிப்பு்கள் ோைாேல் இருக்கும். 
ேற்பைாரு வாக்கியத்தில், இலவ்கள் எப்பொழுதும் நிலலயானலவ. 
   6தாKைமாக:  3, 3 , r , ...

�ĦĦ� தå�Öண@ மாறி�கள்: தனனிசலெ ோறிலி்கள் எனெது ஒரு ்கைக்கிடுதலில் 
முழுவதுோ்க ஒமர ேதிப்லெப் பெற்றிருக்கும்.  ஆனால் பவáமவறு தீரவு்கலளப் 
பெறுவதற்கு பவáமவறுவிதோன ேதிப்பு்கலள வழங்கலாம். தனனிசலெ ோறிலி்கள் 
a, b, c ,...  மொனை  எழுத்துக்்களால் குறிக்்கப்ெடும்.
6தாKைமாக:  y=mx+4, எனை ெேனொட்டில்  m  எனெது தனனிசலெ ோறிலியாகும். 

����� மாறி �ęĞįĦĞğĩĢ�
ஒரு குறிப்பிட்ட ்கைக்�ட்டின மொது  (எநத ஒனறு ெனேதிப்பு ப்காணடதா்க  அலேகிைமதா)  

பவáமவைான ேதிப்பு்கலள பெைக்·டிய ஒரு அளவானது ோறி ஆகும். ோறி்கள் பொதுவா்க x, y, z 
எனை  ஆஙகில எழுத்துக்்களால் குறிக்்கப்ெடுகிைது.

6தாKைமாக:  
a
x

b
y

+  = 1 எனை மநரம்காட்டின ெேனொட்டில்  x ேற்றும் y ஆகியலவ 
ோறி்கள். 9பனனில் அலவ்கள் ஒரு மநரம்காட்டில் ந்கரும் புள்ளியின அசசு பதாலலத்தூரங்கலள 
நிரையிக்கிைது. இஙகு a ேற்றும் b எனென, அசசுக்்களின பவட்டு ேதிப்பு்கள் ஆகும். அலவ்கள் 
தனனிசலெயானலவ.

மாறிகளிå 4±வணககள்�
(i) @ாKா மாறி� ஒரு ோறி எனெது தனனிசலெயான ேதிப்பு்கலளப் பெற்றிருக்கும் மொது 

அம்ோறி ொரா ோறி   எனப்ெடும்.

(ii) @ாßÛத மாறி� ஒரு ோறி ேற்பைாரு ோறியின ேதிப்பு்கலளச ொரநது இருக்கும் மொது 
அம்ோறி ொரநத ோறி எனப்ெடும்.

6தாKைமாக: y = x x5 2 32- +  எனை ெேனொட்டில்  x எனெது ொரா ோறி,  y எனெது 
ொரநத ோறி ேற்றும் 3 எனெது ோறிலி 
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����� 4ணCYவளிகள் �ČīıĢįĳĞĩİ� 

A B

a b−∞ ∞

ெடம். 5.1

பேயபயண்கலள வடிவக் ்கணிதத்தில் ஒரு எணம்காட்டின 
�து உள்ள புள்ளி்களா்க குறிக்்கப்ெடும் ம்காடு, பேயம்காடு (real line) 
எனைலழக்்கப்ெடும். 

R எனை குறி�டு பேயபயண்களின பதாகுதி அல்லது 
பேயக்ம்காட்டிலனக் குறிக்கும். ஒரு பேயக்ம்காட்டின 
உட்்கைோனது இலடபவளி எனப்ெடும்.  இது குலைநதது இரணடு எண்கலளயும் அதற்கு 
இலடமயயுள்ள அலனத்து பேயபயண்கலளயும் பெற்றிருக்கும்.

�Ħ� �LÛத 4ணCYவளி �ĒĭĢī ĦīıĢįĳĞĩ�

A B

a b−∞ ∞

ெடம். 5.2

( )

{x : a < x < b} எனை ்கைம் திைநத இலடபவளியாகும்.  இதலன (a, b) எனக் குறிக்்கலாம்.

இநத இலடபவளியில், a  ேற்றும்  b  ஆகிய எல்லலப் 
புள்ளி்கள் உள்ளடங்காது.

உதாரைத்திற்கு, (4, 7) எனை திைநத இலடபவளியில், 4-ம் 
ேற்றும் 7 -ம் இநத இலடபவளியின உறுப்பு்கள் அல்ல. ஆனால் 
4.001 -ம் ேற்றும் 6.99 -ம் இநத இலடபவளியின உறுப்பு்கள் ஆகும். 

�ĦĦ�  Âடிய 4ணCYவளி

A B

a b−∞ ∞

ெடம். 5.3

[ ]

 �ĆĩĬİĢġ ĦīıĢįĳĞĩ� 

{x : a < x < b} எனை ்கைம் Âடிய இலடபவளியாகும்.

இதலன [a, b]   எனக் குறிக்்கலாம்.

இநத இலடபவளியில், a  ேற்றும் b  ஆகிய எல்லலப் புள்ளி்கள் 
உள்ளடஙகும்.

உதாரைத்திற்கு, [4, 7] எனை Âடிய இலடபவளியில், 4 -ம் 
ேற்றும் 7 -ம் இநத இலடபவளியின உறுப்பு்களாகும்.

மேலும் ொதி Âடிய, ொதி திைநத இலடபவளி்கலளப் ெற்றி நாம் இஙகு குறிப்பிட 
மவணடியுள்ளது.

(a, b] = {x : a < x  < b} எனெது இடப்புைம் திைநத இலடபவளி என அலழக்்கப்ெடுகிைது

[a, b) = {x : a < x < b} எனெது வலப்புைம் திைநத இலடபவளி என அலழக்்கப்ெடுகிைது.

சீரா்க அலனத்து நிலல்களிலும் b − a = h எனெது இலடபவளியின �ளம் என 
அலழக்்கப்ெடுகிைது.
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����� ;± புள்ளியிå 2ண்ணமயகம் �đĢĦĤĥğĬĲįĥĬĬġ Ĭģ Ğ ĭĬĦīı�

‘a’ எனெது 9மதம் ஒரு பேயபயண ேற்றும் ε > 0 எனெது ஒரு மி்க மி்கச சிறிய பேயபயண 
என எடுத்துக்ப்காள்மவாம்.  ( a − ε , a + ε ) எனை திைநத இலடபவளி,  புள்ளி ‘a’ யின ε−அணலேய்கம் 
என அலழக்்கப்ெடும்.  இதலன Na, ε எனை குறி�ட்டால் குறிக்்கலாம்.

உதாரைோ்க, 

 N ,5 4
1  = ,5 4

1 5 4
1- +b l  =  :x x4

19
4
21

< <& 0

 N ,2 7
1  = ,2 7

1 2 7
1- +b l  = :x x7

13
7
15

< <& 0

����� @ாßபு �ĉĲīĠıĦĬī�

1734 - 1735 ஆம் ஆணடில் 
லிமயானாரட் ஆயலரால் முதன 

முதலில் ொரபின குறி�டா்க  
y = f (x)  ெயனெடுத்தப்ெட்டது.

X ேற்றும் Y எனென பேய எண்கலளக் ப்காணட 
இரணடு பவற்ைற்ை ்கைங்கள் என்க.  X லுள்ள ஒáபவாரு 
உறுப்லெயும் Y லுள்ள ஓமரபயாரு உறுப்புடன ேட்டும் 
பதாடரபு ெடுத்தும் f எனை விதியானது ்கைம் X லிருநது  
Y க்்கான ொரபு ஆகும். இதலன  f : X $  Y  என எழுதலாம்.

்கைம் X-லன, ொரபு f-ன ொரெ்கம் எனறும், ்கைம் 
Y-லன f-ன துலைச ொரெ்கம் எனறும் ·றுமவாம். மேலும்,  f(X) = {f(x) / x !  X} எனெது f-ன 
 செ்கம் எனப்ெடும். இஙகு  f(X) 3Y எனெது பதளிவு.

x இன ொரபு எனெது பொதுவா்க  f(x), எனை குறி�ட்டால் குறிக்்கப்ெடுகிைது.

����� @ாß�å வணகப்பாடுகள் �ĆĩĞİİĦģĦĠĞıĦĬī Ĭģ ģĲīĠıĦĬīİ�
ொரபு்கலள இருவல்கப்ெடுத்தலாம் அலவ,

(i)  4யற்கணிதÖ @ாßபு �ĄĩĤĢğįĦĠ ģĲīĠıĦĬī�

நானகு அடிப்ெலட ்கைக்�ட்டு பெயலி்கள், ோறிலி்கள் ேற்றும் x எனை ோறியில் பவáமவறு 
அடுக்கு்கலளக் ப்காணடு அலேயும் பதாகுப்பு இயற்்கணிதச ொரொகும். 

6தாKைமாக : y = 3x4 − x3 + 5x2 − 7, y = ,x x
x x y x x1
2 7 3 3 6 13 2

3
2

+ +
+ -

= + -  ஆகியன 
இயற்்கணித ொரபு்கள் ஆகும்.

 (a) y = 3x4− x3 + 5x2− 7 எனை ொரபு ெல்லுறுப்பு ம்காலவ (அல்லது)

விகிதமுறுமுழுபவண ொரபு ஆகும்

 (b) y=
3

3 2
2 7 3

1
x x
x x

� �
� �

  ஆனது ஒரு விகிதமுறுச ொரொகும்.

 (c) y= 23 6 1x x� �  ஆனது ஒரு விகிதமுைாச ொரபு ஆகும்.
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(ii)  �×zய @ாßபு �ėįĞīİĠĢīġĢīıĞĩ ģĲīĠıĦĬī�
 இயற்்கணிதேற்ை ொரபு விஞ்சிய ொரபு எனப்ெடும்.

 6தாKைமாக: , , ,sin sin logx x e xx
a

1-   ஆகியன விஞ்சிய ொரபு்கள் ஆகும்.

 (a)  sin x, tan 2x, ... மொனை ொரபு்கள் திரிம்காைமிதி ொரபு்கள் எனப்ெடும்.

 (b)  sin−1 x, cos−1 x, ... மொனை ொரபு்கள் மநரோறு திரிம்காைமிதி ொரபு்கள் எனப்ெடும்
 (c)  ex, 2x, xx, ... மொனை ொரபு்கள் அடுக்குச ொரபு்கள் எனப்ெடும்.

 (d)  loga x, loge (sin x), ... மொனை ொரபு்கள் ேடக்ல்கச ொரபு்கள் எனப்ெடும்.

�����  4Kட்ணCÖ  @ாßபுகள் மற்றும் ;ற்ணLÖ @ாßபுகள் �ĈĳĢī Ğīġ Ĭġġ ģĲīĠıĦĬīİ� 

குறிப்பு

f(x) = x3 + 5 எனெது 
இரட்லடச ொரபும் அல்ல, 

ஒற்லைசொரபும் 
அல்ல.

f( − x ) = f( x ) எனில்,  f(x ) ஆனது 4Kட்ணCÖ @ாßபு எனறு அலழக்்கப்ெடும்
f( − x ) = − f( x )  எனில் f(x ) ஆனது ;ற்ணLÖ @ாßபு எனறு அலழக்்கப்ெடும்.

6தாKைÕகள்:
f(x) = x2  ேற்றும்   f(x) = cos x 
எனென இரட்லடச ொரபு்களாகும். 

f(x)  = x3 ேற்றும்   f(x) = sin x  
 எனென ஒற்லைச ொரபு்களாகும்

����� Yவளிபடு மற்றும் 6ட்படு @ாßபுகள் �ĈĵĭĩĦĠĦı Ğīġ ĦĪĭĩĦĠĦı ģĲīĠıĦĬīİ�
ஒரு ொரபில் ொரநத ோறியானது சில ொரா ோறி்கலளக் ப்காணடு பவளிப்ெலடயா்க 

வடிவலேக்்கப்ெட்டிருநதால், அசொரபு YவளிபடுÖ @ாßபு எனப்ெடும்.

6தாKைமாக:  y = x2 + 3 ேற்றும்   y = ex + e−x எனென x-ல் அலேநத பவளிப்ெடு 
ொரபு்கள் ஆகும்.

x ேற்றும் y எனை ோறி்கள், f(x,y) = 0  எனை ொரபில் பதாடரபு ெடுத்தப்ெட்டு எநத ஒரு 
ோறியும் மநரிலடயா்க �தமுள்ள ோறி்களால் வடிவலேக்்கப்ெடாேல் இருநதால், ொரபு 6ட்படு 
@ாßபு எனப்ெடும்

6தாKைமாக:  x3 + y3−xy = 0 எனெது உட்ெடு ொரபு ஆகும்.

������  மாறி�Ö @ாßபு �ĆĬīİıĞīı ģĲīĠıĦĬī�

y = f(x) எனை ோறிலிச 
ொரபின  வலரெடம்  x-அசசுக்கு 

இலையான மநரக்ம்காடு ஆகும்

k எனெது ஒரு நிலலயான பேய எண எனில் 
அலனத்து x !  R க்கும்,  f(x) = k  என வலரயறுக்்கப்ெட்டால் 
அசொரொனது ோறிலிசொரபு என அலழக்்கப்ெடும்.

6தாKைமாக:   y = 3,  f(x) = –5 எனென ோறிலிச 
ொரபு்கள் ஆகும். 
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������ @ம�Ö @ாßபு �ČġĢīıĦıĶ ģĲīĠıĦĬī� 
பேயபயண்களின �தான ெேனிச 

ொரபின வலரப்ெடோனது, 
ஆதியின வ�ச பெல்லும் 

ஒரு மநரம்காடு ஆகும்.  இது 
x-அசசின மில்க திலெயுடன 45c  

ம்காைத்லத 9ற்ெடுத்தும்.

ஒரு ொரபில் அதன ஒáபவாரு பேயபயணணும் 
அமத பேயபயணணுடன பதாடரபு ப்காணடிருநதால் 
அது ெேனிசொரபு எனமொம். இது I எனை குறி�ட்டால் 
குறிக்்கப்ெடுகிைது.

அதாவது, அலனத்து x ∈ R க்கு f(x)=x, எோறு 
வலரயறுக்்கப்ெடின f-: ெேனிச ொரபு எனமொம்.

6தாKைமாக:  A={1, 2, 3} ேற்றும் f  : A "  A இன வரிலெப் ெடுத்தப்ெட்ட மொடி்களின 
்கைம் {(1, 1), (2, 2), (3, 3)} ஓர ெேனிச ொரபு ஆகும்.

������ மட்டுÖ @ாßபு �ĐĬġĲĩĲİ ģĲīĠıĦĬī� குறிப்பு

|5| = 5,  |–5| 
= –(–5) = 5

f(x) = |x| இஙகு, 

|x| = ,

,

x x

x x

0

01
$

-
)  எனறு வலரயறுக்்கப்ெடின, 

f(x)  ஆனது ேட்டுசொரபு எனப்ெடும்.  இதலன எணைளலவச ொரபு எனறும் அலழக்்கலாம்.

மமற்குறிப்பு இதன ொரெ்கம்  R   ேற்றும்  செ்கம் [0, ∞)  ஆகும்.

������ குறிÖ @ாßபு �ĖĦĤīĲĪ ģĲīĠıĦĬī�

f(x) = 
| |

,

,
x
x

x

x

0

0 0

!

=
*   என வலரயறுக்்கப்ெடின f(x) ஆனது குறிச ொரபு எனப்ெடும்.

மமற்குறிப்பு  இதன ொரெ்கம்  R   ேற்றும்    செ்கம்  {–1, 0, 1} ஆகும்

������ படிÖ @ாßபு �ĖıĢĭ ģĲīĠıĦĬī�

 �Ħ� �ப்Yப± முµக்கள் @ாßபு �ĊįĢĞıĢİı ĦīıĢĤĢį ģĲīĠıĦĬī�  
குறிப்பு

 2.5 = 2,  –2.1 = –3,
0.74 = 0,  –0.3 = –1,  

4 = 4.

ஒரு பேயபயண x இடத்து  x :  விட மில்கப்ெடாத �ப்பெரு 
முழு எண ேதிப்லெப் பெறும் ொரபு, �ப்பெரு முழு எண ொரபு 
எனப்ெடுகிைது. இதலன  x  என குறிப்மொம்.

அதாவது :f R R$  எனை ொரபு 

  f(x) = x என வலரயறுக்்கப்ெடுோயின அது �ப்பெரு  முழு எண ொரபு எனப்ெடும்.
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 �ĦĦ�  �Özறு முµக்கள் @ாßபு �ďĢĞİı ĦīıĢĤĢį ģĲīĠıĦĬī� குறிப்பு

4.7 = 5, –7.2 = –7,
5 = 5, 0.75 = 1.

ஒரு பேயபயண x இடத்து  x :  விட குலையாத �சசிறு 
முழு எண ேதிப்லெப் பெறும் ொரபு, �சசிறு முழு எண ொரபு 
எனப்ெடுகிைது. இதலன x என குறிப்மொம்.     

அதாவது  :f R R$   எனை ொரபு f(x) = x   என வலரயறுக்்கப்ெடுோயின அது �சசிறு 
முழு எண ொரபு எனப்ெடும்.

மமற்குறிப்பு  இசொரபின ொரெ்கம்  R  ேற்றும்  செ்கம் Z  $முழுக்்களின ்கைம்& ஆகும்.

������  �xதமுறுÖ@ாßபு �ĕĞıĦĬīĞĩ ģĲīĠıĦĬī�

ொரபு f(x) ஆனது ( )
( )
( )

, ( )f x
q x
p x

q x 0!=  என வலரயறுக்்கப்ெட்டால் அதலன ஒரு 
விகிதமுறுச ொரபு எனலாம்.

6தாKைமாக: ( ) ,f x x
x x3

1 3
2

!= -
+  ஒரு விகிதமுறு ொரபு ஆகும்.

������ பல்³றுப்புக் மகாணவÖ @ாßபு �ēĬĩĶīĬĪĦĞĩ ģĲīĠıĦĬī� 
...f x a x a x a x an n n

n0 1
1

2
2= + + + +- -] g  என வலரயறுப்பின f-: ஒரு n-ெடியுள்ள 

ெல்லுறுப்புக் ம்காலவச ொரபு எனலாம். இஙகு , , , ..., ;a a a a a 0n0 1 2 0 !  எனென பேயபயண்கள்,    
ேற்றும்  n ஒரு குலைவிலா முழு எண.

6தாKைமாக: ( )f x x x x2 3 2 73 2= + + -  ஆனது முப்ெடிப்காணட ெல்லுறுப்புக்ம்காலவச 
ொரொகும்.

������ மFßமகாட்டுÖ @ாßபு �ďĦīĢĞį ģĲīĠıĦĬī� 
a !  0 ேற்றும் a, b இலவயிரணடும் பேயபயண்களாயின f(x) = ax + b :  மநரியல் ொரபு 

எனமொம்.

6தாKைமாக:  y = 2x + 3 ஒரு மநரியல் ொரபு ஆகும்.

������ 4±படிÖ @ாßபு �ĔĲĞġįĞıĦĠ ģĲīĠıĦĬī� 

f(x) = ax2 + bx + c, a, b, c ேற்றும் a !  0  என வலரயறுக்்கப்ெட்டால் அசொரபு இருெடிசொரபு 
எனப்ெடும்.

6தாKைமாக: ( )f x x x3 2 72= + -  ஓர இருெடிச ொரொகும்.
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������ 2டுக்குÖ @ாßபு �ĈĵĭĬīĢīıĦĞĩ ģĲīĠıĦĬī�
அலனத்து x ∈ R க்கு  f(x) = ax,  a !  1 ேற்றும்  a > 0 என வலரயறுக்்கப்ெட்டால் அசொரபு 

அடுக்குச ொரபு எனப்ெடும்.

மமற்குறிப்பு ொரெ்கம் R ேற்றும்  செ்கம் (0, ∞) மேலும் (0, 1) ஆனது அசொரபின 
வலளவலரயின �துள்ள ஒரு புள்ளி.

6தாKைமாக:  ,e ex x2 12+ , 2x  ஆகியலவ அடுக்குச ொரபு்கள் ஆகும்.

������ மCக்ணகÖ @ாßபு �ďĬĤĞįĦıĥĪĦĠ ģĲīĠıĦĬī�

x > 0, a > 0 ேற்றும் a !1 எம்மொது f(x) = logax : ேடக்ல்கச ொரபு எனமொம்.

மமற்குறிப்பு ொரெ்கம் (0, ∞)  ேற்றும்  செ்கம் R மேலும் (1, 0) ஆனது அசொரபின 
வலளவலரயின �துள்ள ஒரு புள்ளி.

6தாKைமாக: f(x) = loge(x+2), f(x) = loge (sinx) எனென ேடக்ல்கச ொரபு்கள் ஆகும்.

������ 4± @ாßபுகளிå ·டுதல்� க�Úதல்� Yப±க்கல் மற்றும் வகுÚதல்
f(x) ேற்றும்  g(x) எனை ொரபு்களின ொரெ்கங்கள், ேற்றும் துலைச ொரெ்கங்கள் முலைமய 

ெேோ்க இருப்பின

(i) (f + g) (x) = f(x) + g(x)

(ii) (fg)(x) = f(x) g(x)

(iii) ( )
( )
( )

, ( )
g
f

x
g x
f x

g x 0!=c m

(iv) (cf)(x) = cf(x), c ஒரு ோறிலி.

������ @ாß�å வணKபCம் �ĊįĞĭĥ Ĭģ Ğ ģĲīĠıĦĬī� குறிப்பு

ஒரு ொரபின 
வலரெடத்திற்்கான 

வலரெடத்லத பவள்லளத் 
தாளில் வலரநதால் 

மொதுோனது.

,x f x_ ] gi எனை புள்ளி்களின பதாகுப்பு ொரபின 
வலரெடோகும்.  இஙகு x எனெது ொரபின ொரெ்கத்தின 
ேதிப்பு்களா்கவும், f(x) எனெது ொரபின  செ்கத்தின 
ேதிப்பு்களா்கவும் இருக்கும். 

ொரபின வலரெடம் வலரயும்மொது, மதலவயான அளவுக்கு 
,x f x_ ] gi எனை வரிலெசமொடி்கலள ொரபின �து ்கைக்கிட்டு, அதலன ெடத்தில் குறித்து 

பேனலேயான வலளவலரயால் (smooth curve) இலைக்்கவும்.
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8டுÚதுக்காட்டு ��� 

f(x) = 2x2–1 ேற்றும் g(x) = 1–3x  எனை ொரபு்கள் ெேம் எனில் அதன ொரெ்கத்லதக் ்காண்க.

�ß¶
  f(x) = g(x)       (ப்காடுக்்கப்ெட்டது)

&  2x2 – 1 = 1–3x

 2x2 +3x – 2 = 0

 (x+2) (2x–1) = 0

`  x = –2, x = 
2
1

ொரெ்கம் ,2
2
1-$ .

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

f(x) = ax+b எனை ொரபில்   f = {(1, 1), (2, 3)} என அலேநதால்  a   ேற்றும் b  யின 
ேதிப்பிலனக் ்காண்க

�ß¶
 f(x) = ax + b , f(1) = 1 ேற்றும் f(2) = 3 (ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளெடி)

`  a + b = 1 ேற்றும் 2a  + b = 3

&  a = 2  ேற்றும்  b = –1

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

f(x) =x + 
x
1  எனில், [f(x)]3 = f(x3) + 3 f 

x
1` j என நிறுவு்க

�ß¶
 f(x) = x + 

x
1 ,   f(x3)  = x3 + 

x
1
3   ேற்றும் f

x
1` j = f(x)

இப்மொது, LHS = [f(x)]3

  = x x
1 3

+8 B   

  = x x x x
1 3 13
3+ + +` j

  = ( ) ( )f x f x33 +   = ( )f x f x3 13 + ` j
  = RHS
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8டுÚதுக்காட்டு ��� 

f(x) = x – 5 ேற்றும் g(x) = x
x x

x
5
25 5

5
if
if

2
!

m
+
-

-

=-
*    எோறு f, g வலரயறுக்்கப்ெடுகிைது.  

மேலும் f(x) = g(x), 6  x ∈ R எனில் λ வின ேதிப்லெ ்காண்க. 

�ß¶

 f(x) = g(x),  6x ∈ R (ப்காடுக்்கப்ெட்டது)

`  f(–5) = g(–5)

 –5 –5 = λ 

`  λ = –10

8டுÚதுக்காட்டு ���   

f(x) = 2x எனில், f x f y f x y$ = +^ ^ ^h h h என நிறுவு்க

�ß¶
 f(x) = 2x  (ப்காடுக்்கப்ெட்டது)

` f(x + y) = 2x+y

  = 2x . 2y

  = f x f y$^ ^h h 

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

1( ) ,
1

xf x
x
�

 
�

 எனில், [ ( )]f f x x
1= -  என நிறுவு்க.

�ß¶

   
1( )
1

xf x
x
�

 
�

  (ப்காடுக்்கப்ெட்டது)

` f f x] g7 A = f x
f x

1
1

+

-]
]
g
g  = 

1
1

x
x
x
x

1
1
1
1

+

-

+
-
+
-

  
1 1
1 1

x x
x x
� � �

 
� � �

 
2

2x
 �  = x

1-

8டுÚதுக்காட்டு ��� 
1( ) log ,
1

xf x
x

�
 

�
,  0 < x <1  எனில் , 2

2 2 ( ).
1

xf f x
x

§ ·  ¨ ¸�© ¹
 என நிறுவு்க
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�ß¶
1( ) log
1

xf x
x

�
 

�    (ப்காடுக்்கப்ெட்டது)

` f x
x

1
2

2+c m = log
1
1

x
x
x

x

1
2

1
2

2

2

-

+

+

+

  

2

2
1 2log
1 2

x x
x x

� �
 

� �  

  

2

2
(1 )log
(1 )

x
x

�
 

�

  
12log
1

x
x

�
 

�  2 ( ).f x 

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

f(x) = x ேற்றும் g(x) = |x| எனில் , 

(i) (f+g)(x)  (ii) (f–g)(x)  (iii) (fg)(x)  :க் ்காண்க.

�ß¶ 

(i) (f + g) (x) = f(x) + g(x)   = x + |x|

  = ,

,

x x

x x

x

x

0

0<

$+

-
)  = ,

,

x x

x

2

0

0

0<

$)

(ii) (f – g) (x) = f(x) – g(x)  = x – |x|

  = 
( )

,

,

x x

x x

x

x

0

0<

$-

- -
)  = ,

,x

x

x

0

2

0

0<

$)

(iii) (f g) (x) = f(x) g(x)  =  x |x|  

  =  
,
,

x
x

x
x

0
0<

2

2
$

-
)  

8டுÚதுக்காட்டு ��� 

 :ம்ெது மெர்கள் அேரக்·டிய மெருநது ஒனலை ோைவர்கள் குழு ஒரு ்கல்வி  
சுற்றுலாவிற்்கா்க வாடல்கக்கு அேரத்த விரும்பியது.  மெருநது நிறுவனம் குலைநதது 35 
ோைவர்களாவது விருப்ெம் பதரிவித்தால்தான மெருநலத வாடல்கக்கு விடும்.  ோைவர்களின 
எணணிக்ல்க 45 மெர்கள் வலர எனைால் ஒரு ோைவக்கு ) �00 எனவும், 45 மெர்களுக்கு 
மேற்ப்ெடின )200 லிருநது 45 க்கு மேற்ெட்ட எணணிக்ல்கயில் 

5
1  ொ்கத்லத ்க�த்து ்கட்டைோ்க 

வசூலிக்கும்.  போத்த பெலலவ சுற்றுலாச பெல்லும் ோைவர்களின எணணிக்ல்க வாயிலா்க ஒரு 
ொரொ்க ்காைவும்.  மேலும், இதன ேதிப்ெ்கத்லத ்காண்க.
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�ß¶
சுற்றுலாச பெல்லும் ோைவர்களின எணணிக்ல்கலய ‘x’ எனக் ப்காள்்க. 
`   35 < x < 50 ,  x  ஒரு மில்க முழு ஆகும்

¹Ú�Kம்� போத்தச பெலவு   ( ஒரு ோைவக்்கான ்கட்டைம்) ĵ 
(ோைவர்களினஎணணிக்ல்க)

(i) ோைவர்களின எணணிக்ல்க 35 க்கும் 45 க்கும் இலடயில்,
 ஒரு ோைவக்்கான ்கட்டைம் )200

 `   போத்தச பெலவு y = 200x.

 (ii)  ோைவர்களின எணணிக்ல்க 46 க்கும் 50 க்கும் இலடயில், 

 ஒரு ோைவக்்கான ்கட்டைம்  ` ( )x
x

200
5
1

45 209
5

- - = -$ .

`   போத்தச பெலவு y = x
x209

5
-` j  = x x209 5

2
-

`  y = 
;

;

x

x
x

x

x

200

209
5

35 45

46 50
2

# #

# #-*    ,

 ொரெ்கம் = {35, 36, 37, ..., 50}.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

f(x) = |x| எனை ொரபின வலரெடம் வலர்க

�ß¶ 
 y = f(x) = |x|

  = ,

,

x

x

x

x

0

0<

$
-
)

x க்கு சில உ்கநத  ேதிப்பு்கலள பதரிவு பெயது  y இன ேதிப்பு்கலள ்கைக்கிடு்க.

இáவாைா்க �ழ்்கணட அட்டவலைலய நாம் பெறுகிமைாம்.

x −2 −1 0 1 2
y 2 1 0 1 2

                        அட்டவலை  5.1  y

x–2  –1 1  2

2

1

ெடம். 5.4

(0, 0)

(−2, 2)

(−1, 1) (1, 1)

(2, 2)y=x, x > 0 y=–x, x < 0 (−2, 2), (−1, 1), (0, 0), (1, 1), (2, 2) 
ஆகிய புள்ளி்கலள வலரெடத்தில் குறித்து 
பேனலேயான வலளவலரயால் இலைக்்கவும்.

f(x) இன வலரெடோனது ெடம் 5.4 இல் 
ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது.

xl
yl
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

f(x) = x2− 5 எனை ொரபின வலரெடம் வலர்க.

�ß¶  

y = f(x) = x2− 5 என்க.

x க்கு சில உ்கநத  ேதிப்பு்கலள பதரிவு பெயது  y இன ேதிப்பு்கலள ்கைக்கிடு்க.

இáவாைா்க �ழ்்கணட அட்டவலைலய நாம் பெறுகிமைாம்.

x −3 −2 −1 0 1 2 3

y 4 −1 −4 −5 −4 −1 4

அட்டவலை : 5.2 

y=x2–5

xl

yl

x

y

(−3, 4)

(−2, −1)

 (−1, −4)
(0, −5)

(1, −4)

(2, −1)

(3, 4)

ெடம் 5.5

(−3, 4), (−2, −1), (−1, −4), (0, −5), (1, −4), (2, −1), 

(3, 4) ஆகிய புள்ளி்கலள வலரெடத்தில் குறித்து பேனலேயான 
வலளவலரயால் இலைக்்கவும்

`   f(x) இன வலரெடோனது ெடம் 5.5 இல் 
ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

f(x) = ax, a !  1 ேற்றும்  a > 0 க்கு வலரெடம் வலர்க

�ß¶ 

f(x) இன ொரெ்கம்  ĕ   ேற்றும்   செ்கம் (0,  ∞) மேலும் இதன வலளவலரயானது  
(0, 1) இன வ�ச பெல்லும் எனெலத நாம் அறிமவாம்.  

வணக (i)  a >  1  எனில் ,

 y = f(x) = ax 

  = 
x

x

x

1

1

1

0

0

0

,
,
,

<

>

<

>

= =*

இஙகு x இன ேதிப்பு அதி்கரிக்கும் மொது, y இன ேதிப்பு அதி்கரிக்கிைது. ேற்றும் y > 0 ஆகும். 
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`  இதன வலரெடோனது ெடம் 5.6 இல் ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது.

ெடம் 5.6

xl

yl

xo

y=ax, a>1

(0, l)

y

வணக (ii) 0 <  a <  1  எனில்

 y = f(x) = ax = 
x

x

x

1

1

1

0

0

0

,
,
,

>

<

<

>

= =*

 இஙகு  x ன ேதிப்பு அதி்கரிக்கும்மொது  y ன ேதிப்பு குலைகிைது. ேற்றும்  y > 0   ஆகும்.  

`  இதன வலரெடோனது ெடம் 5.6 இல் ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது. 

குறிப்பு

(i)   e-ன ேதிப்ொனது  2 க்கும், 3 க்கும் 
இலடயில் அலேயும் i.e. 2 < e < 3

(ii)   f(x) = ex இன வலரெடோனது,  
 f(x) = ax , a > 1 இன 
வலரெடத்திற்கு ஒத்திருக்கும். 
மேலும்,  f(x) = e–x இன 
வலரெடோனது,  f(x) = a x ,  
0 < a < 1 இன வலரெடத்திற்கு 
ஒத்திருக்கும்.

xl

yl

xO

(0, l)

yy=ax, 0<a<1

ெடம் 5.7

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x > 0,  a > 0  ேற்றும்  a !  1 எம்மொது f(x) = logax இன வலரெடம் வலர்க.

�ß¶ 

f(x) இன ொரெ்கம்  (0, ∞) ேற்றும்     செ்கம்  R மேலும் இதன வலளவலரயானது (1, 0) 
இன வ�ச பெல்லும் எனெலத நாம் அறிமவாம்.  
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வணக (i)  a > 1 ேற்றும் x > 0 எனில்,

  ( ) logf x x
x

x
x

0
0
0

0 1
1
1

,
,
,

<

>

< <

>
a= = = =*

இஙகு  x-ன ேதிப்பு அதி்கரிக்கும்மொது, f(x) இன ேதிப்பு அதி்கரிக்கிைது. 

` இதன வலரெடோனது ெடம் 5.8 இல் ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது.

xl

yl

xO

f(x)= logax, a>1

(1, 0)

y

ெடம் 5.8

வணக (ii) 0 < a < 1 ேற்றும் x > 0 எனில்

  ( )
,

logf x x
x

x
x

0
0
0

0 1
1
1

,
,

>

<

< <

>
a= = = =*

இஙகு  x இன ேதிப்பு அதி்கரிக்கும்மொது , f(x) இன ேதிப்பு குலைகிைது.

`  இதன வலரெடோனது ெடம் 5.� இல் ப்காடுக்்கப்ெட்டுள்ளது.

f(x)= logax,  0<a<1

xl

yl

xO (1, 0)

y

ெடம் 5.9
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S t e p  4

படி 1

படி 2

பெயல்ொட்டிற்்கான உரலி :

https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code

4ணையÖ Y@யல்பாடு

4று�யில் xணCக்கப்Yபறும் பCம்   
படி – 1
ப்காடுக்்கப்ெட்டிருக்கும் உரலி � விலரவுக்குறி�லடப் 
ெயனெடுத்தி GĢĬGĢğįĞ ெக்்கத்திற்குச பெல்்க..
“11th BUSINESS MATHS” எம் GeoGebra 
ெணிப் புத்த்கத்தில் “Types of Functions” க்்கான 
ெணித்தாலள எடுத்துக் ப்காள்ளவும்.

படி - 2
“Types of Functions” க்்கான ெணித்தாளில் வலப் ெக்்கம் ்காைப்ெடும் ொரபு்களின 
வல்க்களின மதரவுப் பெட்டி்கலள ஒáபவானைா்கச பொடுக்கினால் இடப் ெக்்கத்தில் அதற்்கான 
வலரெடங்கள் மதானறும். மேலும் இடப் ெக்்கம் உள்ள நழுவலல ந்கரத்தி ொரபு்கலள ோற்றி 
�ளாயவு பெய்க.
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பயிற்z ���

1. பினவரும் ொரபு்கள் ஒற்லைச ொரொ" அல்லது இரட்லட ொரொ" எனக் ்காண்க

   (i)   f(x) = 1
1

x

x
a
a

§ ·�
¨ ¸

�© ¹
   (ii)  logf x x x 12 2= + +] _g i 

 (iii)   f(x) = sin x + cos x (iv)  f(x) = x2− |x|        (v)   f(x) = x + x2

2. f(x) = x3− kx2 + 2x, x  ∈ R.   எனை ொரபு ஒற்ை ொரபு எனில் k இன ேதிப்பு யாது ?

3. ( )f x x x
13
3= -  எனில், ( )f x f

x
1

0+ =` j  எனக் ்காட்டு்க.

4. ( )f x
x
x

1
1=

-
+   எனில், ( )f f x x=^ h   என நிறுவு்க.

5. ( )f x x
x
3 1

1= +
-  எனில், f

x
1` j ேற்றும் 

( )f x
1  இன ொரலெ எழுது்க.

6. ( )f x ex=   ேற்றும் ( ) logg x xe=  எனில், 

   (i)  (f+g)(1)         (ii)  (fg)(1) 

 (iii)  (3f)(1)   (iv)  (5g)(1)  :க் ்காண்க.

7. பினவருவனவற்றிற்கு வலரெடம் வலர்க:

    (i) ( )f x x16 2= -  (ii)  ( ) | |f x x 2= -   (iii)  ( ) | |f x x x=  

 (iv) ( )f x e x2=      (v)  ( )f x e x2= -       (vi)  ( )
| |

f x
x
x=

��� 8ல்ணைகள் மற்றும் வணகக்Yகµக்கள் �ďĦĪĦıİ Ğīġ ġĢįĦĳĞıĦĳĢİ�

இப்ெகுதியில் நாம் ொரபின எல்லல, ொரபின பதாடரசசி, வல்கக்ப்கழு குறித்தும் ேற்றும் 
முதனலேக் ம்காட்ொடு முலை ப்காள்ல்க்களிலிருநது வல்கக் ப்கழுலவக் ்காணும் முலை குறித்தும் 
ெயில்மவாம்.  எல்லல எனெது ஒரு ோறுகினை அளலவயில் ப்காடுக்்கப்ெட்ட ஒரு நிலலயான 
ேதிப்பிற்கு மி்கவும் அரு்காலேயில் அளலவயின ேதிப்பிலனக் ்காை ெயனெடுகிைது.

வணKயணL 5.1

f  எனெது பேய ேதிப்பு்கலள ப்காணட x இல் அலேநத ொரபு என்க.  l ேற்றும் a  
எனென இரு நிலல எண்கள் என்க.  x ஆனது a எம் நிலலபயணலை பநருஙகும் 
மொது f(x) ஆனது l : பநருஙகுோனால், l :  f(x) இன எல்லல எனமொம்.
 இதலன  lim

x a"
 f(x) = l  என எழுதுமவாம்
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குறி�டுகள்: 
   (i)    L[f(x)]x=a = lim

x a" -
 f(x) எனெது  x=a இல் f(x) இன இடக்ல்க எல்லல எனமொம்.

  (ii) R[f(x)]x=a = lim
x a" +

 f(x) எனெது  x=a இல் f(x) இன வலக்ல்க எல்லல எனமொம்.

����� 8ல்ணையிå 6ள்NணமÚதåணம �ĈĵĦİıĢīĠĢ Ĭģ ĩĦĪĦı� 

lim
x a"

 f(x) ்காைத்தக்்கது +  L[f(x)]x=a  ேற்றும்  R[f(x)]x=a ஆகியலவ ்காைத் தக்்கதா்கவும் 
ெேோ்கவும் இருக்்க மவணடும்.

i.e., lim
x a"

 f(x) = l +   L[f(x)]x=a = R[f(x)]x=a  .

குறிப்பு

L[f(x)]x=a  ேற்றும் R[f(x)]x=a  ஆகியவற்லை L[f(a)] ேற்றும்  R[f(a)] எனவும் குறியிடலாம்.

����� 4C�±Ûது 8ல்ணை காªம் வ�முணL � L[f(x)]x=a

(i) lim
x a" -

 f(x) : எழுது்க.

(ii) x=a – h, h > 0 எனக் ப்காணடு x "a– க்கு ெதிலா்க   h"0 என ோற்று்க.

(iii) lim
h 0"

 f(a–h) இன ேதிப்லெ ்காண்க.

(iv) நிலல (iii) இல் பெைப்ெட்ட ேதிப்பு, x = a இல்  f(x) எனை ொரபுக்்கான இடக்ல்க 
எல்லல  ேதிப்பு ஆகும்.

�����  வை�±Ûது 8ல்ணை காªம் வ�முணL �  R[f(x)]x=a

(i) lim
x a" +

 f(x) : எழுது்க.

(ii) x = a+h, h>0 எனக் ப்காணடு x "a+ க்கு ெதிலா்க   h"0 என ோற்று்க.

(iii) lim
h 0"

 f(a+h) இன ேதிப்லெ ்காண்க.

(iv) நிலல (iii) இல் பெைப்ெட்ட ேதிப்பு, x = a இல்  f(x) எனை ொரபுக்்கான வலக்ல்க  
எல்லல  ேதிப்பு ஆகும்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

f(x) = ,
,

x
x

x
x

3
3

0
3
3

!
-

-

=
*  எம்  ொரபுக்கு  x = 3 இல்  இடக்ல்க ேற்றும் வலக்ல்க எல்லல 

ேதிப்புக்்கலள ்காண்க.
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�ß¶
L[f(x)]x=3 = lim

x 3" -
 f(x)

  = lim
h 0"

 f(3 – h), x = 3 – h

  = limh 0"
 (3 ) 3
( )

h
h3 3

- -

- -

  = lim
h 0"

 h
h

-

-

  = lim
h 0"

 h
h
-

  = lim
h 0"

 –1

  = –1

R[f(x)]x=3 = lim
x 3" +

 f(x) 

குறிப்பு

இஙகு, L[f(3)] !  R[f(3)] எனமவ, 
ப்காடுக்்கப்ெட்ட ொரபிற்கு எல்லல 

ேதிப்பு இல்லல. அதாவது
lim
x 3"

 f(x) இன ேதிப்பு 
்காைத்தக்்கதல்ல.

  = lim
h 0"

 f(3 + h) 

  = limh 0"
 ( )
( )

h
h

3 3
3 3
+ -

+ -

  =  limh 0" h
h

  =  limh 0"
1

  = 1

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

f(x) = 
,
,

x
x

x
x

5 4
4 3

0 1
1 23
1
1 1

#-

-
)  க்கு lim

x 1"
 f(x) ேதிப்பு ்காைத் தக்்கதா என ஆராய்க.

�ß¶

L[f(x)]x=1 = lim
x 1" -

 f(x)

  = lim
h 0"

 f(1 – h), x = 1 – h

  = lim
h 0"

[5(1–h)–4]

  =  lim
h 0"

(1–5h) =  1

R[f(x)]x=1 = lim
x 1" +

 f(x)

  = lim
h 0"

 f(1 + h), x = 1 + h 

  =  lim
h 0"

[4(1 + h)3 – 3(1 + h)]
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  = 4(1)3 – 3(1) = 1

பதளிவா்க, L[f(1)] = R[f(1)]

lim
x 1

`
"

f(x) ஆனது ேதிப்பு ்காைத் தக்்கது ேற்றும் இதலடய ேதிப்பு 1 ஆகும்.

குறிப்பு

f(x) எனை ொரபுக்கு a எனை புள்ளியியல் ொரபின எல்லல ேதிப்பு ேற்றும் ொரபின ேதிப்பு 
்காணும் மொது பின வரும் நிலல்கள் 9ற்ெடலாம்.

  (i) lim
x a"

 f(x) : ்காை இயலும் ஆனால்   f(a) : ்காை இயலாது.

 (ii) lim
x a"

 f(x) : ்காை இயலாது  ஆனால்   f(a) : ்காை இயலும்.

(iii) lim
x a"

 f(x) ேற்றும் f(a) : ்காை இயலும் ஆனால் அலவ ெேேற்ைலவயா்க இருக்கும்.

(iv) lim
x a"

 f(x) ேற்றும்  f(a) ்காை இயலும் ேற்றும் அலவ ெேோ்க இருக்கும்.

����� 8ல்ணைகளிå zை முடி¶கள்
 lim

x a"
 f(x) ேற்றும் lim

x a"
 g(x) : ்காை இயலுோயின

 (i) lim
x a"

(f+g)(x) = lim
x a"

 f(x) + lim
x a"

 g(x)

(ii) lim
x a"

(fg)(x) = lim
x a"

 f(x) lim
x a"

 g(x)

 (iii) lim g
f

x
x a"

c ^m h = ( )
( )

, ( )lim
lim

limg x
f x

g x 0
x a

x a

x a
!

"

"

"

(iv) lim
x a"

 k f(x) = k lim
x a"

 f(x), இஙகு k ஒரு ோறிலி.

����� ம�ப்�Cமுடியாத வடிவÕகள் மற்றும் 8ல்ணை ம�ப்புக் காைல் �ČīġĢıĢįĪĦīĞıĢ 
ģĬįĪİ Ğīġ ĢĳĞĩĲĞıĦĬī Ĭģ ĩĦĪĦıİ�

f(x) ேற்றும் g(x) எனென எல்லல ேதிப்பு்கள் ்காைத்தக்்க இரு ொரபு்கள் என்க.

lim
x a"

 f(x) = lim
x a"

 g(x) = 0 எனில், g a
f a^
^
h
h  ஆனது 0

0  எனை வடிவத்தில்  அலேவதால் அது 

அரத்தேற்ைதாகிைது.  ஆனால் lim
x a" g x

f x

_
_
i
i

 எனெது அரத்தேற்ைது எனக் ·ை இயலாது.

ெல மநரங்களில் இம்ோதிரியான ேதிப்பிட முடியாத வடிவங்களுக்கு நிலலயான ஒரு 
எல்லல ேதிப்பிலன ்காை இயலும்.  இநத ோதிரி வடிவங்களுக்கு எல்லல ேதிப்பிடுதல் முலையில் 
ேதிப்பிட முடியாத வடிவங்களின ேதிப்பிடல் எனமொம்.
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, , , , ,0
0 0 00 0#3

3
3 3 3 3-  ேற்றும் 13  இல் அலேநத வடிவங்கள் ேதிப்பிட முடியாத  

வடிவங்கள் ஆகும். இவற்றுள்  0
0  எனை வடிவம் ேதிப்பிட முடியாத வடிவங்களில் அடிப்ெலட 

வடிவம் ஆகும். 

����� 4யற்கணித 8ல்ணையிå வKம்புகணN �ம�ப்ணப� ம�ப்�டும் முணLகள்
(i)  மநரடி பிரதியிடல்

(ii)   ்காரணிப்ெடுத்தல்
(iii)   ெகுத்தறிவு முலை
(iv)   சில எல்லல்களின திட்ட வாயப்ொடு்கலளக் ப்காணடு ்காைல்

����� zை �ட்C 8ல்ணை வாÞபாடுகள்

  (i) lim x a
x a

x a

n n

-
-

"
 = ,na n Qn 1 !-

 (ii) lim sin
0 i

i
"i

 = lim tan
0 i

i
"i

 = 1, θ மரடியனில்.

(iii) lim x
a 1

x

x

0

-
"

 = logea ,   a>0

 (iv) 
( )

lim
log

x
x1

x 0

+

"
 = 1

  (v) lim x1
x

x
0

1
+

"
^ h  = e

 (vi) lim x1 1
x

x
+

"3
` j  = e

(vii) lim x
e 1

x

x

0

-
"

 = 1

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

ேதிப்பிடு்க: ( )lim x x3 4 5
x 1

2+ -
"

.

�ß¶

( )lim x x3 4 5
x 1

2+ -
"

= 3(1)2 + 4(1) – 5 = 2

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

ேதிப்பிடு்க:  lim x
x x

2
4 6

x 2

2

+
- +

"
.
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�ß¶ 

lim x
x x

2
4 6

x 2

2

+
- +

"
 = lim

lim

x

x x

2

4 6

x

x

2

2
2

+

- +

"

"
^

^ h
h

   = 2 2
2 4 2 6

2
12

+
- +

=
^ ^h h

                      

8டுÚதுக்காட்டு ����  

ேதிப்பிடு்க : lim cos sin
sin cos

x x
x x

3 2 2 2
5 2 2 2

x 4
+
-

"
r

.

�ß¶

 lim cos sin
sin cos

x x
x x

3 2 2 2
5 2 2 2

x 4
+
-

"
r

 = lim cos sin

lim sin cos

x x

x x

3 2 2 2

5 2 2 2

x

x

4

4
+

-

"

"

r

r

^

^ h

h

  = 
cos sin

sin cos

3 2 2 2

5 2 2 2
r r

r r

+

-

  = 3 0 2 1
5 1 2 0

2
5

+
-

=
^
^

^
^

h
h

h
h .

8டுÚதுக்காட்டு ����   

ேதிப்பிடு்க: lim x
x

1
1

x 1

3

-
-

"
.

�ß¶

lim x
x

1
1

x 1

3

-
-

"
 எனெது  0

0  எனை அலேப்பில் உள்ளது

lim x
x

1
1

x 1

3

-
-

"
 = lim x

x x x
1

1 1
x 1

2

-
- + +

"

^
^
^h

h
h

  = lim x x 1
x 1

2+ +
"
^ h

  = (1)2 + 1 + 1 = 3

8டுÚதுக்காட்டு ����   

ேதிப்பிடு்க: lim x
x2 2

x 0

+ -

"
.

�ß¶

 lim x
x2 2

x 0

+ -

"
 = lim

x x
x x

2 2
2 2 2 2

x 0 + +

+ - + +

"

^
^

^h
h

h
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  = lim
x x

x
2 2
2 2

x 0 + +
+ -

" ^ h
  = lim

x2 2
1

x 0 + +" ^ h

  = 
2 2
1

2 2
1

+
=  .

8டுÚதுக்காட்டு ����  

ேதிப்பிடு்க: lim
x a
x a

x a 5
1

5
1

5
3

5
3

-

-
"

.

�ß¶ 

lim
x a
x a

x a 5
1

5
1

5
3

5
3

-

-
"

 = lim

x a
x a

x a
x a

x a 5
1

5
1

5
3

5
3

-
-

-
-

"

   = 
a

a

5
1
5
3

5
4

5
2

-

-

^
^
h
h

 = a a3 35
2

5
4

5
2

=
-

+   .

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

ேதிப்பிடு்க: lim sin
sin

x
x
5
3

x 0"
.

�ß¶ 

 lim sin
sin

x
x
5
3

x 0"
 = lim sin

sin

x x
x

x x
x

5 5
5

3 3
3

x 0 #

#

"
* 4

  = 
lim sin
lim sin

x
x

x
x

5
3

5
5

3
3

x

x

0

0

"

"

  = 5
3

1
1

5
3=` j

8டுÚதுக்காட்டு ����   

ேதிப்பிடு்க: lim x x
x

4 15
6 5

x
2

2

+
-

"3
.

�ß¶

 lim x x
x

4 15
6 5

x
2

2

+
-

"3
 = lim

15
5

x x

x
4

6
2

+

-

"3

  = 0 15
0 5

3
1

+
-

=- .
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8டுÚதுக்காட்டு ����   

ேதிப்பிடு்க: lim tanx x
1

x "3
` j.

�ß¶

       y = x
1   என்க.  x " 3  எம்பொழுது  y 0"  ஆகும்.

 lim tanx x
1

x "3
` j = lim

tan
y

y
y 0"

 = 1.

8டுÚதுக்காட்டு ����  

ேதிப்பிடு்க: lim n
n

n
3

2

"3

/
.

�ß¶

 lim n
n

n
3

2

"3

/
 = lim n

n n n
6
1 2 1

n
3

+ +

"3

^ ^h h

  = lim n
n

n
n

n
n

6
1 1 2 1

n

+ +
"3

` ` `j j j$ .

  = lim n n6
1 1 1 2 1

n
+ +

"3
` `j j$ .

  = 6
1 1 2^ ^h h

  = 3
1 .

8டுÚதுக்காட்டு ����   

ேதிப்பிடு்க  lim sin
log

x
x1

x 0
3

3+

"

^ h
 = 1.

�ß¶

 lim sin
log

x
x1

x 0
3

3+

"

^ h
 = lim

log
sinx

x
x

x1
x 0

3

3

3

3
#

+

"

^ h' 1

  = lim
log

lim sinx
x

x
x

1 1
x

x
0

3

3

0

3#
+

"

"

^
`

h
j

  = 1 1
1#  = 1
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பயிற்z ���

1. �ழ்வருவனவற்லை ேதிப்பிடு்க :

 (i) lim x
x

1
2

x 2

3

+
+

"
  (ii) lim x x

x
3 9

2 5
x

2+ +
+

"3
 (iii) lim n

n
x

2
"3

/
 

 (iv) lim x
x x
5

1 1
x 0

+ - -

"
 (v) lim

x a
x a

x a 3
2

3
2

8
5

8
5

-

-

"
  (vi) lim sin

x
x3

x 0
2

2

"

2. lim limx a
x a x 6

x a x

9 9

3+
+

= +
" "

^ h எனில் , a யின ேதிப்லெ ்காண்க.

3. lim x
x

2
2

x

n n

2 -
-

"
 = 448 எனில்,  n-ன �சசிறு மில்க முழு எணலை ்காண்க.

4. f x x
x

32
128

5

7
=

-
-^ h   எனில், lim f x

x 2"
^ h :  ்காண்க.

5. , limf x x
ax b f x1 2

x 0
= +

+
=

"
^ ^h h  ேற்றும் lim f x 1

x
=

"3
^ h  எனில்,  f(–2) = 0 என நிறுவு்க.

வணகக்Yகµ �ćĢįĦĳĞıĦĳĢ�

இப்ெகுதிலய ெற்றி பதரிநது ப்காள்வதற்கு முன நாம் ஒரு ொரபின பதாடரசசித் தனலேலய 
ெற்றி இஙகு விரிவா்க பதரிநது ப்காள்மவாம்.  ொரபு  f(x)  ஆனது x = a  எனை புள்ளியில் 
பதாடரசசியுலடயது எனில் அதன வலளவலர  x = a இல் முறிவு 9தும் கிலடயாது எனெதாகும். 

மேலும், x = a இல் வளவலர முறிலவ பெறுோயின ொரபு அப்புள்ளியில் பதாடரசசியற்ை 
தனலே ப்காணடது எனலாம்.

ொரபு f(x)  ஆனது  ஒரு இலடபவளியில் உள்ள அலனத்துப் புள்ளி்களிலும் பதாடரசசித் 
தனலேலய பெற்றிருநதால் அநத குறிப்பிட்ட இலடபவளியில்  f(x)  ஆனது பதாடரசசித் தனலேலய 
ப்காணடதாகும்.

����� YதாCßÖz @ாßபு �ĆĬīıĦīĲĬĲİ ģĲīĠıĦĬī�
ொரபு  f(x) ஆனது  x = a இல் பதாடரசசித்தனலே ப்காணடது எனில், பினவரும் 

நிெநதலன்கலள நிலைவு பெயய மவணடும்.

(i)   f(a) ்காைத்தக்்கது.

(ii) lim
x a"

 f(x) ்காைத்தக்்கது.

(iii) lim
x a"

 f(x) = f(a)
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·ßமFாக்கு 

மேற்·றிய  வலரயலையின நிெநதலன்களில் 9மதம் ஒனறு 
அல்லது அதற்கு மேற்ெட்ட நிெநதலன்கள் x = a-ல் பொருநதவில்லல எனில் 
ொரபு  f(x), பதாடரசசி தனலே அற்ைது எனலாம்

����� YதாCß @ாßபுகளிå zை பண்புகள்

f(x) ேற்றும்  g(x) எனை பேய ேதிப்பு்கலள ப்காணட ொரபு்கள் x = a இல்  பதாடரசசித் 
தனலே ப்காணடதா்க இருக்கும்மொது,

(i)  f(x) + g(x) எனெதும்   x = a இல் பதாடரசசியானது.

(ii)  f(x) g(x) எனெதும்  x = a இல் பதாடரசசியானது.

(iii)  kf(x) எனெதும்  x = a இல் பதாடரசசியானது, k ஓர பேயபயண.

(iv) f(a) ]  0 எனில், f x
1
^ h  எனெதும்  x = a இல் பதாடரசசியானது.

(v) g(a) ]  0 எனில்,  g x
f x
^
^
h
h  எனெதும்  x = a இல் பதாடரசசியானது.

(vi)  f x^ h  எனெதும்  x = a இல் பதாடரசசியானது.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

f(x) = 
,
,
,
,

x
x x

x
x

5 4
4 3

0 1
1 2<3
1
1

#-

-
)  எனறு வலரயறுக்்கப்ெட்ட ொரபு x = 1 இல் பதாடரசசியானது 

என நிறுவு்க.

�ß¶

 L f x x 1=] g7 A  = lim f x
x 1" -

] g

  = ,lim f h1
h 0

-
"

] g    x =1–h

  = lim h5 1 4
h 0

- -
"

] g6 @

  = 5(1)–4  = 1

 R f x x 1=] g7 A  = lim f x
x 1" +

] g

  = lim f h1
h 0

+
"

] g,  x = 1+ h
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  = lim h h4 1 3 1
h 0

3+ - -
"

] ]g g7 A

  = 4(1)3 – 3(1)

  = 4 – 3 = 1

இப்மொது,    f(1) = 5(1) – 4 = 5–4 =1 

`  lim f x
x 1" -

] g = lim f x
x 1" +

] g = f(1),

x = 1 ல் ொரபு f(x) பதாடரசசியானது.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

 
,
,f x x x

x x
2 2
2 2

<
$

=
-
+

] g )  எனறு வலரயறுக்்கப்ெட்ட ொரபு  f இன பதாடரசசித் தனலேலய 

  x = 2 ல் ஆராய்க .

�ß¶

 L f x x 2=] g7 A  = lim f x
x 2" -

] g

  = lim f h2
h 0

-
"

] g,  x = 2 – h

  = lim h2 2
h 0

- -
$

] g" ,

  = limh 0
h 0

=
"

 R f x x 2=] g7 A  = lim f x
x 2+ +

] g

f(x) = 
( )

( )

,
,
,

x
k
x

x a
x a
x a

<

>

a

b

=

Z

[

\

]]]]
]]]]

 எனில்

L[f(x)]x=a = ( ) ( )lim limf x x
x a x a

a=
" "-

R[f(x)]x=a = ( ) ( )lim limf x x
x a x a

b=
" "+

x = a எனை புள்ளியின இரு 
ெக்்கங்களிலும் ொரபுக்கு பவáமவறு 
வலரயலை்கள் இருக்கும்  மொது 
ேட்டுமே இது பொருநதும்

  = lim f h2
h 0

+
"

] g, x = 2 + h

  = lim h2 2
h 0

+ +
"

] g" ,

  = lim h4
h 0

+
"

] g = 4

மேலும்,    f(2) = 2+2 = 4.

இஙகு lim f x
x 2$ -

] g ! lim f x
x 2$ +

] g

`  f(x) எனை ொரொனாது  x = 2 இல் பதாடரசசித் 
தனலே அற்ைது ஆகும் .
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(i)  ோறிலிச ொரபு எஙகும் பதாடரசசியுலடயது.

(ii)  ெேனிச ொரபு எஙகும் பதாடரசசியுலடயது.

(iii)  ெல்லுறுப்புக் ம்காலவ ொரபு எஙகும் பதாடரசசியுலடயது.

(iv)  ேட்டுச ொரபு எஙகும் பதாடரசசியுலடயது. 

(v)  அடுக்குக் குறிச ொரபு  ax, a>0 எஙகும் பதாடரசசியுலடயது.

(vi)  ேடக்ல்கச ொரபு அதன அரங்கத்தில் பதடரசசித் தனலே ப்காணடது.

(vii)  அலனத்து விகிதமுறுச ொரபு்களும் அதன அரங்கத்தில் உள்ள அலனத்து 
புள்ளி்களிடத்தும் பதடரசசித் தனலே ப்காணடது.

பயிற்z ���

1.  �ழ்வரும் ொரபு்களுக்கு சுட்டிக் ்காட்டப்ெட்டுள்ள புள்ளியில் ொரபு்களின பதடரசசித் தனலேலய 
ஆராய்க

 (a)  f x] g  = ,
,

,
,

x
x x

x
2
4

0
2
2

2
!-

-

=
*    எனில் x = 2-ல்

 (b)  f x] g  = ,
,

,
,

x
x x

x
3
9

6
3
3

2
!-

-

=
*      எனில் x = 3-ல்

2.  f(x) = | x |  எனை ொரொனது x = 0 இல் பதாடரசசித் தனலே ப்காணடது என நிறுவு்க.

������ ;± புள்ளியில் வணக�டு காைல் �ćĦģģĢįĢīıĦĞğĦĩĦıĶ Ğı Ğ ĭĬĦīı� 
(a, b)  எனை திைநத இலடபவளியில் f(x) எனெது பேயேதிப்புலள ப்காணட ொரபு ேற்றும்  

c! (a, b) எனக் ப்காள்்க. 

lim x c
f x f c

x c -
-

"

] ]g g
   ்காைத்தக்்கதா்க இருநதால் f(x) ஆனது x = c oல், வல்கயிட தக்்கதாகும்.   

இáவாைா்க ்காைப்ெடும் எல்லல ேதிப்லெ, ொரபு f(x)க்கு  x = c oல்   வல்கக்ப்கழு ேதிப்பு 
எனமொம். இதலன f cl] g அல்லது  D f(c) அல்லது dx

d f x
x c=

_ ] gi: D  என குறிப்பிடுமவாம்.

 ஆதலால்,    limf c x c
f x f c

x c "=
-

"
l] ] ]g g g

.
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������ 4Cக்ணக  மற்றும் வைக்ணக வணக�டு

(i) lim x c
f x f c

x c
-
-

" -

] ]g g
   அல்லது  lim h

f c h f c
h 0 -

- -

"

] ]g g
  எனெது x = c-ல் ொரபு  f(x)   இன 

இடக்ல்க வல்க�டு எனக் ·றுமவாம்.  இதலன f c-l^ h   அல்லது  L[ f l (c)] எனக் 
குறிப்மொம்.

(i) lim x c
f x f c

x c
-
-

" +

] ]g g
   அல்லது  lim h

f c h f c
h 0

+ -

"

] ]g g
  எனெது x = c-ல் ொரபு  f(x)   இன 

வலக்ல்க வல்க�டு எனக் ·றுமவாம்.  இதலன f c+l^ h   அல்லது  R[ f l (c)] எனக் 
குறிப்மொம்.

முடி¶   x= c இல்    ொரபு   f(x)  வல்கயிடத்தக்்கது L f c R f c, =l l] ]g g7 7A A

ஒரு புள்ளியிடத்து 
பதாடரசசித்தனலே ப்காணட 

ொரபு, அப்புள்ளியிடத்து 
வல்கயிடத்தக்்கதா்க 

இல்லாேலும் இருக்்கலாம்.

மமற்குறிப்பு:
(i) L f c R f c!l l] ]g g7 7A A எனில், f(x) ஆனது 

x=c இல் வல்கயிடத்தக்்கது அல்ல.

(ii) x = c இல் ொரபு f(x) ஆனது 
வல்கயிடத்தக்்கது எனில், அப்புள்ளியில் 
ொரபு f(x) ஆனது பதாடரசசித் தனலே 
ப்காணடது.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

f(x) = | x | எனை ொரபு x = 0  இல் வல்கயிடத் தக்்கது அல்ல என நிறுவு்க.

�ß¶  

  f(x) = | x | = 
,
,

x
x

x
x

0
0<

$

-
)

 L[ f l (0)] =  lim
x 0" - x

f x f
0
0

-
-] ]g g

 ,

  = lim h
f h f
0 0
0 0

h 0 - -
- -

"

] ]g g
,  x = 0–h

  = lim h
f h f 0

h 0 -
- -

"

] ]g g

           = lim h
h 0

h 0 -
- -

"
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  = lim h
h

h 0 -
-

"

  = lim h
h

h 0-"

  = lim 1
h 0

-
"
] g

          = –1

 R[ f l (0)] = lim x
f x f

0
0

x 0 -
-

" +

] ]g g

  = lim h
f h f
0 0
0 0

h 0 + -
+ -

"

] ]g g
 ,  x = 0+h

  = lim h
f h f 0

h 0

-

"

] ]g g

  = lim h
h 0

h 0

-
"

  = lim h
h

h 0"

  = lim h
h

h 0"

  = lim1
h 0"

  = 1

 இஙகு, L[ f l (0)] !R[ f l (0)]

`  f(x) ஆனது x = 0 இல் வல்கயிடத்தக்்கதல்ல

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x=1 இல் f(x) =x2 ஆனது வல்கயிடத்தக்்கது எனக் ்காட்டு்க ேற்றும் f l (1) :க் ்காண்க.

�ß¶

 f(x) = x2

 L[ f l (1)]  = lim x
f x f

1
1

x 1 -

-

" -

] ]g g

 = lim h
f h f
1 1
1 1

h 0 - -
- -

"

] ]g g
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 = lim h
h1 1

h 0

2

-
- -

"

] g

 = lim h
h h1 2 1

h 0

2

-
+ - -

"

 = lim h 2
h 0

- +
"
] g

 = 2

 R[ f l (1)]  = lim x
f x f

1
1

x 1 -

-

"
+

] ]g g

 = lim h
f h f
1 1
1 1

h 0 + -
+ -

"

] ]g g

 = lim h
h1 1

h 0

2+ -
"

] g

 = lim h
h h1 2 1

h 0

2+ + -
"

 = lim h 2
h 0

+
"

] g

 = 2

 இஙகு, L[ f l (1)] = R[ f l (1)]

`   x = 1 இல் ொரபு f(x) ஆனது வல்கயிடத்தக்்கது ஆகும்.   மேலும் f l (1) = 2

������ முதåணமக் Yகாள்ணகயி�±Ûது  வணகக்Yகµ காைல் �ćĦģģĢįĢīıĦĞıĦĬī ģįĬĪ 
ģĦįİı ĭįĦīĠĦĭĩĢ�

limf x h
f x h f x

h 0
=

+ -

$
l] ] ]g g g

  எனெதலன அடிப்ெலடயா்கக் ப்காணடு ொரபு்களுக்கு 

வல்கக் ப்கழு ்காணும் முலைலய முதனலேக் ப்காள்ல்கயிலிருநது வல்க�டு ்காைல் எனலாம்.  
f l(x)  எனெதலன  dx

dy
  எனக் குறிக்்கலாம்

������ zை @ாßபுகளிå வணகக்Yகµணவ முதåணமக் Yகாள்ணகயி�±Ûது காைல்

1. x R!  க்கு dx
d x n xn n 1= -^ h  

நிÄபைம்:

 f(x) = xn என்க
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  f(x+h) = (x+h)n

 dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

  = lim h
x h x

h

n n

0

+ -
"

] ]g g

  = lim x h x
x h x

h

n n

0 + -
+ -

"

]
]

]g
g

g

  = lim z x
z x

z x

n n

-
-

"
  இஙகு,   

   z = x + h ேற்றும் h 0"  எம்மொது z" x ஆகும்.

  = nxn–1  lim x a
x a na

x a

n n
n 1a -

- =
"

-< F

i.e.,      dx
d xn^ h  = nxn–1

2.   dx
d e ex x=^ h  

நிÄபைம்: 

              f x ex=] g  என்க

  f(x+h)  = ex h+

  dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

  = lim h
e e

h

x h x

0

-
"

+

  = lim h
e e e

h

x h x

0

-
"

  = lim e h
e 1

h
x

h

0

-
"

; E

  = lime h
e 1x

h

h

0

-
"
; E

  = e 1x #    lim h
e 1 1

h

h

0
a

- =
"

< ; E F
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  = ex

i.e.,      dx
d ex^ h  = ex .

3. log
dx
d x x

1
e =^ h

நிÄபைம்:

  f(x) = logex   என்க

  f(x+h) = loge(x+h)

 dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

  = lim
log log

h
x h x

h

e e

0

+ -

"

] g

  = lim
log

h
x
h1

h

e

0

+

"

b l

  = lim
log

x
h

x
h

x
1 1

h

e

0

+

"

b l

  = lim
log

x
x
h

x
h

1 1

h

e

0

+

"

b l

  = x
1 1#    [ ]lim

log
x

x1
1

x

e

0
a

+
=

"

] g

  = x
1  

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

முதனலேக் ப்காள்ல்கயிலிருநது dx
d x3^ h  : ்காண்க. 

�ß¶

   f(x) = x3 என்க 

 f x h+] g  = x h 3+] g
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 dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

  = lim h
x h x

h 0

3 3+ -
"

] g

  = lim h
x h xh h3 3

h 0

2 2 3+ +
"

  = lim x xh h3 3
h 0

2 2+ +
"
^ h

  = ( ) ( )x x3 3 0 02 2+ +

  = 3x2

 dx
d x3^ h  = 3x2

8டுÚதுக்காட்டு ����                       

 முதனலேக் ப்காள்ல்கயிலிருநது dx
d e x3^ h  ன வல்கக்ப்கழு ்காண்க.

�ß¶

  f(x) = e3x  எனில்

  f(x + h) = e3(x+h)  ஆகும்.

 dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

  = lim h
e e

h

x h x

0

3 3-
"

+] g

  = lim h
e e e

h

x h x

0

3 3 3$ -
"

  = lim h
e e 1

h

x h

0

3 3 -
"

^ h

  = lime h
e3 3

1x
h

h
3

0

3 -
"

  = e3 1x3 #    [ ]lim x
e 1 1

x

x

0
a

- =
"

  = 3e3x
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பயிற்z ���

1. பினவரும் ொரபு்களுக்கு முதனலேக் ப்காள்ல்கயிலிருநது வல்கக் ப்கழு ்காண்க.

 (i)  x2      (ii)  e–x       (iii)  log(x+1)

��� வணகயிCல் 6Ú�கள் �ćĦģģĢįĢīıĦĞıĦĬī ıĢĠĥīĦĮĲĢİ� 
இப்ெகுதியில் ப்காடுக்்கப்ெட்ட ொரபு்களின வல்கக் ப்கழுக்்கலள ்காை ெயனெடுத்தப்ெடும் 

பவáமவறு முலை்கலள ெற்றி விவாதிப்மொம்.

����� zை �ட்CமாG முடி¶கள் �வாÞபாடுகள்�

1. dx
d x nxn n 1= -^ h

2. dx
d (x) = 1

3. dx
d (k) = 0, k ஒரு ோறிலி 

4. dx
d (kx) = k, k ஒரு ோறிலி

5. dx
d

x x
1 1

2=-b l  

6. dx
d x

x2
1=^ h

7. dx
d (ex) = ex

8. dx
d (eax) = aeax

9. dx
d (eax+b) = aeax+b

10. e x e2dx
d x x2 2

=-- -_ i

11. logdx
d a a ax x

e=^ h

12. log
dx
d x

x
1

e =^ h

13. logdx
d x a x a

1
e + =

+
] g

14. logdx
d ax b

ax b
a

e + =
+

_ ] ]gi g
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15. log
logdx

d x
x a

1
a

e
=^ h

16. sin cosdx
d x x=] g

17. dx
d (cosx) = –sinx

18. dx
d (tanx) = sec2x

19. dx
d (cotx) = –cosec2x

20. dx
d (secx) = secx tanx

21. dx
d (cosec x) = –cosecx cotx

����� வணகக்Yகµக்க´க்காG Yபாது ��கள்

(i) ·ட்Cல் �� 

 dx
d f x g x dx

d f x dx
d g x+ = +] ] ] ]g g g g7 7 7A A A

(ii)  க�Úதல் ��

 dx
d f x g x dx

d f x dx
d g x- = -] ] ] ]g g g g7 7 7A A A

(iii) Yப±க்கல் ��

 dx
d f x g x dx

d f x g x f x dx
d g x$ = +] ] ] ] ] ]g g g g g g7 7 7A A A    (அல்லது)

 u = f(x)  ேற்றும்  v = g(x) எனில், dx
d uv u dx

d v v dx
d u= +] ] ]g g g  

(iv) வகுÚதல் �� 

 dx
d

g x
f x

g x
g x dx

d f x f x dx
d g x

2=
-]

]
] ]

]
] ]g

g
g g

g
g g

=
7

7
7

G
A

A
A

      (அல்லது)

 u = f(x) ேற்றும்  v = g(x) எனில், dx
d

v
u

v
v dx

d u u dx
d v

2=
-

b
] ]

l
g g

(v) Yப±க்கு @ாßபை�å வணகக் Yகµ 

 dx
d cf x c dx

d f x=] ]g g7 7A A இதில், c ஒரு ோறிலி

Ch-5_TM.indd   197 19/04/18   7:17 PM



198 �� 3Ý P¤Ü® P~>Ô >~EÝ Iற்²Ý ®ã��யல்

(vi) @Õx� ��:

 dx
d f g x f g x g x$= l l_ ] _ ] ]gi gi g7 A      (அல்லது)

 y = f(t) ேற்றும் t = g(x) எனில்,  dx
dy

dt
dy

dx
dt

$=

இஙகு, வல்கக்ப்கழுவின சில திட்டோன முடிவு்கலளக் ப்காணடும் பொது விதி்கலளக் 
ப்காணடும் பின வரும் பவளிப்ெடு ொரபு்களுக்கு வல்கப்கழுக்்கலள ்காணமொம்.

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

பின வரும் ொரபு்கலள   x : பொறுத்து வல்கயிடு்க.

(i)  x 2
3

   (ii)  7ex   (iii)  x
x

1 3
1 3
+
-

(iv)  x2 sin x          (v) sin3 x           (vi)   x x 12 + +

�ß¶

(i) dx
d

x 2
3` j  = x2

3 2
3 1-

  = x2
3 2

1
 = x2

3

(ii) dx
d e7 x^ h  = dx

d e7 x^ h  = 7ex

(iii) y = x
x

1 3
1 3
+
-  எனை ொரலெ x : பொறுத்து வல்கயிட, நாம் பெறுவது 

 dx
dy

 = x
x dx

d x x dx
d x

1 3
1 3 1 3 1 3 1 3

2+

+ - - - +] ]
]

] ]g g
g

g g

  = x
x x

1 3
1 3 3 1 3 3

2+
+ - - -] ]

]
] ]g g
g

g g  = x1 3
6

2+
-

] g  

(iv) y = x2 sin x  எனை ொரலெ x : பொறுத்து வல்கயிட, நாம் பெறுவது

 dx
dy

 = sin sinx dx
d x x dx

d x2 2+] ^g h

  = cos sinx x x x22 +

  = cos sinx x x x2+] g

(v) y = sin3 x  (or) (sin x)3

 u = sin x எனில்   y = u3 ஆகும்.
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 u= sin x எனை ொரலெ x : பொறுத்து வல்கயிட

 நாம்பெறுவது, cosdx
du x=

 y = u3  எனை ொரலெ u : பொறுத்து வல்கயிட

 நாம்பெறுவது, sindu
dy

u x3 32 2= =

 sin cosdx
dy

du
dy

dx
du x x3 2$ $= =

(vi) y = x x 12 + +

 u = x2 +x + 1  எனில் y =  u  ஆகும்.

 u = x2 +x + 1  எனை ொரலெ  x : பொறுத்து வல்கயிட

 நாம் பெறுவது,    dx
du = 2x + 1

 y = u  எனை ொரலெ u : பொறுத்து வல்கயிட,

 நாம் பெறுவது, du
dy

u2
1=

  = 
x x2 1

1
2 + +

 dx
dy

 = du
dy

dx
du

x x
x

2 1
1 2 12$ $=
+ +

+] g

  = 
x x

x
2 1

2 1
2 + +
+

 � sin log sin log loglogdx
d x

d x
d x dx

d x=^ ^ ^ ^ ^ ^hh h hh h

 � dx
d x x d x x

d x x dx
d x x3 1 3 1 3 1 3 12 5

2
2 5 2+ + =

+ +
+ + + +^ ^ ^ ^h h h h

 � dx
d e d x

d e dx
d x3 3x x3

3
3 33 3

=
+

++ +^ ^ ^ ^^ ^h h h hh h

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

f(x) = xn ேற்றும்  f 1l] g  = 5 எனில் , n இன ேதிப்பு ்காண்க.
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�ß¶

 f(x)  = xn

`  f xl] g  = nxn–1

 f 1l] g  = n(1)n–1

 f 1l] g  = n

 f 1l] g  = 5  (்கைக்கினெடி)

      (  n = 5

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

y u
1
2=   ேற்றும் u = x2 –9  எனில்,  dx

dy
 : ்காண்க.

�ß¶

 y u
1
2=  = u–2

 du
dy

 = u
2
3-  

 du
dy

 = 
x 9

2
2 3-
-^ h   (a  u = x2 – 9)

 u = x2 – 9

 dx
du  = 2x

இப்மொது, dx
dy

 = du
dy

dx
du
$

  = 
x

x
9

2 22 3 $-
-^ h

  = 
x

x
9

4
2 3-
-^ h .
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S t e p  4

பெயல்ொட்டிற்்கான உரலி :

https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code

4ணையÖ Y@யல்பாடு

4று�யில் xணCக்கப்Yபறும் பCம்   
படி – 1
ப்காடுக்்கப்ெட்டிருக்கும் உரலி � விலரவுக்குறி�லடப் 
ெயனெடுத்தி GĢĬGĢğįĞ ெக்்கத்திற்குச பெல்்க..
“11th BUSINESS MATHS” எம் GeoGebra 
ெணிப் புத்த்கத்தில் “Elementary Differentiation” 
க்்கான ெணித்தாலள எடுத்துக் ப்காள்ளவும்.

படி - 2
“Elementary Differentiation” க்்கான ெணித்தாளில் வணி்கப் ொடத்தின அடிப்ெலடயான 4 
வல்கக்ப்கழு ்கைக்கு்கலள வலப் ெக்்கத்தில் ்காைலாம். அருகில் உள்ள மதரவுப் பெட்டி்கலள 
ஒáபவானைா்கச பொடுக்கினால் இடப் ெக்்கத்தில் அதற்்கான வலரெடங்கள் மதானறும். 
ஒáபவாரு ்கைக்்கா்க வல்கக்ப்கழுலவக் ்கைக்கிட்டு விலடயிலனச ெரிொரக்்கவும். மேலும் 
இடப் ெக்்கத்தில் உள்ள a, b, c, d எம் நழுவல்்கலள ந்கரத்தி புதிய ொரபு்கலள அலேக்்கலாம்.

படி 1

படி 2

Ch-5_TM.indd   201 19/04/18   7:18 PM



202 �� 3Ý P¤Ü® P~>Ô >~EÝ Iற்²Ý ®ã��யல்

பயிற்z ���

1. பினவரும் ொரபு்கலள x : பொறுத்து வல்கயிடு்க.

(i)   x x x3 2 84 3- + +  (ii)  x x x
5 2 5
4 3- +   (iii) x

x
e1 x

3+ +

(iv)  x
x x3 2 2+ -    (v)  x3 ex       (vi)  x x x3 2 12 - + +^ ]h g

 (vii) sin cosx x x34 - +   (viii)  x
x
1 2

+d n

2. பினவரும் ொரபு்கலள x : பொறுத்து வல்கயிடு்க.

(i)  x
e

1
x

+          (ii) x x
x x

1
1

2

2

- +
+ +            (iii) e

e
1 x

x

+

3. பினவரும் ொரபு்களுக்கு x : பொறுத்து வல்கக்ப்கழு ்காண்க.

(i) x sin x         (ii) ex sin x                 (iii)  loge x xx +^ h
(iv) sin x cos x            (v) x3 ex

4. பினவரும் ொரபு்களுக்கு x : பொறுத்து வல்கக்ப்கழு ்காண்க.

(i)  sin2 x           (ii) cos2 x             (iii) cos3 x

(iv) x1 2+    (v)  ax bx c n2 + +^ h         (vi) sin(x2)

(vii)  
x1

1
2+

����� 6ட்படு @ாßபுக´க்காG வணக�டு �ćĢįĦĳĞıĦĳĢ Ĭģ ĦĪĭĩĦĠĦı ģĲīĠıĦĬīİ� 

குறிப்பு

 f(x, y) = 0 எனை ொரபு உட்ெடு 

ொரொ்க இருக்கும் மொது dx
dy

 
ஆனது x ேற்றும்  y 

உறுப்பு்கலளக் ப்காணடு 
இருக்கும்.

f(x, y) = 0, எனை உட்ெடு ொரபில் உள்ள  y லய 
x இல் அலேயும் ொரொ்க ்கருதி x க்கு வல்க�டு ்கணடு, 

அதில்,  dx
dy   அடஙகிய ெகுதி்கலள இடப்புைமும், �தமுள்ள 

ெகுதி்கலள வலப்புைமும் இடம்பெறுோறு ோற்றி எழுதியபின  

dx
dy   ்காண்க. 

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

 ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  எனில்,  dx
dy

 : ்காண்க.

�ß¶

 ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =

இருபுைமும் x : பொறுத்து வல்க�டு ்காை, 
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 ax h x dx
dy

y by dx
dy

g f dx
dy

2 2 2 2 2+ + + + +c m  = 0

     ax hy g hx by f dx
dy2 2 2 2 2 2+ + + + +^ ^h h  = 0

 dx
dy

 = hx by f
ax hy g

-
+ +
+ +^

^ h
h

.

8டுÚதுக்காட்டு ����  

x y axy33 3+ =  எனில், dx
dy

  : ்காண்க.

�ß¶

x y axy33 3+ =

இருபுைமும் x : பொறுத்து வல்கக்ப்கழு ்காை,

 dx
d x y3 3+_ i  = dx

d axy3^ h

 x y dx
dy

3 32 2+  = a x dx
dy

y3 +; E

 x y dx
dy2 2+  = ax dx

dy
+ay

 y ax dx
dy2 -_ i  = (ay – x2)

 dx
dy

 = y ax
ay x
2

2

-
-

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

 x xy y2 3 5 102 2+ + =  எனை வலளவலரக்கு (1,1) ல்,    dx
dy

 இன ேதிப்பு ்காண.

�ß¶

 x xy y2 3 5 102 2+ + =

இருபுைமும் x  : பொறுத்து வல்கயிட,

 dx
d x xy y2 3 52 2+ +7 A = dx

d  [10]

 x x dx
dy

y y dx
dy

4 3 3 10+ + +  = 0

 (3x+10y) dx
dy

 = –3y –4x
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 dx
dy

 = x y
y x

3 10
3 4

-
+
+

^
^ h

h
`   (1, 1) இல் dx

dy
 = 3 10

3 4- +
+

  = 13
7-

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

sin y  = x sin (a+y) எனில், sin
sin

dx
dy

a
a y2

=
+^ h

 என நிறுவு்க.

�ß¶

 sin y = x sin (a+y)

 x = 
sin

sin
a y

y
+^ h

y : பொறுத்து வல்கயிட,

 dy
dx   = 

sin
sin cos sin cos

a y
a y y y a y

2
$

+

+ - +^
^

^h
h

h

  = 
sin

sin
a y

a y y
2 +
+ -^
^ h

h

  = 
sin

sin
a y

a
2 +^ h

 dx
dy

  = sin
sin

a
a y2 +^ h

பயிற்z ���

1. பினவரும் ொரபு்களுக்கு dx
dy

 : ்காண்க 

(i) xy = tan(xy)  (ii) x xy y 72 2- + =     (iii)  x y axy3 13 3+ + =

2. x y y x1 1 0+ + + = , x! y எனில்,  dx
dy

 = x 1
1

2-
+] g  என நிறுவு்க

3. logx y x y4 3 4 3+ = -^ h  எனில், dx
dy

 : ்காண்க.

����� மCக்ணகணய பயåபடுÚ� வணகக்Yகµ காைல் �ďĬĤĞįĦıĥĪĦĠ ġĦģģĢįĢīıĦĞıĦĬī�
சில ெேயங்களில் ொரபு்களானது, பெருக்்கல், வகுத்தல் ேற்றும் அடுக்கு்கள் ப்காணடும், 

ேற்றும் ொரபு்களின அடுக்கு்களில் ோறி்கள் ப்காணடும் அலேயலாம்.    இáவல்கயான ொரபு்கலள 
ேடக்ல்கலய ெயனெடுத்தி எளிய முலையில் ோற்றி வல்க�டு ்காைலாம். 
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

பினவருவனவற்லை   x : பொறுத்து வல்க�டு  ்காண்க.

(i)  xx  (ii)  logx cosx^ h
�ß¶   

(i)     y = xx என்க

 இருபுைமும்   ேடக்ல்க  எடுக்்க

 logy  = x log x

 x : பொறுத்து வல்கயிட,

 y dx
dy1

$  = logx x x1 1$ $+

 dx
dy

 = logy x1 +7 A

 dx
dy

 = logx x1x +7 A

(ii)    y =  logx cosx^ h  என்க

 இருபுைமும்   ேடக்ல்க  எடுக்்க

         `  log y = cos log logx x^ h

 x : பொறுத்து வல்கயிட,

 y dx
dy1

$  = cos log log log sinx x x x x1 1
$ + -^ ]h g7 A

 dx
dy

 = log
cos sin log logy x x

x x x- ^ h; E

  = log log
cos sin log logx x x

x x xcosx -^ ^h h; E
8டுÚதுக்காட்டு ���� 

 xy = ex–y  எனில், 
log

log
dx
dy

x
x

1 2=
+^ h  என நிறுவு்க.

�ß¶

 xy = ex–y
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 இருபுைமும் ேடக்ல்க எடுக்்க

 y log x = (x–y)

 y(1+log x) = x

 y = logx
x

1 +

 x : பொறுத்து வல்கயிட,

  dx
dy

 = 
log

log

x

x x x
1

1 1 0 1

2+

+ - +^
^

] bh g
h

l
 = 

log
log

x
x

1 2+^ h

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

வல்கக் ப்கழு ்காண : x x
x x
3 4 5

3 4
2

2

+ +

- +] ^g h

�ß¶

 y = x x
x x

x x
x x

3 4 5
3 4

3 4 5
3 4

2

2

2

2 2
1

+ +

- +
=

+ +

- +] ^ ] ^g h g h= G   என்க

இருபுைமும்   ேடக்ல்க  எடுக்்க

 log y = log log logx x x x2
1 3 4 3 4 52 2- + + - + +] ^ ^g h h7 A   

log log logab a ba = +6  ேற்றும் log log logb
a a b= - D

x : பொறுத்து வல்கயிட,  

 y dx
dy1

$  = x x
x

x x
x

2
1

3
1

4
2

3 4 5
6 4

2 2- +
+

-
+ +
+; E

 dx
dy

 = x x
x x

x x
x

x x
x

2
1

3 4 5
3 4

3
1

4
2

3 4 5
6 4

2

2
2 2

+ +

- +
- +

+
-

+ +
+] ^g h ; E

பயிற்z ���

1. பினவரும் ொரபு்களுக்கு  x : பொறுத்து வல்கப்கழு ்காண.

(i) xsinx   (ii) sinx x] g        (iii) sinx tanx] g       (iv) x x x
x x
3 1
1 2

2- + +
- -

]
]

^
]

g
g g

h
2. x y x ym n m n

$ = + +^ h  எனில் , dx
dy

x
y

=  எனக் ்காட்டு்க.
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����� துணையைகு @ாßபுகளிå வணக�டு �ćĦģģĢįĢīıĦĞıĦĬī Ĭģ ĭĞįĞĪĞıįĦĠ ģĲīĠıĦĬīİ�
x ேற்றும் y  எம் ோறி்கள் Âனைாவது ோறி t ன ொரபு்களா்க இருப்பின அலவ துலையலகுச 

ொரபு்கள் எனப்ெடும். t எனெது ொரபின துலையலகு எனப்ெடும்.

x = f (t)  ேற்றும்   y = g(t) எனில்

  /
/

dx
dy

dx dt
dy dt

=

����� ;± @ாßணப மற்YLா± @ாßணப YபாறுÚது வணகயிCல் காைல் �ćĦģģĢįĢīıĦĞıĦĬī 
Ĭģ Ğ ģĲīĠıĦĬī ĴĦıĥ įĢİĭĢĠı ıĬ ĞīĬıĥĢį ģĲīĠıĦĬī�

u = f(x) ேற்றும் v = g(x) எனென   x ன �தான இரு ொரபு்கள் எனில் g(x) o: பொறுத்து 
f(x) ன  வல்கக்ப்கழுவானது,

  /
/

d g x
d f x

dv dx
du dx=_

_ ]
]
g
g
i
i              

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

பினவரும் துலையலகு ொரபு்களுக்கு dx
dy

 : ்காண்க  

(i) x = at2 ,   y = 2at  (ii)  ,cos sinx a y ai i= =

�ß¶

(i)     x = at2             y = 2at

 dt
dx at2=  dt

dy
a2=

       `  dx
dy

 = 
dt
dx
dt
dy

  = at
a

2
2   = t

1

(ii)    cosx a i= ,     siny a i=

            sind
dx a
i

i= -        cosd
dy

a
i

i=

 dx
dy

 = 
dt
dx
dt
dy

  = sin
cos
a

a
i
i

-
  = coti-
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8டுÚதுக்காட்டு ���� 

 x = ai  ேற்றும்  y a
i

=  எனில், dx
dy

x
y

0+ =  என நிறுவு்க.

�ß¶

     x = ai            y a
i

=

d
dx a
i
=       d

dy a
2i i

= -  

 dx
dy

 = 
d
dx
d
dy

i

i

  = a

a
2i

-a k

  = 1
2i

-

  = x
y

-

i.e. dx
dy

x
y

+  = 0

மாற்றுமுணL :

            xy = a a
$i
i

 என எடுக்்க

 xy = a2

  x, : பொறுத்து வல்கயிட

 x dx
dy

y+  = 0

 dx
dy

x
y

+  = 0

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

x
x

1 2

2

+
  எனை ொரபிற்கு x2-: பொறுத்து வல்கக்ப்கழு ்காண்க.
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�ß¶

             u = x
x

1 2

2

+
                                                    v  = x2  

 dx
du  = 

x
x x x x

1
1 2 2

2 2

2 2

+

+ -^
^
] ]h g

h
g    dx

dv  = 2x

  = 
x
x

1
2

2 2+^ h
 dv

du  = 
dx
dv
dx
du_

_ i
i

  = x
x
x

2
1
2

2 2+^ h< F

  = 
x1
1

2 2+^ h

பயிற்z ���

1. பினவரும் ொரபு்களுக்கு dx
dy

 : ்காண்க

(i)  ,x ct y t
c= =    (ii) ,log sinx t y t= =

(iii) ,cos sinx a y a3 3i i= =  (iv) ,sin cosx a y a 1i i i= - = -] ]g g

2. sin x3  எனை ொரலெ  cos x3  : பொறுத்து வல்கயிடு்க  

3. sin x2  எனை ொரலெ  x2 : பொறுத்து வல்கயிடு்க

����� YதாCß வணகயிCல் �ĖĲĠĠĢİİĦĳĢ ġĦģģĢįĢīıĦĞıĦĬī�
ஒரு ொரலெ �ணடும் �ணடும் வல்கப்ெடுத்தி அதன வல்க�டு்கலள ்காணும் முலைலய 

பதாடர வல்கயிடல் எனமொம்.

(i)  y எனை ொரபின x : பொறுத்த வல்க�ட்லட முதலாம் வரிலெ வல்கயிடல் எனமொம். 

இதலன    dx
dy    (அல்லது)  y1  (அல்லது)    f xl] g  எனக் குறிப்மொம்.

(ii) f xl] g  எனெதும் வல்கயிடத்தக்்கது எனில் x : பொறுத்து  f xl] g  ன  வல்க�ட்லட 

இரணடாம் வரிலெ வல்கயிடல் எனமொம் இதலன dx
d y

2

2

  (அல்லது)  y2   (அல்லது) 
f xll] g   எனக் குறிப்மொம்.

(iii) மேலும்  dx
d y

n

n

  (அல்லது) yn (அல்லது) f (n)(x) எனெது  y = f(x) ன n வது வரிலெ 
வல்கக்ப்கழு ஆகும்.
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மமற்குறிப்பு
(i)  y f x= ^ h எனில், dx

d y
dx
d

dx
dy

2

2
= c m .

(ii) x f t= ^ h ேற்றும், y g t= ^ h எனில், dx
d y

2

2

 =  dt
d

dx
dy

dx
dtc m =  dt

d
f t
g t

dx
dt

$
l

l]
]
g
g) 3

8டுÚதுக்காட்டு ���� 

பினவரும் ொரபு்களுக்கு  x : பொறுத்து இரணடாம் வல்கக் ப்கழுலவ ்காண்க,

(i) cos sinx x3 4+   (ii)  ,x at y at22= =  (iii) sinx x

�ß¶

(i)       y = cos sinx x3 4+

 y1 = –3 sin x + 4 cos x

 y2 = –3 cos x – 4 sin x

 y2 = –3 (cos x + 4 sin x)

 y2 = –y (or) y2 + y = 0

(ii)       x = at2 ,                 y = 2at

 dt
dx at2=                dt

dy
a2=

 dx
dy

 = 
dt
dx
dt
dy

_
` j

i
  = t

1

இப்பொழுது, dx
d y

2

2
= dx

d
dx
dyc m

  = dt
d

dx
dy

dx
dtc m

  = dt
d

t at
1

2
1

$b l

  = t at
1

2
1

2 $-

  = at2
1

3-
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(iii) y = x sin x

 dx
dy

 = x cos x + sin x

 dx
d y

2

2

 = –x sin x + cos x + cos x

  = 2 cos x – x sin x

8டுÚதுக்காட்டு ����               

y = A sin x + B cos x எனில், y2 + y = 0 என நிறுவு்க,

�ß¶  

 y = A sin x + B cos x

 y1 = A cos x – B sin x

 y2 =  –A sin x  –B cos x

  y2 =  –y 

             y2 + y  = 0

பயிற்z ���

1. பினவரும் ொரபு்களுக்கு  y2 : ்காண்க

 (i) y e x3 2= +   (ii) logy x ax= +   (iii) ,cos sinx a y ai i= =

2. y e e500 600x x7 7= + -  எனில், y y49 02 - =  எனக் ்காட்டு்க.

3. logy x2= +  எனில், xy y 02 1+ =  எனக் ்காட்டு்க.

4. cos siny a mx b mx= +  எனில், y m y 02
2+ =  எனக் ்காட்டு்க.

5. y x x1 m2= + +^ h  எனில், x y xy m y1 02
2 1

2+ + - =^ h  எனக் ்காட்டு்க.

6. sin logy x= ^ h  எனில், x y xy y 02
2 1+ + =  எனக் ்காட்டு்க.
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பயிற்z ����

  @�யாG �ணCணயÚ மதßÛYதடுÚது 8µதுக

1. f x x x 12= - +^ h  எனில், f x 1+^ h  ஆனது

(a) x2         (b) x (c) 1 (d) x x 12 + +    

2. 
,
,

f x
x x
x

x
x

4
2

2
2

2

1
$

=
-
+

^ h *  எனில், f(5) இன ேதிப்பு

(a) –1              (b)  2                 (c) 5                    (d) 7

3. ( )
,
,f x

x x
x

x
x

4
2

2
2<

2 $
=

-
+

*   எனில்,   f(0) இன ேதிப்பு

(a)  2                 (b) 5                 (c) –1                    (d) 0

4. f x x
x

1
1= +
-^ h  எனில், f(–x) =

(a ) –f(x)           (b) f x
1
^ h             (c) f x

1- ^ h               (d)  f(x)

5. y = 3 இன வலரெடோனது
(a) x-அசசுக்கு இலை                    (b) y-அசசுக்கு இலை
(c)  ஆதியின வ�ச பெல்லும்     (d) x-அசலெ பவட்டிச பெல்லும் 

6. y x2 2=  எனை வலரெடம் எநதப்புள்ளி வ�யா்க பெல்லும்?

(a) (0,0)      (b)  (2,1)      (c)  (2,0)      (d)  (0,2)

7. y ex= எனை வலரெடமும்  y அசசும் பவட்டும் புள்ளி 

(a) (0, 0)      (b)  (1, 0)      (c) (0, 1)      (d)  (1, 1)

8. f(x)=| x | எனை ொரபின �சசிறு ேதிப்பு

(a) 0      (b)  –1      (c) +1      (d) –∞

9. �ழ்வரும் ொரபு்களில் எநத ொரபு f x f x
1=^ `h j  எனை வல்கயில் அலேயும்

(a) f x x
x 12

= -^ h   (b) f x x
x1 2

= -^ h      (c) f(x) = x      (d) f x x
x 12

= +^ h

10. f x 2x=^ h  ேற்றும்   g(x) = 2
1

x   எனில் , (fg)(x) இன ேதிப்பு 

(a) 1      (b) 0      (c) 4x      (d) 4
1

x
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11. �ழ்்காணும் ொரபு்களில் எது ஒற்லை ொரொ்கமவா ேற்றும் இரட்லட ொரொ்கமவா இருக்்காது?

(a) f x x 53= +^ h      (b) f x x5=^ h       (c) f x x10=^ h       (d) f x x2=^ h

12. அலனத்து x R! க்கு  f x 5=-^ h  எனெது
(a)  ஒரு ெேனிச ொரபு            (b) ேட்டுச ொரபு     

(c)  அடுக்குச ொரபு              (d) ோறிலிச ொரபு 

13. அலனத்து x R!  க்கு f x x=^ h  ன  செ்கோனது  

(a) (0, ∞)      (b) [0, ∞)     (c)  (–∞,  ∞)      (d)  [1, ∞)    

14. f(x) = ex இன வலரெடத்லத மொல் ஒத்த வலரெடத்லதக் ப்காணட ொரபு
(a) ,f x a a 1x 2=^ h                  (b) ,f x a a 1x 1=^ h
(c)  ,f x a a0 1x 1 1=^ h           (d) ,y ax b a 0!= +

15. f x x2=^ h  ேற்றும்  g(x) = 2x+1 எனில் ,  (fg)(0) இன ேதிப்பு 
(a) 0      (b) 2      (c) 1      (d) 4

16. lim tan
0 i

i
"i

 =

(a)  1      (b)  ∞      (c) –∞      (d) θ

17. lim x
e 1

x

x

0

-
"

   =  

(a)  e      (b) nxn-1       (c) 1      (d) 0

18. x இன எம்ேதிப்புக்கு, f x x
x

1
2= -

+^ h  பதாடரசசி அற்ைது?

(a) –2      (b) 1      (c) 2      (d) –1

19. ொரபு  f(x)  ஆனது  x = a இல் பதாடரசசித்தனலே ப்காணடது எனில் ( )lim f x
x a"

ன ேதிப்பு

(a) f(–a)      (b) f a
1` j             (c) 2f(a)         (d) f(a)

20. dx
d

x
1` j=

(a)  x
1
2-             (b) x

1-                (c) logx            (d) x
1
2  

21. logdx
d e x5 2x -^ h  =

(a) e x5 2x -       (b) e x5 2x -       (c) e x5 1x -       (d) logx2
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22.  y = x ேற்றும் z = x
1  எனில் dz

dy
 =

(a) x2              (b) 1                    (c) –x2            (d) x
1
2-

23.  y = e2x  எனில், x = 0 இல் dx
d y

2

2

  இன ேதிப்பு

(a) 4         (b) 9      (c) 2           (d) 0

24. y = log x  எனில், y2 =

(a) x
1              (b) x

1
2-        (c) x

2
2-              (d) e2

25. dx
d ax^ h  =  

(a)  logx a
1

e
      (b) aa        (c) logx ae        (d) loga ax

e

4தKக் கைக்குகள்

1. f x x2 1
1= +^ h , x 2

1
!-  எனில், x 2

3
!-  எனறிருக்கும்மொது f(f(x)) = x

x
2 3
2 1

+
+  என 

நிறுவு்க.

2. y = 9–x2 இன வலரெடம் வலர்க.

3.  f(x)= ,
,

x
x2

0
0

x
x x

!

=

-

*     எனில் lim f x
x 0"

^ h  ்காைத்தக்்கது அல்ல எனக் ்காணபி.

4. ேதிப்பிடு்க: lim x x
x x
2 3

2 3 1
x 1

2 + -
- -

"

^ ^h h

5. f(x) = 2x–| x | எனை ொரபு  x=0 இல் பதாடரசசியுலடய ொரபு எனக் ்காட்டு்க

6. f(x) = ( ) ( )
,
,
,

x
x x

x

x
x

x

1
1 2
3

1
1 2

2

<

>
# #

-
- -
-

Z

[

\

]]]]
]]]]

  எம் ொரபுக்கு   x = 1 ேற்றும்  x=2 இல் அதன 

பதாடரசசித் தனலே ேற்றும் வல்க�ட்டுத் தனலேலய ஆராய்க.

7. x yy x=  எனில், log
log

dx
dy

x
y

y x x
x y y

= -
-d n  என நிறுவு்க.

8. xy 12 =  எனில்,  dx
dy

y2 3+ =0 என நிறுவு்க.

9. y =tanx எனில், y yy22 1- = 0 என நிறுவு்க.

10. sin cosy x x2 3= +  எனில்,  y2 + y = 0 என நிறுவு்க.
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Yதாகுப்புணK

 z A ேற்றும்  B எனென  பேய எண்கலளக் ப்காணட இரு பவற்ைற்ை ்கைங்கள் என்க. 
A லுள்ள ஒáபவாரு உறுப்லெயும் B லுள்ள ஓமரபயாரு உறுப்புடன ேட்டும் பதாடரபு 
ெடுத்தும் f எனை விதியானது ்கைம் Aலிருநது B க்்கான ொரபு ஆகும்.  

 z lim f x
x a"

] g  ்காைத்தக்்கது   ( )lim limf x f x
x a x a

+ =
" "- +

] g . 

 z பேயபயண a ேற்றும்   f(x)  எனை ொரபுக்கு , lim f x
x a"

] g  ேற்றும் f(a) இன ேதிப்பு்கள் 
ெேோ்க இருக்்க மவணடிய அவசியமில்லல.

 z x = a இல் ொரபு f(x) ஒரு பதாடரசசியான ொரபு ஆவதற்கு மதலவயான ேற்றும் மொதுோன 
நிெநதலன lim f x

x a"
] g= f(a).

 z  ொரபு f(x) ஒரு அரங்கத்தின ஒáபவாரு புள்ளியிலும் பதாடரசசியுலடய ொரொ்க இருநதால் 
அது பதாடரசசியான ொரபு எனப்ெடும். 

 z f(x) ,g(x) எனை இரு ொரபு்கள் அதன பொதுவான அரங்கத்தில் பதாடரசசியுலடய ொரபு்கள் 
எனில்  ± , ,f g f g kf$ (k ஒரு ோறிலி) எனை ொரபு்களும் பதாடரசசியுலடய ொரபு்கள் 

ேற்றும்  g! 0 எனில் g
f

 ம் பதாடரசசியான ொரபு ஆகும். 

 z ொரபு  f(x) ஆனது  x=c இல் வல்கயிட மதலவயான ேற்றும் மொதுோன நிெநதலன  
( )

lim x c
f x f c

x c -
-

"

^ h  முடிவுறு எைைா்கவும் ்காைத்தக்்கதா்கவும் அலேய மவணடும்.  
இதலன ( )f cl  எனக் குறிப்மொம்.

 z [ ( )]
( ) ( )

limL f c h
f c h f c

h 0
= -

- -

"
l   ேற்றும் [ ( )]R f cl  = 

( )
lim h

f c h f c
h 0

+ -

"

^ h
   

 z f(x) எனை ொரபு  x = c இல் வல்கயிட மதலவயான ேற்றும் மொதுோன நிெநதலன 

   [ ( )] [ ( )]L f c R f c=l l  ஆகும்.

 z அலனத்து வல்கயிடத்தக்்க ொரபு்களும், பதாடரசசியுலடய ொரபு்கள் ஆகும்.  ஆனால் இதன 
ேறுதலல பேயயா்க இருக்்க மவணடும் எனை அவசியமில்லல.

 z y = f(x) எனில், dx
d

dx
dyc m  எனெது y :ப் பொறுத்து x இன இரணடாம் வரிலெ வல்கக்ப்கழு 

ஆகும்.

 z x f t= ^ h  ேற்றும்  y = g(t) எனில்  dx
d y

dx
d

f t
g t

2

2
= l

l^
^
h
h( 2  அல்லது  dx

d y
dt
d

f t
g t

dx
dt

2

2

$= l
l^
^
h
h( 2
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கணைÖY@ாற்கள் 
அடுக்கு Exponential
அண்மையகம் Neighbourhood
இடக்்க எல்லை Le� limit
இ்டவெளி Interval
இயறகணித சார்புகள் Algebric functions
உட்படு Implict
எல்லை Limit
குறிச் சார்பு Signum function
சஙகிலி ெிதி Chain rule
சமைனி Identity
சாரா மைாறி Independent variable
சார்்நத மைாறி Dependent variable
சார்்பகம் / அரஙகம் Domain
சார்பு Function
தனனிச்்ச மைாறிலிகள் Arbitrary constants
திற்நத இ்டவெளி Open interval
து்ணயலைகு சார்புகள் Parametric functions
வதாடர்  ெ்கயிடல Successive di�erentiation
வதாடர்ச்சி Continuous
மைடக்்க Logarithmic
மைடடு Modulus
மைாறி Variable
மைாறிலி Constant
முழு்மையான மைாறிலிகள் Absolute constants
மூடிய இ்டவெளி Closed interval
ெ்கயீடு Derivative
ெலைக்்க எல்லை Right limit
ெிஞசிய சார்புகள் Transcendental functions
வீச்சகம் Range
வெளி்படு Explict
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1. அணி்கள் ேற்றும் அணிக்ம்காலவ்கள்

ெயிற்சி 1.1

 1.(i) M M M M1 0 20 511 12 21 22=- = = =

  A A A A1 0 20 511 12 21 22=- = =- =

 (ii) M M M M M M12 2 23 16 4 1411 12 13 21 22 23=- = = =- =- =

  M M M4 6 1131 32 33=- =- =

  A A A A A A12 2 23 16 4 1411 12 13 21 22 23=- =- = = =- =-

  A A A4 6 1131 32 33=- = =

 2. 20 3. 2
1  4. –30 5. ,2

13 2    6. 0

ெயிற்சி 1.2

 1. 
4
1

3
2-
-> H  2. 

7
1
1

3
1
0

3
0
1

-
-

- -R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW
  3.(i) 5

1 3
2

1
1-

= G   (ii) 10
1 3

1
1
3
-> H

 (iii) 10
1

10
0
0

10
5
0

2
4
2

-
-

R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW
  (iv) 151

1
22
13
5

46
14
17

7
11
19

-
-

-

-

-
-
-

R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW

 7. 9
1

0
3
3

3
2
1

3
7
1-

-
-

R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW
  10.  4

7
m =   11. ,p q2 3= =-   

ெயிற்சி 1.3

 1. ,x y1 1= =      2.(i)  , ,x y z3 2 1= =- =  

 (ii) , ,x y z1 2 3=- = =    (iii) , ,x y z1 1 2= =- =           3. 17.95, 43.08, 103.85   

 4. 3000, 1000, 2000   5. 13,2,5  6. 700, 600, 300

�ணCகள்
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ெயிற்சி 1.4

 1. ொத்தியோனது 2. ொத்தியோனதல்ல 3. ொத்தியோனது   
 4. A = 250.36 டன்கள்  B = 62.44 டன்கள்  5. 181.62, 84.32 
 6. 34.16, 17.31,  7. 42 ேற்றும் 78

ெயிற்சி 1.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(b) (d) (b) (b) (c) (c) (c) (c) (c) (d) (c) (b) (a)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(c) (c) (c) (b) (a) (d) (b) (b) (d) (d) (b) (a)

இதரக் ்கைக்கு்கள் 

 1. .x x3 1= =-  2. 0             6. 
2
5
0

0
1
1

1
0
3

-R

T

SSSSSSSS

V

X

WWWWWWWW
 

 7. 5
1 3

2
1
1-

= G       8. , ,x y z1 2 3= = =    9.    , ,x y z20 30 50= = =  

 10. `1200 ம்காடி்கள், `1600 ம்காடி்கள்

2. இயற்்கணிதம்

ெயிற்சி  2.1

 1. x x2
13

1
10

- - -    2. x x2
3

1
1

- + +  

 3. x x x9 1
1

9 2
1

3 2
1

2- - + -
+] ] ]g g g  4. x x2 1

1
2 1

1
- - +] ]g g

 5. x x x9 2
4

9 1
4

3 1
1

2+
- + - -

-] ] ]g g g  6. x x x2
2

2
3

2
9

2 2- +
-

-
-] ]g g   

 7. ( )x x x2
7 1

2 2
9

2
-

+ + +   8. ( ) ( )
( )

x x
x

5 2
1

5 1
4 2

2+ +
+

-

 9. ( ) ( ) ( )x x x16 1
3

16 3
3

4 3
1

2- - + +
+

 10. ( ) ( )x
x

x5 4
1

5 1
1

2+
-

+ +    

ெயிற்சி 2.2
 1. 64 2. 10 3. 3  4. 336        5.  85 

ெயிற்சி 2.3

 1. 6 2. 14400 3. 1680        4. ! ! ! !
!

4 3 2 2
13  

 5. (a) !
2
7           (b) 7! 6. CHAT எனை வாரத்லதயின தரம் = 9.
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ெயிற்சி  2.4

 1. 4 2. C C C8 8 9 1264 3 4+ = =  3. 210 cards

 4. 20 5. 25200 6. 15               7. ! !
! ! !7 6

13 9 9# #   

 8. 11     9.(i) 1365 (ii) 1001         (iii) 364

 10.(i) 186    (ii) 186  

ெயிற்சி 2.6

 1.(i) a a b a b ab b16 96 216 216 814 3 2 2 3 4- + - +

 (ii) x y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

y
7 21 35 35 21 7 17

6
2
5

3
4

4
3

5
2

6 7+ + + + + + +  

 (iii) x x x x x x6 15 20 15 6 16 3
3 6 9 12+ + + + + +   

 2.(i) 10, 40,60,401   (ii) 995009990004999       3.  11440  x9 y4

 4.(i) ,C x x
C

11
11

5
5       (ii) 

( )C
x16

8 814 12      (iii) x
C10 6
5
5

5- ^ h
 

 5.(i) C9 3
2

6 6
6

 (ii) ( )C32 15 5-  (iii) 7920. 

ெயிற்சி 2.7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(d) (c) (d) (c) (a) (c) (d) (b) (b) (c) (b) (d) (b)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(a) (c) (a) (c) (a) (c) (a) (b) (c) (d) (b) (a)

இதரக் ்கைக்கு்கள்

 1. x x1
3

3
2

- + +    2. x x1
3

2
2

- - -

 3. x x x2
1

3
5

3
3

2+ + - -
-] g      4. x x x

x
2

3
1

2 1
2- +
- +
-

 5.(i) 7 (ii) 336 (iii) 84

 6.(a) 720 (b) 7776 (c) 120 (d) 6

 7. 74 ways 8. 85 ways 9. 210 10. 544
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3. ெகுமுலை வடிவியல்

ெயிற்சி 3.1 

 1. x x y2 6 102- - +  = 0 2. x y x y6 4 32 2+ - + -  = 0

 3. x y x y3 3 4 14 152 2+ - - +  = 0 4. ,2
15 0b l 5. x y2 3 21 0- + =

ெயிற்சி 3.2 

 1. 45c 2. 4 அலகு்கள் 4. a = 5

 5.  y = 1500x + 100000 ,  95 பதாலல்காட்சிபெட்டி்களின விலல  ` 2,42,500 

ெயிற்சி 3.3 

 1. ,a c6 6= =    2. x y2 2 0- + =  ேற்றும் x y6 2 1 0- + =  

 3. x y2 3 1 0+ - =   ேற்றும் x y2 3 2 0+ - =    4.  ( )tan 71i = -

ெயிற்சி 3.4 

 1.(i)  x y x y6 10 9 02 2+ - - + =  (ii) x y 42 2+ -  = 0

 2.(i) C(0, 0 ), r = 4  (ii) C(11 , 2 ),    r = 10

 (iii) , ,C r5
2

5
4 2-

=b l    (iv) , ,C r2
3

2
3

2
5=b l

 3. x y x y6 4 3 02 2+ + + - =  4. x y x y4 6 132 2+ - - +  = 0

 5. x y x y5 2 12 2+ - - +  = 0 6. x y x y2 2+ - -  = 0

 7. x y x y16 4 322 2+ - + -  = 0 8. x y x y2 12 272 2+ - - +   = 0 

 9. x y2 2+  = 9

ெயிற்சி 3.5 

 1.  x 2 0+ =  

2.   R வட்டத்திள் அலேயும், P வட்டத்திற்கு பவளிமய அலேயும் Q வட்டத்தின மேல் அலேயும்.

3.  20  அலகு்கள் 4. p !=  20.

ெயிற்சி 3.6 

 1. x y xy x y9 16 24 34 112 1212 2+ + + + +  = 0 

 2. k = 4
1 , பெáவ்கலத்தின �ளம் = 1,  குவியம் ,F 4

1 0b l
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 3. 
அசசு முலன குவியம் இயக்குவலரயின 

ெேனொடு
பெáவ்கலம்

y = 4 V(1, 4) F(3, 4) x + 1 = 0 4 அலகு்கள்

 4.

்கைக்கு அசசு முலன குவியம் இயக்குவலரயின 
ெேனொடு பெáவ்கலம்

(a)
y x202 =

y = 0 V(0, 0) F(5, 0) x = – 5 20 அலகு்கள்
(b)

x y82 =
x = 0 V(0, 0) F(0, 2) y = –2 8 அலகு்கள்

(c)
x y162 =-

x = 0 V(0, 0) F(0, –4) y = 4 16 அலகு்கள்

   5. ( ) ( )x y15 5 552- = - .  முலனயில் பவளி�டு ேற்றும் ெராெரி பெலவு 15 கிமலா ேற்றும் ̀  55. 

 6. x = 5 ோதங்கள்
ெயிற்சி 3.7 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(b) (c) (c) (c) (b) (c) (a) (c) (a) (b) (c) (a) (d)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(a) (a) (d) (a) (c) (b) (b) (a) (d) (b) (b) (b)

இதரக் ்கைக்கு்கள் 

 1. x y2 7 0+ - =   2. y x6 3000= +         4.   ,p p1 2= =   6. ,a b9 8= =        

 7. (–1, –2) ம்காட்டின �து,  (1, 0) ம்காட்டின மேல்புைம் (–3, –4) ம்காட்டின �ழ்புைம்        

 8. (–2, –7)          9. y x2
92 =-  

 10.  அசசு : y = 2,  முலன : (1, 2), குவியம் : (2, 2),  
  இயக்குவலரயின ெேனொடு : x = 0 ேற்றும் பெáவ்கலத்தின �ளம் : 4 அலகு்கள்

4. திரிம்காைமிதி

ெயிற்சி 4.1

 1.(i) 3
r  (ii) 6

5r  (iii) 3
4r  (iv) 9

16r-
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 2.(i) 22 30c l (ii) 405 30c l (iii) 171 48c- l (iv) 110c

 3.(i) முதல் ்கால்ெகுதி (ii) Âனைாம் ்கால்ெகுதி (iii) இரணடாம் ்கால்ெகுதி.

 4.(i) 2
3-

 (ii) 2
1-  (iii) 

3
2  (iv) 1  

 (v) 2   10. 2
7-

ெயிற்சி 4.2

 1.(i) 
3 1
2 2

-
 (ii) 2 2

3 1
-

+e o (iii) 
3 1
3 1
+

-
  

 2.(i) sin92c (ii) 2
3  (iii) cos80c (iv) 2

3   

 3.(i) 65
33-  (ii) 65

16-  (iii) 33
16

 6. ,11
2

a b+  முதல் ்கால்ெகுதியில் அலேயும்   7. 2 1! -      

 9.(i) 13
9  (ii) 2197

828-  10. 125
44- , 44

117-   14. 2 1-

ெயிற்சி 4.3

 1.(i) cos cosA A
2
1

4 2-b l  (ii) sin A2
1 2 2

3
- +b l

 (iii) sin sinA A
2
1 4 3

2-b l (iv) cos cos2
1 7i i+] g

 2.(i) sin cosA A2 2
3

2    (ii) cos cosA A2 3

 (iii) sin cos2 2 4i i    (iv) sin sin2 2
3

2
i i

ெயிற்சி 4.4

 1.(i) 6
r-  (ii) 4

r-  (iii) 6
r  (iv) 4

r

 4. x 6
1=    5. x 2

1=    

 6.(i) 5
4      (ii) 

10
1           7. 65

27-    10. x
4 2
r +

ெயிற்சி 4.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(b) (a) (c) (b) (b) (d) (a) (d) (a) (c) (c) (d) (b)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(c) (b) (a) (c) (b) (c) (c) (b) (c) (a) (b) (d)
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இதரக் ்கைக்கு்கள் 

 4. 
10
3   ேற்றும் 

10
1-   6.(i) 4

6 2+
 (ii) 2 – 3        

 7. 12
15 2 2+

 9. 33
56  10. x4

r -

5. வல்க ¬ண்கணிதம்

ெயிற்சி 5.1
 1.(i) ஒற்லைச ொரபு (ii) இரட்லடச ொரபு 

 (iii) ஒற்லைச ொரபும் அல்ல ேற்றும் இரட்லடச ொரபும் அல்ல   (iv) இரட்லடச ொரபு    

 (v) ஒற்லைச ொரபும் அல்ல ேற்றும் இரட்லடச ொரபும் அல்ல 

 2. k = 0      5.  x
x

3
1
+
-  , x

x
1

3 1
-
+

 6.(i) e   (ii) 0  (iii) 3e   (iv) 0  

 7.(i) 

x ′

y ′

x

y (0, 16)

(1, 15)(–1, 15)

(2, 12)(–2, 12)

(3, 17)(–3, 17)

(4, 0)(–4, 0)

y=
16

–x
2

         (ii) 

x ′

y ′

y

x(2, 0)

(3, 1)
(–1, 1)

(4, 2)(0, 2)

(5, 3)(–1, 3)

(–2, 4)

y=
x-2, x

>2

y=2–x, x<2

 (iii) 

x ′

y ′

x

y
(3, 9)

y=x2, x>0

y=–x2, x<0

(0, 0)

(1, 1)

(–1, –1)

(–2, –4)

(–3, –9)

(2, 4)

 (iv) 

x ′

y ′

xO

y=e2x

y

(0, 1)
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 (v) 

x ′

y ′

xO

y=e –2x

y

(0, 1)

 (vi) 

x ′

y ′

x

y

y=1, x>0

y=–1, x<0

O
y=0, x=0

ெயிற்சி 5.2

 1.(i) 3
10  (ii) 0  (iii) 2

1  (iv) 1 

 (v) a16
15 24

1-  (vi) 9      

 2.  a = ± 1             3.    n = 7      4.  5
28  5. f(–2) = 0  

ெயிற்சி 5.3

 1.(a) x = 2 oல் பதாடரசசியற்ை ொரொகும்.  (b) x = 3 oல் பதாடரசசியான ொரொகும்.

ெயிற்சி 5.4

 (i) 2x     (ii) e x- -    (iii) x 1
1
+

ெயிற்சி 5.5

 1.(i) x x12 6 13 2- +  (ii) x x x
20 6 5
5 4 2

-
+ -   (iii) 

x x
e

2
1

3
1 x

43- +

 (iv)  x
x3
2

2
-

+  (v)  x e x 3x2 +^ h (vi) x x3 4 12- -  

 (vii) cos sinx x x4 33- -   (viii) x1 1
2-

 2.(i) ( )x
xe

1
x

2+
  (ii) 

x x
x

1
2 1
2 2

2

- +

+

^
^ h

h  (iii) e
e

1 x

x
2+^ h  

 3.(i)  cos sinx x x+  (ii) sin cose x xx +^ h

 (iii) loge x x x1 1x + + +` j   (iv) cos x2      (v) e x x 3x 2 +^ h

 4.(i) sin x2  (ii) sin x2-  (iii) cos sinx x2
3 2-   (iv) 

x
x

1 2+

 (v) n ax bx c ax b2n2 1+ + +-^ ^h h (vi) cosx x2 2^ ^ hh  (vii) 
x x

x
1 12 2+ +

-
^ h
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ெயிற்சி 5.6

 1.(i) x
y

-   (ii) y x
y x
2

2
-
-

 (iii) – ( )
( )
y ay
x ay
2

2

+

+
 3. x x

x y
3
4

1 4 3
1 4 3
+ -
- +c m

ெயிற்சி 5.7

 1.(i) cos logsinx x
x x xsinx +8 B  (ii) sin cot log sinx x x xx +^ ^h h6 @ 

 (iii) sin sec log sinx x x1tanx 2+^ ^h h6 @ 

 (iv) x x x
x x

x x x x x
x

2
1

3 1
1 2

1
1

2
1

3
1

1
2 1

2 2- + +
- -

- + - - - -
+ +
+

^
^

^
^

h
h h

h $ .

ெயிற்சி 5.8

 1.(i) t
1
2-    (ii) t cost (iii) tani-  (iv) cot 2

i

 2. – tanx  3. sin
x

x
2
2

ெயிற்சி 5.9

 1.(i) 9y (ii) logx a a1 x
2

2- + ^ h    (iii) coseca
1 3i-

ெயிற்சி 5.10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(d) (c) (a) (b) (a) (a) (c) (a) (d) (a) (a) (d) (b)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(a) (a) (a) (c) (b) (d) (a) (a) (c) (a) (b) (d)

இதரக் ்கைக்கு்கள்

 2. 

x ′

y ′

x

y
(0, 9)

(1, 8)(–1, 8)

(2, 5)(–2, 5)

(3, 0)(–3, 0) y=
9–

x2

 

 4. 10
1-          

 6.(i)  = 1 ல் பதாடரசசியானது ேற்றும் வல்கயிடத்தக்்கது

 (ii) x = 2 ல் பதாடரசசியானது ஆனால் வல்கயிடத்தக்்கதல்ல
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கணைÖY@ாற்கள் 
அடுக்கு Exponential
அணிக்ம்காலவ Determinant
அணலேய்கம் Neighborhood
ஆதி Origin
ஆரம் Radius
இடக்ல்க எல்லல Le� limit
இலடபவளி Interval
இலை ம்காடு்கள் Parallel lines
இலைக் ்காரணி Cofactor
இயக்குவலர Directix
இயற்்கணித ொரபு்கள் Algebric functions
இரட்லட மநரக்ம்காடு்கள் Pair of straight lines
5ருறுப்பு Binomial
உட்ெடு Implicit
உருோற்று சூத்திரங்கள் Transformation formulae
உள்�டு Input
எணணுதலின ப்காள்ல்க Principle of counting
எல்லல Limit
ஒரு ெடிக்்காரணி Linear factor
ஒரு புள்ளி வ�க் ம்காடு Concurrent Line 
ஒருஙகிலைவுப் புள்ளி Point of concurrency
்கணிதத் பதாகுத்தறிதல் Mathematical Induction
்கார�யப் பெருக்்கம் Factorial
்கால் ெகுதி்கள் Quadrants
குவியத்தூரம் Focal distance
குவியம் Focus
குறிச ொரபு Signum function
·ட்டல் ேற்றும் ்க�த்தல் விகித ெேம் Componendo and dividendo.
·ட்டுக் ம்காைங்கள் Compound angles
·ம்பு பவட்டி்கள் Conics
ப்கழு Coe�cient
ம்காைம் Angle
ெஙகிலி விதி Chain rule
ெேனி (அல்லது) முற்பைாருலே Identity 
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ெேனொடு Equation
ொரா உறுப்பு Independent term
ொரா ோறி Independent variable
ொரநத ோறி Dependent variable
ொரெ்கம் � அரங்கம் Domain
ொரபு Function
சிற்ைணிக் ம்காலவ்கள் Minors
பெஙகுத்து ம்காடு Perpendicular line
பெáவ்கலம் Latus rectum
மெரப்பு அணி Adjoint Matrix 
மெரவு Combination
தனனிசலெ ோறிலி்கள் Arbitrary constants
திலெயிலி Scalar
திரிம்காைமிதி முற்பைாருலே்கள் Trignometric identities
திரிம்காைமிதி விகிதங்கள் Trignometry Ratios
திைநத இலடபவளி Open interval
துலைக் ம்காைங்கள் Allied angles
துலையலகு Parameter
துலையலகு ொரபு்கள் Parametric functions
பதாடர  வல்கயிடல் Successive di�erentiation
பதாடரசசி Continuous
பதாடும்காடு Tangent
பதாடும்காட்டின �ளம் Length of the tangent
நாண Chord
நியேப்ொலத அல்லது இயஙகுவலர Locus
நிலர நிரல் ோற்று அணி Transpose of a Matrix
மநரக் ம்காடு Straight line
மநரோறு அணி Inverse Matrix 
மநரோறு ொரபு Inverse function
ெகுதிப் பினனங்கள் Partial fractions
ெகுப்ொயவு Analysis
ெரவலளயம் Parabola
ொல்க அளலவ Degree measure
ொஸ்்கலின முக்ம்காைம் Pascal’s Triangle
பூசசியக் ம்காலவ அணி Singular Matrix 
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பூசசியேற்ைக் ம்காலவ அணி Non-Singular Matrix 
எணணுதலின பெருக்்கல் ப்காள்ல்க Multiplication Principle of counting
ேடக்ல்க Logarithmic
ேடஙகு ம்காைம் Multiple angle
ேட்டு Modulus
ோறி Variable
ோறிலி Constant
முக்ம்காை அணி Triangular Matrix 
முழுலேயான ோறிலி்கள் Absolute constants
முலன Vertex
Âடிய இலடபவளி Closed interval
Âலல விட்ட அணி Digonal Matrix 
லேய  உறுப்பு Middle term
லேயம் Centre 
மரடியன அளவு � ஆலரயன அளவு Radian measure
வல்க�டு Derivative
வட்ட வரிலெ ோற்ைம் Circular Permutation
வட்டம் Circle
வரிலெ ோற்ைங்கள் Permutations
வலக்ல்க எல்லல Right limit
விகித முறு ம்காலவ Rational Expression
விஞ்சிய ொரபு்கள் Transcendental functions
விட்டம் Diameter
வில்லின �ளம் Length of the arc.
 செ்கம்  �  சசு Range
பவட்டும் புள்ளி Point of intersection
பவளிெடு Explict
பவளி�டு Output

¦±க்கÕகள்
பொ.ஆ.மு - பொது ஆணடுக்கு முன :  கி.மு. வின தற்மொலதய ெயனொடு
பொ.ஆ.  - பொது ஆணடு :  கி.பி. யின தற்மொலதய ெயனொடு
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துணை நூற் பட்டியல்
1. Introduction to Matrices, S.P.Gupta , S.Chand & Company
2. Matrices, Shanthi Narayanan,S.Chand & Company
3. Matrices and Determinants,P.N.Arora, S.Chand & Company
4. Topics in Algebra, I.N.Herstein, Vikas Publishing Company
5. Algebra A Complete Course , R.D.Sharma, Sultan Chand & Sons
6. Analytical Geometry, T.K.Manicavachagon Pillay, S.Narayanan, S.Viswanathan Publishers
7. Analytical Geometry,P.K.Mittal, Shanthi Narayanan, Durai Pandiyan, S.Chand & Company
8. Trigonometry, R.D.Sharma, Sulatan Chand & Sons
9. A Text Book of Trigonometry, M.D Raisingania and Aggarwal

10. Trigonometry, D.C.Sharma, V.K.Kapoor, Sulatan Chand & Sons
11. Trignonometry, S.Arumugam , S.Narayanan, T.K.Manicavachagon Pillay, New Gama 

Publications, S.Viswanathan Printers and Publishers Pvt. Ltd.
12. Calculus, Mohamd Arif, S.Narayanan, T.K.Manicavachagon Pillay, S.Viswanathan Printers 

and Publishers Pvt. Ltd.
13. Di�erential and Integral Calculus, N.Piskunov, Mir Publishers, Moscow
14. Di�erential and Integral Calculus,Schamum’s Outline Series,Frank Ayres
15. Calculus (Volume I & II ), Tom.M.Apostol, John Wiley Publications
16. Calculus : An Historical Approach, W.M, Priestly (Springer)
17. Calculus with Analytic Geometry (Second Edition) George F.Simmons, �e Mcgraw Hill
18. Application of Di�erentiation, S.Narayanan, T.K.Manicavachagon Pillay, , S.Viswanathan 

Printers and Publishers Pvt. Ltd.
19. Application of Di�erentiation,P.N.Arora, S.Arora, S.Chand & Company
20. Financial Mathematics, O.P.Malhotra, S.K.Gupta, Anubhuti Gangal, S.Chand & Company
21. Financial Mathematics ,Kashyap Trivedi, Chirag Trivedi, Pearson India Education Services 

Pvt. Ltd
22. Descriptive Statistics,  Richard I.Levin, David S.Rubin,  Prentice Hall Inc,Englewood, 

N.J.U.S.A
23. Statistical Methods, S.K.Gupta, Prentice Hall Inc,Englewood, N.J.U.S.A
24. Descriptive Statistics, Anderson, Sweenas, Williams, Library of Congress Cataloging in 

Publication Data
25. Correlation and Regression Analysis, Dr.S.P.Gupta, P.K. Gupta, Dr.Manmohan, Sultan 

Chand & Sons
26. Correlation and Regression Analysis, John.S.Croucher, Mc Graw-Hill Australia Pvt Limited
27. Operations  Research, Dr.S.P.Gupta, P.K. Gupta, Dr.Manmohan, Sultan Chand & Sons
28. Operations Research, A.Ravindran, James J.Solberg, Willey Student Edition
29. Operations Research, Nita H.Shah, Ravi.M.Gor, Hardik Soni, Kindle Edition
30. Operations Research, Frederick S.Hilton, Gerald J.Lieberman,Mc Graw Hill Education
31. Business Mathematics, HSC First & Second Year, Tamilnadu Text Book Corporation, 

Reprint 2017
32. Mathematics, HSC First & Second Year, Tamilnadu Text Book Corporation, Reprint 2017
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வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல் – மமல் நிணை முதைாமாண்டு
வல்லுநர்கள், மேலாயவாளர்கள் ேற்றும் நூலாசிரியர்கள் பெயர ெட்டியல்

ொடத் தயாரிப்புக்குழு தலலவர
திரு. ந. இரமேஷ்,
இலைப் மெராசிரியர (ஓயவு), ்கணிதத்துலை, 
அரசு ்கலலக் ்கல்லூரி (ஆண்கள்), 
நநதனம், பெனலன

மேலாயவாளர்கள்
முலனவர, ோ. பர. சீனிவாென
மெராசிரியர ேற்றும் துலைத் தலலவர 
புள்ளியியல் துலை, பெனலன ெல்்கலலக் ்கழ்கம்,  
பெனலன

முலனவர. பத,அறிவுலடநம்பி
இலைப் மெராசிரியர, ்கணிதத்துலை,  
அணைா ெல்்கலலக் ்கழ்கம்,  
பெனலன

ொடப் பொருள் வல்லுநர்கள்
முலனவர. மவணு பிர்காஷ்,
இலைப் மெராசிரியர  ேற்றும் துலை தலலவர, 
புள்ளியியல் துலை, ோநிலக் ்கல்லூரி , பெனலன
முலனவர. இரா. திருேலலசொமி, 
இலைப் மெராசிரியர, 
்கணிதத்துலை, அரசு ்கலலக் ்கல்லூரி (ஆண்கள்), 
நநதனம், பெனலன

முலனவர. ெ. பெ. பவங்கமடென, 
இலைப் மெராசிரியர , 
்கணிதத்துலை, அரசு ்கலலக் ்கல்லூரி (ஆண்கள்), 
நநதனம், பெனலன
திருேதி மே. தில்கம்
உதவிப் மெராசிரியர , புள்ளியியல் துலை, 
ோநிலக் ்கல்லூரி , பெனலன

ொடக்குழு பொறுப்ொளர
திரு ஆ. இரவிக்குோர
துலை இயக்குநர 
ோநிலக் ்கல்வியியல் ஆராயசசி ேற்றும் நிறுவனம், 
பெனலன

ொட நூல் ஒருஙகிலைப்ொளர
திரு.சு.ொபு
உதவி மெராசிரியர 
ோநிலக் ்கல்வியியல் ஆராயசசி ேற்றும் நிறுவனம், 
பெனலன

நூலாசிரியர்கள்
திரு .தி.பி. சுவாமி நாதன, 
முது்கலல ்கணித ஆசிரியர, 
ேலைேலல அடி்களார அரசு மேல்நிலலப் ெள்ளி ெல்லாவரம் பெனலன-43

திரு .ஹரி. பவங்கமடஷ், 
முது்கலல ்கணித ஆசிரியர, 
ெர இராேொமி முதலியார மேல்நிலலப்ெள்ளி, 
அம்ெத்தூர, பெனலன 600 053.

திரு .ஆ. ோரியப்ென, 
முது்கலல ்கணித ஆசிரியர, 
அறிஞர அணைா ந்கராட்சி ஆண்கள், மேல்நிலலப் ெள்ளி, 
பெங்கல்ெட்டு, ்காஞ்சிபுரம் ோவட்டம்

திரு .எஸ். எப். மு்கேது முல்கதீன சுலலோன  
முது்கலல ்கணித ஆசிரியர, 
ேலைேலல அடி்களார அரசு மேல்நிலலப் ெள்ளி 
ெல்லாவரம், பெனலன-43

திரு .த. ராெ மெ்கர
முது்கலல ்கணித ஆசிரியர, 
அரசு ஆண்கள் மேல்நிலலப் ெள்ளி 
குமராம் மெட்லட, ்காஞ்சிபுரம் ோவட்டம்

திருேதி.அ. சு்கனயா, 
முது்கலல ்கணித ஆசிரியர, 
அரசு மேல்நிலலப் ெள்ளி, 
ம்காவிலம் ொக்்கம், ்காஞ்சிபுரம் ோவட்டம்

திரு .பவ. ்கமைென  
முது்கலல ்கணித ஆசிரியர, 
மநரு அரசினர ஆண்கள் மேல்நிலலப் ெள்ளி 
நஙல்கநல்லூர, பெனலன-114

ொடப் பொருள் வாசிப்ொளர்கள்
திரு .மெம்ஸ் குழநலத ராஜ் 
முது்கலல ்கணித ஆசிரியர, 
புனித சூலெயப்ெர மேல்நிலலப் ெள்ளி,  
பெங்கல்ெட்டு, ்காஞ்சிபுரம் ோவட்டம்

திருேதி.பியுலா சுகுைா சீலி 
முது்கலல ்கணித ஆசிரியர, 
P.G,்காரலி மேல்நிலலப் ெள்ளி, தாம்ெரம்

திருேதி S.சுொஷினி 
முது்கலல ்கணித ஆசிரியர, 
அரசு பெண்கள் மேல்நிலலப் ெள்ளி 
குனைத்தூர, ்காஞ்சிபுரம் ோவட்டம்

திரு .்கா. ெரவைன  
கிமரஸ் பேட்ரிக்  மேல்நிலலப் ெள்ளி,  
மொரூர, பெனலன-600 116. 

ICT ஒருஙகிலைப்ொளர
தா. வாசுராஜ்
ெட்டதாரி ஆசிரியர ( ்கணிதம் ) 
ஊ.ஒ.ந.நி. ெள்ளி, ப்காெப்பூர, திருவள்ளுர ோவட்டம்

்கலல ேற்றும் வடிவலேப்புக் குழு
தலலலே ஒருஙகிலைப்ொளர  
வடிவலேப்பு - ஆக்்கம்
சீனிவாென நடராென

வடிவலேப்பு
ொய கிராஃபிக்ஸ், பெனலன

Qc-
ம்காபு இராசுமவல் 
கி. பெரால்டு வில்ென
ெ. தமிழ்குேரன
ரா. ரகுெதி
அட்லட வடிவலேப்பு - ்கதிர ஆறுமு்கம்

ஒருஙகிலைப்பு
ரமேஷ் முனிொமி
தட்டசசு
பெ. துளசி

இநநூல் 80 ஜி.எஸ்.எம்.  
எலி்கணட் மேப்லித்மதா தாளில் அசசிடப்ெட்டுள்ளது.  
ஆப்பெட் முலையில் அசசிட்மடார:

Books for Ref_TM.indd   230 19/04/18   7:28 PM



குறிப்பு

Books for Ref_TM.indd   231 19/04/18   7:28 PM



குறிப்பு

Books for Ref_TM.indd   232 19/04/18   7:28 PM



குறிப்பு

Books for Ref_TM.indd   233 19/04/18   7:28 PM



குறிப்பு

Books for Ref_TM.indd   234 19/04/18   7:28 PM




