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அறிமுகம்

வதாட க யீ ட லி ன	
ெரலைாறு	 2500	 ஆணடு
களுககு	முனபிருந்தத	வதாடஙகபபடடு	

விடடது.	 கிதரகக	 கணிதவியலைார்	 ஆணடிஃபான	 அெர்கள்	 [கி.மு.
(வபா.ஆ.மு.)	 430]	 எளிய	 பலைதகா்ணஙகள்	 மறறும்	 சிககலைான	
ெடளெடரகளின	பரபபுகடள	 “முழுடமயாககும்	முடறயில்”	 காணும்	
முடறடய	 அறிமுகபபடுத்தினார்.	 (முழுடமயாககும்	 முடற	 எனபது	
வகாடுககபபடட	 பரபடப	 எண்ணறற	 முகதகா்ணஙகளாக	 பிரித்து	
பரபபு	 காணுதல்)	 சிககலைான	 	 ெடளெடரகளால்	 சூழபபடட	 பரபபிடன	
முழுடமயாககும்		முடறயில்	காணுதடலை	முதன	முதலில்	ஆணடிஃபன	
கணடுபிடித்திருந்தாலும்,	 கணிததமடத	 யுடாகெஸ்	 அெர்கள்	
முழுடமயாககும்	முடறடய	தர்கக	ரீதியாக	தமம்படுத்தினார்.	பினெரும்	
ொள்களில்	 யூகளிட	 அெர்கள்,	 ெடடத்தின	 பரபடப	 காணபதறகு	
முழுடமயாககும்	முடறடய	பயனபடுத்தினார்.

 ஆர்ககிமிடிஸ்	 [கி.மு.	 (வபா.ஆ.மு.)	 287	 -	 கி.மு.	 (வபா.ஆ.மு.)	 217]	 அெர்களும்	 இதத	 முழுடமயாககும்
	முடறடய	பயனபடுத்தி,	பரெடளயத்தால்	சூழபபடட	பரபடப	கணடறிந்தார்.	முழுடமயாககும்	முடறதய,	
வதாடகயீடல்	 மூலைம்	 ெடளெடரகளால்	 சூழபபடட	 பரபடப	 காணும்	 முடறயாக	 தமம்படுத்தபபடடது.	
வதாடகயீடல்	மூலைம்	பரபடப	காணும்	முடறடய	இந்த	அத்தியாத்தில்	ொம்	காணதபாம்.

3

ஆர்ககிமிடிஸ்
	[கி.மு.	(வபா.ஆ.மு.)	287	-	
கி.மு.	(வபா.ஆ.மு.)	217]

கற்றல் தெகாக்கங்கள்
இந்த	 அத்தியாயத்டத	 படித்த	
பினபு,	 பினெரும்	 பாடக	
கருத்துககடள	 மா்ணெர்கள்	
ெனகு	புரிந்து		வகாள்ள	இயலும்.

 z ெடரயறுககபபடட
வதாடகயீடடின	ெடிெ
கணித	விளககம்

 z ெடளெடரயால்	சூழபபடட	அரஙகத்தின	
பரபடப	வதாடகயீடடலை	பயனபடுத்திக	
கா்ணல்.

 z நுகர்தொர்	உபரி	மறறும்	உறபத்தியாளர்	
உபரியின	கருத்துககள்.

 z வபாருளாதாரம்	 மறறும்	 ெணிகவியலில்	
வதாடகயீடலின	பயனபாடுகள்.

3.1   பககாடுக்கப்்படை வளைவளையின் கீழ் 
அளமந்த அைங்கத்தின் ்பைப்பு (The area of 
the region bounded by the curve)

 ஆய	 அச்சுகளுடன	 ஒரு	 ெடளெடர	
ஏறபடுத்தும்	 அரஙகத்தின	 பரபடப	 வதாடகயீடல்	
மூலைம்	 ொம்	 கா்ணலைாம்.	 இரு	 ெடளெடரகளுககு	
இடடபபடட	 பரபடப	 க்ணககிடும்	 முடறடயயும்	
இஙகு	ொம்	காணதபாம்.

3.1.1   வளையறுக்கப்்படை பதகாளகயீைலின் 
வடிவகணித விைக்கம்
(Geometrical Interpretation of Definite 
Integral as Area under a curve):

 x a= மறறும்	 x b= 	 எனும்	 எல்டலை
களுககுள்,	 	 x 	 அச்சுடன	 	 y f x= ( ) 	 எனும்	
ெடளெடர	ஏறபடுத்தும்	அரஙகத்தின	பரபடப	ொம்	
காணபதாகக	வகாள்தொம்.
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64 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

	 படம்	 3.1	 லிருந்து.	 	 இடடவெளி	 	 a b  	
ஆனது	 ∆xi 		அளவுடடய		 xi xi−





1, 		எனும்	n	

சிறு	இடடவெளிகளாக	பிரிககபபடுகிறது	எனக.		

	 அதாெது	 x xi i xi− = ∆−1 	 	 ஏததனும்	 ஒரு	

xi xi xi
′ ∈ −





1, ககு f xi′( ) 	 	 எனபது	 	 ∆xi 	

அடிபபககமாக	வகாணட	n	வெவெகஙகளின	உயரம்	
எனக.	
i	ெது	வெவெகத்தின	பரபபு			 A x f xi i i= ∆ ′( ).

சூழபபடட	வமாத்தபபரபபு   A f x xi i
i

n

= ′( )∆
=
∑

1

X

Y

y = f(x)

a = ′x0 b = nx′Dx
i

f(x)

படம் 3.1

Q

′ ′( )( )x x
0 0
, f ′ ′( )( )x x

n n
, f

 ெடரயறுககபபடட	வதாடகயீடலின	ெடரயடர	
யிலிருந்து f x( )  எனபது	 a b,[ ] , a < b	 இல்	
ெடரயறுககபபடட	ொர்பு	எனில்	ெடரயறுககபபடட	
வதாடகயீடானது

f x dx
a

b

( ) =∫
lim
∆ →xi 0

f x xi i
i

n

′( )∆
=
∑

1
 ஆகும்.

 ெடளெடரககு	 கீழ்	 அடமந்த	 பரபபானது,		
வெவெகஙகளின	எணணிகடகடய	எண்ணறறடெ	
யாக	 அதிகரிககும்	 வபாழுது	 முழுடமயாகிறது.	
இதுதெ	ெடரயறுககபபடட	வதாடகயீடலின	ெடிெ	
கணித	விளககமாகும்.

 y=f(x) எனற	 ெடளெடர,	 x	 அச்சு,	 	 x = a		
மறறும்	x = b		ஆகியெறறால்	சூழபபடட	அரஙகத்தின	
பரபபானது,

 A ydx
a

b

= ∫  

     = ∫ f x dx
a

b

( ) X

Y
y = f(x)

x 
= 

a

x 
= 

b

A B

CD
படம் 3.2

(i)  y f x= ( )  எனற	ெடளெடர,	x -அச்சு,		x = 
a	 	 மறறும்	 x = b	 எனும்	 எல்டலைககுள்,	 x	
-அச்சுடன	 ஏறபடுத்தபபடும்	 அரஙகத்தின	
பரபபு,	x	அச்சின	கீழ்	அடமயும்	எனில், 

  A = −∫ y dx
a

b

= −∫ f x dx
a

b

( )

X

Y

y = f(x)

x 
= 

a

x 
= 

b

A
B

CD

படம் 3.3

(ii) x f y= ( )  எனற	ெடளெடர	ஆனது	 y=c 
மறறும்	 y=d	 எனற	 எல்டலைககளுககுள்	 y	
-அச்சுடன	ஏறபடுத்தபபடும்	அரஙகத்தின		பரபபு	y	
-அச்சுககு	ெலைபபுறம்	அடமயும்	எனில்,	

  A  = xdy f y dy
c

d

c

d

= ∫∫ ( )

Y

X

x = f(y)

y = c

y = d
D B

C A

படம் 3.4

(iii) x f y= ( )  எனும்	ெடளெடரயானது	y=c	
மறறும்	 y=d எனும்	 எல்டலைககுள்	 y	 -அச்சுடன		
ஏறபடுத்தும்	 அரஙகத்தின	 பரபபு	 y-அச்சுககு	
இடதுபுறம்	அடமயும்	எனில், 

  A xdy f y dy
c

d

c

d

= − = −∫∫ ( )

Y

X

x = f(y)

y = c

y = d DB

CA

படம் 3.5

குறிப்பு
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65த�ொகை நுணைணி�ம்–II

இரு வளைவளைகளுக்கு இளைப்்படை ்பைப்பு (Area 
between two curves) 
 f(x) மறறும்	 g(x)	 	 எனபன	 [a, b]-ல்	
ெடறயறுககபபடட	 f x g x a b( ) ( ),> ≤ 	எனுமாறு	
உள்ள,	வதாடர்ச்சியான	இரு	ொர்புகள்	எனக.	
 x=a மறறும்	 x=b	 	 எனும்	 எல்டலைகளுககுள்	
இவெடளெடரகளுககு	இடடபபடட	பரபபு

  A f x g x dx
a

b

= −[ ]∫ ( ) ( ) .

Y

Xo

y = f(x)

படம் 3.6

y = g(x)

x = a x = b

எடுத்துக்ககாடடு 3.1
 y x= +4 3  எனற	 ெடளெடர,	 	 x	 -அச்சு,	
x=1	 மறறும்	 x=4	 	 ஆகியெறறுடன	 ஏறபடுத்தும்	
பரபடபக	காணக.

தீர்வு:

Y

Xx = 4x = 1

படம் 3.7

y =
 4x

+3

பரபபு	 = ∫ ydx
1

4

 = +( )∫ 4 3
1

4

x dx

 = + 2 32
1

4
x x = + − −32 12 2 3  

 = 39 ெதுர	அலைகுகள்.
எடுத்துக்ககாடடு 3.2 
  x y− − =2 12 0  எனற	ெடளெடரயானது		
y		-அச்சு,		y = 2	மறறும்	y = 5		எனற	தகாடுகளுடன	
ஏறபடுத்தும்	பரபடபக	காணக.

தீர்வு:
 

x y
x y

− − =
= +

2 12 0
2 12

Y

X

y = 5

y = 2

படம் 3.8

x–
2y

–12
 = 0

ததடெபபடும்	பரபபு

 

=

= +( ) = + 

∫

∫

x dy

y dy y y

2

5

2

5
2

2

5
2 12 12

     

 = +( )− +( ) =25 60 4 24 57  ெதுர	அலைகுகள்.

y = mx+c எனற	தகாடு		x = 0 மறறும் x = a 
எனும்	எல்டலைகளுககுள்	x-அச்சுடன	
ஏறபடுத்தும்	பரபபு = |

1
2

 (a)[(x = 0

எனும்தபாது y -ன	மதிபபு) +(x = a 
எனும்தபாது y -ன	மதிபபு)]|

எடுத்துக்ககாடடு 3.3 
 y x= −4 2  எனற	பரெடளயம்,	x -அச்சு,	x = 
0 மறறும் x = 2 எனற	 தகாடுகளுடன	 ஏறபடுத்தும்	
அரஙகத்தின	பரபடபக	காணக.
தீர்வுs:

Y

Xo x = 2

படம் 3.9
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66 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

y x= −4 2

ததடெயான	பரபபளவு   =  ydx x dx= −∫∫ ( )4 2

0

2

0

2

  = −








4

3

3 2

0

x x = −8 8
3

  = 16
3

 ெதுர	அலைகுகள்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.4
 y x=  மறறும்	 x=–1, x=2	 	 எனும்	
எல்டலைகளுககுடபடட	அரஙகத்தின	பரபபு	காணக.

தீர்வு:
Y

Xx = 2
x = –1

படம் 3.10

0

ததடெபபடும்	பரபபு =  − +
−
∫ ∫xdx x dx
1

0

0

2

    
= −









 +











−

x x2

1

0 2

0

2

2 2
= − −





+ −





0 1
2

4
2

0

= 5
2

 ெதுர	அலைகுகள்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.5
 y x2 8=  எனற	 பரெடளயம்	 அதன	
வெவெகலைத்துடன	ஏறபடுத்தும்	பரபடபப	காணக.

தீர்வு
 y x2 8=   (1)

திடட	ெடிெம் y ax2 4= ,  உடன	ஒபபிட

  
4 8

2
a
a

=
=

வெவெகலைத்தின	ெமனபாடு	: x = 2

Y

X

படம் 3.11

F(2, 0)

 ெமனபாடு	 (1)	 ஆனது	 	 x	 -அச்டெ	 வபாருத்து	
ெமச்சீர்	ஆதலைால்,
 ததடெயான	பரபபு	=	2	[முதல்	கால்பகுதியில்	
ெமனபாடு	 1ஆனது	 x = 0 மறறும்	 x = 2	 எனும்		
எல்டலைகளுககுள்	ஏறபடுத்தும்	பரபபு]

 = 2
0

2

y dx∫

 = 2 8 2 2 2
0

2 1
2

0

2

xdx x dx∫ ∫= ( )

 = 4 2 2
3

4 2 2 2
3

3
2

0

2 3
2x

















= × ×

 = 
32
3

 ெதுர	அலைகுகள்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.6
 y x= + 3 எனற	 ெடளெடரடய	 ெடரக.		

தமலும்	 x dx+
−
∫ 3
6

0

	-இன	மதிபடபககாணக.

தீர்வு:
y x= + 3  = 

x x
x x
+ ≥ −

− +( ) < −




3 3
3 3
,

,
Y

X0–3–6

படம் 3.12

y =
 x+3y =–(x+3)

X՛
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67த�ொகை நுணைணி�ம்–II

ததடெபபடும்	பரபபு		= ydx
−
∫
6

0

 = y dx ydx+
−−

−

∫∫
3

0

6

3

 = − +( ) + +( )
−−

−

∫∫ x dx x dx3 3
3

0

6

3

 = −
+( )











+
+( )











−

−

−

x x3
2

3
2

2

6

3 2

3

0

 = − −





+ −





=0 9
2

9
2

0 9ெதுர	அலைகுகள்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.7 
 வதாடகயிடடலைப	பயனபடுத்தி	a	அலைகு	ஆரம்	
உடடய	ெடடத்தின	பரபடபககாணக.

		 a x dx x a x a x
a

c2 2 2 2
2

1

2 2
− = − + +













∫ −sin

தீர்வு

X՛

Y ՛

Y

X

படம் 3.13

a0–a

ெடடத்தின	ெமனபாடு,  x y a2 2 2+ =   ... (1)

 y  =  0 என	(1) -ல்	பிரதியிட  x2  =  a2

 ⇒  x  =  ±  a
 வகாடுககபபடட	ெடளெடர	ஆனது	இரு	
அச்சுகடளப		வபாறுத்து	ெமச்சீர்	ஆகும்.	எனதெ
ததடெபபடும்	பரபபு = 4 [முதல்	கால்பகுதியில்	 x = 
0,	 x = a	 எனும்	 எல்டலைககுள்	 ெடரயறுககபபடும்
அரஙகத்தின	பரபபு]

= 4
0

y dx
a

∫  

குறிபபு:

=  4 4
2 2

2 2

0

2 2
2

1

0

a x dx x a x a x
a

a a

− = − +








∫ −sin

=  4 0
2

4
2

1 4
2 2

2
1

2
1

2

+ 













 = ( )





=− −a a
a

a asin sin p
 

= pa 2  ெதுர	அலைகுகள்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.8 
 வதாடகயிடல்	 முடறடயப	 பயனபடுத்தி	
y x2 16=  எனற	 பரெடளயம்	 x = 4	 	 எனற	
தகாடடுடன	 ஏறபடுத்தும்	 அரஙகத்தின	 பரபடபக	
காணக.
தீர்வு:

Y

X

படம் 3.14

O F(4, 0)

 y x2 16=  எனபது	 ெலைது	 புறமாக	
திறந்திருககும்		பரெடளயமாகும்.
ததடெபபடும்	பரபபு = 2 ydx

a

b

∫

 = 2 16
0

4

x dx∫

 = 8
1
2

0

4

x dx∫ =

















8 3
2

3
2

0

4

x

 = ( )





=16
3

4 128
3

3
2  ெதுர	அலைகுகள்.

்பயிற்சி 3.1

1.	 	வதாடகயிடடலைப	 பயனபடுத்தி	 2 8y x+ =
எனற	 தகாடு,	 	 x -அச்சு	 	 மறறும்	 x = 2, x = 4		
எனனும்	எல்டலைககுள்	ஏறபடுத்தும்	அரஙகத்தின	
பரபடபக	காணக.

(பரெடளயம்	x- அச்டெ	
வபாருத்து	ெமச்சீர்)
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2.   y x− − =2 4 0  எனற	தகாடு, y=1	மறறும்		y=3	
எனும்	 எல்டலைககுள்	 y-அச்சுடன	 ஏறபடுத்தும்	
பரபடபக	காணக.

3.  2 4y ax= எனற	 பரெடளயம்	 அதன	 வெவெக	
லைத்துடன	ஏறபடுத்தும்	பரபடபக	காணக.

4.  y = x எனும்	 தகாடு,	 	 x	 	 -அச்சு,	 x = 1 மறறும்		
x = 2	எனும்	எல்டலைககுள்	ஏறபடுத்தும்	பரபடபக	
காணக.

5.	 	வதாடகயிடடலை	 பயனபடுத்தி y x− =1  எனற	
தகாடு,	x	 	 -அச்சு,	x = –2 மறறும் x = 3	எனனும்	
எல்டலைககுள்	ஏறபடுத்தும்	அரஙகத்தின	பரபடபக	
காணக. 

6.	 	வதாடகயிடடலைப	 பயனபடுத்தி	 y x= 4 2  எனற	
பரெடளயம்,	x = 0, y = 0	 மறறும்	 y = 4	 எனும்	
தகாடுகளுடன	ஏறபடுத்தும்	பரபடபக	காணக.

7.  y x= 2  எனற	பரெடளயத்திறகும்	y = 4	எனற	
தகாடடிறகும்	இடடபபடட	பரபடபக	காணக.

3.2    ப்பகாருைகாதகாைம் மற்றும் வணிகவியலில் 
பதகாளகயீடடின் ்பயன்்பகாடுகள் (Application of 
Integration in Economics and Commerce).

 இதறகு	 முந்டதய	 பாடபபகுதியில்	 வமாத்த	
வெலைவுச்	 	 ொர்பு,	 வமாத்த	 ெருொய்	 ொர்பு	 மறறும்	
ததடெச்	 ொர்பு	 வகாடுககபபடடு	 இருபபின	
அதறகான	இறுதிநிடலை	வெலைவுச்ொர்பு,	இறுதிநிடலை	
ெருொய்	ொர்பு	மறறும்	ததடெ	வெகிழ்ச்சி	காணும்	
முடறகடள(க)	 கறதறாம்.	 அதறகு	 மாறாக	
இறுதிநிடலைச்	ொர்பு	வகாடுககபபடடிருபபின	வமாத்த	
ொர்டபக	காணும்	முடறடய	இஙகு		கா்ணலைாம்.

3.2.1.   இறுதிநிளை பெைவுசெகார்பிலிருந்து பமகாத்த 
பெைவுசெகார்ள்பக் ககாணுதல்  (Cost functions 
from marginal cost functions)

 வமாத்த	வெலைவுச்	ொர்பு	C	மறறும்	 	x	 	எனபது	
உறபத்தியின	அளவு	எனில்,

இறுதி	நிடலைச்வெலைவுச்	ொர்பு: MC dC
dx

=  ஆகும்.

∴       வெலைவுச்	ொர்பு :  C MC dx k= ( ) +∫
 இஙகு	 k	 எனபது	 வதாடகயீடடின	 மாறிலி.	
க்ணககில்	 	 வகாடுககபபடட	 விெரஙகடளப	
பயனபடுத்தி	k	-ன	மதிபடபக	கா்ணலைாம்.

தமலும்,	ெராெரி	வெலைவுச்	ொர்பு	: AC C
x

x= ≠, 0

எடுத்துக்ககாடடு 3.9
 	காலைணிகளின		உறபத்தியின	எணணிகடக		
x-ஐ	வபாறுத்த	இறுதிநிடலை	வெலைவு 6 10 6 2+ −x x  
எனக.  ஒரு	 த�ாடி	 	 காலைணிகள்	உறபத்திககான	
வெலைவு	`12	எனில்,	வமாத்தச்	வெலைவு	மறறும்	ெராெரி	
வெலைவு	ஆகியெறடறக	காணக.

தீர்வு:
	 வகாடுககபபடட	இறுதிநிடலை	வெலைவுச்	ொர்பு	:	 
MC = 6 10 6 2+ −x x

 C = MC dx k+∫
  = + −( ) +∫ 6 10 6 2x x dx k

  = + − +6 5 22 3x x x k  (1)

x = 2 எனும்	தபாது C = 12

 ∴ 12 =12 20 16+ − + k

      k = −4

        C = 6 5 2 42 3x x x+ − −

ெராெரி	வெலைவு : 
C
x

x x x
x

= + − −6 5 2 42 3

    = 6 5 2 42+ − −x x
x

எடுத்துக்ககாடடு 3.10
 ஒரு	 நிறுெனத்தில்,	 x	 அலைகு	 வபாருள்கள்	
தயாரிபபதறகான	 இறுதிநிடலைச் 	 வெலைவு 

MC x x= + −125 10
9

2

.  இதன	 மாறாச்	 வெலைவு	
`250	 எனில்	 15	 அலைகுகள்	 தயாரிபபதறகான	
வெலைடெக	காணக.

தீர்வு:
MC  = 125 10

9

2

+ −x x

C = MC dx k+∫
 = + −







+∫ 125 10

9

2

x x dx k

 = + − +125 5
27

2
3

x x x k

நிடலையான	வெலைவு	:		k = 250

∴ C = 125 5
27

2502
3

x x x+ − +
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x = 15   எனில்,
        C = 125 15 5 15

15
27

2502
3

( ) + ( ) − ( ) +

  = + − +1875 1125 125 250
        C = ₹ 3,125 

எடுத்துக்ககாடடு 3.11
 இறுதி	நிடலை	வெலைவுச்	ொர்பு MC ex= +2 5  
எனில்,		(i) C (0)=100  எனும்	 	 தபாது	 C	 டயக	
காணக. (ii) ெராெரிச்	வெலைவு	AC -ஐக	காணக.

தீர்வு:
வகாடுககபபடட MC = 2 5+ ex

       C = MC dx k+∫
  = +( ) +∫ 2 5e dx kx

  = + +2 5x e kx

(i) x C= = ⇒0 100,

 100 = 2 0 5 0( ) + ( ) +e k

   k = 95

    ∴ C = 2 5 95x ex+ + .

(ii) ெராெரி	விடலை  = 
C
x

x e
x

x

= + +2 5 95

      AC = 2
5 95+ +

e
x x

x

.

வைர்சசி வீதம் அல்ைது விற்்பளை வீதம் (Rate of 
growth or sale)
	 ஒரு	 ொர்பின	 ெளர்ச்சி	 வீதம்	 அல்லைது	
விறபடன	வீதமானது	t-ல்	ஒரு	ொர்பு	எனக.	இஙகு	
t	எனபது	காலை	அளடெக	குறிககும்.	எனதெ,	t	காலை	
அளவில்	 உறபத்தி	 வபாருளின	 வமாத்த	 	 ெளர்ச்சி	
அல்லைது	வமாத்த	விறபடனயானது   

f t dt t r
r

( ) ,
0

0∫ ≤ ≤  ஆகும்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.12
 புதிய	 உறபத்தி	 வபாருளின	 விகிதச்	 ொர்பு
f x e x( ) = − −100 90    எனக.	 இஙகு	 x	 எனபது	
ெந்டதயில்	 அபவபாருள்	 கிடடககும்	 ொள்களின	
எணணிகடக	 எனக.	 முதல்	 ொனகு	 ொள்களில்	
அந்த	வபாருளின	வமாத்த	விறபடனடயக	காணக. 
(e–4=0.018)

தீர்வு:
வமாத்த	விறபடன = 100 90

0

4

−( )−∫ e dxx

 = 100 90
0

4
x e x+( )−

 = 400 90 0 904+ − +( )−e
 = 400 90 0 018 90+ −( . )
 = 311.62 அலைகுகள்

எடுத்துக்ககாடடு 3.13
 ஒரு	 நிறுெனம்	 	 200	 வதாழிலைாளர்கடளக	
வகாணடு	ொரத்திறகு	50,000 அலைகுப	வபாருள்கடள	
உறபத்தி 	 வெய்கிறது . 	 அதிகபடியான	 x -	
வதாழிலைாளர்கடள	தெடலைககு	அமர்த்துெதன	
மூலைம்	 	 வபாருளின	 உறபத்தி	 வீதச்	 ொர்பு	

300 5
2

3− x  ஆகும் .  6 4  வதாழிலைாளர்கடள	
மிகுதியாக	 தெடலைககு	 அமர்த்துெதன	 மூலைம்	
அந்நிறுெனம்	 உறபத்தி	 வெய்யும்	 வபாருள்களின	
எணணிகடகடய	காணக. 

தீர்வு:
 x வதாழிலைாளர்கடளக	வகாணடு	அதிகபடியாக	
உறபத்தி	வெய்யும்	வபாருள்கள்	p	எனக.

      
dp
dx

 = 300 5
2

3− x

         p = 300 5
2
3

0

64

−








∫ x dx

  = 300 3
5
3

0

64

x x−












  = 300 64 3 64
5

3× − ( )  

  = 16128

 ∴   கூடுதலைாக	 உறபத்தி	 வெய்யபபடும்	
அலைகுகளின	எணணிகடக	 16,128	ஆகும்.
 ⇒ 264 வதாழிலைாளர்களால்	 உறபத்தி	
வெய்யபபடும்	வமாத்த	அலைகுகளின	எணணிகடக.
 = 50000 + 16128 = 66,128 அலைகுகள்.
எடுத்துக்ககாடடு 3.14
 ஒரு	நிறுெனத்தின	விளம்பர	பிரச்ொரத்திறகுப	
பிறகு	 அதன	 விறபடன	 விகிதச்	 ொர்பு
f t e t( ) = −3000 0 3.  ஆகும்.	 இஙகு	 t	 எனபது	
விளம்பரத்திறகு	 பிறகு	 உள்ள	 மாதஙகளின	
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எணணிகடகடய	 குறிககும்.	 4	 மாதஙகளுககுப	
பிறகு	அந்நிறுெனத்தின	ஒடடுவமாத்த	விறபடன	
டயயும்	மறறும்	ஐந்தாெது	மாதத்தின	விறபடன	
டயயும்	 காணக.	 விளம்பரத்திறகு	 பிறகு	 அந்	
நிறுெனம்	வபறும்	வமாத்த	விறபடனக	காணக.

e e− −= = 
1 2 1 50 3012 0 2231. .. , . .

தீர்வு:
 t	 மாதஙகளுககுப	 பிறகு	 நிறுெனத்தின		
வமாத்த	 விறபடன	 F(t)	 எனில்	 நிறுெனத்தின	

விறபடன	விகிதச்	ொர்பு 
d
dt

F t f t( ) = ( )

 ∴ F(t) = f t dt
t

( )
0
∫

 4	 மாதஙகளுககுப	 பிறகு	 ஒடடுவமாத்த	
விறபடன

F(4) = f t dt( )∫
0

4

 = −∫3000 0 3

0

4

e dtt.

 =
−











−

3000
0 3

0 3

0

4
e t.

.

 =-10000 e e− − 
1 2 0.

 = − −[ ]10000 0 3012 1.
 = 6988

(ii)   ஐந்தாெது		மாதத்தின	விறபடன	

	 			=  3000 0 3

4

5

e dtt−∫ .

 =
−











−

3000
0 3

0 3

4

5
e t.

.

 = − − 
− −10000 1 5 1 2e e. .

 = − −[ ]10000 0 2231 0 3012. .

 = 781 அலைகுகள்
 விளம்பரத்திறகு	பிறகு	நிறுெனத்தின		வமாத்த	
விறபடன

 = =
−

 
− − ∞∞

∫ 3000 3000
0 3

0 3 0 3
0

0

e dt et t. .

.

 = − −[ ]10000 0 1

 = 10000 அலைகுகள்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.15
  `6,40,000 விடலையுள்ள	ஒரு	இயந்திரமானது	
f (t) = 20000 t (t-ஆணடுகளில்)	 எனற	 தெமிபபு	
விகிதச்	 ொர்பின	 	 வெலைவு	 தெமிபபுடன	 ஈடு	 வெய்ய	
எத்தடன	ஆணடுகளாகும்	?
தீர்வு:
வெலைவு	தெமிபபு S(t) = 20000

0

t dt
t

∫    

  = 10000 t2

வமாத்த	வெலைடெ	ஈடுவெய்ெதறகான	காலைம்,

 10000 t2 =  640000

                  t2 = 64

                  t  = 8
 8 ஆணடுகளில்	இயந்திரத்தின	வெலைடெ	ஈடு	
வெய்யலைாம்.

3.2.2   இறுதிநிளை வருவகாய் ெகார்பிலிருந்து  
வருவகாய்செகார்பு மற்றும் ததளவசெகார்பு 
(Revenue function and Demand function from 
Marginal revenue function)

 வகாடுககபபடடுள்ள	 இறுதிநிடலை	 ெருொய்	
(Marginal	 revenue)	 ொர்பிலிருந்து	வமாத்த	ெருொய்	
(Revenue	function)	மறறும்	ததடெச்	ொர்பு(	Demand	
function)	காணுதல்.	

	 R		எனபது	ெருொய்	ொர்பு	எனில்	

இறுதிநிடலை	ெருொய்ச்	ொர்பு:	 MR dR
dx

=  

 x டய	வபாறுத்து	வதாடகக	கா்ண,

 ெருொய்	ொர்பு	: R MR dx k= ( ) +∫ .

 இதில்		k 	எனபது	ஒரு		மாறிலி,	இம்மாறிலியின	
மதிபடப	 	 	 x=0 	 மறறும்	 R=0	 	 எனப	 பிரதியிடடு	
கா்ணலைாம்.
ததடெயானச்	ொர்பு : p R

x
x= ≠, .0

எடுத்துக்ககாடடு 3.16
 இறுதி	 நிடலை	 ெருொய்	 ொர்பு
MR x x= + −35 7 3 2 எனில்,	 ெருொய்	 	 ொர்பு	
மறறும்		ததடெச்	ொர்பு	காணக.
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தீர்வு:
வகாடுககபபடட    MR = 35 7 3 2+ −x x

                      R = MR dx k( ) +∫
   = 35 7 3 2+ −( ) +∫ x x dx k

                      R = 35 7
2

2 3x x x k+ − +

x = 0 எனும்வபாழுது		R  =  0    ∴  k = 0  

                      R = 35 7
2

2 3x x x+ −

ததடெயானச்	ொர்பு	: p R
x

=

                     p = 35 7
2

2+ −x x .

எடுத்துக்ககாடடு 3.17
 ஒரு	நிறுெனத்தின	 	இறுதிநிடலை	ெருொய்	
ொர்பு MR a

x b
c=

+( )
−2 . இஙகு	 x	 எனபது	

வபாருள்களின	உறபத்தி	 மறறும்	 a, b, c	 	 எனபன	
மாறிலிகள்	 எனில்,	 	 ததடெச்	 ொர்பு		 
x a

b p c
b=

+( ) − என	நிறுவுக.

தீர்வு:
 வகாடுககபபடட	MR = a x b c+( ) −−2

 R = a x b dx c dx+( ) −− ∫∫ 2

 R = 
a x b

c x k
+( )
−

− +
−1

1
 R = −

+
− +a

x b
c x k

x = 0 எனும்வபாழுது	R = 0  

           ∴   0 = − − ( ) +a
b

c k0

 k = 
a
b

 R = −
+

− +a
x b

c x a
b

  =
− + +( )

+( ) −
ab a x b

b x b
c x

 R = 
ax

b x b
c x

+( ) −

ததடெச்	ொர்பு	 : p =
R
x

 p = 
a

b x b
c

+( ) −

 p+c = 
a

b x b+( )
 b(x+b) = 

a
p c+

 x = 
a

b p c
b

+( ) − .

பககாடுக்கப்்படை இறுதிநிளைச பெைவு ெகார்பு 
மற்றும் இறுதிநிளை வருவகாயிலிருந்து  மீப்ப்பரு 
இைகா்பத்ளதக் ககாணுதல்:
 ‘P’ எனபது	 இலைாபச்	 	 ொர்பு	 எனில், 
dP
dx

d
dx

R C dR
dx

dC
dx

MR MC= −( ) = − = −  

இருபுறமும்	x	 -டயப	வபாறுத்து	 	வதாடகக	கா்ண,

P dP
dx

MR MC dx k= = −( ) +∫∫
 இஙக	k எனபது	வதாடகயிடல்	மாறிலி	ஆகும்.	
க்ணககில்	வகாடுககபபடட	விெரஙகடளக	வகாணடு	
k-ன	மதிபடபக	கா்ணலைாம்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.18
 வகாடுககபபடட	இறுதிநிடலைச்	வெலைவு	மறறும்	
ெருொய்	 ொர்புகள்	 முடறதய ′ ( ) = +C x x50

50
 

மறறும்	 ′ =R x( ) 60 . மாறாச்வெலைவு	 வெலைவு	 ` 200	
எனில்,		மீபவபரு	இலைாபத்டதக	காணக.

தீர்வு:
க்ணககினபடி,	C(x) = ′( ) +∫C x dx k1

  = 50
50 1+





+∫ x dx k

           C(x) = 50
100

2

1x x k+ +

மாறாச்	வெலைவு	:		k1  = 200 (க்ணககினபடி)

வெலைவுச்ொர்பு	: C(x) = 50
100

200
2

x x+ +  ...(1)

இறுதிநிடலை	ெருொய்ச்ொர்பு	:	 ′ =R x( ) 60

           R(x) = ′ +∫ R x dx k( ) 2
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  = 60 2dx k+∫
  = 60x + k2

உறபத்தி	அளவு	= 0		எனில்	ெருொய்	=	0	ஆகும்.

அதாெது,	x = 0		எனும்வபாழுது	R = 0 2 0k⇒ =

∴ ெருொய்	 : R(x) = 60x (2)

இலைாபம்	:	P = வமாத்த	ெருொய்		–	வமாத்தச்	வெலைவு

  = 60 50
100

200
2

x x x− − −

  = 10
100

200
2

x x− −

 
dP
dx

 =10
50

− x

மீபவபரு	இலைாபத்திறகு, 
dP
dx

 = 0 ⇒      x = 500

 
d P
dx

2

2  = 
− <1
50

0

     ∴ x = 500  இல்,	
மீபவபரு	இலைாபம்	:     P = 10 500

500
100

200
2

( )− ( ) −

  = 5000 – 2500 – 200

  = 2300

மீபவபரு	இலைாபம் = ` 2,300.

எடுத்துக்ககாடடு 3.19
 ஒரு	 நிறுெனத்தின	 வபாருள்களின	
இறுதிநிடலைச்	வெலைவு	மறறும்	இறுதிநிடலை	ெருொய்	
முடறதய	 ′ ( ) = +C x x8 6 மறறும்	 ′ ( )=R x 24 	
எனக.	 வபாருள்களின	 உறபத்தி	 பூச்சியம்	 எனும்	
வபாழுது	 அதன	 வமாத்த	 வெலைவும்	 பூச்சியம்	 எனில்	
வமாத்த	இலைாபத்டதக	காணக.

தீர்வு:
க்ணககினபடி		 MC = 8 + 6x

  C(x) = 8 6 1+( ) +∫ x dx k

   = 8 3 2
1x x k+ +  (1)

x = 0		எனும்	வபாழுது	C = 0  ⇒ k1 = 0

  ∴  C(x)  =  8 3 2x x+  (2)

  தமலும் MR = 24

  R(x)  = MR dx k+∫ 2

   = 24 2dx k+∫
   = 24x + k2

x = 0  எனில்,	ெருொய்	=	 0			⇒ 		k2 = 0

  R(x)  = 24x (3)

இலைாபச்ொர்பு		 P(x) =  R(x) – C(x)

  P(x) = 24 8 3 2x x x− −
   = 16 3 2x x−

எடுத்துக்ககாடடு 3.20
 விறபடன	 வெய்யபபடட	 x	 அலைகு	
வபாருள்களின	 இறுதிநிடலை	 ெருொய்ச்	 ொர்பு	
(ரூபாய்	 ஆயிரஙகளில்) 10 0 05+ −e x. எனில்,	
விறபடன	அளவு	100	அலைகுகளாக	இருககும்தபாது		
வமாத்த	ெருொடயக	காணக ( . )e− =5 0 0067
தீர்வு:
இறுதிநிடலை	ெருொய் ′ ( ) = + −R x e x10 0 05.

100 அலைகுகளுககான	விறபடன	ெருொய் 

                        R = 10 0 05

0

100

+( )−∫ e dxx.

   = +
−











−

10
0 05

0 05

0

100

x e x.

.

   = 1000
0 05

0 100
5

5

−






− −





−e
.

   = 1000 20 20 0 0067+ − ×( . )

   = 1019.87

   = 1019.87 × 1000

வமாத்த	ெருொய் =  ` 10,19,870

எடுத்துக்ககாடடு 3.21
  ஒரு	 இயந்திரத்தின	 ஆயுட	 காலைம்	 12	
ஆணடுகளாக		மதிபபிடபபடடுள்ளது.		அதன	விடலை		
`5,00,000 எனக.	இயந்திரத்திறகான	காபபுத்வதாடக	
`30,000.	அந்த	இயந்திரத்திறகு,	ஒரு	ெருடத்திறகான	
ொடடக	 `72,000	 ஆக	 உள்ளது.	 	 நிகழ்காலைத்தில்	
வெலுத்தபபடும்	 ொடடகககான	ெடடி	விகிதம்	 	 9%	
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எனில்,	அந்த	இயந்திரத்டத	ொடடகககு	வபறுெது	
ஆதாயமானதா	எனபடத	ஆராய்க.( . ).e− =1 08 0 3396  
தீர்வு:
t ெருடத்திறகான	
நிகழ்காலை	மதிபபு	 = 72000 0 09

0
e t dt

t
−∫ .

12	ெருடத்திறகான	
நிகழ்காலை	மதிபபு = 72000 0 09

0

12

e dtt−∫ .

  =
−

−













72000
0 09

0 09 0

12
e t.

.

  =
−

− ( )−





72000
0 09

0 09 12 0
.

.e e

  = − − −



800000 1 08 0e e.

  = − −[ ]800000 0 3396 1.

  = 528320
இயந்திரத்திறகான	
வெலைவு	 = −   500000 30000
  =  470000
 எனதெ	இயந்திரத்டத	ொடடகககு	வபறுெது	
இலைாபகரமானது	அல்லை.
	 ஆதலைால்	 இயந்திரத்டத	 ொஙகுெதத	
சிறந்தது.

ெைக்கு ததக்க நிளை (Inventory) : 
 வகாடுககபபடட	 ெரககின	 டகயிருபபு	 	 I	 (x)	
மறறும்	ஒரு	அலைகிறகான	ெரககின	ததககச்	வெலைவு		
(C1) எனில்,	 T	 காலைத்திறகான	 ெரககின	 வமாத்த	

ததககச்	வெலைவு	= C I x dx
T

1
0

( )∫ .

எடுத்துக்ககாடடு 3.22
 ஒரு	 நிறுெனம்	 30	 ொள்களுககு	 ஒருமுடற	
200 மகிழ்வுந்துகடள	 வபறுகிறது,	 அனுபெத்தில்,	
ெரககு	 டகயிருபபு,	 இருபபு	 ொள்களுடன	
வதாடர்புடடயது	 எனத்	 வதரிகிறது.	 கடடசியில்	
வபறபபடட	 ெரககு	முதலிருந்து I x x( )= −200 0 2.  
எனக. தினெரி	ெரககு	ததககச்	வெலைவு	`3.5	எனில்	30	
ொள்களுககான	 வமாத்த	 ததககச்	 வெலைடெ	
வதாடகயீடல்	மூலைம்	காணக.

தீர்வு:
 இஙகு  I(x) = 200 –0.2x

  C1 = Rs. 3.5

  T = 30
வமாத்த	ததககச்	

வெலைவு = C I x dx x dx
T

1
0 0

30

3 5 200 0 2( ) = −( )∫ ∫. .

    = 
3 5 200

0 2
2

2

0

30

.
.

x
x

−








  = ` 20,685

தவளை ்பங்கீடடின் பமகாத்த பதகாளக (Amount of 
an Annuity)
 வெலுத்தபபடட	 வமாத்த	 தெட்ண	 பஙகீடடு	
வதாடக	மறறும்	அந்த	காலை	கடடத்தில்	வெலுத்தபபடட	
வமாத்த	 ெடடி	 ஆகியெறறின	 கூடுதல்,	 தெட்ண	
பஙகீடடின	வமாத்த	வதாடக	எனபபடும்.	ஒரு	ஆணடிறகு	
r	 கூடடு	 ெடடி	 வீதத்தில்,	 வெலுத்தபபடும்	 தெட்ண	
பஙகீடடு	 வதாடக	 `	 p	 எனில்,	 N	 தெட்ணகளில்	
வெலுத்தபபடும	தெட்ண	பஙகீடடின	வமாத்த	வதாடக

  A = pe dtrt
N

0
∫

எடுத்துக்ககாடடு 3.23
 திரு.	 அருள்	 எனபெர்	 ABC	 ெஙகியில்,	
ஒவவொரு	ஆணடிறகும்	`10,000 -ஐ	ஆணடிறகு		10% 
கூடடு	ெடடியில்	5	ஆணடுகளுககு	வெலுத்துகிறார்.	5	
ஆணடுகளின	முடிவில்	அெர்	ெஙகி	க்ணககில்	உள்ள	
வமாத்த	வதாடக	எவெளவு? e0 5 1 6487. .=( )
தீர்வு:
p r N      = = =10000 0 1 5. ,

வமாத்த	வதாடக = 10000 0 1

0

5

e dtt.∫
  = ( )10000

0 1
0 1

0

5

.
.e t

  = −





×100000 0 1 5 0e e.

  = −( )100000 10 5e .

  =100000 0.6487[ ]
  = ₹ 64,870

இயற்ளக வைத்தின் ்பயன்்பகாடு (Consumption of a 
Natural Resource)
 t	 ெருடத்தில்	 இயறடக	 ெளத்தின	
பயனபாடடிறகான	 ொர்பு	 p(t)	 எனக.	 k	 வபருககு	
வீதத்தில்	 இயறடக	 ெளத்தின	 பயனபாடு	
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அதிகரிககிறது	 எனில்,	 T ெருடத்தில்	 பயனபடுத்தப	
படும்	இயறடக	ெளத்தின	அளவு

 p e dt p
k

ekt kT
T

0
0 1

0

= −( )∫
 இஙகு	 p0	 எனபது	 (t = 0	 எனும்	 தபாது)	
இயறடக	ெளத்தின	வதாடககப	பயனபாடு.

P

tTO

P0

P(t) =P0e
kt

படம் 3.15

எடுத்துக்ககாடடு 3.24
 2000 ஆம்	 ஆணடில்	 உலைக	 தஙக	
உறபத்தியின	அளவு		2547 வமடரிக	டனகள்	மறறும்		
தஙக	உறபத்தி	ஆணடிறகு	0.6%	வபருககு	வீதத்தில்	
அதிகரிககினறது.	இதத	வீதத்தில்	வதாடர்ந்தால்	2000 
-லிருந்து	 2013-ககுள்	 எவெளவு	 டனகள்	 தஙகம்	
உறபத்தி	வெய்யபபடடிருககும்? [e0.078 = 1.0811)

தீர்வு:
 வதாடகக	 நிடலையில்	 தஙகத்தின	 அளவு	 (t=0 
எனும்தபாது	(2000-ஆம்	ஆணடு))
	 p0=2,547 	வமடரிக	டனகள்.
 2000 முதல்	2013  ெடர	தஙகத்தின	வமாத்த	

உறபத்தி  = 2547 0 006

0

13

e dtt.∫

  = 





2547
0 006

0 006

0

13

.
.e t

  = −( )424500 10 078e .

  =  34,426.95 வமடரிக	டனகள்	
(ததாராயமாக).	

3.2.3   ததளவ பெகிழ்சசி பககாடுக்கப்்படடிருப்பின் 
ததளவச ெகார்ள்பக் ககாணுதல் (The demand 
functions from Elasticity of demand) 

  y f x= ( )  எனும்	 ொர்பின	 வெகிழ்ச்சி	
( )h 	 எனபது	 y-ன	 ொர்	 மாறறத்திறகும்	 x-ன	 ொர்	
மாறறத்திறகும்	 உள்ள	 விகிதத்தின	 ெரம்பிடபபடட	
எல்டலை	என	ெடரயறுககபபடுகிறது.

∴ h = =
E
E

y

x

lim
∆ →x 0

∆

∆ =

y
y
x

x

dy
y

dx
x

⇒           h       =  
x
y

dy
dx

.

ததடெ	வெகிழ்ச்சி  hd   =  
− p
x

dx
dp

  
−dp

p
      = 

dx
x d

. 1
h

இருபுறமும்	வதாடகககான, 

  −∫ dp
p

  =  
1
hd

dx
x∫

  இந்தச்	 ெமனபாடானது	 	 ‘p’	 எனும்	 ததடெச்	
ொர்டப	x-ன	ொர்பாக	விெரிககிறது.

  தமலும்,	ெருொய்ச்	ொர்பு	R = px	எனற	
தகாடபாடடிலிருந்து	கா்ணலைாம்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.25

 வெகிழ்ச்சி	ொர்பு	
E
E

y

x
	=	 x

x − 2
	.		x = 6	மறறும்	

y = 16	 எனும்	 தபாது	 அதன	 வதாடகக	 நிடலைச்	
ொர்டபக	காணக.

தீர்வு:

  
E
E

y

x
 = 

x
x − 2

  
x
y

dy
dx

 = 
x

x − 2

  
dy
y

 = 
x

x
dx
x− 2

.

  
dy
y∫  = 

dx
x −∫ 2

  log y = log( ) logx k− +2

  y = k(x–2)

இஙகு  x = 6, எனும்தபாது y = 16     ⇒     16 = k(6–2)

  k = 4

  y = 4 (x–2)
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எடுத்துக்ககாடடு 3.26
 ஒரு	 வபாருளின	 விடலை	 	 p	 -ஐ	 வபாறுத்து	

ததடெ	 வெகிழ்ச்சி	  hd
p p

p p
= +

− −
2

100

2

2  எனில்	

விடலை	5	மறறும்	ததடெ	70	எனும்	வபாழுது	அதன	
ததடெ	ொர்பு	மறறும்	ெருொய்ச்	ொர்டபக	காணக.

தீர்வு
  hd  = 

p p
p p

+
− −

2
100

2

2

  
− p
x

dx
dp

 = 
p p

p p
2 1

100 2

+( )
− −

  
−dx

x
 = 

− +( )
+ −
2 1

1002

p
p p

dp

  
dx
x∫  = 

2 1
1002

p
p p

dp+
+ −∫

  log x = log( ) logp p k2 100+ − +

 ∴ x = k p p( )2 100+ −

  இஙகு x p= =70 5, ,
  70 = k( )25 5 100+ −
  ⇒  k  = –1

 எனதெ, x = 100 2− −p p
  R = px

ெருொய்	ொர்பு	: R = p(100– p – p2)

்பயிற்சி 3.2

1.	 	ஒரு	 இயந்திரத்டத	 ெரிபார்பபதறகான	
வெலுொனது	 மணிககு	 `10,000 ஆகும். அதன	
பரமாரிபபு	 வெலைவு x	 கி.மீ	 பயனபாடடிறகு	பிறகு,	
மணிககு	f(x) = 	2 240x −  எனக.	இயந்திரத்டத	
ெரிபபார்த்தபபிறகு,	 	 300	 மணி	 தெரம்	
பயணிபபதறகான	வமாத்த	வெலைடெக	காணக.

2 .   ஒரு 	 வ ெகிழ் ச் சி 	 ெ ா ர் பு  
Ey
Ex

 எனபது 
Ey
Ex

x
x x

= −
−( ) +( )

7
1 2 2 3

 என	 ெடரயறுககப

படின	 x y= =2 3
8

, 	 எனும்	 வபாழுது	 அச்
ொர்டபக	காணக.

3.   ஒரு	 வபாருளின	 ததடெ	 x	 அலைகுகள்	 எனும்	
வபாழுது	 விடலை	 p	 -ஐ	 வபாறுத்து	 ததடெ	

வெகிழச்சி	 ொர்பு
4 −( )x

x
 எனில்,	 விடலை	 4	

மறறும்	 வபாருளின	 ததடெ	 2	 எனும்	 வபாழுது	
ததடெச்	 ொர்பு	 மறறும்	 ெருொய்ச்	 ொர்டபக	
காணக.

4.	 	ஒரு	 நிறுெனம்,	 30	 ொள்களுககு	 ஒரு	 முடற	
500	 இருெககர	 ொகனஙகடள	 வபறுகிறது.	
அனுபெத்தில்	 ெரககு	 டகயிருபபு,	 இருபபு	
ொள்களுடன	 (x)	 உடன	 வதாடர்புடடயது	 என	
வதரிகிறது.	 கடடசியில்	 வபறபபடட	 ெரககு	
முதலில்	 இருெது I x x( ) = −500 0 03 2. , 
தினெரி	ெரககு	ததககச்	வெலைவு	`0.3	எனில்	30	
ொள்களுககான	 வமாத்த	 ததககச்	 வெலைடெக	
காணக.

5.	 	ஒரு	 ெஙகியானது,	 ெஙகி	 க்ணககிலுள்ள	
வதாடகககு	 ஆணடுககு	 	 5%	 கூடடு	 ெடடி	
வீதத்தில்	 ெடடிடய	 அளிககினறது	 எனில்,	
ஒவவொரு	ஆணடுககும்	`1000	வெலுத்தும்	ெபர்	
ஒருெருககு	 5	 ஆணடுகளுககு	 கிடடககும்	
வதாடக	எவெளவு?.( . ).e0 25 1 284= .

6.	 	உறபத்தி	வெய்யபபடும்	x அலைகு	வபாருள்களின	இறுதி	
நிடலைச்	வெலைவுச்	ொர்பு 

dC
dx

x x= − +100 10 0 1 2.  

எனக.	 அந்நிறுெனத்தின	 மாறாச்	 வெலைவு	 `500 
எனில்,	 அந்நிறுெனத்தின	 வமாத்தச்	 வெலைவுச்	
ொர்பு	 மறறும்	 ெராெரி	 வெலைவு	 ஆகியெறடறக	
காணக.

7.	 	இறுதிநிடலை	 வெலைவுச்	 ொர்பு MC x= 300
2
5

மறறும்	மாறாச்	வெலைவு	0	எனில்	வமாத்தச்	வெலைவு	
மறறும்	ெராெரி	வெலைவு	ொர்டபக	காணக.

8.	 	உறபத்தி	வெய்யபபடும்	x  அலைகு	வபாருள்களின	
இறுதிநிடலைச்	வெலைவு 

a
ax b+

 எனக.	 	x = 0	

எனும்	 	 வபாழுது	 உறபத்தி	 வெலைவு	 0	 எனில்	
வமாத்த	வெலைவுச்	ொர்டபக	காணக. 

9.	 	ஒரு	 குளிர்ொதனத்தின	 இறுதிநிடலைச்	 வெலைவு	

′ ( ) = +C x x2

200
4 . 200 குளிர்ொதனஙகளின	

உறபத்திச்	வெலைடெக	காணக.

10.	 	விறபடன	வெய்யபபடும்	x  அலைகு	வபாருள்களின	
இறுதிநிடலை	ெருொய்	 (`	ஆயிரஙகளில்)	 ொர்பு 
5 3 0 03+ −e x.  எனில்,	 விறபடன	 வெய்யபபடும்	
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100	 அலைகு	வபாருள்களின	வமாத்த	ெருொடய	
ததாராயமாக	காணக.	( e− =3 0 05. )

11.	 	விறபடன	 வபாருள்களின	 இறுதிநிடலை	
ெருொய்	 ொர்பு  MR x= −9 4 2 எனில்,	
ததடெச்	ொர்டபக	காணக.

12 . 		இறுதிநிடலை	ெருொய்	ொர்பு 4
2 3

12x +( )
−  

எனில்,	ெராெரி	ெருொய்	ொர்பு	 P
x

=
+

−4
6 9

1  
எனக	காடடுக.

13.	 	ஒரு	 நிறுெனத்தின	 இறுதிநிடலை	 ெருொய்ச்	

ொர்பு	 	 MR e xx= −





−20 1
10

10  எனில்,	

அதன	ததடெச்	ொர்டபக	காணக.

14.	 	ஒரு	 நிறுெனத்தின	 உறபத்தி	 வபாருள்களின	
இறுதிநிடலை	வெலைவு	ொர்பு ′ = +C x x( ) .5 0 13 , 
இறுதிநிடலை	 ெருொய்	 ொர்பு	  ′ =R x( ) 18  
மறறும்	 மாறாச்	 வெலைவு	 `120	 எனில்,	 இலைாபச்	
ொர்டபக	காணக.

15.	 	இறுதிநிடலை	 ெருொய்	 ொர்பு ′ ( )= − −R x x x1500 4 3 2 

′ ( )= − −R x x x1500 4 3 2 எனில்,	 ெருொய்	 ொர்பு	 மறறும்	
ெராெரி	ெருொய்	ொர்டபக	காணக.

16.  x  அலைகு	 வபாருள்களுககான	 இறுதிநிடலை	
ெருொய்ச்	 ொர்பு MR = 10 3 2+ −x x 	 எனில்	
ெருொய்ச்	 ொர்பு	 மறறும்	 ததடெச்	 ொர்பு	
ஆகியெறடறக	காணக.

17.	 	உறபத்தி	வபாருள்களின	இறுதிநிடலைச்	வெலைவு	

ொர்பு MC
x

=
+

14000
7 4

 மறறும்	மாறாச்	வெலைவு	

`18,000 எனில்,	வமாத்தச்	வெலைவு	மறறும்	ெராெரி	
வெலைவுக	காணக.

18.	 	ஒரு	 நிறுெனத்தின	 உறபத்தி	 வபாருள்களின	
(x)		இறுதிநிடலைச்	வெலைவு	உறபத்தி	வெய்யபபடும்	
வபாருள்களின	 எணணிகடகககு	 தெர்	
விகித்ததில்	 உள்ளது.	 தமலும்,	 மாறாச்	 வெலைவு	
`5,000	 மறறும்	 50	 அலைகு	 வபாருள்களின	
உறபத்தி	 வெலைவு	 `5,625 எனில்,	 வமாத்தச்	
வெலைடெக	காணக.

19.  MR = 20 5 3 2− +x x எனில்,	வமாத்த	ெருொய்ச்	
ொர்பு	காணக.

20.		MR = 14 6 9 2− +x x  எனில்,	 ததடெச்	 ொர்பு	
காணக.

3.2.4  நுகர்தவகார் உ்பரி (Consumer’s surplus)
 மிகச்	 சிறந்த	 வபாருளாதார	 நிபு்ணர்	 மார்ெல்	
அெர்களால்	உருொககபபடட	கருத்துரு	நுகர்தொர்	
உபரி	 ஆகும். p f x= ( )  எனற	 ததடெச்	 ொர்பு	
ஆனது	மககளால்	ொஙகபபடும்	வபாருளின	விடலை	
மறறும்	 வபாருள்களின	 அளவு	 ஆகியெறறிககு	
இடடதய	உள்ள	வதாடர்டபக	குறிககும்.
	 விளககமாக,	 	 p0	 	 விடலையில்	 ததடெபபடும்	
வபாருளின	 அளவு	 x x=

0
 எனக.	 ஆனால்	

நிர்்ணயிககபபடட	 விடலை	 p 0	 டய	 விட	
அதிகவிடலையான	 q0	 ககு	 அதத	 அளொன	 	 x0-ஐ	
ொஙக	 விரும்பும்	 நுகர்தொர்	 இருககககூடும்.	
அத்தடகய	 	 நுகர்தொர்கள்,	 நுகர்தொர்	 உபரி	
எனபபடும்.
	 பினெரும்	 படத்தில்	 தமறகணட	விெரஙகள்	
விளககபபடடுள்ளது.	 க்ணககிடடு	 முடறயினபடி	
நுகர்தொர்	 உபரி	 	 கீழ்ககணடொறு	 க்ணககீடு	
வெய்யபபடுகிறது.

P

P0

X0

CS

P = f(x)

Xo

B

A
அளவு

வி
ட

லை

படம் 3.16

நுகர்தொர்	உபரி		(CS) = 	(ததடெ	ெடளெடரககு	கீழ்	
x = 0 முதல் x x= 0  எனகினற	 எல்டலைககுபபடட	
பரபபு	)	-	(	வெவெகம்	OABC	பரபபு)

CS  = −∫ f x dx x p
x

( )
0

0 0

0

எடுத்துக்ககாடடு 3.27
 ஒரு	வபாருளின	ததடெச்	ொர்பு y x= −36 2

எனில்,	 y0 11  = -ல்	 நுகர்தொர்	 உபரிடயக	
காணக.

தீர்வு: 
வகாடுககபபடடடெ	:
y x= −36 2 மறறும்	 y0 11  =
11 = 36– 2

0x
2
0x = 25
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0x  = 5

CS = (
0

0x

∫    (ததடெச்ொர்பு)dx –  
                       (விடலை	×		ததடெயளவு)

=  36 5 112

0

5

−( ) − ×∫ x dx

= −








 −36

3
55

3

0

5

x x

= −








 −36 5 5

3
55

3

( )

= − − =180 125
3

55 250
3

நுகர்தொர்	உபரி  = 250
3

 அலைகுகள்.

ததடெச்	ொர்பின	ெடளெடர	மறறும்	
அளிபபுச்	ொர்பின	ெடளெடர	ஆகியெறறின	
வெடடும்	புள்ளி	ெமநிடலைபபுள்ளி	எனபபடும்.

ெமநிடலைப	புள்ளியில்	qd = qs ஆகும்.

3.2.5  உற்்பத்தியகாைர் உ்பரி (Producer’s surplus)
 ெந்டத	 விடலை	 ‘p’	 யில்	 ெழஙகபபடும்	
வபாருள்கள்	அளிபபுச்	 ொர்பு	 	 g(x)	 எனக.	 ெந்டத	
விடலை	 	 p0	 ககு	 ெழஙகபபடும்	 வபாருளின	 அளவு	
x0	 	 எனக.	 ஆனால்	 நிர்்ணயிககபபடட	 விடலை	
p0	 ககு	 குடறொன	 விடலைககு	 அதத	 அளவு	
வபாருடள	 ெழஙக	 விரும்பும்	 உறபத்தியாளர்கள்	
இருககககூடும்.	 அத்தடகய	 உறபத்தியாளர்கள்	
உறபத்தியாளரின	உபரி	எனபபடும்.

Y

XO

படம் 3.17

P

PS

P0

X0

B

A
அளவு

வி
ட

லை

 க்ணககீடடு	முடறயில்	உறபத்தியாளர்	உபரி	
(PS)	கீழ்ககணடொறு	ெடரயறுககபபடுகிறது.	
PS = (வெவெகம்	OAPB பரபபு) −  ( x x x= =0

0
,

எனும்	எல்டலைகளுககுள்	அளிபபுச்	ொர்பு	ஏறபடுத்தும்	
பரபபு)

 PS = x0 p0 – g x dx
x

( )
0

0

∫   

எடுத்துக்ககாடடு 3.28
 ஒரு	 வபாருளின	 அளிபபு	 ொர்பு g(x) = 4x+8 
எனில்	 5	 அலைகுகள்	 விறபடன	 வெய்யும்தபாது		
உறபத்தியாளரின	உபரிடய	காணக.

தீர்வு:
  g(x) = 4x + 8, x0 = 5

  p0 = 4(5) + 8 = 28

  PS = x0 p0 – g x dx
x

( )
0

0

∫
   = (5 × 28) − +∫ ( )4 8

0

5

x dx

   = 140 4
2

8
2

0

5

−






+












x x

   = 140 – (50 + 40)

   = 50

உறபத்தியாளரின	உபரி	= 50	அலைகுகள்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.29
 ஒரு	 வபாருளின	 ததடெச்	 ொர்பு	 மறறும்	
அளிபபுச்	 ொர்பபு	 முடறதய p x xd = − −18 2 2 ,
p xs = −2 3 .  ெமநிடலை	 விடலையில்	 நுகர்தொர்	
உபரி	மறறும்		உறபத்தியாளர்	உபரிடயக	காணக.

தீர்வு:
வகாடுககபபடடடெ :  

P x x P xd s= − − = −18 2 2 32 ;

ெமநிடலை	விடலையில்,     p pd s=

  18 2 2− −x x  = 2x – 3

  x x2 4 21+ −  = 0

  ( ) ( )x x− +3 7  = 0

 x = –7  அல்லைது 3  ( x  ன	மதிபபானது	குடற	
எண்ணாக	இருகக	முடியாது.)
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 x
0

3= , எனும்தபாது  

∴  p0 = 18 2 3 3 32− − =( ) ( )

  CS = f x dx x p
x

( ) −∫ 0 0
0

0

   = ( )18 2 3 32

0

3

− − − ×∫ x x dx

   = 18
3

92
3

0

3

x x x−








 −−

   = 18 3 3 3
3

92
3

( ) ( )− −






−

  CS = 27 அலைகுகள்.

  PS = x P g x dx
x

0 0
0

0

− ∫ ( )

   = ( ) ( )3 3 2 3
0

3

× − −∫ x dx

   = 9 32
0

3
− −( )x x

   = 9 அலைகுகள்.

ெமநிடலை	விடலையில்,		
(i)		நுகர்தொர்	உபரி	= 27	அலைகுகள்
(ii)	உறபத்தியாளர்	உபரி	=9	அலைகுகள்

்பயிற்சி 3.3

 1.  ததடெச்ொர்பு	P = 50–2x	எனில்,	ததடெ	x = 20	
எனும்	தபாது	நுகர்தொர்	உபரிடயக	காணக.

 2.	 	ததடெச்ொர்பு	P = 122–5x– 2x2		மறறும்		x = 20	
எனும்	தபாது	நுகர்தொர்	உபரிடயக	காணக.

 3.  ததடெச்	ொர்பு	 p x= −85 5 		மறறும்	அளிபபுச்	
ொர்பு	 p x= −3 35 .	 	ெமநிடலை	விடலை	மறறும்	
ெமநிடலை	அளடெக	காணக	மறறும்	நுகர்தொர்	
உபரிடயக	காணக.

 4.	 	உறபத்தி	 வபாருள்களின	 ததடெச்	 ொர்பு 
p e x= − .  p = 0 5. 	 எனும்	 தபாது	 நுகர்தொர்	
உபரிடயக	காணக.

 5.	 	அளிபபுச்	ொர்பு p x= +7 , x = 5  எனும்	தபாது	
உறபத்தியாளர்		உபரிடயக	காணக.

 6.	 	விறபடன	 வபாருள்களின	 அளிபபுச்	 ொர்பு	 
p x x= +3 5 2 . x = 4 	 எனும்தபாது	உறபத்தி
யாளரின	உபரிடயக	காணக.

 7.	 	விறபடன	 வபாருள்களின	 ததடெச்	 ொர்பு	
p

x
=

+
36

4
 ககு,	ெந்டத	விடலை	6	எனும்	தபாது	

நுகர்தொர்	உபரிடயக	காணக.

 8.	 	ெரியான	 தபாடடியின	 கீழ்	 ஒரு	 வபாருளின	
ததடெ	 மறறும்	 அளிபபு	 ொர்புகள்	 முடறதய		 
p xd = −1600 2  மறறும்	 p xs = +2 4002   
எனில்,	உறபத்தியாளரின	உபரிடயக	காணக.

 9.  ெரியான	 தபாடடியின	 கீழ்	 ஒரு	 வபாருளின	
ததடெ	மறறும்	அளிபபுச்	 ொர்பபுகள்	முடறதய	

p
x

p x
d s=

+
− = +8

1
2 3

2
,  எனில்,	நுகர்தொர்	

மறறும்	உறபத்தியாளரின	உபரிடயக	காணக.

10.	 	உறபத்தி	 வபாருள்களின	 ததடெ	 ெமனபாடு	
x p= −100   மறறும்	 அளிபபு	 ெமனபாடு	 

x p= −
2

10  எனில்,	 ெந்டதயில்	ெமநிடலையின	

கீழ்	 உறபத்தியாளர்	 மறறும்	 நுகர்தொரின	
உபரிடயக	காணக.

11.	 	ததடெச்	ொர்பு	 p xd = −25 3  மறறும்	அளிபபுச்	
ொர்பு	 p xs = +5 2 	 எனில்,	 ெமனநிடலையில்	
நுகர்தொர்	 உபரி	 மறறும்	 உறபத்தியாளர்	
உபரிடயக	காணக.

்பயிற்சி 3.4

ெரியகாை விளைளய ததர்ந்பதடுத்து  எழுதுக.
1.  y x x= −( )4  எனற	 ெடளெடரயானது	 0	

மறறும்	4	எனும்	எல்டலைகளுககுள்,		x	-அச்சுடன	
ஏறபடுத்தும்	பரபபு	 

 (a)
30
3

 ெ.அலைகுகள் (b) 
31
2

 ெ.அலைகுகள்

 (c)
32
3

 ெ.அலைகுகள் (d)
15
2

 ெ.அலைகுகள்

2.  y e x= −2 எனற	ெடளெடரயானது	0 ≤ ≤ ∞x  
எனும்	 எல்டலைகளுககுள்,	 	 x	 -அச்சுடன	
ஏறபடுத்தும்	பரபபு

 (a)1 ெ.அலைகு (b) 
1
2
ெ.அலைகு

 (c) 5 ெ.அலைகுகள் (d) 2 ெ.அலைகுகள்
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3.  y
x

= 1  எனற	ெடளெடர	 1 மறறும்	 2	 எனும்	
எல்டலைகளுககுள்	ஏறபடுத்தும்	பரபபு

 (a) log2 ெ.அலைகுகள் (b) log5 ெ.அலைகுகள்
 (c) log3 ெ.அலைகுகள் (d) log 4 ெ.அலைகுகள்s
4.  ஒரு	 நிறுெனத்தின	 இறுதிநிடலை	 ெருொய்ச்	

ொர்பு	MR= e
x−

10  எனில்,	அதன	ெருொய்

 (a)  −
−

10 10e
x

 (b) 1 10−
−

e
x

 (c)10 1 10−










−

e
x

 (d) e
x−

+10 10

5.  MR மறறும்	MC	எனபன	இறுதிநிடலை	ெருொய்	
மறறும்	 இறுதிநிடலைச்	 வெலைவு	 ொர்பு	 எனபடத	
குறிககுவமனில்	அதன	இலைாபச்		ொர்பு

 (a) P MR MC dx k= −( ) +∫
 (b) P MR MC dx k= +( ) +∫
 (c) P MR MC dx k= ( )( ) +∫
 (d) P R C dx k= −( ) +∫
6. 	ததடெ	 மறறும்	 அளிபபு	 ொர்புகள்	 முடறதய 

D x x S x x( )= − ( ) = +16 2 42 2,   எனில்,	
அதன	ெமநிடலை	விடலை

 (a) 2          (b) 3          (c) 4          (d) 5

7. 	ஒரு	 நிறுெனத்தின	 இறுதிநிடலை	 ெருொய்	
மறறும்	 இறுதிநிடலை	 வெலைவுச்	 ொர்பு	  
MR x= −30 6 மறறும்	 MC x= − +24 3 . 
இஙகு	 x	 	 எனபது	 உறபத்தி	 எனில்,	 இலைாபச்		
ொர்பு

 (a) 9 542x x+  (b) 9 542x x−

 (c) 54 9
2

2

x x−  (d) 54 9
2

2

x x k− +

8. 	ததடெ	 மறறும்	 அளிபபு	 ொர்புகள்	 முடறதய
D x x( ) = −20 5  மறறும்	 S x x( ) = +4 8 	
எனில்,	அதன	ெமநிடலை	விடலை

 (a) 40        (b) 
41
2

        (c) 
40
3

        (d) 
41
5

9. 	இறுதிநிடலை	 ெருொய் MR x x= + −35 7 3 2

எனில்,	அதன	ெராெரி	ெருொய்	AR =

 (a) 35 7
2

2
3x x x+ −  (b) 35 7

2
2+ −x x

 (c) 35 7
2

2+ +x x  (d) 35 7 2+ +x x

10. 	இலைாபச்	ொர்பு	p(x) ஆனது	வபருமமடடெது
 (a) MC MR− = 0   (b) MC=0
 (c) MR=0  (d) MC+MR=0

11. 	ததடெ		x	-ககு	விடலை	p	-ஐ	வபாருத்து	ததடெ	
வெகிழ்ச்சி	ஓர்	அலைகு	எனில்,

 (a) ெருொய்	ஒரு	மாறிலி
	 (b) வெலைவுச்ொர்பு	ஒரு	மாறிலி
 (c) இலைாபம்	ஒரு	மாறிலி	 
 (d) இடெ	ஏதும்	இல்டலை

12. 	இறுதி	 நிடலைச்	 ொர்பு	  MR x= −100 9 2  -ன	
ததடெச்	ொர்பு

 (a) 100 3 2− x  (b)100 3 2x x−

 (c)100 9 2x x−  (d)100 9 2+ x

13. 	ததடெச்	 ொர்பு	 p xd = −28 2  -ககு	 x0 5=  
மறறும்	 p0 3= 	எனும்	தபாது	நுகர்தொர்	உபரி

 (a) 250 அலைகுகள் (b) 
250

3
 அலைகுகள்

 (c)
251
2

 அலைகுகள் (d) 
251

3
 அலைகுகள்

14. 	அளிபபுச்	ொர்பு	P xs = +2 42 -ககு x0 = 5 மறறும் 
P0 = 12 எனும்	தபாது	உறபத்தியாளர்		உபரி

 (a) 
31
5

 அலைகுகள் (b)  
31
2

 அலைகுகள்

 (c) 
32
3

 அலைகுகள் (d) 
30
7

 அலைகுகள்

15.  y-அச்சு,	 y = 1	மறறும்	 = 2y 	எனும்	எல்டலைககுள்	
அடடபபடும்	 y x= -ன	பரபபு

 (a)  
1
2

 ெ.அலைகுகள் (b)  
5
2

 ெ.அலைகுகள்

 (c)  
3
2

 ெ.அலைகுகள் (d) 1 ெ.அலைகு
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16. 	ஒரு	 	 வபாருளின	 அளிபபுச்	 ொர்பு P x= +3
மறறும்	x0 = 3 எனில்,	உறபத்தியாளர்	உபரி

 (a)  
5
2

 அலைகுகள் (b)  
9
2

 அலைகுகள்

 (c)  
3
2

 அலைகுகள் (d) 
7
2

 அலைகுகள்

17. 	இறுதிநிடலை	 வெலைவுச்	 ொர்பு	 MC x= 100 , 
T.C = 0 மறறும்	வெளியீடு	0	எனில்	ெராெரிச்	ொர்பு	
AC ஆனது

 (a)
200

3

1
2x  (b)  

200
3

3
2x

 (c)  
200

3
3
2x

 (d)  
200

3
1
2x

18. 	ஒரு	ெந்டத	வபாருளின	ததடெ	மறறும்	அளிபபுச்	
ொர்புகள்	 முடறதய P x x( ) ( )= − 5 2  மறறும்	 
S x x x( )= + +2 3  எனில்,	 அதன	 ெமனநிடலை	
விடலை  x0 = 

 (a) 5          (b) 2          (c) 3          (d) 19

19. 	ஒரு	ெந்டத	வபாருளின	ததடெ	மறறும்	அளிபபுச்	
ொர்புகள்	முடறதய	  D x x( )= −25 2   மறறும்	

S x x( ) = +10
4

எனில்,	அதன	ெமநிடலை	விடலை 
p0  =

 (a) 5          (b) 2          (c) 3          (d) 10

20.   MR மறறும்	MC		எனபன	முடறதய		இறுதிநிடலை	
ெருொய்	மறறும்	இறுதிநிடலைச்	வெலைவு	தமலும்,	
MR MC x x− = − −36 3 812 எனில்,	 x-ல்	
வபரும	இலைாபமானது

 (a)  3          (b) 6          (c) 9          (d)5

21. 	ஒரு	 நிறுெனத்தின	 இறுதிநிடலை	 ெருொய்	
மாறிலி	எனில்,	அதன	ததடெச்	ொர்பு

 (a) MR        (b) MC        (c) C x( )         (d)  AC

22. ததடெச்	ொர்பு	p-ககு	,	 dp
p

k dx
x

= ∫∫ 	எனில்,	k =

 (a)  hd       (b) −hd       (c)
−1
hd

      (d) 
1
hd

23.  y ex=  எனும்	 ெடளெடர	 0	 யிலிருந்து	 	 1	
எனும்	 எல்டலைகளுககுள்	 x -அச்சுடன	
ஏறபடுத்தும்	அரஙகத்தின	பரபபு

 (a)  ( e −1) ெ.அலைகுகள்
	 (b)  ( e +1) ெ.அலைகுகள்

 (c)  1 1−



e

 ெ.அலைகுகள்

 (d) 1 1+



e

 ெ.அலைகுகள்

24. 	பரெடளயம்	 y x2 4=  ஆனது	 அதன	
வெவெகலைத்துடன	 ஏறபடுத்தும்	 அரஙகத்தின	
பரபபு

 (a)
16
3

	ெ.அலைகுகள் (b) 
8
3

 ெ.	அலைகுகள்

 (c) 
72
3

 ெ.	அலைகுகள்       (d) 
1
3

 ெ.	அலைகுகள்

25.  y x=  எனும்	ெடளெடர,	0	-லிருந்து	2	ெடர	
ஏறபடுத்தும்	அரஙகத்தின	பரபபு

 (a) 1 ெ.அலைகு (b) 3 ெ.அலைகுகள்
 (c) 2 ெ.அலைகுகள் (d) 4 ெ.அலைகுகள்

இதை கைக்குகள்
1. 	உறபத்தியாளரின	இறுதிநிடலை	ெருொய்		ொர்பு 

MR= 275 0 3 2− −x x.  எனில்,	 உறபத்தியின	
வமாத்த	 ெருொடய	 அதன	 உறபத்தி	 10 	
அலைகுகளிலிருந்து	20	அலைகுகளாக	அதிகரிககும்	
வபாழுது	காணக.

2. 	ஒரு	 நிறுெனத்தின	 இறுதிநிடலை	 ெருொய் 

MC x x= + −125 10
9

2

. இஙகு	 x	 அலைகு	

உறபத்தியின	 வெலைவு	 C	 ஆகும்.	 மாறா	 வெலைவு	
`250	எனில்,	15	அலைகுகள்	உறபத்தியின	வமாத்த	
வெலைடெக	காணக.

3. 	ஒரு	 நிறுெனத்தின	 இறுதிநிடலை	 ெருொய் 

MR=
2

3
2

3
52x

x
x+

−
+( )

+  எனில்,	 அந்

நிறுெனத்தின	ததடெச்	ொர்பு	 P
x

=
+

+2
3

5  

எனக	காடடுக.

4.  இறுதிநிடலை	ெருொய்	ொர்பு	MR = − −6 3 2 3x x  
எனில்,	ெருொய்	 ொர்பு	 மறறும்	 ததடெச்	 ொர்பு	
ஆகியெறடறக	காணக.

5. 	ஒரு	நிறுெனத்தின	இறுதிநிடலைச்		வெலைவு	ொர்பு	 
′ ( ) = +C x x20

20
, இறுதிநிடலை	 ெருொய்ச்	

ொர்பு ′ ( ) =R x 30 மறறும்	 மாறாச்	 வெலைவு	 `100	
எனில்,	இலைாபச்	ொர்டபக	காணக.
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6. 	ஒரு	 ெந்டத	 வபாருளின	 ததடெ	 ெமனபாடு	 
p x

d
= −20 5  மறறும்	 அளிபபுச்	 ெமனபாடு	

p xs = +4 8.  ெந்டதயின	ெமநிடலை	விடலையின	
கீழ்	 நுகர்தொர்	உபரி	 மறறும்	உறபத்தி	உபரி	
ஆகியெறடறக	காணக.

7.  500	 அலைகு	 வபாருள்கடள	 உறபத்தி	 வெய்	
ெதறகு	 ததடெபபடும்	 வமாத்த	 மணிதெரம் 
f x x( ) = −1800 0 4.  எனற	 ொர்பால்	 குறிககப	
படுகிறது.	 எனில்,	 கூடுதலைாக	 400	 அலைகு	
வபாருள்கடள	உறபத்தி	வெய்ெதறகான		வமாத்த	
காலை	 (மணியில்)	 தெரத்டதக	 காணக. 
[(900)0.6=59.22, (500)0.6=41.63]

8. 	ஒரு	வபாருளின	ததடெ	வெகிழ்ச்சி		 p
x3 .  விடலை	

2	 மறறும்	 ததடெ	 3	 	 எனும்தபாது	 ததடெச்	
ொர்டபக	காணக.

9.  y x x= − +8 4 62  எனற	பரெடளயம்		y	-அச்சு	
மறறும்	x =2	இெறறிறகு	இடடதய	அடடபபடும்	
அரஙகத்தின	பரபபு	காணக.

10.  y x2 327=  எனற	 ெடளெடரககும்	 மறறும்		
x = 0, y = 1, y = 2 எனற	 தகாடுகளுககுள்	
அடடபபடும்	அரஙகத்தின	பரபடபக	காணக.

பதகாகுப்புளை

 z y f x= ( )  எனற	ெடளெடர,	x	-அச்சு,		x = a		மறறும்	x = b		ஆகியெறறால்	சூழபபடட	அரஙகத்தின	

பரபபு y dx
a

b

∫ .

 z y f x= ( )  எனற	 ெடளெடர,	 	 x = a மறறும்	 x = b	 எனும்	 எல்டலைககுள்,	 x	 -அச்சுடன	

ஏறபடுத்தபபடும்	அரஙகத்தின	பரபபு		x	-அச்சின	கீழ்	அடமயும்	எனில், பரபபு −∫ ydx
a

b

 z x g y= ( )  எனற	 ெடளெடர	 ஆனது	 y = c	 மறறும்	 y = d	 எனற	 எல்டலைககளுககுள்			

y -அச்சுடன	ஏறபடுத்தபபடும்	அரஙகத்தின	பரபபு x dy
c

d

∫
 z x g y= ( )  எனும்	ெடளெடரயானது	 y = c	 மறறும்	 y = d	 	 எனும்	எல்டலைககுள்	 y	 	அச்ொல்	

சூழபபடட	பரபபு	y	அச்சுககு	இடதுபுறம்	அடமயும்	எனில் பரபபு  −∫ x dy
d

e

 z y=f(x) மறறும் y=g(x) எனற	ெடளெடரகள்	x	அச்சு	x = a		மறறும்		x = b ஆகிய	தகாடுகளுடன	

ஏறபடுத்தும்	அரஙகத்தின	பரபபு f x g x dx
a

b

( ) − ( )( )∫ .

 z ஒரு	ொர்பின	ெளர்ச்சி	வீதமானது	அல்லைது	விறபடன	வீதமானது	t-ல்	ஒரு	ொர்பு	எனக.	இஙகு	t	
எனபது	காலை	அளடெக	குறிககும்.	எனதெ,	t	காலை	அளவில்	உறபத்தி	வபாருளின	வமாத்த		ெளர்ச்ெ	

அல்லைது	வமாத்த	விறபடன	 = f t dt
r

( )∫
0

 z ததடெ	வெகிழ்ச்சி	 hd
p

x
dx
dp

= −

 z ெரககின	வமாத்த	ததககச்	வெலைவு	 =C I x dx
T

1
0

( )∫

 z தெட்ண	பஙகீடடின	வமாத்த	வதாடக A pe dtrt

o

N

= ∫
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82 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 z வெலைவு	ொர்பு		  C MC dx k= ( ) +∫ .

 z ெராெரி	வெலைவுச்	ொர்பு	 AC C
x

x= ≠, 0

 z ெருொய்ச்	ொர்பு		R MR dx k= ( ) +∫ .

 z ததடெச்	ொர்பு	 p R
x

=

 z இலைாபச்	ொர்பு		 =MR-MC = ′ − ′R x C x( ) ( )

 z நுகர்தொர்	உபரி	 = f x dx x p
x

( ) −∫ 0 0
0

0

 z உறபத்தியாளர்	உபரி	 =  x p p x dx
x

0 0
0

0

− ( )∫

களைசபெகாற்கள்  (GLOSSARY)
அதிகபடெ	இலைாபம் Maximum	profit
அளிபபுச்	ொர்பு Supply	function
இலைாபம் Profit
இறுதி	நிடலை	வெலைவுச்	ொர்பு Marginal	cost	function
இறுதி	நிடலை	ெருொய்ச்	ொர்பு Marginal	revenue	function
உறபத்தி Production
உறபத்தியாளர் Manufacturer
உறபத்தியாளர்	உபரி Producer’s	surplus
ெமநிடலை Equilibrium
ெரககு	இருபபு Inventory
ெராெரி	வெலைவுச்	ொர்பு Average	cost	function
வெலைவுச்	ொர்பு Cost	function
ததடெச்	ொர்பு Demand	function
வதாடகயிடல் Integration
நுகர்தொர்	உபரி Consumer’s	surplus
பஙகீடடு	தெட்ணத்	வதாடக Annuity
மாறாச்	வெலைவு Fixed	cost
ெருொய்ச்	ொர்பு Reveunue	function
வெளியீடு Out	put
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Step 1

பெயல்்பகாடடிற்ககாை உைலி :https://ggbm.at/uzkcrnwr
 
விளைவுக் குறியீடு (QR Code) :

“Consumer’s	 Surplus”	 எனனும்		
பயிறசித்தாளிடன	 வதரிவு	 வெய்துவகாள்ளவும்.	
Consumer’s	 Surplus	 using	 Integration	எனனும்	
திடர	 ததானறும்.	 அதில்	 வகாடுககபபடடுள்ள	
ெடரபடத்தில்	ெடளவில்	உள்ள	புள்ளி	A	டெ	
ெகர்த்தினால்	 ெடரபடத்தில்	 ததானறும்	
மாறறத்டத	வதரிந்துவகாள்ளலைாம்.

கீழ்ககாணும்	 உரலி	 /	 விடரவுக	 குறியீடடடப	
பயனபடுத்தி	 இச்வெயல்படடிறகான	 இட்ணயப	
பககத்திறகுச்	 வெல்க.	 பினபு	 “12th	 Standard	
Business	Mathematics	and	Statistics”	எனனும்	
திடரயில்	“Volume-1”	டய	வதரிவு	வெய்யவும்.

இளையச பெயல்்பகாடு

பெயல்்பகாடடின் இறுதியில் 
எதிர்்பகார்க்கப்்படும் விளைவு

்படி  2

்படி  1
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