
145 வ்க்ம மறறும் வ்கயிடல மு்்றகள்

10.1 அறிமுைம் (Introduction)
 இப்பொ்டப்பகுதியில் �ன�க்ச�ழுக் �ருத்தியன்லப் பறறியும், அ்தன ச்தொ்டர்பொை இ்தர 
�ருத்து�ன்ளயும் ஆரொய�்தன மூ்லம் அனைொ்ட �ொழக்ன�யில் ெநதிக்கும் ெ�ொல்�ளுக்குத் தீர்வுக் 
�ொண இயலும். இ்தன ச்தொ்டர்ச்சியொ� தினெந��த்தின ெரொெரினயக் கீழக்�ொணும் உ்தொரணத்தின 
மூ்லம் �ொணநபொம்.

 ஒரு குறிப்பிட்ட தூரத்தினைக் �்டக்� உள்ளுணர்வு மூ்லம் தினெந��ம் அல்்லது ந�� வீ்தத்தினைப் 
பயனபடுத்தும் இயல்பு சபொது�ொ� அனை�ரி்டமும் உள்்ளது. ெொனைொ� ஒரு மணி நேரத்தில் ஒரு 
நபருநது 60 கி.மீ. தூரத்தினைக் �்டந்தொல் அப்நபருநதின ெரொெரித் தினெந��ம் மணிக்கு 60 கி.மீ. எை 
அனமயும். ஆைொல் பயணத் தூரம் முழு�தும் 60 கி.மீ. எைச் சீரொை ந��த்திந்லநய நபருநதினை 
இயக்� இய்லொது. ஏசைனில் ே�ர்ப்புைங�ளில் ெறநை ந��த்தினை குனைக்�வும் பிை �ொ�ைங�ன்ளக் 
�்டக்கும்நபொது ந��த்தினைக் கூட்டவும் ந�ணடும். ந�று செொற�ளில் செொல்�ச்தனைொல், 
நேரத்தினைப் சபொறுத்துத் தினெந��ம் 
மொறும் எை்லொம்.
    ஒரு நபொக்கு�ரத்து நிறு�ைத்தின 
அட்ட�னணப்படி ஒரு நபருநது ஓர் 
ஊரிலிருநது மறநைொர் ஊருக்குச் 
செல்்ல ஒரு மணி நேரத்தில் 60 கி.மீ. 
�்டக்� ந�ணடுசமனில் நபருநதின 
பயணப்பொன்தயில் ஆங�ொஙந� 
ஏறபடும் நேர விரயத்தினையும், 
ந��க் குனைவினையும் ஏனைய 
இ்டங�ளில் ஈடுசெயய ந�ணடும் 
எனப்தனை ஓடடுேர் உணர்நந்த 
நபருநதினை இயக்குகிைொர். 
ெரொெரித் தினெந��ம் மணிக்கு
60 கி.மீ.  எனறு  அறிநதிருந்தொலும், 
ஒரு குறிப்பிட்ட ்தருணத்தில் 
நபருநதின தினெந��ம் 
எனைச�னப்தறகு வின்டயொ� 
அனமயொது. 
 சபொது�ொ�, ெரொெரித் தினெந��ம் அல்்லது ே�ரும் சபொருளின ெரொெரி ந��ம் எனபது 
இ்டப்சபயர்ச்சியின நேர வீ்தம் எனபது கீழக்�ொணுமொறு �னரயறுக்�ப்படுகிைது.

vave =
gaz J}uk;

gaz neuk;
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146XI - கணிதவியல்

 ஒரு 10 கி.மீ பந்தயத் தூரத்தினை ஓர் ஓட்டப் பந்தய வீரர் நினைவு 
செயய எடுத்துக் ச�ொண்ட நேரம் 1 மணி 15 நிமி்டங�ள் (1.25 மணி) எைக் 
�ருதுந�ொம். 
 இந்த ஓட்டப் பந்தயத்தில் அ�ருன்டய ெரொெரித் தினெந��ம் அல்்லது 
ெரொெரி ந��ம்

vave = =
10

1 25
8

.
 கி.மீ. / மணி எனப்தொகும்.

 பந்தயத் தூரத்தின பொதித் தூரத்தினைக் �்டக்கும் ்தருணத்தில் ஓடுப�ரின 

ந��ம் v-யினைத் துல்லியமொ�க் �ணக்கி்ட ந�ணடும் எைக் �ருதுந�ொம்.   
0 மணியிலிருநது 0.5 மணிக்குள் உள்்ள நேர இன்டச�ளியில் உள்்ள தூரம்  

5 கி.மீ. எனில்,  vave = =
5
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.
 கி.மீ/மணி ஆகும்.

 அந்த ெமயம், அனர மணி நேரத்தில் ஓடுப�ரின ந�� வீ்தத்திற�ொை �ணநேர வீ்தம் v-ஐ சிைந்த 
குறியீ்டொ� நமற�ண்ட வின்டனய எடுத்துக் ச�ொள்்ள இய்லொது. ச்தொ்டக்� இ்டத்திலிருநது 5.7 கி.மீ 
தூரத்தில் 0.6 மணியில் இருக்கிைொர் எைத் தீர்மொனித்்தொல்,  0 மணியிலிருநது 0.6 மணி �னரயுள்்ள 

ெரொெரி ந��ம் vave =
−
−

=
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. .
கி.மீ./மணி ஆகும்.

 �ன்டசியொ�ப் சபைப்பட்ட v-ன மதிப்னப ெறநைைக்குனையச் ெரியொை மதிப்பீ்டொ�க் �ரு்த்லொம். 
இக்�ொ்ல இன்டச�ளினய  0.5 மணிக்குள் ‘குனைப்ப்தன மூ்லமும்’ அ்தறந�றப  5 கி.மீ. தூரத்திறகு ஒப்ப 
நேர அ்ளவீடன்டயும் �ணக்கிடும்நபொது ஓடுப�ரின ந��த்தினை அனரமணியில் நமலும் சிைப்பொை 
ந்தொரொய மதிப்பீடு�ன்ளத் ்தர இயலும்.
 தினெந��த்தினைக் �ணக்கிடு�து எனபது y f x= ( )  எனும் சபொது�ொை பகுமுனைச் ெொர்பிைது 
�ணி்த மொதிரியின �ன�யிடு்தன்லக் �ணக்கிடு�்தறகு இடடுச் செல்கிைது. அ்தன வின்ள�ொ� 
கீழக்�ொணும் குறிக்ந�ொள்�ன்ளயும், ச்தொ்டர்ச்சியொ� �ன�யிடு்தலின பகுப்பொயவினைப் பறறியும் 
�ொணநபொம்.

கற்றலின் ந�ோககஙகள்

இப்பொ்டப்பகுதி நினைவுறும்நபொது மொண�ர்�ள் அறிநதிருக்� ந�ணடியன��்ளொ�
• பினைங�ளின எல்ன்லயொ� �ன�யீடடினை அறி்தல்
• �டிவியல் ரீதியொ� �ன�யீடடினைக் �ொணு்தல்
• மொறைங�ளின  அ்ளவீடடுச் செய்லொ� �ன�யீடடினைப் புரிநது ச�ொள்ளு்தல்
• �ன்ள�னர�ளின மீ்தொை ச்தொடுந�ொடு�ளின ெொய�ொ�வும்/மொறுவீ்தம் ஆ�வும் �ன�யீடடினை 

உணர்நது ச�ொள்ளு்தல்
• �ன�யிடு்தலின பல்ந�று முனை�ன்ள அறிநது ச�ொள்ளு்தல்
• அனைொ்ட நி�ழவு�ளின தீர்வு�ளுக்குக் �ருவியொ� �ன� நுண�ணி்தத்ன்தப் பயனபடுத்து்தல்.
ஆகியன� எதிர்பொர்க்�ப்படுகினைை.

10.2 வகையிடுதலின் ைருதததாகைம் (The concept of derivative)
 பதிநைழொம் நூறைொணடில் �ணி்தவிய்லொ்ளர்�ள் தீர்வு �ொண முயனை ேொனகு முக்கியமொை 
�ணக்கு�ளிலிருநது �ன�நுண �ணி்தம் ந்தொனறி �்ளர்ச்சி சபறைது. அன�
 (1) ச்தொடுந�ொடுக் �ணக்கு
 (2) தினெந��ம் மறறும் முடுக்�க் �ணக்கு
 (3) சிறுமம் மறறும் சபருமக் �ணக்கு
 (4) பரப்ப்ளவுக் �ணக்கு.

 மு்தலிரணடு �ணக்கு�ன்ளப் பறறி இப்பொ்டப்பகுதியில் �ொணநபொம். ஏனைய இரணடினைப் 
பினைர் �ரும் பொ்டப்பகுதியில் �ொண்லொம்.

காட்ஃபிரைட் வில்ஹெலம் 
லிபினிட்ஸ் (1646 - 1716)
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147 வகைகை ைற்றும் வகையிடல் முகைைள்

10.2.1. தததாடுகைதாடுக ைணககு(The tangent line problem)
 ஒரு �ன்ள�னரயில் குறிப்பிட்ட ஒரு புள்ளியில் ஒரு 
நேர்க்ந�ொடு ச்தொடுந�ொ்டொ� அனமகினைது எனப்தன சபொருள் 
எனை? ஒரு �ட்டத்தில் ‘P’ எனும் புள்ளியின மீது ச்தொடடுச் 
செல்லும் ச்தொடுந�ொடு எனபது ப்டம் 10.1-ல் �ணடுள்்ள�ொறு 
‘P’ எனும் புள்ளினயச் ெநதிக்கும் ஆரக்ந�ொடடிறகுச் செஙகுத்துக் 
ந�ொ்டொ� (radial line) அனமயும்.
   ஆைொல் சபொது�ொை �ன்ள�னரயொ� இருந்தொல் ச்தொடுந�ொடன்டக் 
�ண்டறி�து மி�க் �டிைமொை செய்லொகும். எடுத்துக்�ொட்டொ� 
கீழக்�ொணும் 10.2-லிருநது 10.4 �னரயி்லொை ப்டங�ளில் 
உள்்ள�றறிறகுத் ச்தொடுந�ொடு�ன்ள எவ�ொறு �னரயறுக்� இயலும்?

 ‘P’ எனும் புள்ளியில் �ன்ள�னரனய ச�டடிச் செல்்லொமல் ச்தொடடுச் செல்லும் ந�ொடு்தொன 
ச்தொடுந�ொ்டொ� அனமயும் எைக் கூை முனைய்லொம். இந்த �னரயனை ப்டம் 10.2-ல் உள்்ளது நபொனை 
�ன்ள�னரக்குப் சபொருநதும், ஆைொல் 10.3-ல் உள்்ள �ன்ள�னரக்குப் சபொருந்தொது,  அல்்லது ஒரு 
�ன்ள�னரக்கு ஒரு ந�ொடு ச்தொடுந�ொ்டொ� அனமய ந�ணடுசமனில், ந�ொடும் �ன்ள�னரயும் 
ஒநர ஒரு புள்ளியில் ச்தொடடுச் செல்்லந�ொ அல்்லது ெநதிக்�ந�ொ ந�ணடும். ஆைொல் இந்த 
�னரயனை �ட்டத்திறகுப் சபொருந்தக் கூடும். ஆைொல் ப்டம் 10.4-ல் உள்்ளது நபொனை சபொது�ொை 
�ன்ள�னர�ளுக்கு இந்த �னரயனை சபொருந்தொது.
 அடிப்பன்டயில் ‘P’  எனும் புள்ளியில் உள்்ள ச்தொடுந�ொடன்டக் �ண்டறிய முயல்�து ‘P’ எனும் 
புள்ளியில் ச்தொடுந�ொடடின ெொயவினைக் �ண்டறி�்தொ� மொறுகிைது.
 இச்ெொயவினை, ச்தொடு�னரப்புள்ளி   (point of tangency) மறறும் �ன்ள�னரயின மீ்தொை 
மறசைொரு புள்ளி �ழியொ�ச் செல்லும் ச�டடுக் ந�ொடடின ெொயவுக்குத் ந்தொரொயமொ�ப் ப்டம் 10.5ல் 
�ொணபதுநபொல் �ொண்லொம்.
 ச்தொடு�னரப்புள்ளியொ� P(x0, f (x0)) எைவும் இரண்டொ�து புள்ளியொ� Q(x0 + Dx, f (x0 + Dx)) 
எைவும் �ருதுந�ொம். 

 m =  
y y
x x

2 1

2 1

-
-

எனும் ெொயவு விதியில் பிரதியிடு�்தன மூ்லம் இரு புள்ளி�ள் �ழியொ�ச் செல்லும் 

ச�டடுக் ந�ொடடின ெொயன�ப் சபை இயலும்.

 msec = 
f x x f x
x x x

( ) ( )
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 அ்தொ�து, msec = 
f x x f x

x
( ) ( )0 0+ ∆ −

∆
 எனபது 

ச�டடுக்ந�ொடடின ெொய�ொ� அனமயும்.
 இந்தச் ெமனபொடடின �்லப்பக்�ம் இருப்பது ந�றுபொடடுப் 
பினைம்  (Difference quotient) ஆகும். 

 பகுதி Dx எனபது x-ன் மோற்றம் (x-ன அதி�ரிப்பு) மறறும் 
ச்தொகுதி Dy = f(x0 + Dx) - f(x0) எனபது y-ன் மோற்றம் ஆகும்.

 ச்தொடு�னரப்புள்ளிக்கு மி� அருந� புள்ளி�ன்ளத் ந்தர்நச்தடுப்ப்தன மூ்லம் ச்தொடுந�ொடடின 
ெொயவிற�ொை சிைந்த ந்தொரொய மதிப்பினைப் சபை இயலும் எனபந்த இம்முனையின சிைப்பம்ெம் ஆகும்.

x

y

P

x

y

P

x

y

P

x

y

P

( )y f x=
(

)

y
f

x
=( )y f x=

ப்டம் 10.1

ப்டம் 10.5

 ப்டம் 10.2 ப்டம் 10.3 ப்டம் 10.4

x

y

  

  

∆x

( )
y f x=

0 0
( , ( ))P x f x

0 0
( , ( ))Q x x f x x+ ∆ + ∆

0 0
( ) ( )y f x x f x∆ = + ∆ −

bt
l;L

f;n
fh
L
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தததாடுகைதாட்டின் கததாரதாயம்

ப்டம் 10.6 மு்தல் 10.13 �னர

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

0x∆ → 0x∆ →

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

04_10 Differential Calculus 2.indd   148 25-03-2019   13:34:23



149 வகைகை ைற்றும் வகையிடல் முகைைள்

விளகக எடுத்துககாட்டு 10.1
 f (x) = x2  எனும் �ன்ள�னரக்கு (1, 1) 
எனை புள்ளியில் ச்தொடுந�ொடடின ெொயவினைக் 
�ண்டறிந�ொம்.

 மு்தலில் Dx = 0.1 எைக் �ருதுந�ொம்.  
(1, 1) மறறும் (1.1, (1.1)2) புள்ளி�ள் �ழியொ�ச் 
செல்லும் ச�டடுக்ந�ொடடின ெொயவினைக் 
�ண்டறிந�ொம்.
 (i) f (1.1) = (1.1)2 = 1.21

 (ii) Dy = f (1.1) - f (1)

   = 1.21 - 1 = 0.21

 (iii) 
D
D
y
x   = 

0 21
0 1
.
.

  = 2.1

 1-க்கு �்லப்பக்�மும் இ்டப்பக்�மும் அனமயும் அடுத்்தடுத்்த மதிப்பு�ன்ளக் கீழக்�ொணும் 
�ன�யில் அட்ட�னணப்படுத்துந�ொம்.

Dx 1 + Dx f (1) f (1 + Dx) Dy Dy / Dx

0.1 1.1 1 1.21 0.21 2.1

0.01 1.01 1 1.0201 1.0201 2.01

0.001 1.001 1 1.002001 0.002001 2.001

- 0.1 0.9 1 0.81 - 0.19 1.9

- 0.01 0.99 1 0.9801 - 0.0199 1.99

- 0.001 0.999 1 0.998001 - 0.001999 1.999

 ச்தளி�ொ�,  lim
∆x

y
x→ −

∆
∆0

 = 2 ;  lim
∆x

y
x→ +

∆
∆0

 = 2

 இ�றறின மூ்லம் lim
∆x

y
x→

∆
∆

=
0

2 எைக் �ொண்லொம்.

 எைந�, y = x2  எனும் �ன்ள�னரயின ச்தொடுந�ொடடின ெொயவு (1, 1) எனும் புள்ளியில் mtan = 2 
எை அனமயும்.

 ப்டங�ள் 10.6 மு்தல் 10.13, வி்ளக்� எடுத்துக்�ொடடு  10.1 மறறும் ேமது உள்ளுணர்வின 
�ொயி்லொ�,  “P எனும் புள்ளியில் y = f (x) எனும் �ன்ள�னரயின ‘L’ எனும் ச்தொடுந�ொடு,  
Q ® P (Dx ® 0) எனுமொறு P மறறும் Q-ன �ழியொ�ச் செல்லும் ச�டடுக்ந�ொடு PQ -ன எல்ன்ல எை 
எடுத்துனரக்� இயலும்’. நமலும்  L-ன ெொயவு mtan எனபது Dx ® 0 எனும்நபொது msec -ன எல்லை 
மதிப்ோக அனமயும். இ்தனைநய பின�ருமொறு ச்தொகுத்துக் கூை்லொம்:

வகரயகை 10.1  (சதாய்வு m உள்ள தததாடுகைதாடு) (Tangent line with slope m) 
 x0 எனை புள்ளி அனமநதுள்்ள திைந்த இன்டச�ளியில் f  எனை ெொர்பினை �னரயறுப்நபொம்.

 நமலும், lim lim ( ) ( )
tan∆ → ∆ →

∆
∆

=
+ ∆ −
∆

=
x x

y
x

f x x f x
x

m
0 0

0 0   கின்டக்�ப்சபறைொல், m எனும் ெொயவு்டன 

(x0, f (x0)) புள்ளி �ழியொ�ச் செல்லும் ந�ொடு, (x0, f (x0)) எனும் புள்ளியில் f எனும் �ன்ள�னரயின 
த�ோடுநகோடோக அனமயும்.

2y x=

tan
2m =

x

y

ப்டம் 10.14
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 x f x0 0, ( )( )  எனை புள்ளியில் �னரயப்பட்ட த�ோடுநகோட்டின் சோய்வு, அப்புள்ளியில் 
�ன்ள�னரயின ெொயவு எைவும் அனழக்�ப்படுகிைது,

 �னரயனையின மூ்லம் ஒரு �ன்ள�னர (x0, f (x0)) எனை புள்ளியில் ஒரு ச்தொடுந�ொடடினைத் 
்தருமொயின அது ்தனித்்த்தொ� இருக்கும். ஏசைனில் ச�ொடுக்�ப்பட்ட ஒரு புள்ளி மறறும் ெொயவு �ழியொ� 
ஒநர ஒரு ந�ொடடினைநய �னரய இயலும்.

 �ன்ள�னரயின ெொயன�க் �ொணப்தற�ொை நிபந்தனை�ன்ள 4 படி நின்ல�்ளொ� எழு்த்லொம்.

 (i) x0 மறறும் x0 + Dx எனை புள்ளி�ளில் f-ன மதிப்பு�ன்ளக் �ொண�. அ்தொ�து, f (x0) மறறும்  
f(x0 + Dx) ஆகிய�றனைக் �ொண�.

 (ii) Dy �ணக்கிடு�: அ்தொ�து Dy = f (x0 + Dx) - f (x0)-ஐ �ொண�.

 (iii) Dy-ஐ  Dx ≠ 0ஆல் �குக்� : அ்தொ�து,   
D
D
y
x  = 

f x x f x
x

( ) ( )0 0+ ∆ −
∆

-ஐ �ொண�.

 (iv) Dx ® 0 (Dx ≠ 0) எனும்நபொது : 
D
D
y
x -ன எல்ன்லனயக் �ொண�. அ்தொ�து,  mtan = lim

x

y
x→

∆
∆0

 வி்ளக்� எடுத்துக்�ொடடு 10.1-ல் உள்்ள �ன்ள�னரயின ெொயவினைக் �ொணபன்த எளினமப்படுத்்த 
�னரயனை�ள் பயனபடு�ன்தக் �ொண்லொம்.
 (i) f (1) = 1 12 = .  

 எந்தச�ொரு Dx ¹ 0-க்கும்    f (1 + Dx) = (1 + Dx)2 = 1 + 2Dx + (Dx)2

 (ii) Dy = f (1 + Dx) - f (1) = 2Dx + (Dx)2 = Dx (2 + Dx)

 (iii) 
D
D
y
x   = 

∆ + ∆
∆

x x
x

( )2
 

   = 2 + Dx .

 (iv) mtan = lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

   = lim( )
x

x
0

0 2 .

எடுததுகைதாட்டு 10.1
 f (x) = 7x + 5 எனும் �ன்ள�னரக்கு (x0, f (x0)) எனும் புள்ளியில் ச்தொடுந�ொடடின ெொயவினைக் 
�ொண�.
தீர்வு 

    படிநின்ல (i)  f (x0) = 7x0 + 5. 

  எந்தச�ொரு Dx ¹ 0-க்கும்,
  f (x0 + Dx) = 7(x0 + Dx) + 5
   = 7x0 + 7Dx + 5

    படிநின்ல (ii) Dy = f (x0 + Dx) - f (x0)
   = ( ) ( )7 7 5 7 50 0x x x+ ∆ + − +  

   = 7Dx

    படிநின்ல (iii) 
D
D
y
x   = 7

    எைந�, f(x) = 7x + 5 எனும் �ன்ள�னரயில் உள்்ள எந்தச�ொரு புள்ளிக்கும், 
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  படிநின்ல (iv) mtan = lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 

   = lim ( )
∆ →x 0

7  

   = 7

 ஒரு நேரிய �ன்ள�னரக்கு, 
D
D
y
x  எனபது x0 மறறும் ஏறை மதிப்பொை Dx ஆகிய�றனை ெொரொமல் 

ஒரு மொறிலியொ� இருக்கும் எனப்தனைக் ��ைத்தில் ச�ொள்்ளவும்.

எடுததுகைதாட்டு 10.2
 f (x) = - 5x2 + 7x எனும் �ன்ள�னரக்கு (5, f (5)) எனை புள்ளியில் ச்தொடுந�ொடடின ெொயவினைக் 
�ொண�.
தீர்வு

 படிநின்ல (i)  f(5) = - 5(5)2 + 7 ´ 5 = - 125 + 35 = - 90.

  எந்தச�ொரு Dx ¹ 0-க்கும்
   f (5 + Dx) = - 5(5 + Dx)2 + 7(5 + Dx) = - 90 - 43Dx - 5(Dx)2.

 படிநின்ல (ii) Dy = f (5 + Dx) - f(5)

    = - 90 - 43Dx - 5(Dx)2 + 90 = - 43Dx - 5(Dx)2

    =  Dx [- 43 - 5Dx].

 படிநின்ல (iii) 
D
D
y
x  = - 43 - 5Dx

 படிநின்ல (iv) mtan = lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 = - 43.

10.2.2 கேரககைதாட்டியகைததில் திகசகவைம் (Velocity of Rectilinear motion)
 ஆதியிலிருநது ‘t’ நேரத்தில் ஒரு சபொருளின ே�ர்வு (இயக்�ப்பட்ட தூரம்) s என�. s = f(t) எனும் இயக்�ச் 
ெமனபொடடினபடி அப்சபொருள் நேர்க்ந�ொடடில் ே�ர்�்தொ�க் ச�ொள்ந�ொம். இஙகு இயக்�த்ன்த வி�ரிக்கும்  
‘f’ எனும் ெொர்புப் சபொருளின ‘நி்லைசசோர்பு’ (position function) எை அனழக்�ப்படுகிைது. t = t0-லிருநது   
t = t0 + Dt எனும் நேர இன்டச�ளியில் நின்ல மொறைம்  f (t0 + Dt) - f s(t0) ஆகும். இந்த நேர இன்டச�ளியில் 
ெரொெரி தினெந��ம் 

 ப்டம் 10.15 ப்டம் 10.16

o  

 T

S

O

 

0 0
( ) ( )f t t f t+ ∆ −

0
( )f t t+ ∆

0
( )f t

0 0
( , ( ))P t f t

0 0
( , ( ))Q t t f t t+ ∆ + ∆

0
t t+ ∆0

t

0 0
( ) ( )

PQ
f t t f t         m

t
+ ∆ −

= =
∆

    vDk;
epiyapy;
t t=

0
       vDk;
epiyapy;

t t t= +
0

∆

PQ?d; rha;t[
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 vavg = 
epiy khw;wj; bjhiyt[

neuk;

?y; cs;s khw;w
=

+ ∆ −
∆

=
f t t f t

t
s( ) ( )0 0 kk;

?y; cs;s khw;wk;t
s
t

=
∆
∆

 இது ப்டம் 10.16-ல் உள்்ளபடி PQ எனும் ச�டடுக்ந�ொடடின ெொயவு ஆகும்.

 நேர இன்டச�ளி Dt -ல் (t0-லிருநது t0 + Dt �னர) தூரத்ன்த 
நினைவு செய்தல் (செல்லும் தூரம்) ஒனைொ� இருந்தொலும் இயக்�ம் 
ப்ல �ன�யொ� அனமய்லொம். இது ஒரு ்த்ளத்திலுள்்ள P மறறும் Q 
புள்ளி�ளுக்கின்டநய முறறிலும் ச�வந�ைொை  C1, C2, C3 ¼ 
�ன்ள�னர�ள் மூ்லம் வி்ளக்�ப்படடுள்்ளது. (ப்டம் 10.17) இந்த 
�னரப்டத்தில் உள்்ள �ன்ள�னர�ள் ச�ொடுக்�ப்பட்ட நேர 

இன்டச�ளி�ளில், அனைத்து இயக்�ங�ளுக்கும் 
D
D
s
t  எனும் ஒநர 

ெரொெரித் தினெந��ம் ச�ொண்ட்தொ�வும் ஆைொல், முறறிலும் 
ச�வந�ைொை இயக்�ங�்ளொ�வும் அனமகினைது.
 [t0, t0 + Dt] எனும் குறுகிய மறறும் நமலும் ச்தொ்டர்நது குறுகிய நேர இன்டச�ளி�ளில் ெரொெரித் 
தினெந��ங�ன்ள இப்நபொது �ணக்கிடுந�ொம். ந�று வி்தமொ�க் கூறு�ச்தனைொல், Dt எனபது 0-ன� 
அணுகு�்தொ� ச�ொள்ந�ொம். இப்நபொது t = t0 எனை நேரத்தில் தினெந��த்தினை v(t0) (�ணநேர 
தினெந��ம்) ெரொெரித் தினெந��ங�ளின எல்ன்லயொ�க் �ொண்லொம்.

   v(t0) = lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆t

f t t f t
t0

0 0  = lim
∆ →

∆
∆t

s
t0

.

 இதிலிருநது t = t0 எனை நேரத்தில் தினெந��ம் எனபதும் P எனை புள்ளியில் ச்தொடுந�ொடடின 
ெொயவும் ெமமொ� இருக்கிைது எனபது ச்தளி�ொகிைது.
விளகக எடுத்துககாட்டு 10.2
 ச�றறி்ட ச�ளியில் ்தன்டயினறி விழும் ஒரு சபொருள் �்டந்த தூரம்  s  என�.  அ்தறகு 
எடுத்துக்ச�ொள்ளும் நேரம் t  என�. இன� இரணடும் மொறி�்ளொ�வும் ஒனனைசயொனறு ெொர்ந்த்தொ�வும் 
இருக்கும். ்தன்டயறறு விழும் விதிப்படி நமற�ண்ட ெொர்ந்த ்தனனமனயக் கீழக்�ொணுமொறு 
வி�ரிக்�்லொம்:

   s = 
1
2

2gt  (ச்தொ்டக்�த் தினெந��ம் இல்்லொ்தநபொது), 

         இஙகு g புவியீர்ப்பு மொறிலியொகும்.

 படிநின்ல (i) f (t0 + Dt) = 
1
2

1
2

20
2

0
2

0
2g t t g t t t t( ) ( )+ ∆ = + ∆ + ∆( )  

 படிநின்ல (ii) Ds = f (t0 + Dt) - f (t0)

    = 
1
2

2 1
20

2
0

2
0
2g t t t t gt( ( )+ ∆ + ∆  −

    = g t t t∆ + ∆





0
1
2

 

 படிநின்ல (iii) 
D
D
s
t  = 

g t t t

t
g t t

∆ + ∆





∆
= + ∆





0

0

1
2 1

2
 

 படிநின்ல (iv) v(t0) = lim
∆ →

∆
∆

=
t

s
t
gt

0 0 .

 இதிலிருநது, t0  �ணநேரத்தில் முழுனமயொ�த் தினெந��ம் �னரயறுக்�ப்படடுள்்ளது எனபது 
ச்தளி�ொகிைது. நமலும் இது இயக்� நேரத்திறகு விகி்த ெமமொ� அனமகினைது.

P

Q
1

C

2
C

3
C

0
t 0

t t+ ∆ T

S

ப்டம் 10.17
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10.2-3. சதாரபின் வகைகதைழு அல்்லது வகையிடல் (The derivative of a Function)
 இப்நபொது ேொம் நுண �ணி்தத்தின மி� முக்கியமொை ்தருணத்திறகு �நதுள்ந்ளொம். எல்ன்ல 
மூ்லமொ�த் ச்தொடுந�ொடடின ெொயன� �னரயறுத்்தல் அல்்லது எல்ன்ல மூ்லமொ�த் ்தன்டயினறி விழும் 
சபொருளின �ணநேரத் தினெந��த்தினைக் �ொணு்தல், எனபது �ன� நுண�ணி்தத்தில் உள்்ள இரு 
அடிப்பன்டச் செயல்பொடு�ளில் ஒனைொை வ்கயிடல ஆகும்.

வகரயகை 10.2 
 x0 எனை புள்ளி அனமநதுள்்ள ஒரு திைந்த இன்டச�ளியொை  I Í  -ல்  f எனை ெொர்பு 

�னரயறுக்�ப்படுகிைது. நமலும்  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0   எனபது கின்டக்�ப்சபறும் என�. 

இப்நபொது f  எனபது x0-ல் வ்கயிடத�ககது எைவும்,   x0-ல் f -ன வ்ககதகழு எனபது ¢f x( )0

எைக் குறிக்�ப்படடு பின�ருமொறு அனமகிைது.

   ¢f x( )0  = lim lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

∆
∆

=
+ ∆ −
∆x x

y
x

f x x f x
x0 0

0 0  . 

 இந்த எல்ன்லயொைது கின்டக்�ப்சபறும் அனைத்து x-ன மதிப்பு�ளுக்கும்

 ¢f x( )  =  lim lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

∆
∆

=
+ ∆ −
∆x x

y
x

f x x f x
x0 0

எனபது x-ன ெொர்பொ� அனமயும்.

 x-ஆல் ஆை ெொர்பின �ன�க்ச�ழுவும் x-ஆல் ஆை ெொர்பொ� அனம�ன்த உறுதி செயய முடியும். 
இந்தப் “புதிய ெொர்பு”  (x, f (x)), எனும் புள்ளியில் f  எனை �ன்ள�னரயின ச்தொடுந�ொடடின ெொயவினைக் 
ச�ொடுப்ப்தொ� அறிய்லொம். (அந்தப் புள்ளியில் ச்தொடுந�ொடன்ட �னரய முடியுசமனில்)

 ஒரு ெொர்பின �ன�க்ச�ழுன�க் �ொணும் முனையினை வ்கயிடல எை அனழக்கிநைொம். ஒரு 
ெொர்பு x-ல் �ன�யி்டத்்தக்�்தொ� (�ன�னமயொ�) இருக்�,  x-ல் அ்தன �ன�க்ச�ழு இருத்்தல் ந�ணடும். 
நமலும் தி்றந� இ்டதவளியோன (a, b)-ல  வ்க்மயோக இருகக நவண்டுமோயின் (a, b)-ல உள்்ள 
ஒவதவோரு புள்ளியிலும் வ்க்மயோக இருத�ல நவண்டும்.

 y = f (x)-ன �ன�க்ச�ழுன�க் குறிக்�, ¢f x( ) “f prime of x” அல்்லது  “f dash of x” எனபது 

மடடுமனறி பிை குறியீடு�ளும் பயனபடுத்்தப்படுகினைை. அ�றறில் சி்ல, 

 ′ ′ [ ]f x dy
dx

y d
dx

f x D yx( ), , , ( ) , [ ]  அல்்லது  Dy அல்்லது y1 . இஙகு 
d
dx

அல்்லது D எனபது 

�ன�யி்டல் செயலி ஆகும். 

 இஙகு 
dy
dx

 எனபன்த  “dy - dx”, அல்்லது  “Dee y Dee x” அல்்லது “Dee Dee x of y” எைவும் 

படிக்�்லொம். இக்குறியீடு ஒரு பினைத்ன்த குறிக்�ொது எனபன்த நினைவில் நிறுத்்தவும். 

 
dy
dx

 எனை குறியீடடினை லிபினிட்ஸ் குறியீடு எனபர்.

10.2.4 ஒரு பகை வகைகதைழுகைள (இடபபகை மற்றும் வ்லபபகை வகைகதைழு)
One sided derivatives (left hand and right hand derivatives)

 x0 எனும் புள்ளியினை உன்டய திைந்த இன்டச�ளியொை (a, b)-ல்  y = f (x) எனும் ெொர்பு 
�னரயறுக்�ப்படுகிைது. x = x0-ல் f-ன இடப்கக வ்ககதகழுவும் வலைப்கக வ்ககதகழுவும் முனைநய 
′ −f x( )0  மறறும் ′ +f x( ),0 எைக் குறிக்�ப்படடுக் கீழக்�ொணுமொறு �னரயறுக்�ப்படுகிைது. 
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எல்ன்ல�ள் கின்டக்கும் படெத்தில்

   ′ −f x( )0  = lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0  எைவும்

   ′ +f x( )0  = lim ( ) ( )
∆ → +

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0  எைவும் �னரயறுக்�ப்படுகினைை.

 அ்தொ�து, �்லப்பக்�மொ�வும் இ்டப்பக்�மொ�வும் ெொர்பு �ன�னமயொை்தொ� அனமகிைது,  

x0-ல் ெொர்பின எல்ன்ல �னரயனையில் �ண்டது நபொல், ′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0 0

0 0  எனை 

�ன�க்ச�ழு கின்டக்�த் ந்தன�யொைதும் மறறும் நபொதுமொைதுமொை நிபந்தனை எனைச�னில், 

 ′ −f x( )0 = lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0  மறறும் ′ +f x( )0 = lim ( ) ( )
∆ → +

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0  ஆகியன� 

கின்டக்�ப்சபறறு, நமலும் ′ −f x( )0 = ′ +f x( )0  ஆ� இருத்்தல் ந�ணடும் எனப்தொகும்.

 எைந�, ′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0 0

0 0  Û ′ −f x( )0 = ′ +f x( )0 .

 இ�றறில் ஏந்தனும் ஒரு நிபந்தனை மீைப்பட்டொலும்  f  ஆைது x0 -ல் �ன�னமயொ�ொது. 

 இ்தனைநய  h =  Dx > 0 எனை �ன�யில், 

   ′ +f x( )0  = lim ( ) ( )
h

f x h f x
h→

+ −
0

0 0   மறறும்

   ′ −f x( )0  = lim
h®0

 
f x h f x

h
( ) ( )0 0- -

 ஆகும்.

வகரயகை 10.3
 [a, b] எனை மூடிய இன்டச�ளியில் ெொர்பு f  �ன�னமயொைது எைக்கூை ந�ணடுமொைொல்,   
ெொர்பு f  ஆைது (a, b) எனும் திைந்த இன்டச�ளியில் �ன�னமயொை்தொ�வும், நமலும் 
இறுதிப்புள்ளியொை a மறறும் b-ல்

   ¢f a( )  = lim ( ) ( )
∆ → +

+ ∆ −
∆x

f a x f a
x0

 = lim
( ) ( ) ,

h

f a h f a
h

h
→

+ −
>

0
0  

   ¢f b( )  = lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f b x f b
x0

 = lim
( ) ( ) , .

h

f b h f b
h

h
→

− −
>

0
0  

 x = x0 எனை புள்ளியில்  f  �ன�யி்டத்்தக்�்தொ� இருப்பின ′ =
−
−→

f x f x f x
x xx x

( ) lim ( ) ( )
0

0

00
, இஙகு  

x = x0 + Dx மறறும் Dx ® 0 எனபது x ® x0-க்கு ெமொைம் ஆகும். இத்்தன�ய மொறறு முனை சி்ல நேரங�ளில் 
�ன�னமனயக் �ணக்கி்ட எளி்தொ� அனமயும்.

 �ெதிக்ந�றப, h x= ∆ ,  எை எடுத்துக்ச�ொண்டொல் எல்ன்ல கின்டக்�ப்சபறின, 

′ =
+ −

→
f x f x h f x

hh
( ) lim ( ) ( )

0
 ஆகும்.
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10.3 வகைகம (வகையிடல் தன்கம) மற்றும் தததாடரச்சி (Differentiability and Continuity)

விளகக எடுத்துககாட்டு 10.3
 x = 2 எனை புள்ளியில் f(x) = |x - 2| எனும் ெொர்பின �ன�னமத் ்தனனமனயச் நெொதிக்�.
தீர்வு

 இச்ெொர்பு x = 2-ல் ச்தொ்டர்ச்சியொைது எனபன்த அறிந�ொம்.

 ஆைொல், ′ −f ( )2  = lim ( ) ( )
x

f x f
x→ −

−
−2

2
2

  

    = lim | |
x

x
x→ −

− −
−2

2 0
2

    = lim | |
x

x
x→ −

−
−2

2
2

 = lim ( )
( )x

x
x→ −

− −
−

= −
2

2
2

1   மறறும்

   ′ +f ( )2  = lim ( ) ( )
x

f x f
x→ +

−
−2

2
2

    = lim | |
x

x
x→ +

− −
−2

2 0
2

 = lim ( )
( )x

x
x→ +

−
−

=
2

2
2

1 ஆகும்.

 இஙகு இ்டப்பக்� மறறும் �்லப்பக்� �ன�க்ச�ழுக்�்ளொை ′ −f ( )2  மறறும் ′ +f ( )2  ஆகியன� 

ெமமறைன� எனப்தொல், ¢f (2) கின்டக்�ப்சபைொது. அ்தொ�து, x = 2-ல் f எனை ெொர்பு �ன�யி்டத் ்தக்�்தல்்ல. 

ஏனைய புள்ளி�ளில் ெொர்பு �ன�னமயொைது (�ன�யி்டத்்தக்�து) ஆகும்.

 நமலும்  x0 ¹ 2 எனும் மறை புள்ளி�ளில்

   ¢f x( )0  = lim | |
x x

x x
x x→

−
−

=
0

0

0

 
1

1
0

0

x x
x x
>

− <




vdpy;

vdpy;

   Thus   ¢f ( )2  = 
1 2

1 2
   vdpy;

  vdpy;

x
x
>

− <




 உணனமயில், ¢f (2) கின்டக்�ப் சபைொது எனும் �ருத்து �டிவியல் ரீதியொ� �ன்ள�னர  

y = | x - 2 |-க்கு  (2, 0) எனை புள்ளியில் ச்தொடுந�ொடு இல்ன்ல எனப்தன மூ்லம் பு்லைொகிைது. நமலும்  
(2, 0) புள்ளியில் �ன்ள�னர கூர்முனை ச�ொணடுள்்ளன்தக் ��னிக்�.

விளகக எடுத்துககாட்டு 10.4

 x = 0 எனை புள்ளியில் f x x( ) =
1
3  -ன �ன�னமத் 

்தனனமனயக் �ொண�.

தீர்வு

 f x x( ) =
1
3  என�. இச்ெொர்பின �ன்ள�னரயில் எவவி்த 

து�ொரநமொ (அல்்லது) உன்டப்நபொ இல்ன்ல எனப்தொல் 
ெொர்ப�த்தில் உள்்ள அனைத்துப் புள்ளி�ளிலும் ெொர்பு 
ச்தொ்டர்ச்சியொ� இருக்கும்.

 ¢f ( )0  கின்டக்�ப் சபறுமொ எைச் நெொதித்துப் பொர்ப்நபொம்.

x

y

-3 -2 -1 1 2 3

1

2

3

  y =|x-2|

ப்டம் 10.18

ப்டம் 10.19

x
-3 -2 -1

1

2

3

1/3

( )f x
x=

y
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  ¢f ( )0  = lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →

−
−

=
−

0 0

1
30

0
0

   = lim
x

x
→

−

0

2
3  = lim

x
x

→
→∞

0 2
3

1

 எைந�, x = 0-ல்,  f(x)-க்கு �ன�னம இல்ன்ல, நமலும் x = 0-ல் ச்தொடுந�ொடு செஙகுத்துக் ந�ொ்டொ� 
உள்்ளது  (ப்டம் 10.19). எைந�,  x = 0-ல் f-க்கு �ன�னம இல்ன்ல.

 ஒரு ெொர்புக்கு ஒரு புள்ளியில்  ச்தொ்டர்ச்சித் ்தனனம உள்்ள்தொந்லநய அச்ெொர்பு அப்புள்ளியில் 
�ன�னமயொ� இருக்கும் எைக் கூை இய்லொது.

எடுததுகைதாட்டு 10.3
 மீப்சபரு முழு எண ெொர்பொை f x x( ) =    எனபது எந்த ஒரு முழு எணணிறக்கும் ஒரு 
�ன�னமயொ�ொது எை நிரூபிக்�வும்.
தீர்வு

 மீப்சபரு முழு எண ெொர்பொை  f x x( ) =     ஆைது ஒவச�ொரு முழு எண  n-க்கும் 

ச்தொ்டர்ச்சியறைது. ஏசைனில்  lim
x n

x n
→ −

  = −1 மறறும் lim
x n

x n
→ +

  = . எைந�, ¢f n( )  

கின்டக்�ப்சபைொது. 

 ஏனைய புள்ளி�ளில் ெொர்பின �ன�னமனயப் பறறி எனை கூை இயலும்?

விளகக எடுத்துககாட்டு 10.5

 f(x) = 
x x

x x
≤

+ >




0
1 0

  என�.

 ¢f ( )0  கின்டக்�ப்சபறின அ்தனைக் �ொண�.

தீர்வு

   ′ −f ( )0  = lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f x f
x0

0 0

    = lim ( )
∆

∆
∆x

f x
x→ −0

   ′ −f ( )0  = lim
∆ → −

∆
∆

=
x

x
x0

1

   ′ +f ( )0  = lim
∆ → +

+ ∆
∆x

x
x0

1

    = lim
∆ → +

+
∆







 →∞

x x0
1 1

 எைந� ¢f (0) கின்டக்�ப்சபைொது.

 இஙகு x = 0-ல் f -க்கு ஒரு துள்்ளல் (jump) உள்்ளது. அ்தொ�து x = 0 எனபது ஒரு துள்்ளல் 
ச்தொ்டர்ச்சியினனமயொகும்.

x

y

O

, 0
( )

1 , 0

x
f x

x x
≤

=  + >

ப்டம் 10.20
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157 வகைகை ைற்றும் வகையிடல் முகைைள்

 நமற�ண்ட வி்ளக்� எடுத்துக்�ொடடு�ள் மறறும் உ்தொரணங�ள் ஆகிய�றறிலிருநது பின�ரும் 
முடி��ன்ளத் ச்தொகுக்�்லொம்.

 ஒரு ெொர்பு f ஆைது ெொர்ப�த்திலுள்்ள ஒரு புள்ளி x0-ல் கீழக்�ொணும் ஏ்தொ�து ஒரு நி�ழவு சமய 
எனில்,  f அப்புள்ளியில் �ன�னமயொ�ொது.

 (i) x = x0 எனை புள்ளியில் f -க்கு செஙகுத்துத் ச்தொடுந�ொடு அனமகிைது.

 (ii) x = x0  எனை ஒரு கூர்முனைப்புள்ளியில் ெநதிக்கிைது. (கூர்னமயொை Ú �டி�ம் அல்்லது 
கூர்னமயொை உச்சி Ù)

 (iii) x = x0 எனை புள்ளியில் f  ஆைது ச்தொ்டர்ச்சியறைது.

 கீழக்�ொணும் நி�ழவு�ளில் ஒரு ெொர்பு �ன�னம ஆ�ொது :

 வி்ளக்� எடுத்துக்�ொடடு 10.3 மறறும் 10.4-ல் ெொர்பு f x x f x x( ) | | ( )= − =2
1
3 kw;Wk;  முனைநய 

x = 2 மறறும் x = 0-ல் ச்தொ்டர்ச்சியொ�வும் ஆைொல் அந்த இ்டங�ளில் f �ன�னமயறை்தொ�வும் உள்்ளது.

 அந்த நேரத்தில் 10.3 உ்தொரணத்திலும் 10.5 வி்ளக்� எடுத்துக்�ொடடிலும் உள்்ள ெொர்பு�ள் 

f x x f x
x x
x x

( ) ( )=   =
≤

+ >




 kw;Wk; 
0

1 0
 ஆகும். முனைநய எந்தச�ொரு முழு எண x = n-க்கும் மறறும்  

x = 0 -ல் ச்தொ்டர்ச்சியறறும் �ன�னமயில்்லொமலும் அனமகினைது. நமற�ண்ட ஆயன�ப் பின�ரும் 
�ன�யில் சுருக்�மொ�க் கூை்லொம் : ச்தொ்டர்ச்சியினனம �ன�னமயினனமனய ச�ொடுக்கிைது.

கதற்ைம் 10.1 (வகைகமத தததாடரச்சிகய தைதாடுககிைது)  
   (Differentiability implies continuity) 
 x = x0 எனை புள்ளியில் f  �ன�னமயொைொல் அப்புள்ளியில் f  ச்தொ்டர்ச்சியொை்தொ� இருக்கும்.
நிரூபணம்

 x0 எனும் புள்ளினயக் ச�ொண்ட (a, b) எனை இன்டச�ளியில் f(x) �ன�னமயொைது என�. எைந�, 

′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0 0

0 0  கின்டக்�ப்சபறறு ¢f x( )0  எனபது ஒரு முடிவுறு எண எனபது 

பு்லைொகிைது.

  இப்நபொது lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −[ ]
x

f x x f x
0 0 0  = lim ( ) ( )

∆ →

+ ∆ −
∆

×∆
x

f x x f x
x

x
0

0 0

   = lim ( ) ( ) lim ( )
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆






× ∆

x x

f x x f x
x

x
0

0 0

0

    = ′ × =f x( )0 0 0 .

 இதிலிருநது  x = x0-ல் f ச்தொ்டர்ச்சியொ� இருக்கிைது எனபது உணனமயொகிைது.

 ப்டம் 10.21 ப்டம் 10.22 ப்டம் 10.23

x

y

O x0

x

y

O x0

x

y

O x0

O

br’;Fj;Jj;
bjhLnfhL bjhlu;r;rpapd;ik

br’;Fj;Jj;
bjhLnfhL
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முதல் தைதாளகையிலிருந்து வகைகதைழு ைதாணல்  (Derivatives from first principle)
 �ன�க்ச�ழு �னரயனை�ளில் எடுத்துனரக்�ப்பட்ட நிபந்தனை�ன்ளப் பயனபடுத்தி ஒரு 
ெொர்பின �ன�க்ச�ழு �ொணும் �ழிமுனைநய மு்தல் ச�ொள்ன�யிலிருநது �ன�க்ச�ழு �ொணல் எை 
அனழக்�ப்படுகிைது.

பயிற்சி 10.1
 (1) மு்தல் ச�ொள்ன�யினைப் பயனபடுத்திப் பின�ரும் ெொர்பு�ளின �ன�க்ச�ழுக்�ன்ளக் �ொண�.

  (i) f x( ) = 6   (ii) f(x) = - 4x + 7   (iii) f(x) = - x2 + 2

 (2) கீழக்�ொணும் ெொர்பு�ளுக்கு  x = 1ல் இ்டப்பக்� மறறும் �்லப்பக்� �ன�க்ச�ழு (கின்டக்�ப்சபறின) 
�ொண�. x = 1-ல் ெொர்பு�ளுக்கு �ன�னமத்்தனனம உள்்ள்தொ எனப்தனையும் �ொண�.

  (i) f(x) = |x - 1| (ii) f x x( ) = −1 2   (iii)  f(x) = 
2

, 1
, 1

x x
x x

≤


>
 

 (3) ச�ொடுக்�ப்படடுள்்ள புள்ளி�ளில் கீழக்�ொணும் ெொர்பு�ள் �ன�னமயொை்தொ எனபன்தத் 
தீர்மொனிக்�வும். 

  (i) f(x) = x | x | ; x = 0           (ii) f(x) = | |;x x2 1 1− =     

  (iii) f(x) = | x | + | x - 1 |  ;  x = 0, 1 (iv) f x x x( ) sin | |= = ;  0

 (4) கீழக்�ொணும் ெொர்பு�ளுக்குக் குறிப்பி்டப்படடுள்்ள புள்ளி�ளில் �ன�னம இல்ன்ல எனபன்த 
நிறுவு�.

  (i) f(x) = 
− + ≤
− >





=
x x
x x

x
2 2

2 4 2
2

,
,

;           (ii) f(x) = 
3 0

4 0
0

x x
x x

x
,

,
'

<
− ≥




=  

 (5) ்தரப்படடுள்்ள f-ன �னரப்டத்தில் எநச்தந்த  x-ன மதிப்பு�ளுக்கு (எண�ளுக்கு)  f  �ன�னம 
இல்ன்ல எனப்தனையும் அ்தற�ொை �ொரணங�ன்ளயும் கூறு�.

 (6) f(x) = |x + 100| + x2 எனில்,  ′ −f ( )100  கின்டக்�ப்சபறுமொ எைச் நெொதித்துப் பொர்க்�வும்.

 (7) கீழக்�ொணும் ெொர்பு�ளின �ன�னமத் ்தனனமனயப் ப்டங�ள் �னரநது  -ல் பரிநெொதிக்�வும்.

  (i) | sin |x            (ii) | cos |x   

10.4 வகையிடல் விதிைள  (Differentiation Rules)
 I எனும் திைந்த இன்டச�ளியில் சமயமொறிக்கு �னரயறுக்�ப்படும் சமய மதிப்புன்டய ெொர்பு f  

மறறும் y = f(x) எனபது x-ன �ன�னமச் ெொர்பு எனில், 
dy
dx

f x f x x f x
xx

= ′ =
+ ∆ −
∆∆ →

( ) lim ( ) ( )
0

 ஆகும். 

x

y

0 2 4 6 8 10 12 14-4 11

ப்டம் 10.24
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159 வகைகை ைற்றும் வகையிடல் முகைைள்

 சபொது�ொ� மு்தல் ச�ொள்ன�னயப் பயனபடுத்தி �ன�யி்டல் �ொணும் முனை ப்ல இ்டங�ளில் 
�டிைமொ�வும் நேர விரயத்ன்த ஏறபடுத்து�்தொ�வும் உள்்ளது. ஆைொல் அனைத்து அடிப்பன்டயொை 
மூ்லச்ெொர்பு�ளுக்�ொை �ன�யி்டன்ல அறிநது, நமலும் ெொர்பு�ளின �ணி்தச் செயல்பொடு�ன்ளக் 
ச�ொணடு �ன�யி்டல் முனைனயயும், ெொர்பின மீ்தொை ெொர்பு�ள் முனைனயயும் அறிநதிருந்தொல் 
ஒவச�ொரு முனையும் எல்ன்லச் செயன்லப் பயனபடுத்்தொமல் அனைத்திறகும் �ன�யி்டல் �ண்டறிய 
இயலும். எைந� �ன�யி்டல் மீ்தொை செயல்பொடு�ன்ள நேரடியொ�ந� செயது வி்ட்லொம். இப்நபொது 
ெொர்பு�ளின கூடு்தல், சபருக்�ல் மறறும் �குத்்தலுக்�ொை �ன�யி்டல் விதி�ளின மீது ��ைத்ன்தச் 
செலுத்துந�ொம்.

கதற்ைம் 10.2

 இரணடு (அல்்லது இரணடிறகு நமறபட்ட) �ன�னமயொை ெொர்பு�ளின கூடு்தலின �ன�யி்டலும் 
அச்ெொர்பு�ளின ்தனித்்தனியொை �ன�யி்டலின கூடு்தலும் ெமமொ� இருக்கும். அ்தொ�து u மறறும் v 

எனபன� இரு �ன�யி்டத்்தக்� ெொர்பு�ள் எனில் 
d
dx
u v d

dx
u d
dx
v( ) .+ = +

நிரூபணம்

 I Í   எனும் திைந்த இன்டச�ளியில் �னரயறுக்�ப்பட்ட �ன�னமயொை இரு சமய மதிப்புன்டய 

ெொர்பு�ள் u மறறும் v என�.  y = u + v  எனில்  y = f(x) எனபது I-ல் �னரயறுக்�ப்பட்ட ெொர்பொகும். 
அனுமொைத்தினபடி, 

   ¢u x( )  = 
du
dx

u x x u x
xx

=
+ ∆ −
∆∆ →

lim ( ) ( )
0

   ¢v x( )  = 
dv
dx

v x x v x
xx

=
+ ∆ −
∆∆ →

lim ( ) ( )
0

 இருத்்த்லொகும்.

 இப்நபொது,  f x x( )+ ∆  = u x x v x x( ) ( )+ ∆ + + ∆

   f x x f x( ) ( )+ ∆ −  = u x x u x v x x v x( ) ( ) ( ) ( )+ ∆ − + + ∆ − .

   
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 
u x x u x

x
v x x v x

x
( ) ( ) ( ) ( )+ ∆ −

∆
+

+ ∆ −
∆

.

 இதிலிருநது,  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

+
+ ∆ −

∆x x

u x x u x
x

x x v x
x0 0

.

 அ்தொ�து,    lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = ′ + ′u x v x( ) ( ) .

   அ்தொ�து,    ¢f x( )  = ′ + ′u x v x( ) ( ) .

   அல்்லது u v x+( )′ ( )  = ′ + ′u x v x( ) ( ) .

   எைந�,    
d
dx
u v d

dx
u d
dx
v( )+ = +  .

 இ்தனை முடிவுறு எணணிக்ன�யி்லொை �ன�னமயொை u u un1 2, , ...,  ஆகிய ெொர்பு�ளுக்கும் 

விரிவுபடுத்்த்லொம். ( )u u u u u un n1 2 1 2+ + + ′ = ′ + ′ + + ′
   .

கதற்ைம் 10.3
 u மறறும் v எனபன� இரு �ன�யி்டத்்தக்� ெொர்பு�ள் எனில் 

d
dx
uv u dv

dx
v du
dx

( ) = +
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நிரூபணம்

 u மறறும் v எனபை ச�ொடுக்�ப்பட்ட இரு �ன�னமயொை ெொர்பு�ள் ஆ்த்லொல்,

  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

u x x u x
x0

 = 
du
dx

 மறறும்  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

v x x v x
x0

  = 
dv
dx

 .

     y = f(x) = u.v என�.

  எைந�, f(x + Dx) = u(x + Dx) v(x + Dx), மறறும்

  f(x + Dx) - f(x) = u(x + Dx) v(x + Dx) - u(x).v(x)

   = v(x + Dx) u x x u x u x v x x v x( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ ∆ −[ ]+ + ∆ −[ ] .

இதிலிருநது ,   
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = u x

v x x v x
x

v x x
u x x u x

x
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )+ ∆ −[ ]
∆

+ + ∆
+ ∆ −[ ]
∆

 .

  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = u x
v x x v x

x
v x x u x x u x

x x x
( ) lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) (

∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

+ + ∆
+ ∆ −

0 0 0

))
∆x

 

   = u x v x v x u x( ) ( ) ( ) ( )′ + ′  (v ச்தொ்டர்ச்சியொைது, lim ( ) ( ))
∆ →

+ ∆ =
x
v x x v x

0

  அ்தொ�து,   ¢f x( )  = u x
dv
dx

v x du
dx

( ) ( )+  அல்்லது 

d
dx
uv u dv

dx
v du
dx

( ) = +

                      அல்்லது   ( )uv uv vu′= ′ + ′       

 இந்தநபொனறு             ( )uvw uvw uv w u vw′ = ′ + ′ + ′  .

 நமலும் இ்தனை முடிவுறு எணணிக்ன�யி்லொை �ன�னமயொை u1, u2 ¼ un ெொர்பு�ளுக்கு 
நீடடித்து, �ணி்தத் ச்தொகுத்்தறி்தல் மூ்லம் கீழ�ருமொறு சபை்லொம் :

 ( . ,..., ) ... ... ... ...u u u u u u u u u u u u un n n n n1 2 1 2 1 1 2 1 1 2′ = ′ + ′ + + ′− − uun .

கதற்ைம் 10.4 (வகுததல் விதி) (Quotient Rule) 
 u மறறும் v �ன�னமயொை இரு ெொர்பு�ள், v x( ) ¹ 0  எனில் 

d
dx

u
v

v du
dx

u dv
dx

v






 =

−
2 .

நிரூபணம்

 y f x u
v

= =( )  என�. நமலும் v x( ) ¹ 0 .

  இப்நபொது    f x x( )+ ∆  = u x x
v x x
( )
( )
+ ∆
+ ∆

  இதிலிருநது, f x x f x( ) ( )+ ∆ −   = u x x
v x x

u x
v x

( )
( )

( )
( )

+ ∆
+ ∆

−  
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   = v x u x x u x v x x
v x x v x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
+ ∆ − + ∆

+ ∆
 .

  இதிலிருநது,   f x x f x
x

( ) ( )+ ∆ −
∆

 = 

v x u x x u x
x

u x v x x v x
x

v x x v x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )

( ) ( )

+ ∆ −[ ]
∆

−
+ ∆ −[ ]
∆

+ ∆
 

  இதிலிருநது   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = 
v x u x x u x

x
u x v x x v x

x
v x

x x
( ) lim ( ) ( ) ( ) lim ( ) ( )

( ) lim
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

−
+ ∆ −
∆0 0

∆∆ →
+ ∆

x
v x x

0
( )

 

   = v x u x u x v x
v x v x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

′ − ′
        lim ( ) ( )

∆ →
+ ∆ =( )x

v x x v x
0

 

  இதிலிருநது,       ¢f x( )  = v x u x u x v x
v x

( ) ( ) ( ) ( )
( )

′ − ′

[ ]2
 .

  அ்தொ�து,   d
dx

f( )  = vu uv
v
′ − ′

2

அல்்லது  d
dx

u
v

v du
dx

u dv
dx

v






 =

−
2

 .

கதற்ைம் 10.5 (இகணபபு விதி / சதாரபுைளின் கசரபபின் விதி / சதாரபின் சதாரபு விதி)

                           (Chain Rule / Composite Function Rule or Function of a Function Rule) 
 y = f(u) எனபது  u-ன ெொர்பொ�வும் நமலும்  u = g(x) எனபது x-ன ெொர்பொ�வும் இருப்பின   

 y f g x fog x= ( ) =( ) ( )( )   . இப்நபொது d
dx

f g x f g x g x( ( ( )) ( ( )) ( ).= ′ ′

நிரூபணம்

 y f g x fog x= ( ) =( ) ( )( )  
 நமற�ண்ட ெொர்பில் u = g(x) எனபது உடெொர்பு எைவும், f எனபது ச�ளிப்புைச் ெொர்பு எைவும் 
அனழக்�ப்படுகிைது.

 முத்்தொயப்பொ� y எனபது x-ன ெொர்பொகும்.

 இப்நபொது  ∆ = + ∆ −u g x x g x( ) ( )  

 எைந� 
∆
∆

=
∆
∆

×
∆
∆

=
+ ∆ −
∆

×
+ ∆ −
∆

y
x

y
u

u
x

f u u f u
u

g x x g x
x

( ) ( ) ( ) ( )

 ∆x → 0 எனில் ∆u → 0  ஆகும்.

  எைந�,   lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 = lim
∆ →

∆
∆

×
∆
∆







x

y
u

y
x0

 

   = lim . lim
∆ → ∆ →

∆
∆








∆
∆







u x

y
u

y
x0 0
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   = lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

×
+ ∆ −
∆u x

f u u f u
u

g x x g x
x0 0

 

   = ′ × ′f u u x( ) ( )

   = ′( ) ′f g x g x( ) ( )   அல்்லது  
d
dx

f g x f g x g x( ( ) ( ) ( )( ) = ′( ) ′

 எைந� y f g x= ( )( )  எனும் ெொர்பினை �ன�யி்ட  g(x) = u எனபன்தப் சபொறுத்து ச�ளிப்புைச்ெொர்பு 
f-ன �ன�யி்டன்லச் ெொரொ மொறி x-ஐ சபொறுத்து உடபுைச் ெொர்பின �ன�யி்டலு்டன சபருக்� ந�ணடும். 
இஙகு u எனபது இன்டப்பட்ட மொறி எை அனழக்�ப்படுகிைது.

கதற்ைம் 10.6

  f(x) எனை  ெொர்பு �ன�னமயொை்தொ�வும், y kf x k= ≠( ), 0 எனில்  
d
dx
kf x k d

dx
f x( ) ( )( ) =

நிரூபணம்

 f(x) எனபது �ன�னமயொை ெொர்பு என�. y = kf(x), k ¹ 0 என�.

 f  எனபது �ன�னமயொை்தொல்  lim ( ) ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆

= ′
x

f x x f x
x

f x
0

  y = h(x) = kf(x) என�.

  h(x + Dx) = kf(x + Dx)

  h(x + Dx) - h(x) = kf(x + Dx) - kf(x)

   = k f x x f x( ) ( )+ ∆ −[ ]  

  
h x x h x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = k

f x x f x
x

( ) ( )+ ∆ −[ ]
∆

 

இதிலிருநது,    lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

h x x h x
x0

 = lim
( ) ( )

∆ →

+ ∆ −[ ]
∆x

k
f x x f x

x0

   = k lim
( ) ( )

∆ →

+ ∆ −[ ]
∆x

f x x f x
x0

 

   = kf x k d
dx
f x′ =( ) ( )   

    
d
dx
h x( )( )  = k

d
dx
f x( )

அ்தொ�து,   
d
dx
kf x k d

dx
f x( ) ( )( ) =

10.4.1 அடிபபகடச் சதாரபுைளின் வகைகதைழு 

           (Derivatives of basic elementary functions)
 அனைத்து அடிப்பன்டச் ெொர்பு�ளின �ன�யி்டல் முனைனய �ொணநபொம். மு்தலில் மொறிலிச் 
ெொர்பினை எடுத்துக் ச�ொள்ந�ொம்.
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(1) மதாறிலிச் சதாரபின் வகையிடல் பூஜ்ஜியமதாகும்

   y = f(x) = k என�, k ஒரு மொறிலி

   எைந�  f(x +Dx) = k மறறும்

   f(x + Dx) - f(x) = k - k = 0

   இதிலிருநது,   
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 0

   எைந�,   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = 0

   That is,  ¢f x( )  = 0

   or   d
dx
k( ) = 0

(2) y = xn  எனும் அடுககுச் சதாரபு,  n > 0 என்பது ஒரு முழு எண்

   f(x) = xn என�.

   எைந�,  f(x+ Dx) = (x + Dx)n மறறும்

   f(x + Dx) - f(x) = (x + Dx)n - xn

 இதிலிருநது,    
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 

( )
( )
x x x
x x x

n n+ ∆ −
+ ∆ −

	 ஆன�யொல்	 	 lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

	=	 lim ( )
( )∆ →

+ ∆ −
+ ∆ −x

n nx x x
x x x0

	

 = lim
y x

n ny x
y x→

−
−

= nxn-1 இஙகு y = x + Dx என� மறறும்  

  Dx ® 0  எனில் y ® x 

   அ்தொ�து   
d
dx
f x( )  = nxn-1    அல்்லது d

dx
x nxn n( ) = −1  

கிக்ளதகதற்ைம் 10.1

 n p
q

p q= =, ( , ) 1  எனில், 
d
dx

x p
q
x

p
q

p
q









 =

−1
 

கிக்ளதகதற்ைம் 10.2
 α  எனபது ஏந்தனும் ஒரு சமயசயண  எனில்,  

d
dx

x x( )α αα= −1  

சி்ல உததாரணஙைள

 (1)  
d
dx

( )5  = 0 ஏசைனில் 5 ஒரு மொறிலியொகும்

 (2)  
d
dx

x( )3  = 3 2x ,   அடுக்குச் ெொர்பு விதியினபடி

04_10 Differential Calculus 2.indd   163 25-03-2019   13:36:11



164XI - கணிதவியல்

 (3)  
d
dx

x
3
2









  = 

3
2

3
2

3
2

1 1
2x x

−
= ,    அடுக்குச் ெொர்பு விதியினபடி

 (4)  
d
dx

x 2( )  = 2 2 1x - ,  அடுக்குச் ெொர்பு விதியினபடி

 (5)  
d
dx

x
2
3









  = 

2
3

2
3

0
2
3

1 1
3x x x

−
−

= ≠, ( ),  அடுக்குச் ெொர்பு விதியினபடி

 (6)  
d
dx

x( )100 9  = 100 100 9 9009 9 1 8d
dx

x x x( ) = × =−  ந்தறைம் 10.6-ன படி

(3) மடககைச் சதாரபின் வகைகதைழு  
x-ன் இயற்கை மடககைகய  loge x  அல்்லது logx அல்்லது ln x என எழுத்லதாம்

   y = f x( ) = log x என�.

 இப்நபொது   f x x( )+ ∆  = log (x + Dx) மறறும்

 f(x + Dx) - f(x) = log (x + Dx) - log x

  = log 
x x

x
+ ∆






  

  = log 1+ ∆







x
x

 

 
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 

log 1+ ∆







∆

x
x

x
 

    lim log( )
α

α
α→

+
0

1 k
 = k lim log( )

α

α
α→

+
=

0

1 k
k

k  எை ேொம் அறிந�ொம்

  எைந�, lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = lim
log

∆ →

+
∆








∆x

x
x

x0

1
 =

1

x  

   அ்தொ�து,  d
dx

x
x

(log ) = 1

கிக்ளதகதற்ைம் 10.3

  y = f x xa( ) log=   எனில், ′ =f x
a x

( )
(log )

1
 ஆகும்.

  f(x) = log log log (log ) loga a e ax e x e x= × =    

  எைந�, 
d
dx

f x( )( )  = 
d
dx

e xa(log log )´  

04_10 Differential Calculus 2.indd   164 25-03-2019   13:36:20



165 வகைகை ைற்றும் வகையிடல் முகைைள்

   = (log ) (log )a e
d
dx

x   (மொறிலிப் சபருக்�ல் விதிப்படி)

   = log .a e x
1

  (அல்்லது)  
1

(log )a x
 

(4) படிககுறிச் சதாரபு (அடுககுச் சதாரபின் வகைகதைழு)

  y = ax
. என�.

  எைந�, f x x( )+ ∆  - f x a ax x x( ) = −+∆

   = a ax x( )∆ −1  மறறும்

  
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = a

a
x

x
x∆ −
∆











1

  lim
∆ →

∆ −
∆x

xa
x0

1
  = log a  எை அறிந�ொம்

  எைந�,   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0   = a

a
x

x

x

x

lim
∆ →

∆ −
∆









0

1
 

   = a ax ´ log  

                 அல்்லது   
d
dx

a a ax x( ) log�

  குறிப்பொ�,   
d
dx
ex( )  = e ex log  

    

d
dx
e ex x( ) .=

(5) முககைதாணவியல் சதாரபுைளின் வகைகதைழு

 (i) sine சதாரபு sin x

  y = f x x( ) sin=  என�.

  எைந� f x x( )+ ∆  = sin( )x x+ ∆  மறறும்

  f x x f x( ) ( )+ ∆ −  = sin( ) sin sin cosx x x x x x
2

2 2

 எைந�  
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 

sin
cos

∆







∆







+
∆








x

x
x x2

2
2

 

 இ்தைொல்,   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 =  lim
sin

. lim cos
∆ → ∆ →

∆







∆







+
∆






x x

x

x
x x

0 0

2

2
2
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  = 1 ´ cosx   
cos
lim cos( ) cos

x
x x x

x

 bjhlu;r;rpahdJ vd;gjhy;

∆ →
+ ∆ =





 0  
  = cos x

 
அ்தொ�து,

 

d
dx

x x(sin ) cos�

(ii) cosine சதாரபு, cos x
    y = cosx = sin x +








π
2

என�.

  எைந�,  
dy
dx

 = 
d
dx

xsin +







π
2

 

  u = x + π
2

 என�.

  
du
dx

 = 1 + 0 = 1

  எைந�,  
dy
dx  = 

d
dx

u d
dx

u du
dx

(sin ) (sin )=  (இனணப்பு விதிப்படி)

   = cosu´1= cosu   = cos x +







π
2

 = -sin x  

   அ்தொ�து,  d
dx

x x(cos ) sin

 
(iii) tangent சதாரபு, tan x
  y = f x x( ) tan=  என�.

   = 
sin
cos

x
x

 

  எைந� 
d
dx

x(tan )  = 
d
dx

x
x

sin
cos








   = 
cos (sin ) sin (cos )

cos

x d
dx

x x d
dx

x

x

-
2      (�குத்்தல் விதிப்படி)

   = 
cos (cos ) sin ( sin )

cos
x x x x

x
- -

2

   = 
cos sin

cos

2 2

2

x x
x

+
 

   = 
1

2cos x
 

 அ்தொ�து,   
d
dx

x x(tan ) sec .= 2

(iv) Secant சதாரபு, sec x

   y = sec
cos

(cos )x
x

x= = −1 1  என�.
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dy
dx

  = ( )(cos ) ( sin )- --1 2x x     (இனணப்பு விதிப்படி)

   =  
sin

cos cos
. sin
cos

sec . tanx
x x

x
x

x x2

1
= =  

அ்தொ�து,  d
dx

x x x(sec ) sec tan .=

(v) Cosecant சதாரபு, cosec x

    y = cos
sin

(sin )ecx
x

x= = −1 1  என�.

  
dy
dx

 = ( )(sin ) (cos )- -1 2x x      (இனணப்பு விதிப்படி)

  = -
cos
sin

x
x2  = -

1
sin

. cos
sinx

x
x

  = -cosec x xcot

   அ்தொ�து,   cosec cosecd
dx

x x x( ) cot .= −

(vi) Cotangent சதாரபு, cot x
  y = cot cos

sin
x x

x
=  என�.

  
dy
dx

 = 
d
dx

x
x

cos
sin







  

   = 
sin (cos ) cos (sin )

sin

x d
dx

x x d
dx

x

x

-
2  

   = 
sin ( sin ) cos (cos )

sin
x x x x

x
- -

2  

   = 
- -sin cos

sin

2 2

2

x x
x

  = − = −
1

2
2

sin x
xcosec  

   அ்தொ�து,  
d
dx

x x(cot ) .= −cosec2

(6) கேரமதாறு முககைதாணவியல் சதாரபுைளின் தைழுகைள

     The derivatives of the inverse trigonometric functions 

(i) arc sin x  அ�ோவது sin-1 x   

  y = f x x( ) �sin= −1  என�.

  எைந� y y+ ∆  = f x x x x( ) sin ( )+ ∆ = + ∆−1  
  இதிலிருநது,   x = sin y   மறறும்

  x + Dx = sin (y + Dy).

  எைந�,  
D
D
y
x

 = 
∆

+ ∆ −
= + ∆ −

∆
y

y y y
y y y

ysin( ) sin
sin( ) sin

1
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 Dx ® 0 எனும்போது  Dy ® 0 ஆதலோல்

  
dy
dx

 = lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

   = lim sin( ) sin
∆ →

+ ∆ −
∆y

y y y
y0

1

 

   = 
1

cos y

   = 
1

1
1

12 2−
=

−sin y x
 

அதோவது,   
d
dx

x
x

(sin )
1

2

1

1

(ii) arc cos x  அதாவது cos-1 x  

  sin-1 x  + cos-1 x  = 
p
2  என்ற முற்்றோருமைமை அறி்வோம

 இதிலிருந்து,  
d
dx

x x(sin cos )− −+1 1  = 
d
dx

π
2

0





 =  

 இதனோல்,  
d
dx

x d
dx

x(sin ) (cos )− −+1 1  = 0

  என்வ,  
1

1 2

1

−
+ −

x
d
dx

x(cos )  = 0

  அல்லது    
d
dx

x
x

(cos ) .− = −
−

1

2

1
1

(iii) arc tan x  அதாவது tan-1 x

  y = f x x( ) tan= −1  என்க. ¼ (1)

  இதிலிருந்து,  y + Dy = f(x + Dx) = tan-1  (x + Dx) ¼ (2)

  x = tan y ைறறும

  x + Dx = tan (y + Dy)

  இதிலிருந்து,   Dx = tan (y + Dy) - tan y

  
D
D
y
x  = 

∆
+ ∆ −

y
y y ytan( ) tan

   
=

+ ∆ −
∆

1
tan( ) tany y y

y
 

 Dx ® 0 எனும்போது    Dy ® 0  ஆதலோல்
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  lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 = 

1

10
lim tan( ) tan

(tan )

∆ →
+ ∆ −

∆
=y

y y y

y d
dy

y
 

   = 
1

2sec y
 

   = 
1

1
1

12 2+
=

+tan y x

அதோவது,  
d
dx

x
x

(tan ) .
1

2

1

1

(iv) arc cot x  அதாவது cot-1 x  

  tan-1 x  + cot-1 x   = 
p
2  என்ற முற்்றோருமைமை அறி்வோம

 இதிலிருந்து,  
d
dx

x x(tan cot )− −+1 1  = 
d
dx

π
2

0





 =  

 இதிலிருந்து,   
d
dx

x d
dx

x(tan ) (cot )− −+1 1  = 0

  அதோவது,   
d
dx

x(cot )-1  = − =−d
dx

x(tan )1 −
+
1

1 2x
 

  அதோவது,  d
dx

x
x

(cot ) .− = −
+

1
2

1
1

(v) arc sec x  அதாவது sec-1 x -ன் வகைக்ைழு 
1

12x x -
 ஆகும்

(vi) arc cosec x  அதாவது cosec-1x -ன் வகைக்ைழு 
-

-

1
12x x

  ஆகும்

 (v) ைறறும (vi) நிரூபணங்கள் பயிறசிக்கோ்க ஒதுக்கபபட்டுள்்ளன.

எடுத்துக்காட்டு 10.7

 x-ஐ ்போறுத்து வம்கக்்கழுமவக ்கோண்க. :
 (i) y x x x= + + +3 25 3 7   (ii) y e xx= + +sin 2  

 (iii) y x x ex= − −4 2cosec log   (iv) y x
x

= −







1 2

 (v) y xe xx= log

  (vi) y
x

x
=

cos
3    (vii) y

x
ex

=
log

  

 (viii) f x x f f( ) | - | '( ) '( )= 4 3 5vdpy;  kw;Wk; ஐ ்கோண்க.
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தீர்வு

 (i) 
dy
dx

x x= + +3 10 32   (ii) 
dy
dx

e xx= + cos  

 (iii) 
dy
dx

x x
x

ex= − − −4 1 2cosec .cot  

 (iv) y x
x

x x= + − = + −−2
2

2 21 2 2  

  
dy
dx

x x x
x

= − = −− −2 2 2 22 1
3  

 (v) 
dy
dx

xe
x

e x x x ex x x= 





 + +

1 1.log ( ) log ( )  

  = + + = + +e e x xe x e x x xx x x xlog log ( log log )1  

 (vi) y
x

x
=

cos
3  

  
dy
dx

x x x x
x

x x x x
x

=
− −

=
− +3 2

6

2

6

3 3( sin ) cos ( ) ( sin cos )
 

         = −
+( sin cos )x x x
x

3
4  

 (vii) y
x

e
e xx
x= = −log .log  

  
dy
dx

e
x

x ex x= 





 + −− −1 1log ( )( )  

        = −





−e
x

xx 1 log  

 (viii) f x x
x x
x x

( ) | |
( ) ;

( ) ;
= − =

− − <
−



 ≥

4
4 4

4 4  

   ′ =
− <
+ ≥




f x
x
x

( )
,1 4

1 4,

        எைந�, ′ = −f ( )3 1

                     ′ =f ( )5 1 

பயிற்சி 10.2
பின�ரும் ெொர்பு�ன்ளத் ச்தொ்டர்புன்டய ெொரொமொறி�ன்ளப் சபொறுத்து �ன�யிடு�.

 (1) f(x) = x - 3 sinx (2) y = sin x + cos x
 (3) f(x) = x sin x (4) y = cos x - 2 tan x
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 (5) g(t) = t3cos t (6) g(t) = 4 sec t + tan t
 (7) y = ex sin x

 (8) y x
x

=
tan

  (9) y x
x

=
+
sin

cos1
 

 (10) y
x
x x

=
+sin cos

 (11) y
x
x

=
−tan

sec
1

 

 (12) y
x

x
=

sin
2   (13) y = tan q(sin q + cos q)

 (14) y = cosec x . cot x (15) y = x sin x cos x

 (16) y = e-x. log x (17) y x x e x= + + −( ) ln( )2 35 1  

 (18) y x= °sin   (19) y x= log10  

 (20)  f x x x( ) = − +2 5 32  எனில் f x'( )  எனை ெொர்பின �னரப்டம் �னர�.

10.4.2 சதாரபின் சதாரபினது வகைகதைழு (இகணபபு விதி) எடுததுகைதாட்டுைள

எடுததுகைதாட்டு 10.8

 F x x F x( ) ( )= + ′2 1 vdpy; fhz;f .
தீர்வு

   u  = g x x f u u( ) ( )= + =2 1 kw;Wk; 

   F x( )  = ( )( ) ( ( ))fog x f g x=

   ¢f u( )  = 
1
2

1
2

1
2u

u
−
=  மறறும்

   ¢g x( )  = 2x,  எனப்தைொல்

   ¢F x( )  = ¢ ¢f g x g x( ( )) ( )

    = 
1

2 1
2

12 2x
x x

x+
=

+
.  .

எடுததுகைதாட்டு 10.9
  �ன�யிடு� : (i) y = sin(x2) (ii) y = sin2x

தீர்வு

  (i) இஙகு sine ெொர்பு ச�ளிப்புைச் ெொர்பொ�வும் �ர்க்� ெொர்பு உடெொர்பொ�வும் உள்்ளது.

   u = x2  என�.

   அ்தொ�து,  y = sin u.

   எைந�,   
dy
dx

 = 
dy
du

du
dx

´  

    = cos u ´ (2x)
    = cos(x2).2x
    = 2x cos(x2).
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  (ii) u = sin x 
   எைந�,    y = u2

   மறறும்  
dy
dx

 = 
dy
du

du
dx

´  

    = 2u ´ cos x
    = 2 sin x . cos x
    = sin 2x.

எடுததுகைதாட்டு 10.10
 �ன�யிடு� : y x= −( )3 1001  

தீர்வு
   u = x3-1  என�.
   y = u100

   மறறும்  
dy
dx

 = 
dy
du

du
dx

´  

    = 100 3 0100 1 2u x− × −( )

    = 100 1 33 99 2( )x x− ×

    = 300 12 3 99x x( )- .

எடுததுகைதாட்டு 10.11

  f x
x x

( ) =
+ +

1
123

 எனில், ¢f x( ) -ஐ �ொண�.

தீர்வு
   மு்தலில் f(x) = ( )x x2

1
31+ +
−

எை எழுதுந�ொம்.

   எைந�,  ¢f x( )  = − + + + +
−
−1

3
1 12

1
3

1 2( ) ( )x x d
dx

x x

    = − + + × +
−1

3
1 2 12

4
3( ) ( )x x x  

    = − + + +
−1

3
2 1 12

4
3( )( )x x x  .

எடுததுகைதாட்டு 10.12

      g t
t
t

( ) = −
+









2
2 1

9

 எனை ெொர்பின �ன�க்ச�ழுன�க் �ொண�.

தீர்வு

   ¢g t( )  = 9 2
2 1

2
2 1

9 1t
t

d
dt

t
t

−
+









−
+









−
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    = 9 2
2 1

2 1 2 2 2 1

2 1

8

2

t
t

t d
dt
t t d

dt
t

t
−
+









+ − − − +

+













( ) ( ) ( ) ( )

( )




 

    = 9 2
2 1

2 1 1 2 2
2 1

8

2

t
t

t t
t

−
+









+ × − − ×
+











( ) ( )
( )

 

    = 9 2
2 1

2 1 2 4
2 1

8

2

t
t

t t
t

−
+









+ − +
+









( )

 

    = 
45 2

2 1

8

10

( )
( )

t
t
−
+

எடுததுகைதாட்டு 10.13
 (2x + 1)5  (x3 - x + 1)4.-ஐ �ன�யிடு�.

தீர்வு

   y = (2x + 1)5  (x3 - x + 1)4 என�.

   u = 2x + 1 ; v = x3 - x + 1   எை எடுத்துக்ச�ொண்டொல்

   y = u5 . v4

   dy
dx

 = u d
dx
v v d

dx
u5 4 4 5. ( ) ( )+       (சபருக்�ல் விதிப்படி)

    = u v dv
dx

v u du
dx

5 4 1 4 5 14 5. .− −+   (இனணப்பு விதிப்படி)

    = 4 3 1 5 25 3 2 4 4u v x v u. ( )× − + ×

    = 4 2 1 1 3 1 10 1 2 15 3 3 2 3 4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x+ − + − + − + +  

    = ( ) ( ) ( )( ) ( )2 1 1 4 2 1 3 1 10 14 3 3 2 3x x x x x x x+ − + + − + − + 

    = 2 2 1 1 17 6 9 34 3 3 3 2( ) ( ) ( )x x x x x x+ − + + − + .

எடுததுகைதாட்டு 10.14
 �ன�யிடு� : y = esin x

.

தீர்வு

   u = sin x எை எடுத்துக்ச�ொண்டொல்

   y = eu

   
dy
dx

 = 
d e
du

du
dx

u( )
´  = eu ´ cos x = cos x esin x

.
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எடுததுகைதாட்டு 10.15
 �ன�யிடு� :  2x

 .

தீர்வு

   y = 2 2x xe= log என�

   u = x (log 2)     எை எடுத்துக்ச�ொண்டொல்

   y = eu ஆகும்.

   
dy
dx

 = 
dy
du

du
dx

´  = e eu x× =log log log2 2 2

    =  (log2)2x
.

 ax -ன �ன�க்ச�ழுன�ச் சூத்திரத்ன்தப் பயனபடுத்தி நேரடியொ�வும் எழு்த்லொம்

எடுததுகைதாட்டு 10.16

 y = tan-1 
1
1
+
−









x
x

 எனில் ¢y �ொண�.

தீர்வு

   y = tan-1 
1
1
+
−









x
x

   
1
1
+
−

x
x

 = t என�.

   எைந�,   y = tan-1t

   
dy
dx

 = 
d
dt

t dt
dx

(tan ).-1

    = 
1

1
1 1 1 1

12 2+
− − + −

−t
x x

x
. ( ). ( )( )

( )
 

    = 
1

1 1
1

1 1
1

1
12 2 2

+
+
−









− + +
−

=
+x

x

x x
x x

. ( ) ( )
( )

 .

பயிற்சி 10.3
கீழக்�ொணும் ெொர்பு�ளுக்கு �ன�க்ச�ழுக்�ன்ளக் �ொண� :

 (1) y x x= + +( )2 54 6   (2) y = tan3x (3) y = cos (tanx)

 (4) y = 1 33 + x   (5) y e x=   (6) y ex= sin( )

 (7) F x x x( ) ( )= +3 74   (8)  h t t
t

( ) = −







1
3
2

  (9) f t t( ) tan= +13  

 (10) y a x= +cos( )3 3   (11) y e mx= −  (12) y = 4 sec 5x
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 (13)  y x x= − − −( ) ( )2 5 8 54 2 3  (14)  y x x= + +( )2 231 2  (15)  y xe x= − 2

 (16) s t
t
t

( ) = +
−

3

3
4

1
1

 (17) f x
x
x

( ) =
−7 3

  (18) y x= tan(cos )

  (19) y
x
x

=
sin
cos

2

  (20) y x=
−

5
1

  (21) y x= +1 2 tan

  (22) y x x= +sin cos3 3   (23) y kx= sin (cos )2   (24) y x= +( cos )1 2 6

  (25) y
e
e

x

x=
+

3

1
  (26) y x x= +   (27) y ex x= cos  

 (28) y x x x= + +   (29) y x= ( )( )sin tan sin   (30) sin− −
+











1
2

2

1
1

x
x

 

10.4.3 உட்படு சதாரபுைக்ள வகையிடல் (Implicit Differentiation)

	 ஒரு	ெொர்பின	ெொர்ந்த	மொறியின	மூ்லம்	ச�ளிப்பன்டயொ�த்	்தரப்படடு	  y = f (x)	எனை	�டிவில்	

இருந்தொல்		அ்தனை	தவளிப்டு	சோர்பு	(explicit function)	எைக்	கூை்லொம்.	எடுத்துக்�ொட்டொ�	 y x= −
1
2

13 	

எனபது	 ஒரு	 ச�ளிப்படு	 ெொர்பொகும்.	 அந்த	 ெமயம்	 அ்தறகுச்	 ெமொைமொை	 ெமனபொ்டொ�	

2 2 03y x− + = 	எனறு	x, y ஆகிய	மொறி�ன்ள	உடபடுத்தி	�னரயனை	செய்தொல்	அ்தனை	உட்்டு	சோர்பு	

எை்லொம்	அல்்லது	y ஆைது	x-ஆல்	ஆை	உடபடு	ெொர்பு	எை்லொம்.

   x y2 2+  = 4  ¼ (1)

 எனை ெமனபொடு ஆதிப்புள்ளினய னமயமொ�வும் ஆரம் 2 ஆ�வும் உன்டய ஒரு �ட்டத்ன்தக் 
குறிக்கிைது எனபன்த அறிந�ொம். ெமனபொடு  (1) ெொர்பு அல்்ல. ஏசைனில் - 2 < x < 2  எனை 
இன்டச�ளியில் உள்்ள ஒவச�ொரு x மதிப்பிறகும் y-க்கு இருமதிப்பு�ள் இருக்கும். அன� 

   f x( )  = 4 2 22− −x x, ≤ ≤   ¼ (2)

   g x( )  =  − − −4 2 22x x, ≤ ≤  ¼ (3)

 இரு மதிப்பு�ள் இருக்கும். (1)-ல் குறிப்பிடடுள்்ள �ட்டத்தின நமல் பொதினய  (2)-ம், கீழப்பொதினய 
(3)-ம் குறிக்கினைது. �ட்டத்தின நமல்பொதினய அல்்லது கீழப்பொதினயச் ெொர்பொ�க் �ரு்த்லொம். எைந�,   
- 2 £ x £ 2 எனை இன்டச�ளியில் ெமனபொடு (1)-ஆைது குனைந்தது இரு உடபடு ெொர்பு�ன்ள ச�ொடுக்கிைது.

 x f x2 2 4+[ ] =( )  மறறும் x g x2 2 4+[ ] =( )  ஆகிய இரு ெமனபொடு�ளும் 

 −2 2≤ ≤x  இன்டச�ளியில் முறசைொருனமயொகிைது எனபது குறிப்பி்டத்்தக்�து.

x

y

x

y

–1–2 1 2

–1–2 1 2

2 2
4, 0x y y+ = ≥

2 2
4, 0x y y+ = ≤

 ப்டம் 10.25 ப்டம் 10.26
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 சபொது�ொ�, ஏந்தொ ஒரு இன்டச�ளியில் F x y( , ) = 0  எனை ெமனபொடு f ெொர்பினை ஒரு உடபடு 

ெொர்பொ� �னரயனை செய்தொல் F x f x( , ( )) = 0  ஆைது அந்த இன்டச�ளியில் முறசைொருனமயொ�  

அனமயும். f எனை ெொர்பின �னரப்டம் F x y( , ) = 0  ெமனபொடடின �னரப்டத்தின ஒரு பகுதினய 

அல்்லது அனைத்ன்தயும் குறிக்கினைது.

 x x y y x4 2 3 5 2 1+ − = +  நபொனை மி�ச் சிக்�்லொை ெமனபொடு x-அச்சில் குறிப்பிட்ட இன்டச�ளியில் 

உடபடு ெொர்பு�ன்ளத் தீர்மொனிக்கும். நமலும் y-ஐ  x-ஆல் ஆை ந�ொன�யில் எழு்த இய்லொமல் 

இருக்�்லொம். எனினும், சி்ல ெமயங�ளில் 
dy
dx

 -ஐ �ொண  பயனபடுத்தும் முனையினை உடபடு 

�ன�யி்டல் எை்லொம். இம்முனையினபடி ெமனபொடடின இருபுைமும் �ன�யி்டல் விதி�ன்ளப் 

பயனபடுத்தி x-ஐ சபொறுத்து �ன�க்ச�ழு �ணடு 
dy
dx

 சபை்லொம். ெமனபொடடில் தீர்மொனிக்�ப்படும்  

y  ஒரு �ன�னமச் ெொர்பொ� அனமயும்நபொது ெொர்பின ெொர்பு�ளுக்�ொை இனணப்பு விதியினைப் 
பயனபடுத்திக் கீழக்�ொணுமொறு �ொண்லொம்.

   
d
dx
yn  = ny

dy
dx

n-1   

 இஙகு n ஒரு முழு எணணொகும்.

எடுததுகைதாட்டு 10.17

 x y2 2 1+ =  எனில், 
dy
dx

 �ொண�. 

தீர்வு

 ெமனபொடடின இருமருஙகும் �ன�யிடு�.

   
d
dx
x d

dx
y2 2+  = 

d
dx

( )1

   2 2x y dy
dx

+  = 0

   
dy
dx

 = -
x
y

 ஆகும்.

எடுததுகைதாட்டு 10.18
 x = 1 எனை மதிப்பில் அனமயும் புள்ளி�ளில், �ன்ள�னர x y2 2 4+ = -க்கு �னரயப்படும் 

ச்தொடுந�ொடு�ளின ெொயவு�ன்ளக் �ொண�.
தீர்வு

 ச�ொடுக்�ப்பட்ட ெமனபொடடில் x = 1 எைப் பிரதியி்ட y2 3=  அல்்லது y = ± 3   எைப் 

சபை்லொம். எைந�, 1 3,( )  மறறும் 1 3,−( ) -ல் ச்தொடுந�ொடு�ள் அனமயும். இரணடு ச�வந�று 

உடபடு ெொர்பு�ளுக்�ொை �னரப்டங�ளில் உள்்ள புள்ளி�்ளொ� 1 3,( )  மறறும் 1 3,−( )  
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அனமந்தொலும் ஒவச�ொரு புள்ளியிலும் ெரியொை  ெொயவு கின்டக்கும். எைந�, 

   1 3,( )y;
dy
dx  = − −( ) =

−
−

=
1
3

1 3 1
3

1
3

kw;Wk; y;, dy
dx

எடுததுகைதாட்டு 10.19
 x x y y x4 2 3 5 2 1+ − = + எனில், 

dy
dx

 �ொண�.
தீர்வு
 உடபடு �ன�யி்டலினபடி

   
d
dx

x d
dx

x y d
dx

y( ) ( ) ( )4 2 3 5+ −  = 
d
dx

x( )2 1+  

 இதிலிருநது,   4 3 2 53 2 2 3 4x x y dy
dx

x y y dy
dx

+ 





 + −( )  = 2 + 0

  அ்தொ�து,    4 3 2 53 2 2 3 4x x y dy
dx

xy y dy
dx

+ + −  = 2 

  எைந�,    3 52 2 4x y y dy
dx

−( )  = 2 4 23 3- x xy-  

   அல்்லது    
dy
dx

 = 
2 4 2
3 5

3 3

2 2 4

- -
-

x xy
x y y

 

எடுததுகைதாட்டு 10.20

  sin cosy y x= 2 எனில் 
dy
dx

 �ொண�.

தீர்வு
 sin cosy y x= 2 .

   �ன�யீடு செயய, 
d
dx

ysin  = 
d
dx

y x( cos )2

   அ்தொ�து, cos y dy
dx

 = y x x dy
dx

( sin ) cos− +2 2 2  

   இதிலிருநது,   (cos cos )y x dy
dx

- 2  = -2 2y xsin

   அல்்லது   
dy
dx

 = 
-

-
2 2

2
y x
y x

sin
cos cos

 

10.4.4 மடககை வகையிடல் (Logarithmic Differentiation)
 y = xx  நபொனை  ெொர்பினைத் ்தவிர, �ன�யி்டல் விதி�ன்ளயும், அடிப்பன்டச் ெொர்பு�ளின �ன�யி்டல் 
அட்ட�னணனயயும் பயனபடுத்து�்தன மூ்லம் ச்தொ்டக்�த்தில் பயனபடுத்்தப்படும் எந்தச�ொரு 
ெொர்பிறகும் எளி்தொ� �ன�யி்டல் �ொண இயலும். இத்்தன�ய ெொர்பு�ள் அடுக்கு/படிக்குறி ெொர்பு�்ளொ� 
குறிப்பி்டப்படுகினைை. இ�றறில் சபொது�ொ� அந்த ெொர்பின அடிமொைமும், படியும் ெொரொ மொறினயப் 
சபொறுத்்த்தொ� அனமயும். 
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 அடுக்குப் படிக்குறிச் ெொர்பொை y = xx -க்கு �ன�யி்டல் �ொண இரு பக்�மும் ம்டக்ன�யினை 
பயனபடுத்்த ந�ணடும்.

 log y = x log x, x > 0 எைக் கின்டக்கும்.

 இது ஒரு முறசைொருனமயொ்த்லொல் இ்டப்பக்� �ன�க்ச�ழுவும் �்லப்பக்� �ன�க்ச�ழுவும் ெமமொ� 
இருத்்தல் ந�ணடும். x-ஐப் சபொறுத்து �ன�யி்டலினநபொது (இ்டப்பக்�த்தில் உள்்ள ெொர்பு, ெொர்பின 
ெொர்பு எனபன்த நினைவில் ச�ொள்�) 

  
1
y
dy
dx

 = log x +1

  எைந�,      
dy
dx

 = y x x xx(log ) (log )+ = +1 1  

 f(x) எனை ெொர்பினுக்கு ம்டக்ன� �ணடு (e அடிமொைம்) பினைர் �ன�யி்டன்லப் பயனபடுத்தும் 
முனை ம்டக்ன� �ன�யி்டல் எனறு அனழக்�ப்படுகிைது.

d
dx

f x f x
f x

(log ( )) ( )
( )

=
′

 இம்முனையின மூ்லம் சபருக்�ல், �குத்்தல் அல்்லது அடுக்கு�ள் ச�ொண்ட �டிைமொை ெொர்பு�ளின 
�ன�யீடு�ன்ள ம்டக்ன� �ன�யி்டன்லப் பயனபடுத்தி எளி்தொ�க் �ொண்லொம்.

எடுததுகைதாட்டு 10.21

 y x x x= +2 24 2. sin .  எனில், y-ன �ன�க்ச�ழுன�க் �ொண�.

தீர்வு

 இருபக்�மும் ம்டக்ன�னய எடுக்�,

 log log( ) log(sin ) log( )y x x x= + + +
1
2

4 2 22  எைக் கின்டக்கிைது.

  இதிலிருநது   
¢y

y
 = 

1
2

2
4

2 22

x
x

x
x+

+ +. cos
sin

log  

   = 
x

x
x2 4

2 2
+

+ +cot log  

  எைந�,  ¢y  = 
dy
dx

y x
x

x=
+

+ +





2 4

2 2cot log  .

எடுததுகைதாட்டு 10.22

 �ன�யிடு� : y
x x
x

=
+

+

3
4 2

5

1
3 2( )

 .

தீர்வு

 இருபக்�மும் ம்டக்ன�னய எடுக்�, 

 log log log( ) log ( )y x x x= + + − +
3
4

1
2

1 5 3 22  

உடபடு �ன�யி்டலினபடி.
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¢y

y
 =  

3
4

1
2

2
1

5
3 2

32x
x

x x
+

+
−

+( )
( )

   = 
3

4 1
15

3 22x
x

x x
+

+
−

+( )

  எைந�,  
dy
dx

 = ′ =
+

+
+

+
−

+






y x x
x x

x
x x

3
4 2

5 2

1
3 2

3
4 1

15
3 2( )

மடககை வகையிடலில் படிநிக்லைள (Steps in Logarithmic Differentiation) 
 (1) y = f(x) எனை ெமனபொடடின இருமருஙகும் இயறன� ம்டக்ன� எடுத்து  ம்டக்ன� விதி�ன்ளப் 

பயனபடுத்தி எளினமயொக்கு்தல் ந�ணடும்.

 (2) x-ஐப் சபொறுத்து உடபடு �ன�யி்டல் �ொணந�ணடும்.

 (3) y¢-க்�ொ�த் தீர்வு �ொணு்தல் ந�ணடும்.

 சபொது�ொ�, படிக்குறி மறறும் அடிமொைம் சபொறுத்து ேொனகு �ன��ள் உள்்ளை.

 (1) 
d
dx
ab( ) = 0  (a, b ஆகியன� மொறிலி�ள்).

 (2) 
d
dx

f x b f x f xb b( ) ( ) ( )[ ] = [ ] ′−1
 

 (3) 
d
dx
a a a g xg x g x[ ] (log ) ( )( ) ( )= ′  

 (4) 
d
dx

f x g x( ) ( )[ ] =  [ ( )] ( ) ( )
( )

log ( ). ( )( )f x g x f x
f x

f x g xg x ′
+ ′









எடுததுகைதாட்டு 10.23

 �ன�யிடு� :  y x x=  

தீர்வு

 இருபுைமும் ம்டக்ன� எடுக்� :

   log y  = x xlog  
 உடபடு �ன�யி்டலினபடி,

   
¢y

y
 = x

x x
x. .log1 1

2
+  

    = 
log x

x
+ 2

2
 

   எைந�,   
d
dx

x x( )  = ′ =
+







y x x

x
x log 2

2
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10.4.5. பிரதியிடல் முகை (Substitution method)
 பிரதியி்டல் முனையொைது, சி்ல வி்தமொை �ன�யி்டலின நபொது குறிப்பொ� நேர்மொறு 
முக்ந�ொணவியல் ெொர்பு�ளின �ன�யி்டலினநபொது மி�வும் பயனுள்்ள்தொ� அனமயும்.

 f(x) = tan-1  
2

1 2

x
x−







எனை ெொர்பினைக் �ருது�.

 இந்தச் ெொர்பிறகு, ெொர்பின ெொர்பு விதினயப் பயனபடுத்தி ¢f x( )  �ொண்லொம். ஆைொல், அது ெறறுக் 
�டிைமொைது. அ்தறகுப் பதி்லொ�ப் பிரதியி்டல் முனையினைப் பயனபடுத்திைொல் எளி்தொ� அனமயும். 
அ்தொ�து, 

  x = tan θ என�.

  எைந�, 
2

1 2

x
x-  = 

2
1

22

tan
tan

tanθ
θ

θ
−

=  மறறும்

  f x( )   = tan (tan )− =1 2 2θ θ

   = 2 tan-1x

  ¢f x( )  = 
2

1 2+ x
 எை எளி்தொ�க் �ொண்லொம்.

எடுததுகைதாட்டு 10.24

 y = tan-1 
1
1
+
−









x
x

 எனில்,  ¢y �ொண�.

தீர்வு

 x = tan q என�.

   எைந�,  
1
1
+
−

x
x

  = 
1
1 4
+
−

= +







tan
tan

tanθ
θ

θ
π

 .

   tan-1 
1
1
+
−









x
x

 = tan tan tan− −+















 = + = +1 1

4 4 4
π π π

θ θ x  

   y = 
π
4

1+ −tan x

   ¢y  = 
1

1 2+ x
 .

எடுததுகைதாட்டு 10.25
  f x x x( ) cos ( )= −−1 34 3 எனில் ¢f x( ) -ஐக் �ொண�.

தீர்வு

  x = cos θ என�.

  எைந�,  4 33x x-  = 4 3 33cos cos cosθ θ θ− =  மறறும்

  f(x) = cos (cos ) cos− −= =1 13 3 3θ θ x  

  ஆன�யொல்,  ¢f x( )  = 3 1
1

3
12 2

−

−









 =

−

−x x
 .
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10.4.6 துகணய்லகுச் சமன்பதாடுை்ளதால் வகரயறுகைபபட்ட மதாறிைக்ள வகையிடல்

           ( Derivatives of variables defined by parametric equations )

 x = f(t), y = g(t) எனை ெமனபொடு�ன்ளக் �ருதுந�ொம். 

 இச்ெமனபொடு�ள் x மறறும் y  மொறி�ளுக்கின்டநய உள்்ள ெொர்பு உைன�த் ்தருகினைை.  [a, b] 
எனும் ஏந்தனும் ஒரு ெொர்ப�த்தில் உள்்ள ‘t’  மதிப்பிறகு x மறறும் y �ண்டறிய்லொம்.

 x மறறும் y எை இரு ெொர்பு�ள் ்தனித்்தனியொ� ‘t’ எனும் பிறிச்தொரு மொறி மூ்லம் 
�னரயறுக்�ப்பட்டொல் x மறறும் y-க்கு உள்்ள ெொர்புத் ச்தொ்டர்பு து்ையலைகுத த�ோடர்பு எனறும் 
பிறிச்தொரு மொறி  து்ையலைகு  எைவும் அனழக்�ப்படுகிைது.

 x மறறும் y க்கு உள்்ள நேரடித் ச்தொ்டர்னபத் துனணய்லகு  ‘t’ இனறிக் �ொணபது து்ையலைகு 
நீககல எனப்தொகும்.

 எடுத்துக்�ொட்டொ�, னமயம்  (0, 0) எைவும். ஆரம் r எைவும் உள்்ள �ட்டத்தின ெமனபொடு 
x y r2 2 2+ =   ஆகும். இந்தச் ெமனபொடு x மறறும் y இரணடிறகுமின்டநய உள்்ள ச்தொ்டர்னப வி�ரிக்கிைது. 
மறறும் இ்தன துனணய்லகுச் ெமனபொடு�ள் x = r cos t  ;  y = r sin t   எைக் கின்டக்கும்.  மறு்தன்லயொ� 

t-ஐ நீக்கும்நபொது x y r2 2 2+ =  எைப்சபை்லொம்.

 y -ஐ  x -இன ெொர்பொ�க் �ருதிைொல்,  
dy
dx

dy
dt
dx
dt

g t
f t

= =
′
′
( )
( )

. 

 x-ஐ  y-இன ெொர்பொ�க் ச�ொண்டொல் y-ஐ சபொறுத்து  x-இன �ன�யி்டல் 

   dx
dy

dx
dt
dy
dt

f t
g t

= =
′
′
( )
( )

  ஆகும்.

 �ட்டத்ன்தப் சபொறுத்்த�னர 
dy
dx

 எனபது �ட்டத்தின ச்தொடுந�ொடடின ெொய�ொ�,

   
dy
dx

dy
dt
dx
dt

r t
r t

t= =
−

= −
cos
sin

cot  ஆ� அனமயும்.

எடுததுகைதாட்டு 10.26

 x at= 2  ;  y = 2at,    t ¹ 0 எனில், 
dy
dx

 �ொண�.

தீர்வு

   x = at 2    ;  y = 2at  எனப்தொல்

   
dy
dx

  = 
′
′

= =
y t
x t

a
at t

( )
( )

.2
2

1

எடுததுகைதாட்டு 10.27

 x = a(t - sin t), y = a(1 - cos t) எனில், 
dy
dx

 �ொண�.
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தீர்வு

   x = a(t - sin t), y = a(1 - cos t).

   இப்நபொது  
dx
dt

 = a(1 - cos t) ; 
dy
dt

 = a sin t

   எைந�,  
dy
dx

 = 

dy
dt
dx
dt

a t
a t

t
t

=
−

=
−

sin
( cos )

sin
( cos )1 1

 

10.4.7 ஒரு சதாரபிகனப தபதாறுதது மற்தைதாரு சதாரபிகன வகையிடல்

(Differentiation of one function with respect of another function)
 y f x= ( )  எனை ெொர்பு �ன�னமயொைொல், x-ஐப் சபொறுத்து y-ன �ன�க்ச�ழு

   
dy
dx

f x h f x
hh

=
+ −

→
lim ( ) ( )

0
 .

 f  மறறும் g ஆகியன� x-ன �ன�னமயொை ெொர்பு�ள் மறறும்  dg
dx

g x= ≠'( ) 0 எனில்

   
df
dg

df
dx
dg
dx

f x
g x

= =
'( )
'( )

எடுததுகைதாட்டு 10.28
 x xlog -ஐ சபொறுத்து xx -ன �ன�யீடு �ொண�. 

தீர்வு

   u = x v x xx , log=

   logu  = x xlog  

   
1
u
du
dx

  = x
x

x x. .log log1 1 1+ = +  

   
du
dx

 = u x x xx( log ) ( log )1 1+ = +  

   
dv
dx

  = 1+ log x  

   
d x

d x x

x( )
( log )

 = 
du
dv

du
dx
dv
dx

xx= =  

 இஙகு ஒரு ெமனிச் ெொர்பொ� இருந்தொல் g x x( ) =  எைந� 
df
dg

 எனபது 
df
dx

f x= ′( )  எை மொறும்.

எடுததுகைதாட்டு 10.29
 x x2 1+ + -ஐப் சபொறுத்து tan ( )− +1 21 x -ஐ �ன�யிடு�.
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தீர்வு

   f x( )   = tan ( )− +1 21 x  என�

   g x( )   = x x2 1+ +  

   
df
dg

 = 
f x
g x

'( )
'( )

 

   f x'( )   = 
2
2 24 2

x
x x( )+ +  

   g x'( )   = 2 1x +  

   
df
dg

  = 

2
1
2 1

2
2 1 2 2

2

4 2

x
x

x
x

x x x
+
+

=
+ + +( )( )

 

எடுததுகைதாட்டு 10.30
  cos( )lx mx n2 + + -ஐ சபொறுத்து  sin( )ax bx c2 + +  �ன�யிடு�. 

தீர்வு

       u = sin( )ax bx c2 + +  மறறும்

   v = cos( )lx mx n2 + +  என�.

   
du
dv

 = 
u x
v x

'( )
'( )

 

   u x'( )   = cos( )( )ax bx c ax b2 2+ + +  

   v x'( )   = − + + +sin( )( )lx mx n lx m2 2  

   
du
dv

  = 
u x
v x

ax b ax bx c
lx m lx mx n

'( )
'( )

( ) cos( )
( ) sin( )

=
+ + +

− + + +
2
2

2

2  

10.4.8 உயர வரிகச வகைகதைழுகைள (Higher order Derivatives)
 ஒரு நேர்க்ந�ொடடில் ே�ரும் சபொருளின நின்லச்ெொர்பு (இ்டப்சபயர்ச்சி) s = s(t) என�.  அ்தன 
மு்தல் �ன�க்ச�ழு, சபொருளின தினெந��ம் நேரத்தின ெொர்பொ� v(t) அனமயும் எனபது இயறபியலில் 
எளினமயொ� அறிநதுள்ந்ளொம்.

 v t s t f t t f t
t

ds
dtt

( ) = ′ =
+ ∆ −
∆

=
∆ →

( ) lim ( ) ( )
0

 .

 நமலும், நேரத்தினைப் சபொறுத்துத் தினெந��த்தின �ணநேர வீ்த மொறைம் அப்சபொருளின 
முடுக்�ம் a(t) ஆகும். எைந� முடுக்�ச் ெொர்பு ஆைது தினெந��த்தின மு்தல் �ன�க்ச�ழு�ொகும் 
எனப்தைொல் முடுக்�ச் ெொர்பு, நின்லச்ெொர்பின இரண்டொ�து �ன�க்ச�ழு�ொகும்.

   a t v t( ) ( )= ′  = lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆t

v t t v t
t0

    = 
d
dt
v t( ( ))  

    = 
d
dt

ds
dt

d s
dt

s t





 = = ′′

2

2 ( )  
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 இவ�ொைொ�,  f எனபது x-ன �ன�னமயொை ெொர்பு எனில், அ்தன மு்தல் �ன�யி்டல் 

′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0

 எனபது y = f(x) எனை ெொர்பின �னரப்டத்தின ச்தொடுந�ொடடின ெொயவு 

எை மி� எளிய �டிவியல் வி்ளக்�மொ� அனமகிைது. ¢f  எனபது x-ன ெொர்பொ�வும் இருப்ப்தொல், 

¢f -க்கும் �ன�னம இருக்� முடியும். அவ�ொறு இருந்தொல், ( )′ ′ = ′′f f  எைக் குறிப்பி்டப்படடு

   ¢¢f x( )  = lim ( ) ( )
∆ →

′ + ∆ − ′
∆x

f x x f x
x0

 

    = 
d
dx

f x d
dx

d
dx
f x′( ) = 






( ) ( )  

    = 
d f
dx

d y
dx

2

2

2

2=   எை அனமகினைது

     இ்தனை மறசைொரு குறியீ்டொ�D f x D y y y2 2
2( ) = = = ′′  எை எழு்த்லொம்.

 இரண்டொம் �ன�க்ச�ழு எனபது மொறு வீ்தத்தின மொறு வீ்தமொ�க் �ருதிைொலும் �டிவியல் 
வி்ளக்�ம் எளி்தொ� இல்ன்ல. இருப்பினும் y f x= ( )  எனை ெொர்பின �னரப்டத்தின �ன்ள ஆரத்திறகும். 
இரண்டொம் �ன�யி்டலுக்கும் சேருஙகியத் ச்தொ்டர்பு உள்்ளது எனப்தனை உயர் �குப்பு�ளில் 
�ொண்லொம்.

 அந்த நபொனறு ¢¢f x( )  கின்டக்�ப் சபறினும், அது �ன�னமயொ�ந�ொ அல்்லது �ன�னமயினறிநயொ 

அனமய்லொம். �ன�னமயொ� அனமந்தொல் ¢¢¢f மூன்்றோம் வ்கயிடல எனறும்

   ¢¢¢f x( )  = d y
dx

y y
3

3 3= ′′′ =  எைவும் குறிப்பி்டப்படுகிைது

 மூனைொம் �ன�யீடடினை இயறபியல் ரீதியொ�, ஒரு நேர்க்ந�ொடடில் ே�ரும் சபொருளின 
நின்லச்ெொர்பின மூ்லம் வி்ளக்�்லொம்.  ′′′ = ′′ ′ = ′s s a t( ) ( ) எனப்தொல், நின்லச்ெொர்பின மூனைொம் 
�ன�யி்டல் எனபது முடுக்�ச் ெொர்பின �ன�க்ச�ழு ஆகும். மறறும் அ்தனை  ‘குலுக்�ம்’ (jerk) எனறும்

   j = 
da
dt

d s
dt

=
3

3  எைவும் எழு்த்லொம்.

 எைந�,  ‘குலுக்�ம்’ எனபது  முடுக்�த்தில் திடீசரை ஏறபடும் மொறைம் எனப்தொல் மி�ச் 
ெரியொ�ந� முடுக்�த்தின மொறு வீ்தத்திறகு குலுக்�ம் எைப் சபயரி்டப்படடுள்்ளது. சபரிய குலுக்�ம் 
ஏறபட்டொல் �ொ�ைத்தின ே�ர்வில் அதிர்வு ஏறபடும்.

எடுததுகைதாட்டு 10.31
 y  = x x x3 26 5 3− − + எனில், ¢ ¢¢y y, மறறும் ¢¢¢y ஆகிய�றனைக் �ொண�.

தீர்வு

     y  = x x x3 26 5 3− − +  மறறும்

   ¢y  = 3 12 52x x- -  
   ¢¢y  = 6x - 12
   ¢¢¢y  = 6
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எடுததுகைதாட்டு 10.32

  y = 
1
x

 எனில், ¢¢¢y  �ொண�.

தீர்வு

     y  = 
1 1

x
x= −   

   ¢y  = − = −−1 12
2x

x
  

   ¢¢y  = ( )( ) ( ) !
− − =

−−
31 2 1 23
2

x
x

 

   மறறும்  ¢¢¢y  = ( )( )( ) ( ) !
− − − =

−−1 2 3 1 34
3

4x
x

எடுததுகைதாட்டு 10.33
  f(x) = x cos x எனில், ¢¢f  �ொண�.

தீர்வு

     f(x) = x cos x.
   இப்நபொது ¢f x( )  = - x sin x + cos x, மறறும்

   ¢¢f x( )  = - (x cos x + sin x) - sin x
    = - x cos x - 2 sin x

எடுததுகைதாட்டு 10.34
  x y4 4 16+ =  எனில்,  ¢¢y  �ொண�.

தீர்வு
       x y4 4 16+ =  

 உடபடு �ன�க்ச�ழுவினபடி   4 43 3x y y+ ′  = 0

   ¢y  = −
3x
y3  

 ¢¢y �ண்டறிய ¢y மீது �குத்்தல் விதியினைப் பயனபடுத்்த ந�ணடும். x-ன ெொர்பொ�  y உள்்ளது 

எனபது ��ைத்தில் ச�ொள்்ளத்்தக்�து.

   ′′ =
−







y d

dx
x
y

3

3  = 
− −





y d
dx

x x d
dx

y

y

3 3 3 3

3 2

( ) ( )

( )

    = −
− ′ y x x y y
y

3 2 3 2

6

3 3. ( )
 = −

− −








3 32 3 3 2

3

3

6

x y x y x
y

y
 

    = −
+3 2 4 6

7

( )x y x
y

 = 
− +3 2 4 4

7

x x y
y

[ ]
 

    = 
−

=
−3 16 482

7

2

7

x
y

x
y

( )
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எடுததுகைதாட்டு 10.35
   x = a cos t
   y = a sin t எனில் இரண்டொம் �ன�யீடன்டக் �ொண�.

தீர்வு
 x-ஐப் சபொறுத்து உடபடு �ன�க்ச�ழுவினபடி, 

   
dy
dx

 = 

dy
dt
dx
dt

a t
a t

t
t

=
−

= −
cos
sin

cos
sin

   
d y
dx

2

2   = 
d
dx

dy
dx







  

    = 
d
dx

t
t

−







cos
sin

 

    = 
d
dt

t
t

dt
dx

−







cos
sin

 = − − ×
′

[ ]
( )

cosec2 1t
x t

 

    = cosec2 1t
a t

×
− sin

    = -
cosec t
a

3

எடுததுகைதாட்டு 10.36

 x y2 2 4+ =  எனில், 
d y
dx

2

2  �ொண�.

தீர்வு

      x y2 2+  = 4

       
dy
dx

 = -
x
y

 

   
d y
dx

2

2  = −










d
dx

x
y

    = - 
y x dy

dx
y

. .1
2

-
 (�குத்்தல் விதிப்படி)

    = −
− −









y x x
y

y2  

    = −
+

= −
x y
y y

2 2

3 3

4
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பயிற்சி 10.4
கீழக்�ொணப�றனை �ன�யிடு� (1 - 18) :

 (1) y = xcos x (2) y = xlogx + (log x)x

 (3) xy  = e(x - y) (4) xy = yx

 (5) (cos )logx x   (6)  
x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =  

 (7) x y y
x

2 2 1+ = 







−tan    (8) tan (x + y) + tan (x - y) = x

 (9) cos (xy) = x எனில்,  
dy
dx

y xy
x xy

=
− +( )1 sin( )

sin
 எைக்�ொடடு�.

  (10) tan-1 
1
1
−
+

cos
cos

x
x

  (11) tan-1 
6

1 9 2

x
x−







   

  (12) cos 2 1
1

1tan− −
+











x
x

  (13) x = a cos3t  ;  y = a sin3t

 (14) x = a (cos t + t sin t) ; y = a (sin t - t cos t)

 (15) x = 
1
1

2
1

2

2 2

−
+

=
+

t
t
y t

t
,   (16) cos− 2

−
+











1
21

1
x
x

 

 (17) sin ( )- -1 33 4x x   (18) tan cos sin
cos sin

− +
−









1 x x
x x

 

 (19) x2 -ஐ சபொறுத்து sin x2 -ன �ன�க்ச�ழுன�க் �ொண�.

 (20) tan-1 x -ஐ சபொறுத்து sin-1 2
1 2

x
x+







-ன �ன�க்ச�ழுன�க் �ொண�.

 (21) u x
x

v x= + − =− −tan , tan1
2

11 1 எனில் 
du
dv

�ொண�.

 (22) tan cos
sin

−

+








1

1
x

x
-ஐ சபொறுத்து tan sin

cos
−

+








1

1
x

x
-ன �ன�க்ச�ழுன�க் �ொண�.

 (23) y = sin-1x எனில், ¢¢y �ொண�.

 (24) y e x=
−tan 1

 எனில், ( ) ( )1 2 1 02+ ′′ + − ′ =x y x y  எைக்�ொடடு�.

 (25)  y
x
x

=
−

−sin 1

21
 எனில், ( )1 3 02

2 1− − − =x y xy y  எைக்�ொடடு�. 

 (26) x = a (θ + sin θ), y = a (1 - cos θ) எனில்,  θ = π
2

 எனும்நபொது ′′ =y
a
1  எை நிரூபிக்�.

04_10 Differential Calculus 2.indd   187 25-03-2019   13:39:10



188XI - கணிதவியல்

 (27) sin sin( )y x a y= + எனில், 
dy
dx

a y
a

=
+sin ( )

sin

2

எை நிரூபிக்�. இஙகு a n≠ π .

 (28) y = (cos )-1 2x எனில்,  ( )1 2 02
2

2− − − =x d y
dx

x dy
dx

 எை நிரூபிக்�. நமலும்,   x = 0 -னநபொது y2  

மதிப்னபக் �ொண�.

பயிற்சி 10.5
ெரியொை அல்்லது மி�வும் ஏறபுன்டய வின்டயினைக் ச�ொடுக்�ப்பட்ட ேொனகு மொறறு வின்ட�ளிலிருநது 
ந்தர்நச்தடுக்�வும்.

 (1) 
d
dx

x2
π

sin °







  (1) 
π

180
cos x°   (2) 

1

90
cos x   (3) 

π
90

cos x°   (4) 
2
π

cos x°  

 (2) y f x= +( )2 2 மறறும் f '( )3 5= எனில், x =1-ல் dy
dx

எனபது

  (1) 5 (2) 25 (3) 15 (4) 10

 (3) y u=
1
4

4 , u x= +
2
3

53 எனில், 
dy
dx

எனபது

  (1) 
1
27

2 152 3 3x x( )+    (2) 
2

27
2 53 3x x( )+  

  (3) 
2

27
2 152 3 3x x( )+    (4) − +

2
27

2 53 3x x( )

 (4) f x x x( ) = −2 3 எனில்,  f x f x( ) '( )=  எை அனமயும் புள்ளி�ள்

  (1) இரணடும் மின� முழு எண�்ளொகும்

  (2) இரணடும் குனை முழு எண�்ளொகும்

  (3) இரணடுநம விகி்தமுைொ எண�்ளொகும்

  (4) ஒனறு விகி்தமுறு எணணொ�வும் மறசைொனறு விகி்தமுைொ எணணொ�வும் இருக்கும்

 (5) y
a z

=
−
1

 எனில், 
dz
dy

-ன மதிப்பு

  (1) ( )a z- 2   (2) - -( )z a 2   (3) ( )z a+ 2  ` (4) − +( )z a 2  

 (6) y x= cos(sin )2 எனில், x = π
2

 -ல் dy
dx

 -ன மதிப்பு

  (1) - 2 (2) 2 (3) −2
2
π

  (4) 0

 (7) y mx c= +  மறறும் f f( ) '( )0 0 1= = எனில், f ( )2  எனபது
  (1) 1 (2) 2 (3) 3 (4) - 3

 (8) f x x x( ) tan= −1  எனில், f '( )1  எனபது

  (1) 1
4

+
π

  (2) 
1
2 4
+
π

  (3) 
1
2 4
−
π

  (4) 2
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189 வகைகை ைற்றும் வகையிடல் முகைைள்

 (9) 
d
dx
ex x( )log+5  எனபது

  (1) e x xx . ( )4 5+   (2) e x xx . ( )+ 5   (3) e
x

x +
5

  (4) e
x

x -
5

 (10) x = 0 -ல்,  ( )ax e x-5 3 -ன �ன�க்ச�ழு - 13 எனில், ‘a’-ன மதிப்பு 

  (1) 8 (2) - 2 (3) 5 (4) 2

 (11) x
t
t
y t

t
=

−
+

=
+

1
1

2
1

2

2 2, எனில், 
dy
dx

எனபது

  (1) -
y
x

  (2) 
y
x

  (3) -
x
y

  (4) 
x
y

 

 (12) x a= sinθ  மறறும் y b= cosθ எனில், 
d y
dx

2

2 எனபது

  (1) 
a
b2

2sec q   (2) −
b
a

sec2θ   (3) −
b
a2

3sec θ   (4) −
b
a

2

2
3sec θ  

 (13) log x 10 -ஐ சபொறுத்து  log10 x -ன �ன�க்ச�ழு

  (1) 1 (2) -(log )10
2x   (3) (log )x 10 2  ` (4) 

x2

100
 

 (14) f x x( ) = + 2 எனில், x = 4 -ல் ¢f f x( ( )) -ன மதிப்பு

  (1) 8 (2) 1 (3) 4` (4) 5

 (15) y
x
x

=
−( )1 2

2  எனில், 
dy
dx

-ன மதிப்பு

  (1) 
2 2

2 3x x
+   (2) − +

2 2
2 3x x

  (3) - -
2 2

2 3x x
 (4) − +

2 2
3 2x x

 

 (16) pv = 81எனில், v = 9 -ல் 
dp
dv

-ன மதிப்பு

  (1) 1 (2) - 1 (3) 2 (4) -2

 (17) f x
x x
x x
x x

( ) =
− ≤

− < <
+ ≥









5 1
4 9 1 2
3 4 2

2

,  
,  
,  

 எனில், x = 2-ல் f(x)-ன �்லப்பக்� �ன�க்ச�ழு

  (1) 0 (2) 2 (3) 3 (4) 4

 (18) f a'( )  உள்்ளது எனில்,  lim
( ) ( )

x a

xf a af x
x a→

−
−

 எனபது 

  (1) f a af a( ) '( )-   (2) f a'( )   (3) - f a'( )   (4) f a af a( ) '( )+  

 (19) f x
x x
x x

( )
2 1 2

1 2
vdpy;,   f '( )2  எனபது

  (1) 0 (2) 1 (3) 2 (4) கின்டக்�ப்சபைொது
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190XI - கணிதவியல்

 (20) g x x x f x( ) ( ) ( )= + +2 2 1 , f ( )0 5=  மறறும் lim
( )

x

f x
x→

−
0

5 =4  எனில், g '( )0 எனபது

  (1) 20 (2) 14 (3) 18 (4) 12

 (21) f x
x x

x
x x

( )

,

,

2 1 3

5 3

8 3

,

,

  x = 3ல் f x'( ) எனபது

  (1) 1 (2) - 1 (3) 0 (4) கின்டக்�ப்சபைொது

 (22) x = −3 -ல் f x x x( ) | |= -ன �ன�யி்டலின மதிப்பு

  (1) 6 (2) - 6 (3) கின்டக்�ப்சபைொது (4) 0

 (23) f x
a x a x a
x a x a

( )
, ,

=
− − < <
− ≥





2
3 2 ,

எனில் கீழக்�ொணும் கூறறு�ளில் எது சமயயொைது?

  (1) x = a-ல்  f(x) �ன�னம இல்ன்ல

  (2) x = a-ல் f(x) ச்தொ்டர்ச்சியறறு உள்்ளது

  (3)  -ல் உள்்ள அனைத்து  x-க்கும் f(x) ச்தொ்டர்ச்சியொைது

  (4) அனைத்து x a≥ -க்கும் f(x) �ன�னமயொகிைது

 (24)  f x
ax b x

x
( )

,

| |
,

=
− − < <







2 1 1
1

gpw
 , x = 1-ல் �ன�னமயொைது எனில்

  (1) a b= =
−1

2
3

2
,   (2) a b=

−
=

1
2

3
2

,   (3) a b= − = −
1
2

3
2

,   (4) a b= =
1
2

3
2

,  

 (25) f x x x x( ) | | | | sin= − + − +1 3   எனும் ெொர்பு  -ல் �ன�னமயொ�ொ்த புள்ளி�ளின எணணிக்ன�
  (1) 3 (2) 2 (3) 1 (4) 4

பதாடத தததாகுபபு

  இப்பொ்டத்தில் ேொம் �றறுத் ச்தளிந்தன�

 · �ன�யி்டல் எனபது மொறு வீ்தம் ஆகும் எல்ன்ல கின்டக்�ப்சபறின, y f x= ( ) எனில்,  x0 -ல்  

x-ஐ சபொறுத்து  y-ன �ன�யி்டல் எனபது lim
∆ →x 0

f x x f x
x

( ) ( )0 0+ ∆ −
∆

. இஙகு எல்ன்ல இருக்� 

ந�ணடும் எனைொல்,  f x f x x f x
x

f x x f x
xx x

'( ) lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
0

0

0 0

0

0 0+

∆ → ∆ →
=

+ ∆ −
∆

=
+ ∆ −
∆

=
+ −

ff x'( )0
−  

எனபது ஒரு ்தனித்்த சமயசயணணொ� இருக்� ந�ணடும். 

 · x x= 0 எனை புள்ளியில் y f x= ( ) எனை ெொர்பின �ன�க்ச�ழு 

  

dy
dx

f x f x f x
x xx x

x x







 = =

−
−=

→
0

0
0

0

0

'( ) lim ( ) ( )
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191 வகைகை ைற்றும் வகையிடல் முகைைள்

 · ( , ( ))x f x எனை புள்ளியில் y f x= ( ) -ன �ன�க்ச�ழு y f x= ( ) எனை �ன்ள�னரயில் 
ச்தொடுந�ொடடின ெொயவு எனப்தன �டிவியல் வி்ளக்�மொகும்.

 · s f t= ( ) -ன மு்தல் �ன�க்ச�ழு t-ஐ சபொறுத்து இ்டமொறைத்தின மொறு வீ்தமொகும். அது 

தினெந��ம் ஆகும். இரண்டொம் �ன�க்ச�ழு முடுக்�மொகும். மூனைொ�து �ன�க்ச�ழு 
குலுக்�மொகும்.

 · x x= 0  -ல் y f x= ( ) ச்தொ்டர்ச்சியறறு இருந்தொல் x x= 0 -ல் f x( ) �ன�னமயறைது.

 · x x= 0 -ல் y f x= ( ) �ன�னம இல்ன்லசயனில் ( , ( ))x f x0 0 -ல் y f x= ( ) எனை �ன்ள�னரக்குத் 

ச்தொடுந�ொடு இல்ன்ல எனப்தொ� சபொருள். 

 · y f x= ( )  எனை �ன்ள�னரக்கு x x= 0 -ல் �ன்ள�னர �டி�ம் (Ú) அல்்லது (Ù) �டிவில் 

இருந்தொல் x x= 0 -ல் �ன�னம இல்ன்ல.

 · �ன�யி்டல் எனபது ஒரு செயந்ல அனறி விதி�ளின ச்தொகுப்பு எைப் புரிநது ச�ொள்்ளல்.

 · �ன�னமத் ்தனனமயொைது ச்தொ்டர்ச்சித் ்தனனமனயக் ச�ொடுக்கும். ஆைொல் 
ச்தொ்டர்ச்சித்்தனனமயொைது �ன�னமத்்தனனமனயக் ச�ொடுக்� ந�ணடிய அ�சியமில்ன்ல.

 · �ன�னமத்்தனனம �ொயந்த ெொர்பு�ளின ந�றுபொடு, சபருக்�ல், �குத்்தல் 

  (i) 
d
dx

f x g x d
dx
f x d

dx
g x( ( ) ( )) ( ) ( )± = ±  

  (ii) 
d
dx

f x g x f x dg
dx

g x df
dx

( ( ) ( )) ( ) ( )= +  

  (iii) 
d
dx

fog x f g x g x(( )( )) ( ( )) ( )= ′ ′  

  (iv) d
dx

f x
g x

g x f x f x g x
g x

( )
( )

( ) ( ) ( ) '( )
( )









 =

′ −
2  இஙகு g x( ) ¹ 0 ஆகும்.
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192XI - கணி�வியல

இகணயச் தசயல்பதாடு 10 (a)

்டி - 1 
்டி - 2 

செயல்பொடடின இறுதியில்

கின்டக்�ப் சபறு�து

செயல்பொடடின இறுதியில்

வரக நுண்க�தம்-வரகரம 
மற்றும் வரகயிடல முரறகள்

்டி - 1 
கீழக்�ொணும் உரலி / வினரவுக் குறியீடன்டப் பயனபடுத்தி GeoGebra -வின “Derivatives” 
பக்�த்திறகுச்  செல்�. உங�ள் பொ்டம்  ெொர்ந்த  ப்ல  பயறசித்்தொள்�ள் இப்பக்�த்தில் 
ச�ொடுக்�ப்படடிருக்கும்.

்டி - 2
“Tracing the derivative of a function” எனை பயிறசித் ்தொன்ளத் ந்தர்வு செய�. நீங�ள் ஏந்தனும் ெொர்பு 
மதிப்பினை f(x) சபடடியில் பதியவும். ெொர்பு நீ்ல நிைத்திலும்,  �ன�ச�ழு ஆரஞ்சு நிைத்திலும் 
நீங�ள் �ொண்லொம். Play trace button-ஐச் செொடுக்கி �ன�க்ச�ழுவின நியமபொன்தயின 
அனெவூட்டத்ன்தப் சபை்லொம் (x, x-ல் ெொயவு). f(x)-ன ஒவச�ொரு புள்ளியிலும் �ன�ச�ழு  
ெறிவின பொன்த எனபன்த �ொண்லொம்.

உரலி :
https://ggbm.at/fk3w5g8y
*ப்டங�ள் அன்டயொ்ளத்திறகு மடடும்.
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193 வ்க்ம மறறும் வ்கயிடல மு்்றகள்

செயல்பொடடின இறுதியில்

கின்டக்�ப் சபறு�து

்டி - 1 
கீழக்�ொணும் உரலி / வினரவுக் குறியீடன்டப் பயனபடுத்தி GeoGebra -வின “Derivatives”  
பக்�த்திறகுச் செல்�.  உங�ள் பொ்டம் ெொர்ந்த ப்ல பணித்்தொள்�ள் இப்பக்�த்தில் 
ச�ொடுக்�ப்படடிருக்கும்.

்டி - 2 
“Derivatives in graph” எனபன்தத் ந்தர்வு செய�. சி்ல அடிப்பன்ட செயல்பொடு�ளும் 
பஙகு�ளும் ச�ொடுக்�ப்படடிருக்கும். ேழு�ன்ல ே�ர்த்தி “a”-ன மதிப்பு�ன்ள மொறை 
முடியும்.நமலும் ஒவச�ொரு செயல்பொடு மறறும் பஙகு�ளில் ஏறபடும் மொறைங�ன்ள 
உறறுநேொக்கு�. 

உரலி :
https://ggbm.at/fk3w5g8y
*ப்டங�ள் அன்டயொ்ளத்திறகு மடடும்.

்டி - 1 ்டி - 2

  

 

இகணயச் தசயல்பதாடு 10 (b)

வரக நுண்க�தம்-வரகரம 
மற்றும் வரகயிடல முரறகள்
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