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7.1 அறிமுகம் (Introduction)
	 அணிகள்	மற்றும்	அணிக்கோவைகளின்	கருத்ோககம்	கி.மு(ப�ோ.ஆ.மு)	நோன்கோம்	நூற்்ோண்டில்	
்்ோன்றிய்ோகப்	 �திவுகள்	 இருப்பினும்	 கி.மு(ப�ோ.ஆ.மு)	 இரண்்ோம்	 நூற்்ோண்டில்்ோன்	 அ்ன்	
�யன்�ோடு	 ப்ோ்ங்கிய்ோகக	 கரு்ப்�டுகி்து.	 பின்்னர்	
�தி்்னழோம்	 நூற்்ோண்டின்	 இறுதியில்	 அணிகள்	 மற்றும்	
அணிக்கோவைகளின்	கருத்ோககம்	மீண்டும்	�யன்�ோட்டுககு	
ைந்து	 ைளர்ச்சியவ்ந்்து	 எ்னலோம். �ோபி்லோனியர்கள்	
்நரியல்	சமன்�ோடுகள்		ப்ோ்ர்�ோ்ன	கணககுகவள	ஆரோய்ந்து	
அைற்வ்க	களிமண்	்ட்டுகளில் (claytablet)  �திந்துள்ள்னர்.	
்நரியல்	 சமன்�ோட்டுத	 ப்ோகுப்புகளின்	 தீர்வுகவளச்	
சுருககமோகக	கோண	முற்�ட்்்�ோது	அணிகளின்	்கோட்�ோடு	
்மலும்	ைளர்ச்சியவ்ந்்து	என்�து	ஏற்றுகபகோள்ளககூடிய	
ஒன்்ோகும்.	ைடிவியல்	உருமோற்்ங்கள்	 �ற்றிய	ஆய்விற்கும்	
அணிகளின்	கருத்ோககம்	அடிப்�வ்யோக	அவமகி்து.

	 	 ‘அணி’	 (இலததீன்	 பமோழியில்	 M a ter 	 என்�து	 ‘்ோய்’	 எ்னப்	 ப�ோருள்�டும்)	 என்்	 பசோல்	
ைழககறிஞரும்,	 கணி்வியலோளருமோ்ன	 ்ேம்ஸ்	 ்ேோசப்	 சில்ைஸ்்ர்	 என்�ைரோல்	 மு்ன்மு்லில்	
1850-ல்	 அறிமுகப்�டுத்ப்�ட்்து.	 அணிகள்	 கணி்வியலில்	 ஒரு	 முககியமோ்ன	 கருவியோகப்	
�ோர்ககப்�டுகி்து.	
  அணி	என்�து	பசவைக	ைடிவில்	உறுப்புகவள	ைரிவசப்�டுததும்	ஓர்	அவமப்பு	ஆகும்.	இரோணுை	
அணிைகுப்பு,	�ள்ளி	மோணைர்களின்	அணிைகுப்பு	மற்றும்	�யிரிடு்ல்	்�ோன்்	நவ்முவ்	ைோழகவக	

நிகழவுகளில்	 அணிகள்	 �யன்�டுைவ்க	
கோண்கி்்ோம்.
 Disquisitiones arithmeticae (1801)	 என்்	 நூலில்	
கோர்ல்	 எஃப்	 கோஸ்	 என்்	 கணி்வியலோளர்	
இரு�டி	 ைடிைங்கவள	 ஆய்வு	 பசய்யும்்�ோது	
அணிக்கோவை	 என்்	
பசோல்வல	 மு்ன்மு்லில்	
�யன்�டுததி்னோர்.	 ஆ்னோல்,	
இைருவ்ய	 கருத்ோககம்	
்ற்்�ோது	 �யன்�டுத்ப்�டும்	

அணிக்கோவைகளின்	கருத்ோககததிலிருந்து	மோறு�ட்்து,	இரு�டி	ைடிைங்களின்	
பகழுககவளச்	 பசவைக	 ைடிவில்	 ைரிவசப்�டுதது்லில்	 அணிகளின்	 ப�ருககல்	
குறிதது	விைரிததுள்ளோர்,

 1812-ல்	 ்கோஷி	 என்்	 கணி்வியலோளர்	 அணிக்கோவையிவ்ன	 புதிய	
்கோணததில்	 அணுகியது	 மட்டுமல்லோமல்	 சிற்்ணிக	 ்கோவைகள்	 மற்றும்	

7அத்தியாயம்
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“காரணஙகளின் இசையே கணிதமாகும்”
- சில்வஸ்டர்

சில்வஸ்டர்
(1814 - 1897)
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2XI - கணிதவியல்

்சர்ப்பு	 அணி	 �ற்றி	 ஏற்க்ன்ை	 �யன்�ோட்டில்	 இருந்்	 முடிவுகவள	 மறுநிரூ�ணம்	 பசய்து	 புதிய	
முடிவுகவளக	பகோடுத்ோர்.	ஆர்்ர்	பகய்லி	என்�ோர்	அணிகளின்	இயற்கணி்ம்	என்்	கருத்ோககதவ்	
்மம்�டுததியதில்	 முககிய	 �ங்கோற்றியுள்ளோர்.	 அணிக்கோவைகளின்	 ்கோட்�ோடுகவள	 
1841-ல்	 இைர்	 பைளியிட்்ோர்.	 அணிக்கோவைவயக	 குறிப்பி்த	 	 ்ற்்�ோது	 �யன்�டுத்ப்�டும்	
வி்மோக	ைரிவசப்�டுத்லின்	இருபு்மும்	இரு	பசங்குத்ோ்ன	்கோடுகவளப்	�யன்�டுததி்னோர்.	1858-
ல்	இைரோல்	பைளியி்ப்�ட்்	“Memoir on the theory of matrices”	என்்	புத்கததில்	அணிகளுககோ்ன	
மு்ல்	 ைவரயவ்	 சுருககமோக	 பகோடுககப்�ட்டிருந்்து	 குறிப்பி்த்கக்ோகும்.	 ்மலும்	 ஏற்க்ன்ை	
நவ்முவ்யில்	 இருந்்	 இரு�டி	 ைடிைங்கள்	 மற்றும்	 ்நரியல்	 உருமோற்்ங்களில்	 �டிககப்�ட்்	
பகழுககளின்	ைரிவசப்�டுத்லோ்னது	இைரோல்	கூ்ப்�ட்்	ப�ோதுக	கருத்ோககததின்	சி்ப்பு	நிவலக்ள	
எ்னவும்	நிரூபிததுக	கோட்டி்னோர்.	கடி்னமோ்ன	கணககீடுகவளக	பகோண்்	மற்்	் நரிவ்யோ்ன	முவ்கவள	
வி்க	 கணககீடுகவள	 எளிவமயோககியது	 இைருவ்ய	 �ணியோகும்.	 ்ேம்ஸ்	 ்ேோசப்	 சில்ைஸ்்ர்	 
(1814-1897),	விலலிேம் யரா்வன் ஹாமில்டன்	(1805-1865)	மற்றும்	ஆர்தர் ககய்லி (1821-1895)  ்�ோன்்	
கணி்வியலோளர்கள்	 அணிகளின்	 கருத்ோககதவ்	 ்மம்�டுததுைதில்	 முககிய	 �ங்கோற்றியைர்கள்	
ஆைர்.	அணிகவள	அவ்ப்புககுறிககுள்	எழுதும்	குறியீட்டு	முவ்வய	ஆங்கி்ல்ய	கணி்வியலோர்	
கலலிஸ (Cullis)	என்�ோர்	1913-ல்	மு்ன்மு்லில்	�யன்�டுததி்னோர்.	அணிகள்	கணி்வியலில்	உள்ள	
பிரிவுகளில்	மட்டுமல்லோமல்,	அறிவியல்,	மரபியல்,	ப�ோருளியல்,	சமூகவியல்,	நவீ்ன	உளவியல்	மற்றும்	
ப்ோழில்துவ்	்மலோண்வம	்�ோன்்	துவ்களிலும்	அதிக	அளவில்	�யன்�டுத்ப்�டுகின்்்ன.

	 ்நரியல்	 சமன்�ோட்டுத	 ப்ோகுப்புகளின்	 பகழுககவளக	 குறிப்பி்	 அணிகள்	 �யன்�டுகின்்்ன.	
வியோ�ோரத	ப்ோ்ர்�ோ்ன	�ட்பேட்	் யோரித்ல்,	விற்�வ்னததிட்்ம்	விவல	நிர்ணயம்	மற்றும்	அறிவியலில்	
ஒரு	 ்சோ்வ்னயின்	 முடிவுகவள	 ஆரோய்்ல்	 ்�ோன்்	 �ல்்ைறு	 பிரிவுகளில்	 கணினி	 மின்்னணுப்	
�ரைல்்ோள்	்யோரிகக	அணிககுறியீடுகளும்	அ்ன்	பசயல்�ோடுகளும்	�யன்�டுகின்்்ன.

	 ைடிவியல்	 உருமோற்்ங்களோ்ன	 உருப்ப�ருககம்,	 சுழற்சி	 மற்றும்	 ஒரு	 ்ளததின்	 மீது	
பிரதி�லிப்பு	்�ோன்்	பசயல்�ோடுகவள	கணி்முவ்யில்	குறிப்பி்வும்,	ப�ோருளோ்ோர	நிபுணர்களோல்	
சமூகக	 கணககீடு,	 உள்ளீடு-பைளியீடு	 அட்்ைவண	 ்யோரித்ல்	 மற்றும்	 ப்ோழில்	 ப�ோருளோ்ோர	
ஆய்வு	 ்�ோன்்ைற்றிலும்,	 மின்	 ப�ோறியியலில்	 ்கைல்	 ப்ோ்ர்புக	 ்கோட்�ோடு	 மற்றும்	 பிவணயப்	
�குப்�ோய்விலும்,	சங்்க்	பமோழியிலும்	அணிகள்	�யன்�டுகின்்்ன.

	 இப்�ோ்ப்�குதியில்	 அணிகள்	 மற்றும்	 அைற்றின்	 �ல்்ைறு	 �ண்புகவளப்	 �ற்றி	 மு்லில்	
�டிப்்�ோம்.		பின்்னர்,	3 ஆம்	ைரிவச	அணிக்கோவைகள்,	அைற்றின்	அடிப்�வ்ப்	�ண்புகள்,	சிற்்ணிக	
்கோவைகள்	மற்றும்	இவணக	கோரணிகவளப்	�ற்றி	�டிப்்�ோம்.

7.2 அணிகள்(Matrices)
	 உறுப்புகள்	அல்லது	மூலகங்கவள	பசவைக	ைடிவில்	நிவரகள்	மற்றும்	நிரல்களோக	 	 [	 ]	என்்	
அவ்ப்புககுறியினுள்	குறிப்பிடுைது	அணியோகும்.

	 ஓர்	அணியின்	உறுப்புகள்	 ப�ோதுைோக	 பமய்பயண்கள்,	 கலப்ப�ண்கள்,	 ஒருமோறிச்	 சோர்புகள்,	
(அ்ோைது	 �ல்லுறுப்புக	 ்கோவைகள்,	 முக்கோணவியல்	 சோர்புகள்	 மற்றும்	 இைற்றின்	 கலப்�ோக)	

கற்றலின் ய�ாககஙகள்

இப்�ோ்ப்�குதி	நிவ்வுறும்்�ோது	மோணைர்கள்	அறிந்திருகக	்ைண்டியவைகளோக
∙	 கடி்னமோ்ன	கணககுகவள	அணிமுவ்யில்	எளிவமயோகக	கோணல்
∙	 அணிகளின்	 �ல்்ைறு	 ைவககவள	 அறி்ல்	 மற்றும்	 அணிகளின்	 இயற்கணி்தவ்	 புரிந்து	

பகோள்ளல்
∙	 அணிக்கோவைகளின்	 விரிவு�டுத்வல	 ்நரிவ்யோகவும்,	 �ல்்ைறு	 �ண்புகவளப்	

�யன்�டுததியும்	கோணல்
∙	 அணிகள்	 மற்றும்	 அணிக்கோவைகளின்	 கருத்ோககதவ்ப்	 �யன்�டுததி	 முக்கோணததின்	

�ரப்வ�க	கோணல்	மற்றும்	மூன்று	புள்ளிகளின்	ஒரு	்கோ்வமத	்ன்வமவய	ஆரோய்்ல்
ஆகியவை	எதிர்�ோர்ககப்�டுகின்்்ன.
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அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்3

�லமோறிச்	 சோர்புகள்	 உறுப்�ோக	 இருககலோம்.	 அணிகவள	  A, B, C, ... என்்	 எழுததுககளோல்	
குறிப்பிடுைது	ைழககம்.	இப்�ோ்ப்�குதியில்	பமய்பயண்கள்	அல்லது	பமய்	மதிப்புவ்யச்	சோர்புகவள	
மட்டு்ம	அணியின்	உறுப்புகளோக	எடுததுக	பகோள்்ைோம்.
அணியின் ப�ாது ைடிைம் (General form of a matrix)
 m	 	நிவரகள்	 (rows)	மற்றும்	n	நிரல்கள்	 (columns) பகோண்்	ஓர்	அணி	A-யிவ்ன	பின்ைருமோறு	
எழு்லோம்.

 A a i m j nij m n= ≤ ≤ ≤ ≤×[ ] , , .1 1 	அ்ோைது,
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	 இங்கு	m,	n	என்�்ன	மிவக	முழு	எண்களோகும்.
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ஆகியவை	அணிகளுககோ்ன	சில	உ்ோரணங்கள்	ஆகும்.

	 ஓர்	அணியில்,	உறுப்புகளின்	கிவ்மட்்	ைரிவசகள்	நிவரகள்	எ்னவும்,	பசங்குதது	ைரிவசகள்	
நிரல்கள்	எ்னவும்	அவழககப்�டுகின்்்ன.	எ்ன்ை,	அணி		A ஆ்னது	 3 நிவரகள்	மற்றும்	3 நிரல்கவளயும், 
B என்�து	 3 நிவரகள்	 மற்றும்	 4 நிரல்கவளயும்,	 C என்�து	 4 நிவரகள்	 மற்றும்	 3 நிரல்கவளயும்	
பகோண்டுள்ள்ன.

ைவையவை 7.1
 ஓர்	 அணி	 A ஆ்னது	 m நிவரகள்	 மற்றும்	 n நிரல்கவளப்	 ப�ற்றிருந்்ோல்	 m´n (m by n 
எ்னப்�டிககவும்)  என்�து	அந்்	அணியின்	ைரிவச	அல்லது	�ரிமோணம்	எ்னப்�டும்.

 a a amn11 12, , ..., 	 என்�்ன	 	 A = ×[ ]aij m n  என்்	 அணியின்	 உறுப்புகள்	 அல்லது	 மூலகங்கள்	

எ்னப்�டும்.	 	 i-ஆைது	நிவர	மற்றும்	 j- ஆைது	நிரலில்	உள்ள	ப�ோது	உறுப்பு	 aij   ஆகும்.	இவவுறுப்பு	

அணி	A-ன்	 (i, j)- ஆைது	உறுப்பு	எ்னப்�டும்.	அணி	A-ன்	i -ஆைது	நிவர	மற்றும்	j -ஆைது	நிரல்	ஆகியவை	

முவ்்ய		1´ n   மற்றும்	m´1ைரிவச	உவ்ய	[ ]a a ai i in1 2  	மற்றும்	

a
a

a

j

j

mj

1

2























	என்்	அணிகளோகும்.
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4XI - கணிதவியல்

 நவ்முவ்	ைோழகவகக	கணககுகவள	அணி	அவமப்பில்	எழுதி	அைற்றின்	தீர்வுகவள	எவைோறு	
கோண்�து	எ்னக	கோண்்�ோம்.
விளகக எடுத்துககாட்டு 7.1
	 எடுததுககோட்்ோக	 �ல்்ைறு	 ்்ர்வுகளில்	 �ல்்ைறு	 �ோ்ப்பிரிவுகளில்	 ஒரு	 மோணைர்	 ப�ற்்	
மதிப்ப�ண்கவளப்	பின்ைருமோறு	அட்்ைவணப்�டுதது்ைோம்.

தமிழ் ஆஙகிலம் கணிதம் அறிவிேல ைமூக 
அறிவிேல

்்ர்வு	1 48 71 80 62 55

்்ர்வு	2 70 68 91 73 60

்்ர்வு	3 77 84 95 82 62

 இந்்	அட்்ைவணயில்	உள்ள	விைரங்கவள		அணி	ைடிைததிற்கு	மோற்்லோம். அட்்ைவணயில்	
உள்ள	மதிப்ப�ண்கவள	3 ´ 5 ைரிவச	பகோண்்	அணி	அவமப்பில்	பின்ைருமோறு	எழு்லோம்.	இதில்	
மூன்்ோைது	நிவர	மற்றும்	இரண்்ோைது	நிரலில்	உள்ள	உறுப்பு	எ்வ்னக	குறிககின்்து?

A =
















48 71 80 62 55
70 68 91 73 60
77 95 6284 82

 ்மற்கண்்	அணியில்	மூன்்ோைது	நிவர	மற்றும்	இரண்்ோைது	நிரலில்	அவமந்துள்ள	84 என்் 
உறுப்பு,	ஆங்கிலப்	�ோ்ப்பிரிவில்	்்ர்வு	3-ல்	அம்மோணைர்	ப�ற்்	மதிப்ப�ண்வணக	குறிப்பிடுகி்து.

எடுத்துககாட்டு 7.1
	 ஓர்	அணியில்	12	உறுப்புகள்	உள்ளது.	அவைணியின்	ைோய்ப்புள்ள	ைரிவசகவளக	கோண்க.	
்மலும்,	அந்்	அணியில்	7	உறுப்புகள்	இருந்்ோல்	ைரிவசகள்	என்்னைோகும்?
தீர்வு
	 ஓர்	அணியின்	நிவரகளின்	எண்ணிகவக	மற்றும்	நிரல்களின்	எண்ணிகவக	ஆகியைற்வ்ப்	
ப�ருககி்னோல்	 அவைணியில்	 உள்ள	 உறுப்புகளின்	 எண்ணிகவக	 கிவ்ககும்.	 எ்ன்ை,	 இரு	
இயல்	 எண்களின்	 ப�ருககற்	 �லன்	 12	 ்ரககூடிய	 எல்லோ	 ைரிவச	 ்ேோடிகவளயும்	 கோணலோம்.	
ஆக்ை,	ப�ருககற்�லன்	12 ்ரககூடிய	12-ன்	இரண்டு	ைகு	எண்கவளக	பகோண்டு	ப�்ககூடிய	
ப�ருககல்களோ்ன	 1 12 12 1 2 6 6 2 3 4´ ´ ´ ´ ´, , , , 	 மற்றும்	 4 3´ ஆகியவை	 ைரிவசகளோக	
அவமயலோம்.

	 ்மலும்	ஓர்	அணியில்	7 உறுப்புகள்	இருந்்ோல்,	7	என்�து	�கோ	எண்	என்�்ோல்	1 ´ 7 மற்றும்	
7 ´ 1	என்�வை	மட்டு்ம	அணியின்	ைரிவசகளோக	அவமயும்.

எடுத்துககாட்டு 7.2

 a i j i jij = − ≤ ≤ ≤ ≤
3

2
2 3 1 2 1 3| |, ( , )எ்ன	இருககுமோறு	(i, j)-ஆைது	உறுப்புகவளக	பகோண்்		

2 ´ 3 அணிவய	எழுதுக.		 
தீர்வு

 2 ´ 3 அணியின்	ப�ோது	ைடிைம் A
a a a
a a a

=










11 12 13

21 22 23

  aij  -ன்	ைவரயவ்யின்�டி, a11
3

2
2 3 3

2
= − =| |   இ்்	்�ோன்று	A என்்	அணியின்	மற்்

  உறுப்புகவளயும்	கோணலோம்.	எ்ன்ை	்்வையோ்ன	அணி	 A =



















3
2

2 3 7 3
2

3
2

3 5 3
2

 .
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அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்5

7.2.1 அணிகளின் ைவககள் (Types of matrices)

      நிவை, நிைல், பூஜ்ஜிய அணிகள் (Row, Column, Zero matrices)

ைவையவை 7.2
	 ஒ்ர	ஒரு	நிவரவய	மட்டு்ம	உவ்ய	அணி	நிசர அணி	எ்னப்�டும்.

 எடுததுககோட்்ோக,	

 A A= = −×[ ] [ . ]1 4 1 0 1 1 2  என்�து	1´ nைரிவச	உவ்ய	நிவர	அணியோகும்.

 A a aij n j n= =× ×[ ] [ ]1 1 1  என்�து	1´ nைரிவச	உவ்ய	நிவர	அணியின்	ப�ோது	அவமப்�ோகும்.

ைவையவை 7.3
 ஒ்ர	ஒரு	நிரவல	மட்டு்ம	உவ்ய	அணி	நிரல அணி எ்னப்�டும்.

 எடுததுககோட்்ோக, [ ]A

x
x
x4 1

2

1

3
4

× =

+

















 என்�து	 m´1 ைரிவச	 உவ்ய	 நிரல்	 அணியோகும்.	 இ்ன்	

உறுப்புகள்	பமய்பயண்	சோர்புகள்	ஆகும்.	 	 A a aij m i m= =× ×[ ] [ ]1 1 1  என்�து	 m´1 ைரிவச	உவ்ய	நிரல்	

அணியின்	ப�ோது	ைடிைமோகும்.

ைவையவை 7.4
	 ஓர்	அணி A aij m n= ×[ ] -இல்	அவ்னதது	1£ £i m 	மற்றும்	1£ £j n 	மதிப்புகளுககும்	 aij = 0  

எனில்,	இவைணி	பூஜ்ஜிே அணி	எ்னப்�டும்.	இது	O எ்னககுறிககப்�டும்.

	 எடுததுககோட்்ோக,	[ ],0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
















மற்றும்	

0 0 0 0
0 0 0 0








 என்�்ன	முவ்்ய		1 1 3 3´ ´, , மற்றும்	

2 4´ 	ைரிவச	உவ்ய	பூஜ்ஜிய	அணிகளோகும்.

	 ஓர்	அணி	A-ல்	குவ்ந்்�ட்சம்	ஓர்	உறுப்பு	பூஜ்ஜியமற்்து	எனில்,	அவைணி	பூஜ்ஜிேமற்ற அணி 
எ்னப்�டும்.
சதுை, மூவைவிட்்ட, அைகு மற்றும் முக்காண ைடிை அணிகள்

(Square, Diagonal, Unit, Triangular matrices)

ைவையவை 7.5
	 ஓர்	அணியின்	நிவர	மற்றும்	நிரல்களின்	எண்ணிகவக	சமம்	எனில்,	அவைணி	ைதுர அணி 
எ்னப்�டும்.	அ்ோைது,	n ́  n	ைரிவச	உவ்ய	ஒரு	சதுர	அணி	n	ைரிவச	உவ்ய	சதுர	அணி	எ்னப்�டும்.

 எடுததுககோட்்ோக,	 A
a b c
d c f
g h l

=
















 என்�து	3	ைரிவசயுவ்ய	ஒரு	சதுர	அணியோகும். 

ைவையவை 7.6
 n ைரிவச	 உவ்ய	 ஒரு	 சதுர	 அணி	 A aij n n= ×[ ] -ன்	 உறுப்புகள்	 a a a ann11 22 33, , ,...,  என்�்ன	

மு்ன்வம	மூவலவிட்்	அல்லது	பிர்ோ்ன	மூவலவிட்்	உறுப்புகள்	எ்னப்�டும்.
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6XI - கணிதவியல்

ைவையவை 7.7
 A aij n n= ×[ ] என்்	சதுர	அணியில்	அவ்னதது	a i jij = ≠0, எனில்,	அவைணி	ஒரு	மூசலவிட்ட 

அணி எ்னப்�டும்.

	 எ்ன்ை,	ஒரு	மூவலவிட்்	அணியில்	பிர்ோ்ன	மூவலவிட்்	உறுப்புகவளத	்விர	மற்்	அவ்னதது	
உறுப்புகளும்	பூஜ்ஜியமோகும்.		எடுததுககோட்்ோக,

 A B
r
s

C D

a

=

















=








 = =

2 5 0 0

0 3 0
0 0 1 2

0
0

6

1

.

/
, , [ ]  kw;Wk;  

11

22

33

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0

�
�
�

� � � � �
� � �

a
a

ann























 

 என்�்ன	 முவ்்ய	 3, 2, 1 மற்றும்	 n ைரிவச	 உவ்ய	 மூவலவிட்்	 அணிகளோகும். 
	 ஒரு	பூஜ்ஜிய	சதுர	அணி	ஒரு	மூவலவிட்்	அணியோகுமோ?

ைவையவை 7.8
	 ஒரு	மூவலவிட்்	அணியில்	மு்ன்வம	மூவலவிட்்	உறுப்புகள்	அவ்னததும்	சமம்	எனில்,	
அவைணி	ஒரு	திசையிலி அணி எ்னப்�டும்.

 A aij n n= ×[ ]  என்்	சதுர	அணியில் a
c i j

i jij =
=
≠





;
;0

எனில்,	

 A	 என்்	 அணி	 திவசயிலி	 அணியோகும்.	 இங்கு	  c என்�து	 ஒரு	 நிவல	 எண்ணோகும்.	
எடுததுககோட்்ோக,	

 A B C D=



















=
−

−








 = 


 =

2 0 0

0 2 0

0 0 2

5 0
0 5

3, ,   kw;Wk;  

cc
c

c

R
R

Rn

0 0
0 0

0 0

1

2

�
�

� � � �
�



















 

	 என்�்ன	முவ்்ய	ைரிவச	3, 2, 1 மற்றும்	n உவ்ய	திவசயிலி	அணிகளோகும்.

	 ்மலும்,	 ஒரு	 பூஜ்ஜிய	 சதுர	 அணி,	 திவசயிலி	 0	 உவ்ய	 திவசயிலி	 அணியோகும்	 என்�வ்	
கை்னததில்	பகோள்க.

ைவையவை 7.9
	 ஒரு	 சதுர	 அணியில்	 மு்ன்வம	 மூவலவிட்்	 உறுப்புகள்	 அவ்னததும்	 1 ஆகவும்	 மற்்	
உறுப்புகள்	அவ்னததும்	பூஜ்ஜியமோகவும்	இருந்்ோல்,	அவைணி	அலகு அணி அலலது ைமனி அணி 
எ்னப்�டும்.	எ்ன்ை,

 A aij n n= ×[ ]  என்்	சதுர	அணியில் a
i j
i jij =
=
≠





1
0
 ; 
 ;  

 எனில்,	A	என்�து	ஓர்	அலகு	அணியோகும்.	

	 ்மலும்,	n ைரிவச	உவ்ய	அலகு	அணிவய	 In 	எ்னக	குறிககி்்ோம்.

 I I I In1 2 3
1

1 0

0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

[ ], ,  kw;Wk; 
00 1 0

0 0 1

 

	 என்�்ன	முவ்்ய	ைரிவச	1, 2, 3 மற்றும்	n உவ்ய	அலகு	அணிகளுககோ்ன	எடுததுககோட்டுகளோகும்.
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அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்7

குறிப்பு 7.1
	 அலகு	அணியோ்னது	ஒரு	திவசயிலி	அணிககு	எடுததுககோட்்ோகும்.

	 முக்கோண	ைடிை	அணிகளில்,	்மல்	முக்கோண	ைடிை	அணி	மற்றும்	கீழ	முக்கோண	ைடிை	
அணி	எ்ன	இரண்டு	ைவககள்	உள்ள்ன.

ைவையவை 7.10
	 ஒரு	 சதுர	அணியில்	மு்ன்வம	மூவலவிட்்ததிற்குக	 கீழ	உள்ள	அவ்னதது	உறுப்புகளும்	
பூஜ்ஜியம்	எனில்	அவைணி	யமல முகயகாண ்வடி்வ அணி எ்னப்�டும்.

	 எ்ன்ை	 A aij n n= ×[ ]  என்்	சதுர	அணியில்	  a i jij = >0,   எனில்,	அவைணி	்மல்	முக்கோண	

ைடிை	அணியோகும்.

  
4 3 0
0 7 8
0 0 2

5 2
0 1

0
11 12 13 1

22 23
















−







, kw;Wk; 

a a a a
a a

n�
��

� � � � �
�

a

a

n

nn

2

0 0 0



















என்�்ன	 ்மல்	 முக்கோண	 ைடிை	

அணிகளுககோ்ன	எடுததுககோட்டுகளோகும்.

ைவையவை 7.11
	 ஒரு	சதுர	அணியில்	மு்ன்வம	மூவலவிட்்ததிற்கு	்மல்	உள்ள	அவ்னதது	உறுப்புகளும்	
பூஜ்ஜியம்	எனில்,	அவைணி	கீழ் முகயகாண ்வடி்வ அணி எ்னப்�டும்.

	 எ்ன்ை,	 A aij n n= ×[ ]  என்்	சதுர	அணியில்	a i jij = <0, எனில்,	அவைணி	கீழ	முக்கோண	ைடிை	

அணியோகும்.

 

2 0 0
4 1 0
0 0 0

2 0 0
4 1 0
8 5 7

2 0
9 3















 −

















−
−









, ,  kw;WWk; 

a
a a

a a an n nn

11

21 22

1 2

0 0
0 0
�

� � � �
�



















 என்�்ன	

கீழ	முக்கோண	ைடிை	அணிகளுககு	எடுததுககோட்டுகளோகும்.

ைவையவை 7.12
	 ்மல்	முக்கோண	ைடிவில்	அல்லது	கீழ	முக்கோண	ைடிவில்	உள்ள	ஒரு	 சதுர	அணிவய	
முகயகாண ்வடி்வ அணி	என்கி்்ோம்.

	 ்மலும்,	ஒ்ர	்நரததில்	்மல்	மற்றும்	கீழ	முக்கோண	ைடிவில்	உள்ள	ஒரு	சதுர	அணியோ்னது	
ஒரு	மூவலவிட்்	அணியோக	அவமைவ்க	கோணலோம்.

7.2.2 அணிகளின் சமத்்தன்வம (Equality of Matrices)

ைவையவை 7.13

  A a B bij ij= =[ ] [ ] kw;Wk; என்்	இரு	அணிகள் ைம அணிகள் (A = B எ்னக	குறிப்பிடு்ைோம்) 
எனில்

 (i) A, B என்்	அணிகள்	ஒ்ர	ைரிவச	அல்லது	�ரிமோணம்	உவ்யவையோகும்.

 (ii) A, B ஆகிய	 அணிகளின்	 ஒத்	 உறுப்புகள்	 சமமோக	 இருககும்.	 அ்ோைது,	 அவ்னதது	 
i, j-ககு	 a bij ij= ஆக	இருககும்.	இ்ன்	மறு்வலயும்	உண்வமயோகும்.
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8XI - கணிதவியல்

	 எடுததுககோட்்ோக,

 
x y
u v








 =

−















2 5 1
1
2

3
5

.
 எனில்,	 x y u v= = − = =2 5 1 1

2
3
5

. , ,  kw;Wk; எ்னப்ப�றுகி்்ோம்.

ைவையவை 7.14
 A, B என்்	இரு	அணிகளுககு	ைவரயவ்	 7.13-ல்	உள்ள	நி�ந்்வ்னகள்	  (i) அல்லது (ii) 
இைற்றில்	ஏ்்னும்	ஒன்று	பூர்ததி	பசய்யப்�்வில்வல	என்்ோல்,	அவவிரு	அணிகளும்	ைமமற்றச்வ 
எ்னப்�டும்.

	 எடுததுககோட்்ோக,	
4 3
0 8

8 5
0 4

−







 ≠

−







  . ஏப்னனில்	 இவைணிகளின்	 ஒத்	 உறுப்புகள்	

சமமற்்வை.

	 ்மலும்	
4 3
0 8

5 8
3 4
6 7

−







 ≠

−















  .  ஏப்னனில்	இவைணிகளின்	ைரிவசகள்	சமமல்ல.

எடுத்துககாட்டு 7.3
 

  
3 4 6 2

2 3
2 6 4
5 5 3

x y x y
a b a b
+ −
+ − −









 = − −









  எனில்,	 x, y, a, b	 இைற்றின்	 மதிப்புகவளக	

கோண்க.
தீர்வு
	 இரண்டு	அணிகளும்	சம	அணிகள்	என்�்ோல்,	அைற்றின்		ஒத்	உறுப்புகளும்	சமம்.

	 எ்ன்ை,		 3 4 2 2 4 5 2 5x y x y a b a b+ = − = + = − = −, , ,
	 இச்சமன்�ோடுகளின்	தீர்வு	கோண,		 x y a b= = − = =2 1 0 5, , , எ்னக	கிவ்ககும்.

7.2.3 அணிகளின் மீ்தான இயற்கணி்தச் பசயல்முவைகள்  
       (Algebraic Operations on Matrices)

	 இப்�குதியில்	அணிகளின்	அடிப்�வ்ச்	பசயல்களோ்ன

	 (1) ஓர்	அணிவய	திவசயிலியோல்	ப�ருககு்ல்

 (2) அணிகளின்	கூட்்ல்	மற்றும்	கழித்ல்

 (3) அணிகளின்	ப�ருககல்

ஆகியைற்வ்ப்	�ோர்ப்்�ோம்.

	 ஓர்	அணிவய	மற்்்ோர்	அணியோல்	ைகுத்ல்	 �ற்றிய	 கருத்ோககம்	ைவரயறுககப்�்வில்வல.	

எ்ன்ை,	A, B 	என்்	ஏ்்னும்	இரண்டு	அணிகளுககு	 A
B
என்்	பசயல்�ோடு	ைவரயறுககப்�்வில்வல.

(1) ஓர் அணிவயத் திவசயிலியால் ப�ருககு்தல்

	 ஓர்	அணி A aij m n= ×[ ]  மற்றும்	k	என்�து	பமய்	திவசயிலி	என்க.	இப்்�ோது,	 kA bij m n= ×[ ]  என்்	

புதிய	அணிவய	ைவரயறுப்்�ோம்.	இங்கு,	அவ்னதது	i, j-ககு	b kaij ij= ஆகும்.
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அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்9

	 எடுததுககோட்்ோக,	 A
a b c
d e f

kA
ka kb kc
kd ke kf

=








 =









,     ஆகும்.

 குறிப்�ோக,	k = −1 	எனில்,	− = − ×A aij m n[ ] எ்னப்ப�றுகி்்ோம்.	இந்்	- A என்�து	A	என்்	அணியின்	

எதிர்மவ்	அணி	எ்னப்�டும்.

(2) இைண்டு அணிகளின் கூட்்டல் மற்றும் கழித்்தல்

 A, B என்�வை	ஒ்ர	ைரிவசயுவ்ய	இரு	அணிகள்	எனில்	இைற்றின்	கூடு்ல்	அ்்	ைரிவசயுள்ள	
அணியோகும்.	இவைணி	A + B எ்னக	குறிககப்�ட்டு	A, B-ன்	ஒத்	உறுப்புகவளக	கூட்டுை்ன்	மூலம்	
ப�்ப்�டுகி்து.

  A a B bij m n ij m n= =× ×[ ] [ ],  என்்	இரு	அணிகளின்	கூடு்ல்	 A B cij m n+ = ×[ ] 	 என்்	அணியோகும்.	
இங்கு	அவ்னதது	i, j-ககு	 c a bij ij ij= + ஆகும்.

	 இ்்்�ோல்,	கழித்ல்	A - B ஆ்னது	 A B A B− = + −( )1 எ்ன	ைவரயறுககப்�டுகி்து

	 அ்ோைது,	 A B dij m n− = ×[ ] ,  இங்கு	 d a bij ij ij= − ,	∀  i மற்றும்	j.

 ( ∀  என்்	குறியீடு	ஒவபைோரு	அல்லது	அவ்னதது	எ்னப்	ப�ோருள்�டும்).
குறிப்பு 7.2
 A, B என்்	அணிகளின்	ைரிவசகள்	 சமமற்்வை	எனில்,	 A + B மற்றும்	 A - B என்�ைற்வ்	
ைவரயறுகக	இயலோது.
	 அணிகளின்	 கூட்்ல்	 மற்றும்	 கழித்ல்	 பசயல்கவள	 எந்்	 ஒரு	 முடிவுறு	 எண்ணிவகயுள்ள	
அணிகளுககும்	விரிவு�டுத்லோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.4

 A B=
−









 =

















4 5 7
1 0 0 5

3 5 7 3

1 1
3

1
4

.

.
 kw;Wk; எனில்,	A + B மற்றும்	A - B 

ஆகியைற்வ்க	கோண்க.

தீர்வு

	 அணிகளின்	கூட்்ல்	மற்றும்	கழித்ல்	ைவரயவ்களின்�டி,

 A B A B+ =
+















− =
− −

− −





4 3 2 5 14 3

0 1
3

3
4

4 3 0 0 3

2 1
3

1
4

. .
  kw;Wk; 













.

எடுத்துககாட்டு 7.5

 A B C=








 =

−









 =

sin
cot

,
cos2

2

2

2

1
0

0
1

0θ
θ

θ
θ

   kw;Wk;  
cosec

−−
−










1
1 0

எனில்,	

 A + B + C -ஐக	கோண்க.

தீர்வு

	 ைவரயவ்ப்�டி,	மூன்று	அணிகளின்	கூடு்ல்

  A B C+ + =
+ + + −
− − + +









 = −





sin cos
cot

2 2

2 2

0 1 0 1
1 0 1 0

1 0
2 1

θ θ
θ θcosec 




  .
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10XI - கணிதவியல்

எடுத்துககாட்டு 7.6

 B C D=
−









 =

− −
−








 =

−
−











2 3 0
1 1 5

1 2 3
1 0 2

0 4 1
5 6 5

, ,    எனில்,	3B + 4C - D-ஐக	கோண்க.

தீர்வு

   3 4B C D+ −  = 
6 9 0
3 3 15

4 8 12
4 0 8

0 4 1
5 6 5

2 3 13
6 9 2−









 +

− −
−








 +

−
− −








 =

−
− − 88










எடுத்துககாட்டு 7.7

	 சுருககுக	:		 sec
sec tan
tan sec

tan
tan sec
sec tan

θ
θ θ
θ θ

θ
θ θ
θ θ









 −









  

தீர்வு

	 பகோடுககப்�ட்்	்கோவையிவ்ன	A எ்னகபகோள்க.

	 அணிகளின்	திவசயிலிப்	ப�ருககலுககோ்ன	ைவரவயவ்வயப்	�யன்�டுத்,

   A = 
sec sec tan

sec tan sec
tan tan sec

sec tan tan

2

2

2

2

θ θ θ
θ θ θ

θ θ θ
θ θ









 − θθ









  = 

1 0
0 1








  

(3) அணிகளின் ப�ருககல்

ைவையவை 7.15
 A என்்	 அணியின்	 நிரல்களின்	 எண்ணிகவகயும்	 	 B என்்	 அணியின்	 நிரல்களின்	
எண்ணிகவகயும்	சமமோக	இருப்பின்	A என்்	அணி	B என்்	அணியு்ன்	ப�ருககலுககு	உகந்்து	
எ்னப்�டும்.

	 அ்ோைது,	 A a B bij m n ij n p= =× ×[ ] [ ] kw;Wk; என்�்ன	 இரு	 அணிகள்	 எனில்,	 இவைணிகளின்	
ப�ருககல்	AB எ்னககுறிப்பி்ப்�டும்.	்மலும்	இ்ன்	ைரிவச	m ´ p	ஆகும்.

 AB-ன்	ைரிவச		
y; css;  epiufspd; y ; cs;s epuy;fspd;;

 vzz; pf;if  vzz; pf;if

A B
m p    
× = ×   

   
 ´ 

y; css;  epiufspd; y ; cs;s epuy;fspd;;

 vzz; pf;if  vzz; pf;if

A B
m p    
× = ×   

   

A B
m n× n p×

m p×

rkkhf ,Uf;f ntz;Lk;

bgUf;fypd; tupir

    A a a a B

b
b

b

n n

n n

= =



















×

×

[ ... ] ,1 2 1

1

2

1

 kw;Wk; 


 எனும்்�ோது		AB-யின்	ைரிவச	 1´1	ஆகவும், ஒ்ர	ஒரு	

உறுப்பு	உவ்ய்ோகவும்	இருககும்.	 AB a a a

b
b

b

a b a b a b a bn

n

n n k=



















= + + + =[ ... ] [ ... ]1 2

1

2
1 1 2 2



kk
k

n

=
∑




1
.  
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அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்11

 எடுததுககோட்்ோக,

  [ ] [ ( ) ( ) ( )] [ ] [ ].1 2 3
2

3
5

1 2 2 3 3 5 2 6 15 19
−














= − + + = − + + =  

ப�ோதுைோக,

 A a

a a a
a a a

a a a

ij m n

n

n

m m mn

= =



















×[ ]

11 12 1

21 22 2

1 2

�
�

� � � �
�

 kkw;Wk; B b

b b b
b b b

b b b

ij n p

p

p

n n np

= =







×[ ]

11 12 1

21 22 2

1 2

�
�

� � � �
�













 எனில்,

          

AB =

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

�
�

� � � �
�

11 12 1

21 22 2

1 2

p

p

n n np

b b b
b b b

b b b

 
 
 
 
 
  

�
�

� � � �
�

	 ்மலும்	ப�ருககல்	

11 12 1

21 22 2

1 2

[ ]  

p

p
ij m p

m m mp

c c c
c c a

AB c

c c c

×

 
 
 = =
 
 
  

�
�

� � � �
�

	 இங்கு	 cijஎன்்	உறுப்பிவ்ன	 cij  = [ ... ]a a a

b
b

b

a bi i in

j

j

nj

ik kj
k

n

1 2

1

2

1





















=
=
∑  எ்ன	எழு்லோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.8

 A
c b

c a
b a

=
















0
0

0
 எனில், A2 -ஐக	கோண்க.

தீர்வு

    A2 = AA = 

0
0

0

0
0

0

11 12 13

21 22 23

c b
c a
b a

c b
c a
b a

c c c
c c c
c
































=

331 32 33c c

















இங்கு, c11  = [ ]0
0

0 0 2 2c b c
b

c c b b c b















= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + . இ்்்�ோல்	 மற்்	 உறுப்புகளின் 

cij -கவகவள	கணககி்லோம்.	
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   A2 = 

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

2 2

2 2

2 2

+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +

 c b ab ac
ab c a bc

ac bc b a













 = 

b c ab ac
ab c a bc
ac bc a b

2 2

2 2

2 2

+
+

+

















 

எடுத்துககாட்டு 7.9

 [x    2   -1] 

2

1 4 1

1 1 2

2

1

x

= O	எனில்,	x-ஐ	கோண்க.

தீர்வு

   [x    2   -1] 

2

1 4 1

1 1 2

2

1

x
 = O

  Þ [ ]x x x
x

− + − + + +
















2 1 8 1 2 2 2 2
1

 = O

  Þ [ ]x x x
x

− − +
















1 7 2 4 2
1

 = O

  Þ x x x x( ) ( ) ( )− + − + +1 2 7 1 2 4   = 0

  Þ x x2 3 10+ −   = 0   Þ  x = -5, 2.

குறிப்பு 7.3
 (1) A =  [ ] , [ ] , ,a B b m pij m n ij n p× ×= ≠  kw;Wk; எனில்,	AB என்்	ப�ருககல்	அணிவய	

ைவரயறுகக	முடியும்.	ஆ்னோல்	BA-ஐ	கோண	முடியோது.
 (2)	 பமய்பயண்களின்	பின்ைரும்	அடிப்�வ்ப்	�ண்புகள்	அணிகளிலும்	விைோதிககப்�டுகி்து.
	 	 அ்ோைது,
  ab ba a b= ∀ ∈, 

  ab ac b c a b c a= ⇒ = ∀ ∈ ≠, , , 0  
  ab a b a b= ⇒ = = ∀ ∈0 0 0my;yJ , 

  இ்்ப்்�ோன்று	அணிகளிலும்	விைோதிககலோம்.	அ்ோைது,
   (i) AB மற்றும்	BA என்�வை	ைவரயறுககப்�ட்டிருந்்ோலும்,	AB = BA ஆக	

இருகக்ைண்டிய	அைசியமில்வல.

  எடுததுககோட்்ோக,

   A = 
1 1
2 0








 மற்றும்	B =

−









2 1
3 1

என்க.

   AB = 
5 0
4 2−








 மற்றும்	BA =











0 2
5 3

 என்�்ோல்

  AB ¹ BA, எ்னக	கோண்கி்்ோம்.
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அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்13

 இந்நிவலயில்,	A, B என்்	அணிகள்	ப�ருககவலப்	ப�ோறுதது	�ரிமோற்றுப்	�ண்வ�	ப�்வில்வல	
என்கி்்ோம்.
 ்மலும்	AB = BA என்�தும்	சில	்நரங்களில்	உண்வமயோகும்.	எடுததுககோட்்ோக,

  A = 
2 2
2 1

1 2
2 2

2 0−
−








 =









 = =

−
  kw;Wk;   vd;w mzpfSf;F B AB BA

00 2








எ்னக	

கோண்கி்்ோம்.
 (ii) அணிப்ப�ருககலில்	நீககல்	�ண்பு	உண்வமயோகோது.	அ்ோைது, n n n× >,  1  என்்	ைரிவச	

உவ்ய	 A ¹ 0,  B, C  என்்	மூன்று	சதுர	அணிகளுககு,	AB = AC	எனில்,	B = C,  மற்றும்	 
BA = CA 	எனில்,	B = C	என்�வை	உண்வமயோக	இருகக்ைண்டிய	அைசியமில்வல.

	 	 இவவுண்வமகவள,	பின்ைரும்	எளிய	எடுததுககோட்டின்	மூலம்	கோணலோம்.

    
1 0
1 0

0 0
1 1


















  = 

1 0
1 0

0 0
2 3

0 0
0 0


















 =









  

  ஆ்னோல் 
0 0
1 1








  ¹ 

0 0
2 3








  

 (iii) A ¹ O மற்றும்	B ¹ O	ஆக	இருந்து	AB = O ஆக	ைோய்ப்புள்ளது.	அ்ோைது,	AB = O	எனில், 
A = O அல்லது	 B = O	ஆக	இருகக	்ைண்டிய	அைசியமில்வல.	எடுததுககோட்்ோக,

    
1 0
1 0

0 0
1 1


















  = 

0 0
0 0








   

(3)	 கீ்ழ	 பகோடுககப்�ட்டுள்ள	 அணிகளின்	 கூட்்ல்	 மற்றும்	 ப�ருககல்	 பசயல்களுககு	 உகந்்	
ஏ்்னும்	இரு	அணிகள்	A மற்றும் B-ககுப்	ப�ோதுைோக

 • ±( )A B 2 என்�து	 A AB B2 22± + -ககு	சமமோக	இருகக	்ைண்டிய	அைசியமில்வல

 • −A B2 2 என்�து	 ( ) ( )A B A B+ − -ககு	சமமோக	இருகக	்ைண்டிய	அைசியமில்வல

எடுத்துககாட்டு 7.10

 A B=
−

−
−

















=
−

−
















1 1 2
2 1 3

0 3 4

1 3
1 1

1 2
kw;Wk; எனில்	 AB மற்றும்	 BA ஆகியைற்வ்	 இயலுபமனில்	

கோண்க.
தீர்வு

 A-ன்	 ைரிவச	  3´3 மற்றும்	 B-இன்	 ைரிவச	 3´2. எ்ன்ை	 AB-இன்	 ைரிவச	  3´2	 ஆகும்.	
 A, B என்்	அணிகள்	ப�ருககல்	AB	கோண	C = AB	என்க.

 c11	=	(A-இன்	மு்ல்	நிவர)	 (B-ன்	மு்ல்	நிரல்)

 Þ  c11 1 1 2= −[ ]
1
1
1

1 1 2 4−















= + + =     ( c11 ஓர்	உறுப்பு	என்�்ோகும்)

 இ்்்�ோல்,	 c c c c c12 21 22 31 320 0 13 7 5= = = = =, , , , .

  எ்ன்ை, AB cij= [ ]  = 

4 0
0 13
7 5
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14XI - கணிதவியல்

 B என்்	 அணியில்	 உள்ள	 நிரல்களின்	 எண்ணிகவக,	 A	 அணியின்	 நிவரகளின்	
எண்ணிகவகககுச்	சமமல்ல	என்�்ோல்	BA-ஐக	கோண	முடியோது. 

எடுத்துககாட்டு 7.11

	 ஒரு	 �ழவியோ�ோரி	 3 பைவ்ைறு	 ைவகயோ்ன	 �ரிசுத	 ப்ோகுப்புகவளத	 ்யோர்	 பசய்கி்ோர்.	
ப்ோகுப்பு I-ல்,	  6 ஆப்பிள்,	3 ஆரஞ்சு	மற்றும்	3 மோதுவள	உள்ள்ன.	ப்ோகுப்பு II-ல்,	  5 ஆப்பிள்,	4 
ஆரஞ்சு	மற்றும்	4 மோதுவள	உள்ள்ன.	ப்ோகுப்பு	III-ல்	  6 ஆப்பிள், 6 ஆரஞ்சு	மற்றும்	6 மோதுவள	
உள்ள்ன.	ஓர்	ஆப்பிள்,	ஓர்	ஆரஞ்சு	மற்றும்	ஒரு	மோதுவள	ஆகியைற்றின்	விவல	முவ்்ய	` 30,  
` 15 மற்றும்	 ` 45	எனில்,	ஒவபைோரு	�ழத	ப்ோகுப்வ�யும்	்யோர்	பசய்ய	ஆகும்	பசலவு	எவைளவு?

தீர்வு

  விவல	அணி	   A  = [30  15  45],        

          �ழ	அணி 

   

Mg;gps;

Mu";R

khJis

P - I P - II P - III

B =
















6 5 6
3 4 6
3 4 6

 AB	என்்	அணிவய	கோண்�்ன்	மூலம்	�ழத	ப்ோகுப்புகளின்	விவலகவளக	கோணலோம்.
	 அ்ோைது,	 A-இல்	 உள்ள	 ஒவபைோரு	 உருப்�டியின்	 விவலயு்ன்	 (விவல	 அணி	 A) B-இல்	
உள்ள	 உருப்�டிகளின்	 எண்ணிகவகவயப்	 (�ழ	 அணி	 B)	 ப�ருககுை்ோல்	 �ழதப்ோகுப்புகளின்	
விவலகவளப்	ப�்லோம்.

   AB = [ ]30 15 45
6 5 6
3 4 6
3 4 6

360
390
540
















=
















 [360 390 540]

   எ்ன்ை	ப்ோகுப்பு I-ன்	விவல	 ` 360, ப்ோகுப்பு II-ன்	விவல	 ` 390,  ப்ோகுப்பு III-ன்	விவல	` 540.

7.2.4. அணிககூட்்டல், அணிவய திவசயிலியால் ப�ருககு்தல் மற்றும் 
அணிபப�ருககல் ஆகியைற்றின் �ண்புகள்
(Properties of matrix addition, scalar multiplication and Product of Matrices) 
 A, B, C என்�்ன	சமைரிவசயுவ்ய		கூட்்லுககு	உகந்்	மூன்று	அணிகள்	மற்றும்	a, b என்�்ன	
திவசயிலிகள்	என்க.	இப்்�ோது,	

 (1)	 A	+	B		என்�து	அ்்	ைரிவசயுவ்ய	அணிவயக	பகோடுககும்.

 (2) A + B = B + A (அணிககூட்்ல்	�ரிமோற்றுப்	�ண்புவ்யது)

 (3) (A	+	B)	+	C	=	A	+	(B	+	C)	 (அணிககூட்்ல்	்சர்ப்புத	்ன்வமயுவ்யது)

 (4) A + O = O + A = A  (O என்�து	கூட்்ல்	சமனி) 

 (5) A + (- A)=O = (- A) + A  (- A என்�து	கூட்்வலப்	ப�ோறுதது	A-ன்	எதிர்மவ்	
அணியோகும்).

 (6) (a + b)A = aA + bA மற்றும் a(A + B) = aA + aB

 (7) a(bA) =(ab)A,   1A = A மற்றும் 0A = O.

01_7 Matrices and Determinants.indd   14 25-03-2019   13:18:48



அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்15

அணிகளின் ப�ருககல் �ண்புகள் (Properties of matrix multiplication)
	 அணிகளின்	இயற்கணி்ப்	�ண்புகளில்	இருந்து	பின்ைருை்னைற்வ்ப்	ப�்லோம்.

 · A, B, C என்�்ன	முவ்்ய	m ´ n, n ´ p மற்றும்	p ´ q  ைரிவசகள்	உவ்ய	மூன்று	அணிகள்	
எனில்,	 A(BC) மற்றும்	 (AB)C என்�்ன	 m ´ q என்்	ஒ்ர	 ைரிவச	உவ்ய	அணிகளோகும்.	
்மலும்

  A(BC) = (AB)C (அணிகளின்	ப�ருககல்	்சர்ப்புத	்ன்வமயுவ்யது).

 · A, B, C என்�்ன	முவ்்ய	m ´ n, n ´ p மற்றும்	n ´ p ைரிவசகள்	உவ்ய	மூன்று	அணிகள்	
எனில்,	A(B + C) மற்றும்	AB + AC என்�்ன	m ´ p என்்	ஒ்ர	ைரிவச	உவ்ய	அணிகளோகும்.	
்மலும்	 A(B + C) = AB + AC. (அணிகளின்	ப�ருககல்	கூட்்வலப்	ப�ோறுதது	இ்து	�ங்கீட்டுத	
்ன்வமயுவ்யது)

 · A, B, C என்�்ன	முவ்்ய	m ´ n, m ´ n மற்றும்	n ´ p ைரிவசகள்	உவ்ய	மூன்று	அணிகள்	
எனில்,	(A + B)C மற்றும்	AC + BC என்�்ன	m ´ p என்்	சமைரிவச	உவ்ய	அணிகளோகும்.	
்மலும் (A + B)C = AC + BC. (அணிகளின்	ப�ருககல்	கூட்்வலப்	ப�ோறுதது	ைலது	�ங்கீட்டுத	
்ன்வமயுவ்யது).

 · A, B என்�்ன	முவ்்ய	 m ´ n ,  n ´ p  ைரிவசகள்	உவ்ய	இரண்டு	அணிகள்	மற்றும்	a ஒரு	
திவசயிலி	எனில்,	α α α( ) ( ) ( )AB A B A B= = 	என்�து	m ́  p	ைரிவச	உவ்ய	ஓர்	அணியோகும்.

 · I என்�து	ஓர்	அலகு	அணி	எனில்,	AI = IA = A (I என்�து	ப�ருககல்	சமனி).

7.2.5 நிவை நிைல் அணியின் மீ்தான பசயல்முவைகள் மற்றும் அ்தன் �ண்புகள்  
      (Operation of transpose of a matrix and its properties)

ைவையவை 7.16
	 ஓர்	அணி	A-ன்	நிவர	மற்றும்	நிரல்கவள	இ்மோற்்ம்	பசய்ை்ன்	மூலம்	ப�்ப்�டும்	அணி	 
A-ன்	நிவர	நிரல்	மோற்று	அணி	எ்னப்�டும்.		இது	 AT	எ்னக	குறிககப்�டும்.

	 அ்ோைது,	 A aij m n= ×[ ]  எனில்,	 A bT
ij n m= ×[ ] ,  இங்கு	 b aij ji=  ஆகும்.	 ்மலும்	 AT -ன்	 

( , )i j -ஆைது	உறுப்பு	 a ji ஆகும்.

எடுததுககோட்்ோக,

 A =
−











1 2 4
8 0 0 2.

	எனில்	 AT =

−















1 8

2 0
4 0 2.

 இப்ப�ோழுது	நோம்,	பைளிப்�வ்யோ்ன	நிரூ�ணங்கவளக	பகோண்்	நிவர	நிரல்	மோற்று	அணிககோ்ன	
சில	அடிப்�வ்	முடிவுகவளக	கோண்்�ோம்.
 A , B என்�்ன	உகந்்		ைரிவசகள்	உவ்ய	இரு	அணிகள்	எனில்,	

 (i) ( )A AT T =  
 (ii) ( )kA kAT T= 	(இங்கு	k	ஒரு	திவசயிலி)
 (iii) ( )A B A BT T T+ = +  
 (iv) ( )AB B AT T T= 	(நிவர	நிரல்	மோற்று	அணியின்	பின்	திருப்புவக	விதி)

எடுத்துககாட்டு 7.12

 A B=
















=
−

−
−

















4 6 2
0 1 5
0 3 2

0 1 1
3 1 4
1 2 1

 kw;Wk; 	எனில்,		பின்ைருை்னைற்வ்ச்	சரி�ோர்கக.
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  (i) ( )AB B AT T T=   (ii)  ( )A B A BT T T+ = +   (iii) ( )A B A BT T T− = −   (iv) ( )3 3A AT T=  

தீர்வு

 (i)  AB = 

4 6 2
0 1 5
0 3 2

0 1 1
3 1 4
1 2 1

16 2 22
2 9 9

7 1 14

















−
−

−
















= −
















 

   (AB)T = 

16 2 7
2 9 1
22 9 14

−















    ... (1)

   BT = 

0 3 1
1 1 2
1 4 1

4 0 0
6 1 3
2 5 2

−
−

−

















=
















, AT  

   B AT T  = 

0 3 1
1 1 2
1 4 1

4 0 0
6 1 3
2 5 2

16 2 7
2 9 1
22 9 14

−
−

−
































=

−















   ... (2)

 (1) மற்றும்	(2)-லிருந்து,  ( )AB B AT T T= .

 (ii)  A + B = 

4 6 2
0 1 5
0 3 2

0 1 1
3 1 4
1 2 1

4 7 1
3 0 9
1 5 3
















+

−
−

−
















=

−

















 

    (A + B)T = 

4 3 1
7 0 5
1 9 3

−















    ...(3)

   A BT T+  = 

4 0 0
6 1 3
2 5 2

0 3 1
1 1 2
1 4 1

4 3 1
7 0 5
1 9 3
















+

−
−

−
















=

−















  ... (4)

(3) மற்றும்	(4)-லிருந்து,  ( )A B A BT T T+ = + .

 (iii)  A-B = 

4 6 2
0 1 5
0 3 2

0 1 1
3 1 4
1 2 1

4 5 3
3 2 1

1 1 1
















−

−
−

−
















= −
















 

   (A - B)T = 

4 3 1
5 2 1
3 1 1

−















   ... (5)
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   A BT T-   = 

4 0 0
6 1 3
2 5 2

0 3 1
1 1 2
1 4 1
















−

−
−

−

















 = 

4 3 1
5 2 1
3 1 1

−















    ... (6)

(5) மற்றும்	(6)-லிருந்து,    ( )A B A BT T T− = −  

 (iv) 3
12 18 6
0 3 15
0 9 6

A =
















 

  ( ) ( )3
12 0 0
18 3 9
6 15 6

3
4 0 0
6 1 3
2 5 2

3A AT T=















=
















=  .

7.2.6 சமச்சீர் மற்றும் எதிர் சமச்சீர் அணிகள் (Symmetric and skew-symmetric matrices)

ைவையவை 7.17
 A என்�து	ஒரு	சதுர	அணி	என்க.		 A AT = எனில்,	A என்�து	ைமச்சீர்	அணியோகும்.

	 அ்ோைது,	 A aij n n= ×[ ] என்�து	ஒரு	சமச்சீர்	அணி	எனில்,	அவ்னதது	i, j-ககு		 a aij ji=  ஆகும்.

	 எடுததுககோட்்ோக,	 A =
−

−
















3 6 9
6 8 5

9 5 2
என்்	அணிககு	AT = A	என்�்ோல்,	இவைணி	ஒரு	சமச்சீர்	

அணியோகும்.

 AT என்்	அணியின்	நிவர	நிரல்	மோற்று	அணி	A என்்	அணி்யயோகும்	என்�வ்	கைனிககவும்.	

அ்ோைது	 A AT T( ) = .

ைவையவை 7.18
 A என்்	சதுர	அணிககு	 A AT = − எனில்,	அவைணி	எதிர் ைமச்சீர்அணி	எ்னப்�டும்.

  A aij n n= ×[ ] 	என்�து	எதிர்	சமச்சீர்அணி	எனில்,	அவ்னதது	i, j-ககு	 a aij ji= −  ஆகும்.

 i = j	எ்னப்பிரதியிட்்ோல்,   2 0aii = அல்லது	 a iii = ∀0 .

	 அ்ோைது,	 ஓர்	 எதிர்	 சமச்சீர்	 அணியில்	மூவலவிட்்	 உறுப்புகள்	அவ்னததும்	 பூஜ்ஜியமோகும்	
என்�்்	இ்ன்	ப�ோருளோகும்.

 எடுததுககோட்்ோக,	 A = −
− −

















0 2 3
2 0 4
3 4 0

  என்்	அணிககு	 A AT = −  என்�்ோல்,	இவைணி	ஓர்	எதிர்	

சமச்சீர்	அணியோகும்.
	 ்மலும்	எந்்பைோரு	சதுர	அணிவயயும்	சமச்சீர்	மற்றும்	எதிர்	சமச்சீர்	அணிகளின்	கூடு்லோக	
எழு்லோம்	என்�வ்க	கைனிககவும்.
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18XI - கணிதவியல்

்்தற்ைம் 7.1
 A என்�து	பமய்பயண்	மூலகங்கவளக	பகோண்்	ஒரு	சதுர	அணி	எனில்,	A + AT என்�து	ஒரு	
சமச்சீர்	அணியோகும்.	மற்றும்	 A AT-  என்�து	ஓர்	எதிர்	சமச்சீர்	அணியோகும்.

நிரூ�ணம்

 B A AT= + என்க.	
  BT  = ( )A AT T+  = A AT T T+ ( )  = A A A A BT T+ = + =  

 எ்ன்ை, A AT+  ஒரு	சமச்சீர்	அணியோகும்.

 C A AT= − என்க.

 C A A A A A A A A A A CT T T T T T T T T T T= + − = + − = − = − = − − = −( ( )) ( ) ( ) ( )  

 எ்ன்ை	 A AT-  என்�து	ஓர்	எதிர்	சமச்சீர்	அணியோகும்.

்்தற்ைம் 7.2
 ஒரு	சதுர	அணிவய	சமச்சீர்	மற்றும்	எதிர்	சமச்சீர்	அணிகளின்	கூடு்லோக	எழு்லோம்.

நிரூ�ணம்

 A என்�து	ஒரு	சதுர	அணி	என்க.	

 A A A A AT T= + + −
1
2

1
2

( ) ( )  எ்ன	எழு்லோம்.

	 ்்ற்்ம்	 7.1லிருந்து,	 ( ) ( )A A A AT T+ − kw;Wk; 	 என்�்ன	 முவ்்ய	 சமச்சீர்	 மற்றும்	 எதிர்	

சமச்சீர்	 அணிகளோகும்.	 ( )kA kAT T= என்�திலிருந்து	
1
2

( )A AT+ 	 மற்றும்	
1
2

( )A AT- ஆகியவை	

முவ்்ய	 சமச்சீர்	 மற்றும்	 எதிர்	 சமச்சீர்	அணிகள்	ஆகும்.	 இதிலிருந்து	 ்்வையோ்ன	முடிவிவ்னப்	

ப�்லோம்.	இ்ன்	மூலம்	்்ற்்ம்	நிரூபிககப்�டுகி்து.

குறிப்பு 7.4

	 சமச்சீர்	மற்றும்	எதிர்	சமச்சீர்	அணியோக	உள்ள	அணி	பூஜ்ஜிய	அணியோகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.13

 A = −
−

















1 3 5
6 8 3
4 6 5

 என்்	அணிவய	 சமச்சீர்	 மற்றும்	எதிர்	 சமச்சீர்	அணிகளின்	கூடு்லோக	

எழுதுக.

தீர்வு

    A = 

1 3 5
6 8 3
4 6 5
−
−

















  Þ  AT = 

1 6 4
3 8 6
5 3 5

− −















      P A AT= +
1
2

( )  = 
1
2

2 3 1
3 16 9

1 9 10

−
−















	என்க.
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அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்19

   இப்ப�ோழுது   PT = 
1
2

2 3 1
3 16 9

1 9 10

−
−
















=P

   ஆவகயோல்,   P =  
1
2

( )A AT+  ஒரு	சமச்சீர்	அணியோகும்

    Q = 
1
2

( )A AT- 	என்க.

    = 
1
2

0 9 9
9 0 3
9 3 0
− −
−

















       QT = 
1
2

0 9 9
9 0 3
9 3 0

− −

−
















= −Q  

   ஆவகயோல்  Q = 
1
2

( )A AT-  எதிர்	சமச்சீர்	அணியோகும்.

    A = P Q+ =
−

−















+ − −

−

















1
2

2 3 1
3 16 9

1 9 10

1
2

0 9 9
9 0 3
9 3 0

 

ஆக்ை	A என்�வ்	ஒரு	சமச்சீர்	மற்றும்	எதிர்	சமச்சீர்	அணிகளில்	கூடு்லோக	எழு்லோம்.

பயிற்சி 7.1

 (1) (i) a i j m nij =
−

= =
( ) ,2

2
2 3

2

,            (ii)  a
i j m nij =
−

= =
| | ,3 4

4
3 4, 	எ்ன	இருககுமோறு	

உறுப்புகவளக	பகோண்்	m n´ ைரிவச	உவ்ய	 A aij= [ ]அணிகவள	உருைோககுக.

 (2) 

p q
r

s

2 31 0 31
7 1 9
2 8 1

1 0 4

7 3
2

9

2 8

− − −
+

− −
















=

−

− −

















π

 எனில்,	 p, q, r, s ஆகியைற்றின்	 மதிப்புகவளக	

கோண்க.

 (3) 
2 4
5 7 4

7 7 13
6

x y x
x x

y
y x

+
−









 =

−
+









  எனில்,	 x y+ -ஐ	கோண்க.

 (4) 2
6 6 0
4 2 1

0 2
3 2 8
2 1 7

A B A B− +
−

−








 = − =

− −








 kw;Wk; என்்	 அணிச்சமன்�ோடுகவள	

நிவ்வு	பசய்யும்	A, B  என்்	அணிகவளக	கோண்க.

 (5) A
a

=










1
0 1

	எனில்,	A4-ஐ	கோண்க.
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 (6) Aα
α α
α α

=
−









cos sin
sin cos

 எனில்.

  (i) A A Aα β α β= +( )  எ்ன	நிறுவுக.

  (ii)  A A IT
α α+ =  என்்	 நி�ந்்வ்னவய	 நிவ்வு	 பசய்யும்	 α -ன்	 அவ்னதது	 பமய்	

மதிப்புகவளயும்	கோண்க.

 (7) A
x

=
−










4 2
1

 மற்றும்	 ( )( )A I A I O− − =2 3  எனில்,	x-ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

 (8) A = 

1 0 0
0 1 0

1a b −

















 எனில், A2 என்�து	அலகு	அணியோகும்	எ்ன	நிறுவுக.

 (9)  A A A A kI O=
















− + + =
1 0 2
0 2 1
2 0 3

6 73 2
 kw;Wk; ,எனில்.	k-ஐ	கோண்க.

 (10) பின்ைரும்	 நி�ந்்வ்னகள்	 ஒவபைோன்வ்யும்	 நிவ்வுபசய்யும்	 அணிகளுககோ்ன	
எடுததுககோட்டுகவளத	்ருக.

  (i) AB BA¹  எனுமோறுள்ள	A மற்றும்		B அணிகள்

  (ii) AB O BA A O B O= = ≠ ≠,  kw;Wk; எனுமோறுள்ள	A, B அணிகள்

  (iii) AB O BA O= ≠ kw;Wk; எனுமோறுள்ள	A, B அணிகள்

 (11) f x
x x
x x( )

cos sin
sin cos=

−















0
0

0 0 1
 எனில்,	 f x f y f x y( ) ( ) ( )= +  எ்ன	நிறுவுக.

 (12) A என்�து	A2 = A	என்்ைோறுள்ள	ஒரு	சதுர	அணி	எனில்,	 7A - (I + A)3-ன்	மதிப்புக	கோண்க.

 (13) A B C=
−







 = −

















=
−













2 0 3
1 4 5

3 1
1 0

4 2

4 7
2 1
1 1

,  vdpy; 



எனில், A(B + C) = AB + AC	 எனும்	

�ண்பிவ்னச்	சரி�ோர்கக.

  

 (14) A
1 2 3
4 5 6

7 8 9
2 4 6









 =

− − −







  என்்	 அணிச்சமன்�ோட்டிவ்ன	 நிவ்வு	 பசய்யும்	 A என்்	

அணிவயக	கோண்க. 

 (15) If A BT = −
















=
−

−










4 5
1 0

2 3

2 1 1
7 5 2

 kw;Wk; எனில்,	பின்ைருை்னைற்வ்ச்	சரி�ோர்கக.

  (i) ( )A B A B B AT T T T T+ = + = +    (ii) ( )A B A BT T T− = −     (iii) ( )B BT T =  
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அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்21

 (16) 3 ´ 4 ைரிவச	உவ்ய	ஒரு	அணி		A மற்றும்	B என்்	இரண்டு	அணிகளும்	 A BT 	மற்றும்		BAT

ஆகிய	இரண்வ்யும்	ைவரயவ்	பசய்யுமோறுள்ள	அணிகள்	எனில்,	B	அணியின்	ைரிவசவயக	
கோண்க.

 (17) பின்ைரும்	அணிகவள	சமச்சீர்	மற்றும்	எதிர்	சமச்சீர்	அணிகளின்	கூடு்லோக	எழுதுக.

  (i) 
4 2
3 5

−
−









   (ii) 

3 3 1
2 2 1
4 5 2

−
− −
− −

















.

 (18) 

2 1
1 0
3 4

1 8 10
1 2 5
9 22 15

−

−

















=
− − −

−
















AT  எனுமோறுள்ள	A என்்	அணிவயக	கோண்க.

 (19) A
x y

= −
















1 2 2
2 1 2

2
 மற்றும் AA IT = 9 எனில்,	x, y-ன்	மதிப்புகவளக	கோண்க.

 (20) (i) x-ன்	எம்மதிப்புககு,	 A x=
−

−
−

















0 1 2
1 0

2 3 0

3  என்�து	எதிர்	சமச்சீர்	அணியோகும்?

  (ii) 

0 3
2 1

1 0

2

p
q

r
−

















 என்�து	எதிர்	சமச்சீர்	அணி	எனில்,	p, q, r-ன்	மதிப்புகவளக	கோண்க.

 (21) a i jij = − எனில்,	 A aij= ×[ ]3 3  என்்	 அணிவய	 உருைோககுக.	 ்மலும்,	 A என்�து	 சமச்சீர்	

அணியோ	அல்லது	எதிர்	சமச்சீர்	அணியோ	எ்னக	கூறுக.

 (22) A, B என்�்ன	இரு	சமச்சீர்	அணிகள்	என்க.	AB = BA எனில்,	AB என்�து	சமச்சீர்	அணியோகும்	
எ்ன	நிறுவுக.	்மலும்	இ்ன்	மறு்வலயும்	உண்வம	எ்ன	நிறுவுக.

 (23) A, B என்�்ன	சமைரிவசயுள்ள	இரு	சமச்சீர்	அணிகள்	எனில்,	பின்ைருை்னைற்வ்	நிறுவுக.

  (i) AB + BA என்�து	சமச்சீர்	அணியோகும்

  (ii) AB - BA என்�து	எதிர்	சமச்சீர்	அணியோகும்

 (24) ஓர்	அங்கோடியில்	முந்திரி,	உலர்	திரோட்வச	மற்றும்	�ோ்ோம்	�ருப்பு	ஆகியைற்வ்க	பகோண்டு	
மூன்று	வி்மோ்ன	�ரிசுப்	வ�கள்	்யோர்	பசய்யப்�டுகின்்்ன.		

  வ� I-ல் 100 கிரோம்	முந்திரி,	100 கிரோம்	உலர்	திரோட்வச	மற்றும்	50 கிரோம்	�ோ்ோம்	�ருப்பும்,	

  வ� II-ல்	 200 கிரோம்	முந்திரி,	100 கிரோம்	உலர்	திரோட்வச	மற்றும்	100 கிரோம்	�ோ்ோம்	�ருப்பும்,	

  வ� III-ல்	 250 கிரோம்	முந்திரி,	250 கிரோம்	உலர்	திரோட்வச	மற்றும்	150 கிரோம்	�ோ்ோம்	�ருப்பும்	
உள்ள்ன.

  50 கிரோம்	முந்திரியின்	விவல	` 50, 50 கிரோம்	உலர்	திரோட்வசயின்	விவல	` 10 	மற்றும்	50 
கிரோம்	�ோ்ோம்	�ருப்பின்	விவல	` 60	எனில்,	ஒவபைோரு	�ரிசுப்	வ�யின்	விவலவயக	கோண்க.
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7.3 அணிக்காவைகள் (Determinants)
 n	 ைரிவசயுள்ள	 ஒவபைோரு	 சதுர	 அணி	 A	 உ்ன்,	 நோம்	 அணி	 A-ன்	 அணிக்கோவை	 என்்	
எண்வணத	ப்ோ்ர்பு�டுத்லோம். 

					A	=	

11 12 1

21 22 2

1 2

 

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

�
�

� � � �
�

	எனில்,	A-ன்	அணிக்கோவை		|	A	|	=	

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

�
�

� � � �
�

	ஆகும்.

குறிப்பு 7.5

 (i) சதுர	அணிகளுககு	மட்டு்ம	அணிக்கோவைகவள	ைவரயறுகக	முடியும்.

 (ii) ஒரு	சதுர	அணி	A-ன்	அணிக்கோவைவய		| A | 	எ்னக	குறிககி்்ோம்.

	 	 (இ்வ்ன	அணிக்கோவை	A	எ்னப்�டிககவும்)	

 (iii) ஓர்	 அணி	 என்�து	 ைடிைவமப்பு	 மட்டு்ம.	 ஆ்னோல்,	 அணிக்கோவை	 ஒரு	 மதிப்வ�ப்	
ப�ற்றிருககும்.

7.3.1 �ல்்ைறு ைரிவசகள் உவ்டய அணியின் அணிக்காவைகள் 
(Determinants of matrices of different order)

ைரிவச 1 உவ்டய அணியின் அணிக்காவை

 A = [a] என்�து	ைரிவச	1	உவ்ய	அணி	எனில்,	A-ன்	அணிக்கோவை	 ‘a’	எ்ன	
ைவரயறுககப்�டுகி்து.

ைரிவச 2 உவ்டய அணியின் அணிக்காவை

 A = 
a a
a a

11 12

21 22









  என்�து	ைரிவச	2	உவ்ய	அணி	எனில்,		A-ன்	அணிக்கோவை	  

11 12

11 22 21 12

21 22

| |
a a

A a a a a
a a

= = − எ்ன	ைவரயறுககப்�டுகி்து.

எடுத்துககாட்டு 7.14

 மதிப்பிடுக	:   (i) 
2 4
1 2-

  (ii) 
cos sin
sin cos
θ θ
θ θ−

தீர்வு

 (i) 
2 4
1 2-

= (2 ´ 2) - (- 1 ´ 4) = 4 + 4 = 8.

 (ii)  
cos sin
sin cos
θ θ
θ θ−

 = (cos .cos ) ( sin .sin )θ θ θ θ− −  = cos sin2 2 1θ θ+ = .

ைரிவச 3 உவ்டய அணியின் அணிக்காவை

 பமய்பயண்கள்	 அல்லது	  -ல்	 ைவரயறுககப்�ட்்	 பமய்	 மதிப்புகவளயுவ்ய	 சோர்புகவள	
உறுப்புகளோகக	 பகோண்்	 3 ´ 3 ைரிவசயுவ்ய	 அணிக்கோவைவய	 எடுததுகபகோண்டு,	 அ்ன்	
�ண்புகவளப்	�ற்றிப்	�டிப்�து்ன்	அணிக்கோவைகளின்	மதிப்புகவளக	கோணும்	�ல்்ைறு		முவ்கள்	
குறிததும்	விைோதிப்்�ோம்.
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ைவையவை 7.19
 A aij= ×[ ]3 3 	 என்�து	 3-ஆம்	 ைரிவசயுவ்ய	 சதுர	 அணி	 என்க.	 ஏ்்னும்	 ஒரு	 உறுப்பு	 

aij -ன்	சிற்றணிகயகாச்வயோ்னது	  aij  உள்ள	 i-ஆைது	நிவர	மற்றும்	 j-ஆைது	நிரவல	நீககுை்ோல்	

ப�்ப்�டும்	 அணிக்கோவையோகும்.	 aij -ன்	 சிற்்ணிக்கோவையோ்னது	 ைழககமோக	 Mijஎ்னக	

குறிககப்�டும்.

 ைவையவை 7.20

 ்குந்்	குறியி்ப்�ட்்	சிற்்ணிக்கோவை	இசணககாரணி எ்னப்�டும்.	aij -ன்	இவணககோரணி	 

Aij  எ்னககுறிககப்�டும்.	்மலும்	 A Mij
i j

ij= − +( )1 	எ்ன	ைவரயறுககப்�டும்.

 எடுததுககோட்்ோக	 A
a a a
a a a
a a a

=
















11 12 13

21 22 23

31 32 33

 என்�து 3 ´ 3 ைரிவச	உவ்ய	அணி	என்க.

	 இவைணியின்	 உறுப்புகள்	 a a a11 12 13, , 	 ஆகியைற்றின்	 சிற்்ணிக	 ்கோவைகள்	 மற்றும்	

இவணககோரணிகள்	பின்ைருமோறு	:

 (i) a11 -ன்	சிற்்ணிக்கோவைM
a a
a a

a a a a11
22 23

32 33
22 33 32 23= = −

  a11 -ன்	இவணககோரணி					 A M
a a
a a

a a a a11
1 1

11
22 23

32 33
22 33 32 231= − = = −+( )

 (ii) a12 -ன்	சிற்்ணிக்கோவைM
a a
a a

a a a a12
21 23

31 33
21 33 31 23= = −

  a12 -ன்	இவணககோரணி					 A
a a
a a

a a a a12
1 2 21 23

31 33
21 33 31 231= − = − −+( ) ( )

 (iii) a13 -ன்	சிற்்ணிக்கோவைM
a a
a a

a a a a13
21 22

31 32
21 32 31 22= = −

  a13 -ன்	இவணககோரணி					 A M
a a
a a

a a a a13
1 3

13
21 22

31 32
21 32 31 221= − = = −+( )

முடிவு 7.1 ைாபைாஸ் விரிைாககம் (Laplace Expansion)

 பகோடுககப்�ட்்	 A aij= ×[ ]3 3 	என்்	அணியின்	மு்ல்	நிவரயிலுள்ள	உறுப்புகவள	அைற்றின்	ஒத்	

இவணககோரணிகளு்ன்	ப�ருககிக	கூடு்ல்	கண்்ோல்,	அது	A-ன்	அணிக்கோவைககுச்	சமமோகும்.

	 அ்ோைது,		 | |A a A a A a A= + +11 11 12 12 13 13 . ... (1)

	 இ்வ்ன்ய	சிற்்ணிக	்கோவைகளின்	ைவரயவ்வயப்	�யன்�டுததி	பின்ைருமோறு	எழு்லோம்.
 | |A a M a M a M= − +11 11 12 12 13 13 .

 ஓர்	 அணிக்கோவைவய	 எந்்பைோரு	 நிவர	 அல்லது	 நிரல்	 ைழியோகவும்	 விரிவுப்�டுத்லோம்.	
இவைோறு	 கோணப்�டும்	 எல்லோ	 விரிைோககங்களின்	 மதிப்புகள்	 அவ்னததும்	 சமமோக	 இருப்�வ்க	
கைனிககவும்.	

01_7 Matrices and Determinants.indd   23 25-03-2019   13:19:41



24XI - கணிதவியல்

எடுததுககோட்்ோக,

 R1  ைழியோக	விரிவு�டுத்,	 | |A a A a A a A= + +11 11 12 12 13 13

 R2 ைழியோக	விரிவு�டுத்,	 | |A a A a A a A= + +21 21 22 22 23 23

 C1ைழியோக	விரிவு�டுத்,	 | |A a A a A a A= + +11 11 21 21 31 31

எடுத்துககாட்டு 7.15

 A =
−

−
−

















1 3 2
4 5 6
3 5 2

 எனில்,	 A	 என்்	 அணியின்	அவ்னதது	 சிற்்ணிக்கோவைகள்	 மற்றும்	

இவணககோரணிகவளக	கோண்க.	இைற்வ்ப்	�யன்�டுததி	| A |-ஐக	கோண்க.	்மலும்.	எந்்	ஒரு	நிவர	
அல்லது	நிரவலப்	�யன்�டுததி	விரிவு�டுததி்னோலும்	 | A |-ன்	மதிப்பு	மோறுைதில்வல	எ்னச்சரி�ோர்கக.	

தீர்வு
 சிற்றணிகயகாச்வகள் : 

 M11 = 
−

= − − = −
5 6

5 2
10 30 40  

 M12 = 
4 6
3 2

8 18 26
−

= + =  

 M13 = 
4 5
3 5

20 15 5
−

−
= − =  

 M21	= 
3 2
5 2

6 10 16
−

= + =  

 M22 = 
1 2
3 2

2 6 4
−

−
= − = −  

 M23 = 
1 3
3 5

5 9 14
−

= + =  

 M31 = 
3 2
5 6

18 10 8
−

−
= − =

 M32 = 
1 2
4 6

6 8 14
−

= + =  

 M33 = 
1 3
4 5

5 12 17
−

= − − = −  

 இசணககாரணிகள் :
    A11 = ( ) ( )− − = −+1 40 401 1  

    A12 = ( ) ( )− + = −+1 26 261 2  
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அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்25

    A13 = ( ) ( )− =+1 5 51 3  

    A21 = ( ) ( )− = −+1 16 162 1  

    A22 = ( ) ( )− − = −+1 4 42 2  

    A23 = ( ) ( )− = −+1 14 142 3  

    A31 = ( ) ( )− =+1 8 83 1  

    A32 = ( ) ( )− = −+1 14 143 2  

    A33 = ( ) ( )− − = −+1 17 173 3  

 R1  ைழியோக	விரிவு�டுத்,

     |A| = a A a A a A11 11 12 12 13 13+ +

      |A| = 1 40 3 26 2 5 128( ) ( )( ) ( )( )− + − + − = −    ... (3)
	 C1		ைழியோக	ைரிவு�டுத்,
     |A| = a A a A a A11 11 21 21 31 31+ +  

      = 1 40 4 16 3 8 128( ) ( ) ( )− + − + − = −   ... (4)

 (3) மற்றும்	(4)லிருந்து,	

 R1 ைழியோக	விரிவு�டுததிப்	ப�்ப்�ட்்	 | A |-ன்	மதிப்�ோ்னது	  C1 	 ைழியோக	விரிவு�டுததிப்	
ப�ற்்		| A |-ன்	மதிப்புககுச்	சமம்	எ்ன	நிரூ�ணமோகி்து.

சாைஸ் விதிவயப �யன்�டுத்தி ைரிவச 3 உவ்டய அணிக்காவைவய மதிபபி்டல் (பிபைஞ்சுக 
கணி்த ்மவ்த பியா்ை பைடிக சாைஸ் என்�ைைது ப�யைால் இவைாறு அவைககப�டுகிைது)

(Evaluation of determinant of order 3 by using Sarrus Rule)

  [ ]A 3 3´  = 

a a a
a a a
a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

















         

 A என்்	அணியின்	உறுப்புகவள	பின்ைருமோறு	எழுதுக:

11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

a a a a a
a a a a a
a a a a a

  | A | ஆ்னது	பின்ைருமோறு	கணககி்ப்�டுகி்து	:

	 	 |	A	|	=	 a a a a a a a a a a a a a a a a a11 22 33 12 23 31 13 21 32 33 21 12 32 23 11 31 22+ +[ ]− + + aa13[ ]  
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எடுத்துககாட்டு 7.16

  A =
−

















0
0

0

sin cos
sin sin
cos sin

α α
α β
α β

 எனில்,	| A |-ஐ	கோண்க.

தீர்வு

  

0
0

0
0 11 12 13

sin cos
sin sin
cos sin

sin cos
α α

α β
α β

α α
−

= − +M M M

     = 0 0 0 0− − + − − =sin ( cos sin ) cos ( sin sin ) .α α β α α β  

எடுத்துககாட்டு 7.17

 A = −
−

















3 4 1
0 1 2
5 2 6

 எனில்,	| A |-ன்	மதிப்வ�	சோரஸ்	விதிவயப்	�யன்�டுததிக	கோண்க. 

தீர்வு 

   

3 4 1 3 4

0 1 2 0 1

5 2 6 5 2

− −
− −

    |A| = 3 1 6 4 2 5 1 0 2( )( ) ( )( ) ( )( )− + + −[ ]  − − + − +[ ]5 1 1 2 2 3 6 0 4( )( ) ( )( ) ( )( )  

     = [ ] [ ]− + + − − − +18 40 0 5 12 0  = 22+17 = 39.

குறிப்பு 7.6
 ஓர்	அணிக்கோவையின்	மதிப்வ�	எளிவமயோகக	கோண,	அவைணிக்கோவைவயப்	பூஜ்ஜியங்கள்	
அதிகமோக	உள்ள	நிவர	அல்லது	நிரல்	ைழியோக	விரிவு�டுத்லோம்.

ைரிவச n,  n ³4 என உள்ள சதுை அணியின் அணிக்காவை

 அணிக்கோவைகளின்	 கருத்ோககதவ்	 ைரிவச	 n n, ³ 4  எ்ன	 உள்ள	 சதுர	 அணிகளுககும்	

விரிவு�டுத்லோம்.	 A a nij n n= ≥×[ ] , 4  என்க.

 A aij n n= ×[ ]  என்்	 அணியின்	 அணிக்கோவையில்	 i	 ஆைது	 நிவர	 மற்றும்	  j	 ஆைது	 நிரவல	

நீககி்னோல்,	ைரிவச	  ( )n -1 	 உவ்ய	ஒரு	அணிக்கோவை	கிவ்ககும்.	இவைணிக்கோவை	 aij	 என்்	

உறுப்பின்	 சிற்்ணிக	 ்கோவையோகும்.	 இ்வ்ன	  Mij	 எ்னககுறிககி்்ோம்.	  aij-ன்	 இவணககோரணி	 
A Mij

i j
ij= − +( )1  எ்ன	ைவரயறுககப்�டுகி்து.

முடிவு 7.2
 ைரிவச	n	உவ்ய	சதுர	அணி		A aij n n= ×[ ] -ன்	மு்ல்	நிவரயில்	உள்ள	உறுப்புகவளயும்	அைற்றின்	

ஒத்	 இவணககோரணிகவளயும்	 ப�ருககிக	 கூட்டி்னோல்,	 அது	 அணிக்கோவை	 A-ககு	 சமமோகும்.	
அ்ோைது,

 | | ...A a A a A a A a An n j j
j

n

= + + + =
=
∑11 11 12 12 1 1 1 1

1
. இ்ற்குச்	சமமோகச்	சிற்்ணிக	்கோவைகள்	மற்றும்	

இவணககோரணிகளின்	ைவரயவ்வயப்	�யன்�டுததி	பின்ைருமோறு	எழு்லோம்.
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 | | ( )A a Mj
j j

j

n

= − +

=
∑ 1 1

1 1
1

 .

 இங்கு,	A1j என்�து	a1j-ன்	இவணககோரணி	மற்றும்	M1j 	என்�து	a1j-ன்	சிற்்ணிக	்கோவையோகும்.	 
j =1, 2, ... n	ஆகும்.
குறிப்பு 7.7
 (i) A aij n n= ×[ ]  எனில்,	 A-ன்	 அணிக்கோவைவய	  det(A) அல்லது	 det A அல்லது	 D  எ்னக	

குறிப்பி்லோம்.

 (ii)  இ்வ்ன,	ஏ்்னுபமோரு	நிவர	அல்லது	நிரவலப்	�யன்�டுததியும்	கணககி்லோம்.	

7.3.2 அணிக்காவைகளின் �ண்புகள் (Properties of Determinants)
 அணிக்கோவைகளின்	 மதிப்புக	 கோண,	 பின்ைரும்	 அணிக்கோவையின்	 �ண்புகளில்	 ஒன்று	
அல்லது	அ்ற்கு	்மற்�ட்்ைற்வ்ப்	�யன்�டுத்லோம்.

�ண்பு 1 
 ஓர்	அணிக்கோவையின்	நிவரகவள	நிரல்களோகவும்,	நிரல்கவள	நிவரகளோகவும்	இ்மோற்்ம்	
பசய்்ோல்	அ்ன்	மதிப்பு	மோ்ோது.	அ்ோைது,	| A | = | AT |.
	 ஓர்	 அணிக்கோவையில்	 நிவரைழி	 விரிவு	 கோண்�தும்,	 நிரல்	 ைழி	 விரிவு	 கோண்�தும்	 சமம்	
என்�திலிருந்து	இப்�ண்பு	உண்வமயோகி்து.

�ண்பு 2
 ஓர்	 அணிக்கோவையின்	 ஏ்்னும்	 இரு	 நிவரகள்	 (அல்லது	 நிரல்கள்)	 இ்மோற்்ம்	
பசய்யப்�டும்்�ோது,	அணிக்கோவையின்	குறி	மோறும்.	ஆ்னோல்	எண்ணளவு	மோ்ோது.

சரி�ார்த்்தல்

   | A | =   
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

	என்க.

    = a b c b c b a c a c c a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2( ) ( ) ( )− − − + −

    | A1 | =   
a b c
a b c
a b c

1 1 1

3 3 3

2 2 2

   ( )R R2 3↔ என்க.

    = a b c b c b a c a c c a b a b1 3 2 2 3 1 3 2 2 3 1 3 2 2 3( ) ( ) ( )− − − + −  

    = − − + − − −a b c b c b a c a c c a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2( ) ( ) ( )  

    = − − − − + −[ ( ) ( ) ( )]a b c b c b a c a c c a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2  

    = - | A |
   | A1 | = - | A | .

�ண்பு 3
 A என்்	 அணியின்	 n	 நிவரகள்	 (நிரல்கள்)	 இ்மோற்்ம்	 பசய்யப்�டின்,	 அவைணியின்	
அணிக்கோவை	 (- 1)n | A |	ஆகும்.
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�ண்பு 4
	 ஓர்	 அணிக்கோவையில்	 இரு	 நிவரகள்	 (அல்லது	 நிரல்கள்)	 சர்ை	 சமம்	 எனில்,	
அவைணிக்கோவையின்	மதிப்பு	பூஜ்ஜியமோகும்.
சரி�ார்த்்தல்

  | A | =   
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

2 2 2

 என்க.		இரண்்ோம்	மற்றும்	மூன்்ோம்	நிவரகள்	சர்ை	சமம்	எ்னக	பகோள்க.

	 இரண்்ோம்	மற்றும்	மூன்்ோம்	நிவ்கவளப்	�ரிமோற்்ம்	பசய்யக	கிவ்ப்�து

   - | |A  =   
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

2 2 2

 = | A |	எ்னக	கிவ்ககி்து.

Þ  2| A | = 0  Þ | A | = 0.
�ண்பு 5
	 A	 என்்	அணியின்	ஒரு	நிவர	 (அல்லது	நிரல்)	அவைணியின்	மற்ப்ோரு	 நிவரயின்	 (அல்லது	
நிரலின்)	திவசயிலிப்	ப�ருககலோக	இருப்பின்,	அ்ன்	அணிக்கோவையின்	மதிப்பு	பூஜ்ஜியமோகும்.
குறிப்பு 7.8
 (i) ஓர்	 அணிக்கோவையின்	 ஒரு	 நிவர	 அல்லது	 நிரலில்	 உள்ள	 அவ்னதது	 உறுப்புகளும்	

பூஜ்ஜியம்	எனில்,	அவைணிக	்கோவையின்	மதிப்பு	பூஜ்ஜியமோகும்.
 (ii) ஒரு	 முக்கோண	 ைடிை	 அணியின்	 அணிக்கோவையின்	 மதிப்�ோ்னது	 அ்ன்	 மு்ன்வம	

மூவலவிட்்	உறுப்புகளின்	ப�ருககற்�ல்னோகும்.
�ண்பு 6
	 ஓர்	அணிக்கோவையில்	ஏ்்னும்	ஒரு	நிவரயில்	 (நிரலில்)	உள்ள	ஒவபைோரு	உறுப்பும்	ஒரு	
திவசயிலி	kஆல்	ப�ருககப்�ட்டிருப்பின்	அந்்	அணிக்கோவையின்	மதிப்பு	 	kஆல்	ப�ருககப்�ட்்்ோக	
அவமயும்.
சரி�ார்த்்தல்

    | A | =   
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

	என்க.

    = a b c b c b a c a c c a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2( ) ( ) ( )− − − + −

    | A1 | =   
ka kb kc
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

	என்க.

    = ka b c b c kb a c a c kc a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2( ) ( ) ( )− − − + −  = k| A |

    = k a b c b c b a c a c c a b a b[ ( ) ( ) ( )]1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2− − − + −  = k| A |

    Þ | A1 | = k| A |.
குறிப்பு 7.9
 (i) A என்�து	ைரிவச	n	உவ்ய	சதுர	அணி	எனில்,
 (ii) | AB | = | A | | B |

 (iii)  AB = O 	எனில்,	| A | = 0 	அல்லது	| B | = 0.

 (iv) | An | = (| A |)n
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�ண்பு 7
	 ஓர்	அணிக்கோவையில்	உள்ள	ஒரு	நிவரயின்	(நிரலின்)	ஒவபைோரு	உறுப்பும்	இரண்டு	அல்லது	
அ்ற்கு	 ்மற்�ட்்	 உறுப்புகளின்	 கூடு்லோக	 இருககுபமனில்,	 அவைணிக்கோவைவய	 இரண்டு	
அல்லது	அ்ற்கு	்மற்�ட்்	அணிக்கோவைகளின்	கூட்்ல்	�ல்னோக	எழு்	இயலும்.

  அ்ோைது,     
a m b c
a m b c
a m b c

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

+
+
+

 =   
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 +   
m b c
m b c
m b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 

சரி�ார்த்்தல்

 மு்ல்	நிரல்	ைழியோக	விரிவு�டுத்
  LHS = ( )( ) ( )( ) ( )( )a m b c b c a m b c b c a m b c b c1 1 2 3 3 2 2 2 1 3 3 1 3 3 1 2 2 1+ − − + − + + −  

   = a b c b c a b c b c a b c b c m b c b c m1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1 1 2 3 3 2 2( ) ( ) ( ) ( )− − − + − + − − (( )b c b c1 3 3 1−  

   + −m b c b c3 1 2 2 1( )

‘   =   
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 +   
m b c
m b c
m b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 = RHS

�ண்பு 8
 ஓர்	அணிக்கோவையில்	ஒரு	நிவரயில்	 (நிரலில்)	 உள்ள	ஒவபைோரு	உறுப்்�ோடும்	 மற்்	 பி்	
நிவரகளில்	(நிரல்களில்)	உள்ள	ஒத்	உறுப்புகவளக	குறிப்பிட்்	மோறிலிகளோல்	முவ்்ய	ப�ருககிக	
கூட்டுை்ோல்	அல்லது	கழிப்�்ோல்	அவைணிக	்கோவையின்	மதிப்பு	மோ்ோது.
சரி�ார்த்்தல்

    | A | = 

a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 என்க.

  மற்றும் | A1 | =   
a pa qa b pb qb c pc qc

a b c
a b c

1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 2 2

3 3 3

+ + + + + +

 

    = 

a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 +   
pa pb pc
a b c
a b c

2 2 2

2 2 2

3 3 3

 +   
qa qb qc
a b c
a b c

3 3 3

2 2 2

3 3 3

  (�ண்பு	7-ன்�டி)

   | A1 | = |A| + p   
a b c
a b c
a b c

2 2 2

2 2 2

3 3 3

 + q   
a b c
a b c
a b c

3 3 3

2 2 2

3 3 3

 

   | A1 | = | A | + p(0) + q(0) = | A |    (�ண்பு	4-ன்�டி)
    | A1 | = | A | 
 இப்�ண்பு	ஒரு	குறிப்பிட்்	நிவ்வய	அல்லது	நிரவலச்	சோர்ந்்து	அல்ல.

எடுத்துககாட்டு 7.18 

   a, b, c	மற்றும்	x என்�்ன	மிவக	பமய்பயண்கள்	எனில்,	

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

a a a a
b b b b
c c c c

x x x x

x x x x

x x x x

+ −
+ −
+ −

− −

− −

− −

2 2

2 2

2 2

1
1
1

 என்�து	

பூஜ்ஜியமோகும்	எ்ன	நிரூபிகக.
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தீர்வு 

 C C C1 1 2→ − 	-ஐ	�யன்�டுத்,			 

4 1

4 1

4 1

0

2

2

2

a a

b b

c c

x x

x x

x x

−( )
−( )
−( )

=

−

−

−

[ C C1 3, விகி்ச்	சமமோ்னவை]

எடுத்துககாட்டு 7.19

 A = 

a b c
b c a
c a b

















 மற்றும்	B =  

b c c a a b
c a a b b c
a b b c c a

+ + +
+ + +
+ + +

















  ஆகியைற்றின்	அணிக்கோவைகவள	

விரிவு�டுத்ோமல்,	| B | = 2| A |	எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு

    | B | = 

2 2 2

1 1 2 3

( ) ( ) ( )
( )

a b c a b c a b c
c a a b b c
a b b c c a

R R R R
+ + + + + +
+ + +
+ + +

→ + +  

     = 2

a b c a b c a b c
c a a b b c
a b b c c a

+ + + + + +
+ + +
+ + +

 

     = 2

a b c a b c a b c
b c a
c a b

+ + + + + +
− − −
− − −

 ( )R R R R R R2 2 1 3 3 1→ − → − and  

     = 2

a b c
b c a
c a b

R R R R− − −
− − −

→ + +( )1 1 2 3  

     = 2 1 2( )-
a b c
b c a
c a b

 

     = 2| A |.

எடுத்துககாட்டு 7.20

 மதிப்பு	கோண்க	

2014 2017 0
2020 2023 1
2023 2026 0

 .

தீர்வு

  

2014 2017 0
2020 2023 1
2023 2026 0

 = 

2014 2017 2014 0
2020 2023 2020 1
2023 2026 2023 0

-
-
-

 = 

2014 3 0
2020 3 1
2023 3 0

 = 3

2014 1 0
2020 1 1
2023 1 0

 

     = - 3(2014 - 2023) = - 3 (- 9) = 27.
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எடுத்துககாட்டு 7.21

  

x x x
x x

x

− −
− −

−
=

1 2
0 2 3
0 0 3

0  எனில்,	x-ன்	மதிப்பு	கோண்க.

தீர்வு

 மு்ன்வம	மூவலவிட்்ததிற்குக	கீழ	உள்ள	அவ்னதது	உறுப்புகளும்	பூஜ்ஜியம்	என்�்ோல்,	
அணிக்கோவையின்	மதிப்பு	(x - 1) (x - 2) (x - 3) = 0  Þ x = 1, 2, 3.

எடுத்துககாட்டு 7.22

 

1 1 1

2 2 2

x y z
x y z

 = (x - y) (y - z) (z - x)	எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு

 C C C C C C2 2 1 3 3 1→ − → −, 	எனில்

   LHS =  

1 0 0

2 2 2 2 2

x y x z x
x y x z x

- -
- -

 = ( )( )y x z x x
x y x z x

− −
+ +

1 0 0
1 1

2

 

    = ( )( )[( ) ( )]y x z x z x y x− − + − +  

    = ( )( )( )y x z x z y- - -  

    = ( )( )( )x y y z z x- - -  = RHS.

பயிற்சி 7.2

 (1) அணிக்கோவைவய	விரிவு�டுத்ோமல்,	   
s a b c
s b c a
s c a b

2 2 2

2 2 2

2 2 2

+
+
+

 = 0	எ்ன	நிறுவுக.

 (2)   
b c bc b c
c a ca c a
a b ab a b

+
+
+

2 2

2 2

2 2

 = 0	எ்ன	நிறுவுக.

 (3)     = 
a bc ac c

a ab b ac
ab b bc c

a b c

2 2

2 2

2 2

2 2 24
+

+
+

 எ்ன	நிறுவுக.

 (4) 

1 1 1
1 1 1
1 1 1

1 1 1 1
+

+
+

= + + +







a
b

c
abc

a b c
 எ்ன	நிறுவுக.
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 (5)    = 0
sec tan
tan sec

2 2

2 2

1
1

38 36 2

θ θ
θ θ − 	எ்ன	நிறுவுக.

 (6)   
x a y b z c
x y z
a b c

+ + +2 2 2
  = 0	எ்ன	நிறுவுக.

 (7) 3 ´ 3 ைரிவச	 உவ்ய	 எதிர்	 சமச்சீர்	 அணியின்	 ப�ோது	 ைடிைதவ்	 எழுதுக.	 அ்ன்	
அணிக்கோவையின்	மதிப்பு	0	எ்னக	கோட்டுக.

 (8)   
a b a b
b c b c

a b b c

α
α

α α

+
+

+ +
=

0
0 எனில்,	 a, b, c என்�்ன	G.P.-ல்	அவமயும்	அல்லது	 a என்�து	

ax2 + 2bx + c = 0-ன்	ஒரு	மூலமோகும்	எ்ன	நிறுவுக.

 (9) 

1
1
1

0

2

2

2

a a bc
b b ca
c c ab

−
−
−

=  எ்ன	நிறுவுக.

 (10) a, b, c என்�்ன	ஒரு	A.P.-ன்	p, q மற்றும்	r-ஆைது	உறுப்புகள்	எனில்,	   
a b c
p q r
1 1 1

-ன்	 

மதிப்பு	கோண்க.

 (11) 

a x ab ac
ab b x bc
ac bc c x

2 2

2 2

2 2

+
+

+
 என்்	அணிக்கோவை	x4ஆல்	ைகு�டும்	எ்ன	நிறுவுக.

 (12) a, b, c என்�வை	மிவக	மற்றும்	அவை	ஒரு	G.P.-ன்	p, q மற்றும்	rஆைது	உறுப்புகள்	எனில்,	 

  
log
log
log

a p
b q
c r

1
1
1

0= 	எ்ன	நிறுவுக.

 (13) x y z, , ¹1 	எனில்,		

1
1

1

log log
log log
log log

x x

y y

z z

y z
x z
x y

 -ன்	மதிப்பு	கோண்க.

 (14) A = 

1
2

0 1
2

α

















 எனில்,	 det( )Ak n
k

n

= −







=
∑ 1

3
1 1

41
	எ்ன	நிறுவுக.
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 (15) விரிவு�டுத்ோமல்	பின்ைரும்	அணிக்கோவைகளின்	மதிப்வ�க	கோண்க. :

  (i) 

2 3 4
5 6 8

6 9 12x x x
  (ii) 

x y y z z x
z x y
+ + +

1 1 1
 

 (16) A என்�து	ஒரு	சதுர	அணி	மற்றும்	| A | = 2	எனில்,	| AAT |-ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

 (17) A, B என்�்ன	 | A | = -1 மற்றும்	 | B | = 3	எனுமோறு	உள்ள	3 ைரிவச	சதுர	அணிகள்	எனில்,	 
| 3AB |-ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

 (18) l = - 2	எனில்,	

0 2 1
0 3 1

1 6 1 0

2 2

λ
λ λ

λ
+

− −
 -ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

 (19) 

1 4 20
1 2 5
1 2 5

0
2

− =
x x

 என்்	சமன்�ோட்டின்	மூலங்கவளக	கோண்க.

 (20) A B=
−

−

















= −
















4 3 2
1 0 7
2 3 5

1 3 3
2 4 0

9 7 5
 kw;Wk; என்்	அணிகளுககு	det(AB) = (det A) (det B) 

எ்ன	சரி�ோர்கக.

 (21) A =
















5 3 8
2 0 1
1 2 3

	 என்்	 அணியின்	 இரண்்ோம்	 நிவரயில்	 உள்ள	 உறுப்புகளின்	

இவணககோரணிகவளப்	�யன்�டுததி,	| A |-ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

7.3.3 அணிக்காவைகளுககுக காைணித் ்்தற்ைத்தின் �யன்�ாடு
          (Application of factor theorem to determinants)
்்தற்ைம் 7.3 (காைணித்்்தற்ைம்) (Factor Theorem)
	 ஓர்	அணி	A-ன்	ஒவபைோரு	உறுப்பும்	 x-ஆல்	அவமந்்	�ல்லுறுப்புக	்கோவையோக	இருந்து,	 x = a 
எ்னப்	பிரதியி்		| A | -ன்	மதிப்பு	பூஜ்ஜியமோகும்	எனில்,	(x - a) என்�து	| A | -ன்	ஒரு	கோரணியோகும்.
குறிப்பு 7.10
 (i) ஓர்	 அணிக்கோவையின்	 மதிப்வ�க	 கோரணிகளின்	 ப�ருககல்	 ைடிவில்	 ப�றுை்ற்கு	

இத்்ற்்ம்	மிகவும்	�யன்�டுகி்து.

 (ii) b = a எ்ன	 | A |-ல்	 பிரதியி்,	 அ்ன்	 ஏ்்னும்	 இரு	 நிவரகள்	 அல்லது	 நிரல்கள்	
சர்ைசமமோ்னோல்,	  | A | = 0	 	 ஆகும்.	 எ்ன்ை	 கோரணித	 ்்ற்்ததின்�டி	  ( )a b- என்�து	 
| A |-ன்	ஒரு	கோரணியோகும்.

 (iii) n (n ³ r) ைரிவசயுள்ள	அணிக்கோவையில்	 x = a எ்னப்	பிரதியி்,	 r 	நிவரகள்	 (நிரல்கள்)	
சர்ைசமமோ்னோல்,		(x - a)r - 1  என்�து	| A | -ன்	ஒரு	கோரணியோகும்.

 (iv) ஒரு	சதுர	அணியின்	(அல்லது	அ்ன்	அணிக்கோவை)	ஒவபைோரு	நிவரயும்	மு்ல்	நிவரயில்	
உள்ள	மோறிகவள	ைட்்ச்	சுழல்	முவ்யில்	மோற்றுை்ன்	மூலம்	ப�்ப்�ட்்ோல்,	அது	ைட்்ச்	
சமச்சீர்	ைடிைம்	எ்னப்�டும்.

 (v) ஒரு	 ைட்்ச்	 சமச்சீர்	 அணிக்கோவையில்	 m என்�து	 கோரணிகளின்	 (பிரதியிடுை்ோல்	
ப�்ப்�ட்்)	 ப�ருககலின்	 �டிககும்	 மு்ன்வம	 மூவலவிட்்	 உறுப்புகளின்	 ப�ருககலின் 
�டிககும்	உள்ள	விததியோசம்	என்க.
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  (1) இப்்�ோது	m = 0 எனில்	்மலும்	்்வையோ்ன	கோரணி	மோறிலி	k ஆகும்.
  (2) m = 1 எனில்	்மலும்	்்வையோ்ன	கோரணி	 k a b c( )+ + ஆகும்.
  (3) m = 2 எனில்	்மலும்	்்வையோ்ன	கோரணி	 k a b c l ab bc ca( ) ( )2 2 2+ + + + + ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.23

	 கோரணித	்்ற்்தவ்ப்	�யன்�டுததி	

x
x

x
x x

+
+

+
= − +

1 3 5
2 2 5
2 3 4

1 92( ) ( ) எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு

        | A | = 

x
x

x

+
+

+

1 3 5
2 2 5
2 3 4

 என்க.

 x = 1	எ்னப்பிரதியி், | A | =  

2 3 5
2 3 5
2 3 5

0=

 இங்கு	மூன்று	நிவரகளும்	சர்ைசமம்.	எ்ன்ை,		(x - 1)2 ஆ்னது	| A |-ன்	ஒரு	கோரணியோகும்.

 | A |-ல்	x = - 9 எ்னப்	பிரதியி்,	| A | = 
−

−
−

= −
−

=
8 3 5

2 7 5
2 3 5

0 3 5
0 7 5
0 3 5

0

	 எ்ன்ை,	(x + 9)ஆ்னது	| A |-ன்	கோரணியோகும்.	 [ ]C C C C1 1 2 3→ + +

 அ்ோைது	(x - 1)2 (x + 9) என்�து	| A |-ன்	கோரணியோகும்.	இ்ன்	�டி	 3	ஆகும்.	அணிக்கோவை	
x-ல்	அவமந்்	3-ம்	�டி	�ல்லுறுப்புக	்கோவையோகும்.

	 எ்ன்ை,	மீ்முள்ள	மற்ப்ோரு	கோரணி,	மோறிலி	‘k’	ஆகும்.

	 ஆக்ை,	

x
x

x
k x x

+
+

+
= − +

1 3 5
2 2 5
2 3 4

1 92( ) ( )  

 x3  உறுப்புகவள	இருபு்மும்	சமப்�டுத்,	k = 1 எ்னப்ப�றுகி்்ோம்.	

	 எ்ன்ை,	| A | = (x - 1)2 (x + 9).

எடுத்துககாட்டு 7.24

 

1
1
1

2 3

2 3

2 3

x x
y y
z z

x y y z z x xy yz zx= − − − + +( ) ( ) ( ) ( )    எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு

 | A | =  

1
1
1

2 3

2 3

2 3

x x
y y
z z

 என்க.

x = y 	எ்னப்பிரதியி்,	 | A | = 
1
1
1

0

2 3

2 3

2 3
1 2

y y
y y
z z

R R= =( )
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 எ்ன்ை,	(x - y) என்�து	 | A |--ன்	ஒரு	கோரணியோகும்.

	 பகோடுககப்�ட்்	 அணிக்கோவை	  x, y, z	 என்�ைற்றில்	 ைட்்	 சமச்சீரோ்னது.	 ஆக்ை,	  
(y - z) மற்றும்	(z - x) ஆகியவையும்	| A | -ன்	கோரணிகளோகும்.

	 இப்்�ோது	 ( ) ( ) ( )x y y z z x- - -  என்�து	| A |-ன்	கோரணியோகும்.	இ்ன்	�டி		3 ஆகும்.		

	 மு்ன்வம	மூவலவிட்்	உறுப்புகளின்	ப�ருககல்	 1 2 3´ ´y z . இ்ன்	�டி	5	ஆகும்.

	 எ்ன்ை	மீ்முள்ள	மற்ப்ோரு	கோரணி	 k x y z xy yz zx( ) ( )2 2 2+ + + + +  ஆகும்.

  

1
1
1

2 3

2 3

2 3

x x
y y
z z

 = [ ( ) ( )] ( )( )( )k x y z xy yz zx x y y z z x2 2 2+ + + + + × − − −  

 x = 0, y = 1 மற்றும்	z = 2	எ்னப்பிரதியி்,

   

1 0 0
1 1 1
1 4 8

 = k( ) ( ) ( )( )( )0 1 4 0 2 0 1 1 2 2 0+ + + + +[ ] − − −

  Þ (8 - 4) = [( )]( )( )( )5 2 1 1 2k + − −   

   4 = 10 4 5 2 2k k+ ⇒ + =    ... (1)
	 ்மலும்,	 x y z= = − =0 1 1, ,  	எ்னப்பிரதியி்,

   

1 0 0
1 1 1
1 1 1

-  = [ ( ) ( )]( )( )( )k 2 1 1 2 1+ − −  

  Þ [( )( )]2 2k - -  = 2

   2k -    = - 1 ... (2)

 (1), (2)-ஐ	தீர்கக,		 k = =0 1,   எ்னப்ப�றுகி்்ோம்.

	 எ்ன்ை,	

1
1
1

2 3

2 3

2 3

x x
y y
z z

x y y z z x xy yz zx= − − − + +( )( )( )( ) .

எடுத்துககாட்டு 7.25

 | A | = 

( )
( )

( )
( )

q r p p
q r p q
r r p q

pqr p q r
+

+
+

= + +

2 2 2

2 2 2

2 2 2

32  	எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு

 p = 0  எ்னப்பிரதியி்,		| A | = 
( )q r
q r q
r r q

+
=

2

2 2 2

2 2 2

0 0
0  

	 எ்ன்ை,	(p - 0) என்�து	ஒரு	கோரணியோகும்.	அ்ோைது	p ஒரு	கோரணியோகும்.
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 | A | என்�து	 p, q, r 	 என்�ைற்றில்	 ைட்்ச்	 சமச்சீரோகும்.	 எ்ன்ை,	 q, r	 ஆகியவையும்	 
| A |-ன்	கோரணிகளோகும்.

 p + q + r = 0  எனில்,	q + r = - p ; r + p = - q  ;  p + q = - r

  |A| = 

p p p
q q q
r r r

2 2 2

2 2 2

2 2 2

 = 0 	எ்னப்ப�றுகி்்ோம்.	

	 இங்கு	மூன்று	நிரல்களும்	சர்ைசமம்.	எ்ன்ை,	(p + q + r)2 என்�து	| A |-ன்	கோரணியோகும்.

	 இப்்�ோது	 pqr (p + q + r)2 	என்�து	|	A	|-ன்	கோரணியோகும்.	இ்ன்	�டி	5	ஆகும்.	| A |-ன்	�டி	 6 
ஆகும்.

	 எ்ன்ை,	மற்ப்ோரு	கோரணி	k (p + q + r) ஆகும்.

 

( )
( )

( )
( ) ( )

q r p p
q r p q
r r p q

k p q r p q r pqr
+

+
+

= + + + + ×

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2    

 p = 1,  q = 1,  c = 1 எ்னப்பிரதியி்,

 

4 1 1
1 4 1
1 1 4

1 1 1 1 1 13= + +k( ) ( ) ( ) ( )    

 4(16 - 1) - 1(4 - 1) + 1(1 - 4) = 27k

 60 - 3 - 3 = 27 k   Þ  k = 2.

 எ்ன்ை,	| A |= 2pqr (p + q + r)3.

எடுத்துககாட்டு 7.26

	 முக்கோணம்	ABC-ல் 
1 1 1

1 1 1
1 1 1
+ + +
+ + +

=sin sin sin
sin ( sin ) sin ( sin ) sin ( sin )

A B C
A A B B C C

00 எனில்,	DABC 

ஆ்னது	ஒரு	இரு	சம�கக	முக்கோணம்	எ்ன	நிறுவுக.
தீர்வு
 sin sinB A= எ்னப்	பிரதியி்,

     

1 1 1
1 1 1

1 1 1
+ + +

+ + +
sin sin sin

sin ( sin ) sin ( sin ) sin ( sin )
A A C

A A A A C C
 = 0

	 அ்ோைது,	 sin sinB A= எனில்,	சமன்�ோடு	நிவ்வு	பசய்யப்�டுகி்து.

	 இ்்்�ோல்	 sin sinB C= மற்றும்	 sin sinC A= எனும்்�ோதும்	 சமன்�ோடு	 நிவ்வு	
பசய்யப்�டுகி்து.

	 ஆக்ை,	A = B அல்லது	B = C அல்லது	C = A	எ்னப்ப�றுகி்்ோம்.

	 ்மற்கண்்	 எல்லோ	 நிவலகளிலும்	 ஏ்்னும்	 இரண்டு	 ்கோணங்கள்	 சமமோக	 உள்ள்ன.	
எ்ன்ை	DABC ஒரு	இரு	சம�கக	முக்கோணமோகும்.
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பயிற்சி 7.3
	 பின்ைருை்னைற்றிற்கு	கோரணித	்்ற்்தவ்	�யன்�டுததுக	:

 (1) 

x a a
a x a
a a x

x a x a= − +( ) ( )2 2  எ்ன	நிறுவுக.

 (2) 

b c a c a b
b c c a b a
c b c a a b

abc
+ − −
− + −
− − +

= 8 எ்ன	நிறுவுக.

 (3) தீர்கக	:	

x a b c
a x b c
a b x c

+
+

+
 = 0.

 (4) 

b c a a
c a b b
a b c c

a b c a b b c c a
+
+
+

= + + − − −

2

2

2

( ) ( ) ( ) ( )   எ்ன	நிறுவுக.

 (5) தீர்கக	:	

4 4 4
4 4 4
4 4 4

0
− + +
+ − +
+ + −

=
x x x
x x x
x x x

.

 (6) 

1 1 1

2 2 2

x y z
x y z

x y y z z x= − − −( )( )( ) 	எ்ன	நிறுவுக.

7.3.4 அணிக்காவைகளின் ப�ருககல் (Product of determinants)
	 இரு	அணிகளின்	ப�ருககவலக	கோண	'நிவர-நிரல்'	ப�ருககல்	விதி	மட்டு்ம	பின்�ற்்ப்�டுகி்து.	
ஒரு	 அணிக்கோவையின்	 நிவரகவள	 நிரல்களோகவும்,	 நிரல்கவள	 நிவரகளோகவும்	 இ்மோற்்ம்	
பசய்ை்ோல்	அ்ன்	மதிப்பு	மோ்ோது	(�ண்பு	1)	எ்னப்	�ோர்த்்ோம்.	எ்ன்ை,	இரு	அணிக்கோவைகளின்	
ப�ருககலில்	பின்ைரும்	ப�ருககல்	முவ்களும்	�யன்�டுத்ப்�டுகின்்்ன.

 (i) நிவர-நிரல்	ப�ருககல்	விதி

 (ii) நிவர-நிவர	ப�ருககல்	விதி

 (iii) நிரல்-நிரல்	ப�ருககல்	விதி

 (iv) நிரல்-நிவர	ப�ருககல்	விதி
குறிப்பு 7.11
 (i) A, B என்�்ன	n ைரிவச	உவ்ய	இரு	சதுர	அணிகள்	எனில்,	| AB | = | A |  | B | ஆகும்.

 (ii) அணிகளில்	 ப�ோதுைோக	 AB ¹ BA எ்ன	இருப்பினும்	 | AB | = | BA | என்�து	எப்்�ோதும்	
உண்வமயோகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.27 

 A B=
−







 =

−










cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

  ,  எனில்,	| AB | = | A |  | B | எ்னச்	சரி�ோர்கக.
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தீர்வு 

	 AB	=	
cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

−







 −








  

  = 
cos sin cos sin sin cos

sin cos cos sin cos sin

2 2

2 2

θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ

+ −
− +









  

  = 
1 0
0 1








   Þ |AB| = 1 ... (1)

 | A | = cos sin2 2 1θ θ+ =  

 | B | = cos sin2 2 1θ θ+ =  

 | A |  | B | = 1 ... (2)

 (1) மற்றும் (2)-லிருந்து,  | AB | = | A |  | B |.

எடுத்துககாட்டு 7.28

  

0
0

0

2 2 2

2 2

2 2

c b
c a
b a

b c ab ac
ab c a bc
ac bc a b

=
+

+
+

 எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு

   LHS = 

0
0

0

2c b
c a
b a

 = 

0
0

0

0
0

0

c b
c a
b a

c b
c a
b a

  ´  

    =  
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

2 2

2 2

2 2

+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +

c b ab ac
ab c a bc

ac bc b a

    = 

c b ab ac
ab c a bc
ac bc b a

2 2

2 2

2 2

+
+

+
 = 

b c ab ac
ab c a bc
ac bc b a

2 2

2 2

2 2

+
+

+
 = RHS.

எடுத்துககாட்டு 7.29

 

2
2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2bc a c b
c ca b a
b a ab c

a b c
b c a
c a b

−
−

−
=  எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு 

   RHS = 

a b c
b c a
c a b

2

 = 

a b c
b c a
c a b

a b c
b c a
c a b

´  
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    = 

a b c
b c a
c a b

a b c
c a b
b c a

× −( )1  
,uz;lhtJ 

mzpf;nfhitapy; R R2 3↔










    = 

a b c
b c a
c a b

a b c
c a b
b c a

×
− − −

	 நிவர-நிரல்	ப�ருககல்	முவ்ப்�டி

    = 

− + + − + + − + +
− + + − + + − + +
− +

a bc cb ab ab c ac b ac
ab c ab b ac ac bc bc a
ac

2 2 2

2 2 2

aac b bc a bc c ab ab+ − + + − + +2 2 2

 

    = 

2
2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

bc a c b
c ca b a
b a ab c

-
-

-
= RHS.

எடுத்துககாட்டு 7.30

 

1
1

1

1 2
1 2
2 1

2 2 2 2

2 2

2 2

x x
x x
x x

x x x
x x x
x x x

=
− − −
− − −
− − −

 எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு

   LHS =  

1
1

1

2x x
x x
x x

 = 

1
1

1

1
1

1

x x
x x
x x

x x
x x
x x

  ´

    = 
1

1
1

1 1
1

1
1

x x
x x
x x

x x
x x
x x

   × − − − − −
− − −

( ) ( )  

    = 

1
1

1

1
1

1

x x
x x
x x

x x
x x
x x

  × − − −
− − −

 

    = 

1
1

1

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

- - - - - -
- - - - - -
- - - - - -

x x x x x x x x
x x x x x x x x
x x x x x x x x

 

    = 

1 2
1 2
2 1

2 2 2

2 2

2 2

- - -
- - -
- - -

x x x
x x x
x x x

 

    = R.H.S.
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7.3.5 அணிக்காவைககும் அ்தன் இவணககாைணி அணிக்காவைககும் உள்ள ப்தா்டர்பு
          (Relation between a determinant and its cofactor determinant)

 | |A
a b c
a b c
a b c

=
1 1 1

2 2 2

3 3 3

  என்க.	

 a1, b1, c1 ... என்�ைற்றின்	ஒத்	இவணககோரணிகள்	முவ்்ய		A1, B1, C1 .... என்க.		
	 எ்ன்ை,	இவணககோரணிகளின்	அணிக்கோவை	 A B C

A B C
A B C

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 ஆகும்.

 
| |A a A b B c C= + +1 1 1 1 1 1  

 இ்்்�ோன்று,	 | | | |A a A b B c C A a A b B c C= + + = + +2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 kw;Wk; 

 அ்ோைது,	 ஓர்	 அணிக்கோவையில்	 ஏ்்னும்	 ஒரு	 நிவரயின்	 (அல்லது	 நிரலின்)	 உறுப்புகள்	
மற்றும்	அைற்றின்	ஒத்	இவணககோரணிகள்	ஆகியைற்றின்	ப�ருககற்�லனின்	கூடு்லோ்னது	அந்்	
அணிக்கோவையின்	மதிப்பிற்குச்	சமமோைவ்க	கைனிககவும்.

	 ்மலும்,	 a A b B c C1 2 1 2 1 2+ +  = − + −a
b c
b c

b
a c
a c

c
a b
a b1

1 1

3 3
1

1 1

3 3
1

1 1

3 3

 

   = − − + − − −a b c b c b a c a c c a b a b1 1 3 3 1 1 1 3 3 1 1 1 3 3 1( ) ( ) ( )  

   = a b c a b c a b c a b c a b c a b c1 1 3 1 3 1 1 1 3 3 1 1 1 3 1 3 1 1 0+ + − − + =  

 இ்்்�ோன்று	நோம்	ப�றுைது
  a A b B c C1 3 1 3 1 3+ +  = 0  ;  a A b B c C2 1 2 1 2 1 0+ + = ;  

  a A b B c C2 3 2 3 2 3+ +   = 0  ;  
குறிப்பு 7.12
	 ஓர்	 அணிக்கோவையில்	 ஏ்்னும்	 ஒரு	 நிவரயின்	 (அல்லது	 நிரலின்)	 உறுப்புகள்	 மற்றும்	
்ை்்்்னும்	 நிவர	 (அல்லது	 நிரல்)	 உறுப்புகளின்	 ஒத்	 இவணககோரணிகள்	 ஆகியைற்றின்	
ப�ருககற்�லனின்	கூடு்லோ்னது	பூஜ்ஜியமோகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.31 

 | A | = 

a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 என்க.	 a b ci i i, , ,  i = 1, 2, 3	என்�ைற்றின்	இவணககோரணிகள்	 A B Ci i i, ,  

எனில்,	

A B C
A B C
A B C

A
1 1 1

2 2 2

3 3 3

2=| |  எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு 
    

a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 

A B C
A B C
A B C

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 

   = 
a A b B c C a A b B c C a A b B c C
a A b B c C a A

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 3 1 3 1

2 1 2 1 2 1 2 2

+ + + + +
+ + ++ + + +
+ + + + +

b B c C a A b B c C
a A b B c C a A b B c C a A

2 2 2 2 2 3 2 3 2 3

3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3 2 3 3 bb B c C3 3 3 3+
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   = 

| |
| |

| |

A
A

A

0 0
0 0
0 0

= | |A 3

   | A | ´ 

A B C
A B C
A B C

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 = | |A 3 .

  ⇒
A B C
A B C
A B C

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 = | |A 2  

7.3.6 முக்கோணத்தின் பரப்பு (Area of a triangle)

 ( , ), ( , )x y x y1 1 2 2  மற்றும் ( , )x y3 3  என்ற உச்சிப்புள்ளிகளைக் ககொண்ட முக்்கொணத்தின 

பரப்பொனது 
1
2 1 2 2 1 2 3 3 2 3 1 1 3( )x y x y x y x y x y x y− + − + − -ன எணணைவொகும் என நொமறி்வொம். 

இக்்கொளவளை அணிக்்கொளவ வடிவத்தில்  
1
2

1
1
1

1 1

2 2

3 3

x y
x y
x y

 என எழுதலொம்.

எடுத்துககோட்டு 7.32
 (- 3, 0), (3, 0), (0, k) என்ற உச்சிப்புள்ளிகளைக் ககொண்ட முக்்கொணத்தின பரப்பு 9 சதுர 
அலகுகள் எனில், k -ன மதிப்ளபக் கொணக.

தீர்வு

 முக்்கொணத்தின பரப்பு  = 
1
2

1
1
1

1 1

2 2

3 3

x y
x y
x y

-ன எணணைவு ஆகும். என்வ,

 9 = 
1
2

3 0 1
3 0 1
0 1

1
2

3 3
−

= − − −
k

k( )( )  

 ஆளகைொல்    9 = 3| k | , k = ± 3.

குறிப்பு 7.13
 மூனறு புள்ளிகைொல் உருவொக்கப்படும் முக்்கொணத்தின பரப்பு பூஜ்ஜிைம் எனில், 
அம்மூனறு புள்ளிகளும் ஒ்ர ்கொட்டில் அளமயும். இதன மறுதளலயும் உணளமைொகும். ்மலும், 
அணிக்்கொளவயின மதிப்பு குள்ற எணணொக இருக்கலொம். ஆனொல், பரப்பு எனபது எப்்பொதும் ஒரு 
குள்றைற்்ற எணணொகும் எனபளதக் கவனத்தில் ககொள்ைவும்.

எடுத்துககோட்டு 7.33
 (- 2, - 3), (3, 2), (- 1, - 8) என்ற உச்சிப்புள்ளிகளைக் ககொண்ட முக்்கொணத்தின பரப்ளபக் கொணக.
தீர்வு

 முக்்கொணத்தின பரப்பு = 
1
2

1
1
1

1 1

2 2

3 3

x y
x y
x y
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1
2

2 3 1
3 2 1
1 8 1

- -

- -
 = 

1
2

20 12 22 15 15( ) | |− + − = − =

 எ்ன்ை	்்வையோ்ன	�ரப்பு	15 சதுர	அலகுகள்.

எடுத்துககாட்டு 7.34
 (a, b + c), (b, c + a), (c, a + b) என்�்ன	ஒரு	்கோ்வமப்	புள்ளிகள்	எ்ன	நிறுவுக.
தீர்வு
	 பகோடுககப்�ட்்	புள்ளிகள்	ஒரு	்கோ்வமப்	புள்ளிகள்	எ்ன	நிரூபிகக

  | A | = 

a b c
b c a
c a b

+
+
+

=
1
1
1

0  எ்ன	நிறுவி்னோல்	்�ோதுமோ்னது.

 C C C1 1 2→ + 	எ்ன	எடுகக,

 | | ( ) (A
a b c b c
a b c c a
a b c a b

a b c
b c
c a
a b

a=
1

1

1

1 1

1 1

1 1

bb c) 0 0 

 எ்ன்ை,	பகோடுககப்�ட்்	புள்ளிகள்	ஒ்ர	்கோட்டில்	அவமயும்.

7.3.7 பூஜ்ஜியக ்காவை மற்றும் பூஜ்ஜியமற்ை ்காவை அணிகள்
          (Singular and non-singular matrices)

ைவையவை 7.21
 ஒரு	சதுர	அணி	A-ன்	அணிக்கோவை	| A | = 0	எனில்,	அது	பூஜ்ஜியக்கோவை	அணி	எ்னப்�டும்.

	 ஒரு	சதுர	அணி	  A-ன்	அணிக்கோவை	  | A | ¹ 0	எனில்,	அது	பூஜ்ஜியமற்்	்கோவை	அணி	
எ்னப்�டும்.

	 எடுததுககோட்்ோக,	 A = −
−

















3 8 1
4 1 1
4 1 1

 என்க.

 | | ( ) ( ) ( )A = − − − + + − + =3 1 1 8 4 4 1 4 4 0 . 

 எ்ன்ை	A	என்�து	ஒரு	பூஜ்ஜியக	்கோவை	அணியோகும்.

 B = −
−

















2 6 1
3 0 5

5 4 7
  என்க.	 | B | = 2(0 - 20) - (- 3) (- 42 - 4) + 5(30 - 0) = - 28 ¹ 0.

 எ்ன்ை,	B என்�து	ஒரு	பூஜ்ஜியமற்்	்கோவை	அணியோகும்.

குறிப்பு 7.14

 A, B என்�்ன	ஒ்ர	ைரிவச	உள்ள	பூஜ்ஜியமற்்	அணிகள்	எனில்,	| AB | = |A |  | B | = | BA |	என்�்ோல்	
AB மற்றும்	BA என்�்னவும்	பூஜ்ஜியமற்்	அணிகளோகும்.
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பயிற்சி 7.4
 (1) (0, 0), (1, 2), (4, 3)	என்்	உச்சிப்புள்ளிகவளக	பகோண்்	முக்கோணததின்	�ரப்வ�க	கோண்க.

 (2) (k, 2), (2, 4) மற்றும்	(3, 2) என்்	உச்சிப்புள்ளிகவளக	பகோண்்	முக்கோணததின்	�ரப்பு	4  
சதுர	அலகுகள்	எனில்,	k-ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

 (3) கீழககோண்�ைற்றில்	 எவை	 பூஜ்ஜிய	 மற்றும்	 பூஜ்ஜியமற்்	 ்கோவை	 அணிகள்	 எ்னக	 
கோண்க.

  (i) 

1 2 3
4 5 6
7 8 9

















 (ii) 

2 3 5
6 0 4
1 5 7

−

−

















 (iii) 

0
0 5
5 0

a b k
b a
k

−
−
− −

















  

 (4) பின்ைருை்ன	பூஜ்ஜியக	் கோவை	அணிகள்	எனில்,	a மற்றும்	b 	ஆகியைற்றின்	மதிப்புகவளக	
கோண்க.

  (i) A
a

=
−










7 3
2

  (ii) B
b

=
−

−

















1 2 3
3 1 2
1 2 4

 (5) cos 2 0θ = எனில்,	 

0
0

0

2cos sin
cos sin
sin cos

θ θ
θ θ
θ θ

-ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

 (6) 
log log
log log

log log
log log

3 4

3 4

2 8

3 3

64 3
8 9

3 3
4 4

´  என்்	ப�ருககலின்	மதிப்வ�க	கோண்க.

பயிற்சி 7.5
 சரியோ்ன	அல்லது	மிகவும்	ஏற்புவ்ய	விவ்யிவ்னக	பகோடுககப்�ட்்
	நோன்கு	மோற்று	விவ்களிலிருந்து	்்ர்ந்ப்டுககவும்.

 (1) a i jij = −
1
2

3 2( ) 	மற்றும்	 A aij= ×[ ]2 2எனில்,	A	என்�து

  (1) 

1
2

2

1
2

1−



















  (2) 
1
2

1
2

2 1

−













  (3) 
2 2
1
2

1
2

−















  (4) 
−













1
2

1
2

1 2
 

 (2) 2
1 2
3 4

3 8
7 2

X +








 =









  எனில்,	X	என்்	அணியோ்னது

  (1) 
1 3
2 1−








   (2) 

1 3
2 1

−
−









   (3) 

2 6
4 2−








   (4) 

2 6
4 2

−
−









  

 (3) 

1 0 0
0 0 0
0 0 5

















 என்்	அணிககு	பின்ைருை்னைற்றில்	எது	உண்வமயல்ல?

  (1) ஒரு	திவசயிலி	அணி (2) ஒரு	மூவலவிட்்	அணி

  (3) ஒரு	்மல்	முக்கோண	ைடிை	அணி (4) ஒரு	கீழ	முக்கோண	ைடிை	அணி

01_7 Matrices and Determinants.indd   43 25-03-2019   13:21:09



44XI - கணிதவியல்

 (4) A, B என்�்ன	A + B மற்றும்	AB என்�ைற்வ்	ைவரயறுககும்	இரு	அணிகள்	எனில்,

  (1) A, B என்�்ன	ஒ்ர	ைரிவச	பகோண்்வையோக	இருகக	்ைண்டிய	அைசியமில்வல.

  (2) A, B என்�்ன	சமைரிவசயுள்ள	சதுர	அணிகள்

  (3) A-நிரல்களின்	எண்ணிகவகயும்,	 B-ன்	நிவரகளின்	எண்ணிகவகயும்	சமம்.

  (4) A = B

 (5) A = 
λ

λ
1

1− −








 	எனில்,	l -ன்	எம்மதிப்புகளுககு	 A O2 = ?

  (1) 0 (2) ±1 (3) - 1 (4) 1

 (6)  A B
a
b

A B A B=
−
−









 =

−








 + = +

1 1
2 1

1
1

2 2 2, ( ) kw;Wk; 	எனில்,	a, b-ன்	மதிப்புகள்

  (1) a b= =4 1,   (2) a b= =1 4,   (3) a b= =0 4,   (4) a b= =2 4,  

 (7) A
a b

= −
















1 2 2
2 1 2

2
 என்�து	 AA IT = 9 என்்	 சமன்�ோட்வ்	நிவ்வு	பசய்யும்	அணியோகும்,	

இங்கு	I என்�து	3 ´ 3 ைரிவசயுள்ள	சமனி	அணி	எனில்,	(a, b) என்்	ைரிவச	்ேோடி

  (1) (2, - 1) (2) (- 2, 1) (3) (2, 1) (4) (- 2, - 1)

 (8) A 	என்�து	ஒரு	சதுர	அணி	எனில்,	பின்ைருை்னைற்றுள்	எது	சமச்சீரல்ல?

  (1) A AT+   (2) AAT   (3) A AT   (4) A AT-  

 (9) A, B என்�்ன	n	ைரிவசயுள்ள	சமச்சீர்	அணிகள்,	இங்கு		A ≠ B	எனில்,	

  (1) A + B ஆ்னது	ஓர்	எதிர்	சமச்சீர்	அணி (2) A + B என்�து	ஒரு	சமச்சீர்	அணி

  (3) A + B என்�து	ஒரு	மூவலவிட்்	அணி (4) A + B என்�து	ஒரு	பூஜ்ஜிய	அணி

 (10) A
a x
y a

=








  மற்றும்	 xy =1 எனில்,	det ( )A AT -ன்	மதிப்பு

  (1) ( )a -1 2   (2) ( )a2 21+   (3) a2 1-   (4) ( )a2 21-  

 (11) A
e e
e e

x x

x x=










− +

+ +

2 7

2 2 3  என்�து	ஒரு	பூஜ்ஜியக	்கோவை	அணி	எனில்,	x-ன்	மதிப்பு

  (1) 9 (2) 8 (3) 7 (4) 6

 (12) ( , ), ( , ), ( , )x -2 5 2 8 8  என்�்ன	ஒரு	்கோ்வமப்	புள்ளிகள்	எனில்,	x-ன்	மதிப்பு

  (1) - 3 (2) 
1
3

  (3) 1 (4) 3

 (13) 

2
2
2

2
0

1 1

2 2

3 3

a x y
b x y
c x y

abc
= ≠  எனில்,	

x
a
y
a

x
b
y
b

x
c
y1 1 2 2 3 3

3
, , , , ,






















  என்்	

உச்சிப்புள்ளிகவளக	பகோண்்	முக்கோணததின்	�ரப்பு

  (1) 
1
4

  (2) 
1
4
abc   (3) 

1
8

  (4) 
1
8
abc  
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 (14) 
α β
γ α−








  என்்	ஒரு	சதுர	அணியின்	ைர்ககம்	ைரிவச	2	உவ்ய	ஒரு	அலகு	அணி	எனில்,	

α β, மற்றும்	γ என்�வை	நிவ்வு	பசய்யும்	ப்ோ்ர்பு

  (1) 1 02+ + =α βγ    (2) 1 02− − =α βγ   

  (3) 1 02− + =α βγ    (4) 1 02+ − =α βγ  

 (15) ∆ =
a b c
x y z
p q r

ka kb kc
kx ky kz
kp kq kr

, vdpy; என்�து

  (1) D (2) kD (3) 3kD (4) k 3D

 (16) 

3 6 3
6 3 3

3 3 6
0

− −
− −

− −
=

x
x

x
  என்்	சமன்�ோட்டின்	ஒரு	தீர்வு

  (1) 6 (2) 3 (3) 0 (4) - 6

 (17) A
a b

a c
b c

=
−

−
−

















0
0

0
 என்்	அணிக்கோவையின்	மதிப்பு

  (1) - 2abc (2) abc (3) 0 (4) a b c2 2 2+ +  

 (18) x x x1 2 3, ,  மற்றும்	 y y y1 2 3, ,  ஆகியவை	ஒ்ர	ப�ோது	விகி்ம்	பகோண்்	ப�ருககுத	ப்ோ்ர்	

முவ்யில்	இருந்்ோல்,	 ( , ), ( , ), ( , )x y x y y1 1 2 2 3 3x  என்்	புள்ளிகள்

  (1) சம�கக	முக்கோணததின்	உச்சிப்புள்ளிகள்

  (2) பசங்்கோண	முக்கோணததின்	உச்சிப்புள்ளிகள்

  (3) இரு	சம�கக	பசங்்கோண	முக்கோணததின்	உச்சிப்புள்ளிகள்

  (4) ஒ்ர	்கோட்டிலவமயும்

 (19) .   என்�து	 மீப்ப�ரு	 முழு	 எண்	 சோர்பு	 என்க.	 ்மலும்	 − ≤ < ≤ < ≤ <1 0 0 1 1 2x y z, ,

எனில்,	 
x y z
x y z
x y z

  +    
    +  
      +

1
1

1
  என்்	அணிக்கோவையின்	மதிப்பு

  (1) z   (2) y   (3) x   (4) x  +1

 (20) a b b c¹ , , ஆகியவை	
a b c

b c
a b

2 2
3
4

0= 	என்�வ்	நிவ்வு	பசய்்ோல்,	abc என்�து	

  (1) a b c+ +   (2) 0 (3) b3   (4) ab bc+  
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 (21) A =
−

−

1 2 4
3 1 0
2 4 2

மற்றும்	,B =
−

−

2 4 2
6 2 0
2 4 8

	எனில்

  (1) B A= 4   (2) B A= −4   (3) B A= −   (4) B A= 6  

 (22) A என்�து	n-ஆம்	ைரிவச	உவ்ய	எதிர்	சமச்சீர்	அணி	மற்றும்	  C என்�து	n ´ 1	ைரிவச	
உவ்ய	நிரல்	அணி	எனில்,	 C ACT என்�து

  (1) n-ஆம்	ைரிவசயுவ்ய	சமனி	அணி (2) ைரிவச	1	உவ்ய	சமனி	அணி

  (3) ைரிவச	1	உவ்ய	பூஜ்ஜிய	அணி   (4) ைரிவச	2	உவ்ய	சமனி	அணி

 (23) 
1 3
0 1

1 1
0 1









 =

−








A   என்்	சமன்�ோட்வ்	நிவ்வு	பசய்யும்	A என்்	அணி

  (1) 
1 4
1 0−









   (2) 

1 4
1 0

−







   (3) 

1 4
0 1−








   (4) 

1 4
1 1

−







  

 (24) A I+ =
−









3 2
4 1

	எனில்	 ( )( )A I A I+ − -ன்	மதிப்பு

  (1) 
− −

−










5 4
8 9

  (2) 
−
−










5 4
8 9

  (3) 
5 4
8 9








   (4) 

− −
− −










5 4
8 9

 

 (25) A, B என்�்ன	சம	ைரிவசயுள்ள	இரு	சமச்சீர்	அணிகள்	எனில்,	 கீழககண்்ைற்றுள்	எது	
உண்வமயல்ல?

  (1) A + B என்�து	ஒரு	சமச்சீர்	அணி (2) AB என்�து	ஒரு	சமச்சீர்	அணி

  (3) AB BA T= ( )    (4) A B ABT T=   

�ா்டத் ப்தாகுபபு

	 இப்�ோ்ப்�குதியில்	நோம்	கற்றுத	ப்ளிந்்வை

 · பமய்பயண்கள்	 அல்லது	


-ன்	 மீ்ோ்ன	 பமய்மதிப்புச்	 சோர்பு	 அல்லது	
கலப்ப�ண்கவள	பசவைக	ைடிவில்	ைரிவசப்�டுதது்ல்	அணியோகும்.

 · ஓர்	அணி	m நிவரகள்	மற்றும்	 n நிரல்கள்	 ப�ற்றிருந்்ோல்,	அ்ன்	ைரிவச	m´n 
ஆகும்.

 · A aij m n= ×[ ]  என்்	அணியில்

  m = n	எனில்,	அவைணி	சதுர	அணியோகும்.

  m = 1	எனில்,	அவைணி	நிவர	அணியோகும்.

  n = 1	எனில்,	அவைணி	நிரல்	அணியோகும்.

  aij= 0∀ i, j	எனில்	அவைணி	பூஜ்ஜிய	அணியோகும்.

  m = n 	மற்றும்	aij = 0 ∀  i ¹ j எனில்	அவைணி	மூவலவிட்்	அணியோகும்.

  m = n, aij = 0 ∀  i ¹ j மற்றும்	aii = l,  ∀  i அவைணி	திவசயிலி	அணியோகும்.
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அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்47

  m = n, aij = 0 ∀  i ¹ j மற்றும்	aii = 1,  ∀  i	எனில்	அவைணி	அலகு	அணி	அல்லது	
சமனி	அணியோகும்.

  m = n மற்றும்	aij = 0 ∀  i > j	எனில்	்மல்	முக்கோண	ைடிை	அணியோகும்.

  m = n மற்றும்	aij = 0 ∀  i < j	எனில்	கீழமுக்கோண	ைடிை	அணியோகும்.

 · A a B bij m n ij m n= =× ×[ ] [ ] kw;Wk;  என்்	அணிகளுககு	 a bij ij= , ∀  i மற்றும்	 j	எனில்	

அவை	சம	அணிகள்	எ்னப்�டும்.

 · A a B bij m n ij m n= =× ×[ ] [ ]kw;Wk; 	எனில் A B cij m n+ = ×[ ] ,  இங்கு c a bij ij ij= + . 

 · A aij m n= ×[ ]  மற்றும்	l ஒரு	திவசயிலி	எனில்	λ λA aij m n= ×[ ]  .

 · - A = (- 1)A

 · A + B = B + A

 · A - B = A + (- 1)B

 · (A + B) + C = A + (B + C),  இங்கு	A, B, C என்�்ன	ஒ்ர	ைரிவச	உவ்யவை.	

  (i) A(BC) = (AB)C    (ii) A(B+C) = AB+AC  (iii) (A+B)C = AC+BC 

 · ஓர்	 அணி	 A-யின்	 நிவர	 மற்றும்	 நிரல்கவள	 இ்மோற்்ம்	 பசய்ை்ன்	 மூலம்	
ப�்ப்�டும்	அணி	A-ன்	நிவர	நிரல்	மோற்று	அணி	 AT எ்னப்�டும்.

  (i) ( ) , ( ) , ( ) , ( )A A kA kA A B A B AB B AT T T T T T T T T T= = + = + =(ii) (iii) (iv)  

 · A என்்	ஒரு	சதுர	அணி

  (i)  AT = A   எனில்,	அது	சமச்சீர்	அணி	எ்னப்�டும்

   (ii) AT = - A	எனில்,	அது	எதிர்	சமச்சீர்	அணி	எ்னப்�டும்.

 · ஒரு	 சதுர	 அணிவய	 சமச்சீர்	 மற்றும்	 எதிர்	 சமச்சீர்	 அணிகளின்	 கூடு்லோக	
எழு்லோம்.

 · ஓர்	எதிர்	சமச்சீர்	அணியின்	மூவலவிட்்	உறுப்புகள்	பூஜ்ஜியமோகும்.

 · A என்�து	பமய்பயண்	உறுப்புகவளக	பகோண்்	ஒரு	 சதுர	அணி	எனில்	A + AT 
என்�து	சமச்சீர்	அணியோகும்	மற்றும்	A - AT 	என்�து	எதிர்	சமச்சீர்	அணியோகும்.	

்மலும் A A A A AT T= + + −
1
2

1
2

( ) ( ) .

 · சதுர	அணிகளுககு	மட்டு்ம	அணிக்கோவைகவள	ைவரயறுகக	முடியும்.

 · | | | |A AT =  .

 · A, B என்�்ன	சம	ைரிவச	உவ்ய	இரு	சதுர	அணிகள்	எனில்,	 | | | | | |AB A B=  

 · ஒரு	சதுர	அணி	 A aij m n= ×[ ]  எனில்	 | | | |kA k An= இங்கு	k என்�து	ஒரு	திவசயிலி.

 · ஒரு	 சதுர	 அணி	 A-ன்	 அணிக்கோவையின்	 மதிப்�ோ்னது	 அ்ன்	 ஒரு	 நிவரயின்	
(அல்லது	 நிரலின்)	 உறுப்புகள்	 மற்றும்	 அைற்றின்	 ஒத்	 இவணககோரணிகள்	
ஆகியைற்றின்	 ப�ருககலின்	 கூடு்லுககுச்	 சமம்.	 எடுததுககோட்்ோக,	
| |A a A a A a A= + +11 11 12 12 13 13 .
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 · ஒரு	சதுர	அணி	A-ன்	அணி	அணிக்கோவையின்	ஏ்்னும்	ஒரு	நிவர	அல்லது	
நிரலின்	உறுப்புகள்	மற்றும்	மற்ப்ோரு	நிவர	அல்லது	நிரலின்	உறுப்புகளின்	ஒத்	
இவணககோரணிகள்	 ஆகியைற்றின்	 ப�ருககற்	 �லனின்	 கூடு்லோ்னது	
பூஜ்ஜியமோகும்.	எடுததுககோட்்ோக, a A a A a A11 13 12 23 13 33 0+ + = .

 · ஓர்	 அணிக்கோவையின்	 அவ்னதது	 நிவரகவளயும்	 நிரல்களோக	 இ்மோற்்ம்	
பசய்்ோல்,	அணிக்கோவையின்	மதிப்பு	மோ்ோது.

 · ஓர்	 அணிக்கோவையின்	 இரு	 நிவரகள்	 அல்லது	 நிரல்கள்	 இ்மோற்்ம்	
பசய்யப்�ட்்ோல்,	அணிக்கோவையின்	குறி	மோறும்.

 · ஓர்	 அணிக்கோவையின்	 ஒரு	 நிவர	 அல்லது	 நிரலில்	 உள்ள	 அவ்னதது	
உறுப்புகளும்	பூஜ்ஜியம்	எனில்,	அ்ன்	மதிப்பு	பூஜ்ஜியமோகும்.

 · ஓர்	அணிக்கோவையின்	இரு	நிவரகள்	அல்லது	நிரல்கள்	சர்ைசமம்	எனில்,	அ்ன்	
மதிப்பு	பூஜ்ஜியமோகும்.

 · ஓர்	அணிக்கோவையில்	ஏ்்னும்	ஒரு	நிவர	அல்லது	நிரலில்	உள்ள	ஒவபைோரு	
உறுப்பும்		ஒரு	திவசயிலி	kஆல்	ப�ருககப்�ட்டிருப்பின்	அந்்	அணிக்கோவையின்	
மதிப்பு	 kஆல்	ப�ருககப்�ட்்்ோக	அவமயும்.

 · ஓர்	அணிக்கோவையில்	உள்ள	ஒரு	நிவர	அல்லது	நிரலில்	உள்ள	ஒவபைோரு	
உறுப்பும்	 r	உறுப்புகளின்	கூடு்லோக	இருககுபமனில்,	அவைணிக்கோவைவய	 r 
அணிக்கோவைகளின்	கூட்்ல்	�ல்னோக	எழு்லோம்.

 · ஓர்	 அணிக்கோவை	 R R R j k ii j k+ + ≠α β ( , )   என்்	 நிவர	 (Ri) உருமோற்்ததிற்கு	
அல்லது	 C C C j k ii j k+ + ≠α β ( , )  என்்	 நிரல்	 (Ci) உருமோற்்ததிற்கு	
உட்�டுத்ப்�ட்்ோல்,	அணிக்கோவையின்	மதிப்பு	மோ்ோது.	இங்கு	 α β,   என்�்ன	
ஏ்்னும்	இரு	மோறிலிகள்.

 · கோரணித	் ்ற்்ம்: ஓர்	அணி	A-ன்	ஒவபைோரு	உறுப்பும்	x-ல்	அவமந்்	�ல்லுறுப்புக	
்கோவையோக	இருந்து,	x = a எ்னப்	பிரதியி்	| A |-ன்	மதிப்பு	பூஜ்ஜியம்	எனில்,	x = a 
என்�து	 | A |-ன்	ஒரு	கோரணியோகும்.

 · (x1, y1), (x2, y2) மற்றும்	(x3, y3) என்்	உச்சிப்புள்ளிகவளக	பகோண்்	முக்கோணததின்	

�ரப்பு	
1
2

1
1
1

1 1

2 2

3 3

x y
x y
x y

-ன்	எண்ணளைோகும்.

 · முக்கோணததின்	�ரப்பு	பூஜ்ஜியம்	எனில்,	இம்மூன்று	புள்ளிகளும்	ஒ்ர	் கோட்டில்	
அவமயும்.

 · ஒரு	சதுர	அணி	A-ககு	 | A | = 0 எனில்,	அது	பூஜ்ஜியக்கோவை	அணி	எ்னப்�டும்.	 
| A | ¹ 0	எனில்,	அது	பூஜ்ஜியமற்்	்கோவை	அணி	எ்னப்�டும்.
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அணிகளும் அணிகயகாச்வகளும்49

பசயல்�ோட்டின்	இறுதியில்

கிவ்ககப்	ப�றுைது

உரலி :
https://ggbm.at/cpknpvvh

*�்ங்கள்	அவ்யோளததிற்கு	மட்டும்.

படி - 1 படி -2

படி - 1 
கீழககோணும்	 உரலி	 /	 விவரவுக	 குறியீட்வ்ப்	 �யன்�டுததி	 GeoGebra-வின்	 “Matrices	
and	 Determinants”	 �ககததிற்குச்	 பசல்க.	 உங்கள்	 �ோ்ம்	 சோர்ந்்	 �ல	 �ணித்ோள்கள்	
இப்�ககததில்	பகோடுககப்�ட்டிருககும்.

படி -2
“Matrices-Algebraic	operations”	என்�வ்த	் ்ர்ந்ப்டுககவும்.	அதில்	உள்ள	கணககுகவளச்	
பசய்து,	அப்ற்பக்ன	பகோடுததிருககும்	கட்்ங்களில்	விவ்கவளச்	சரி	�ோர்ககவும்.	

்மலும்	புது	வி்னோககளுககு	“New	Problem”	என்�வ்த	்்ர்வு	பசய்யவும்.

அ�களும் அ�க்ேகாைவகளும்

இவணயச் பசயல்�ாடு 7 (a)
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50XI - கணிதவிேல

பசயல்�ோட்டின்	இறுதியில்

கிவ்ககப்	ப�றுைது

படி - 1 
கீழககோணும்	 உரலி	 /	 விவரவுக	 குறியீட்வ்ப்	 �யன்�டுததி	 GeoGebra-வின்	 “Matrices	
and	 Determinants”	 �ககததிற்குச்	 பசல்க.	 உங்கள்	 �ோ்ம்	 சோர்ந்்	 �ல	 �ணித்ோள்கள்	

இப்�ககததில்	பகோடுககப்�ட்டிருககும்.

படி -2

“Determinants”	என்�வ்த		் ்ர்வு	பசய்து	பகோடுககப்�ட்டிருககும்	அணிக்கோவைகளின்	
மதிப்பிவ்ன	நிர்ணயிககவும்,	 ்மலும்	பகோடுததிருககும்	கட்்ங்கவளத	்்ர்வு	பசய்து	
அ்ன்	�டிகவளச்சரி	�ோர்ககவும்.

புது	வி்னோககவளப்	ப�றுை்ற்கு	“New	Problem”	என்�வ்த	்்ர்வு	பசய்யவும்.	

உரலி :
https://ggbm.at/cpknpvvh

*�்ங்கள்	அவ்யோளததிற்கு	மட்டும்.

படி - 1 படி - 2

அ�களும் அ�க்ேகாைவகளும்

இவணயச் பசயல்�ாடு 7 (b)
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