
A.1.1  भूͧमका (Introduction)

जैसा ͩक अनुĐम और Įेणी के अÚयाय 9 मɅ चचा[ हो चुकȧ है, एक अनतं पदɉ वाले अनुĐम 
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, ... को अनतं अनुĐम कहा जाता है और इसका ǓनǑद[çट ͩकया गया योग अथा[त ् ् 
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 + ... , जो अनतं अनुĐम के सहचारȣ हो, एक अनतं Įेणी कहलाता है। 

ͧसगमा सकेंतन पɮधǓत का Ĥयोग करत ेहुए, इस Įेणी को छोटे Ǿप मɅ, भी दशा[या जा सकता 
है, अथा[त ््
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इस अÚयाय मɅ, हम कुछ ͪवशेष Ĥकार कȧ Įेणी का अÚययन करɅगे िजनकȧ ͪवͧभÛन 
कǑठन Ĥæन कȧ िèथǓतयɉ मɅ आवæयकता हो सकती है।

A.1.2  ͩकसी घातांक के ͧलए ɮͪवपद Ĥमेय (Binomial Theorem for any Index)

अÚयाय 8 मɅ, हमन ेɮͪवपद Ĥमेय का अधययन ͩकया िजसमɅ घाताकं एक धन पूणाɍक 
था। इस अनुभाग मɅ हम एक अप¢ेाकृत सामाÛय Ǿप कȧ Ĥमेय बताएगेँ, िजसमɅ घाताकं 
आवæयक Ǿप से एक संपूण[ सÉंया नहȣं है। यह हमɅ एक ͪवशषे Ĥकार कȧ अनंत Įेणी देता है, 
िजसे ɮͪवपद Įेणी कहते हɇ। हम कुछ अनुĤयोग, उदाहरणɉ के ɮवारा दशा[ते हɇ।

हम यह सूğ जानत ेहɇः
(1 + x)n = nC

0
 + nC

1
 x + . . .  + nC

n
 xn

यहाँ n ऋणेतर पूणाɍक है। Ĥेͯ¢त करɅ, ͩक यǑद, हम ऋणा×मक पूणाɍक अथवा एक ͧभÛन 
को घातांक n के बदले मɅ रखते हɇ, तब सयंोजनɉ nC

r
 का कोई अथ[ नहȣं रह जाता।

अब हम, ɮͪवपद Ĥमेय उपपͪƣ सǑहत को एक अनंत Įेणी ɮवारा बताते हɇ, िजसमɅ 
घातांक, एक पणू[ सÉंया न होकर, एक ऋण अथवा एक ͧभÛन है।

Ĥमेय

वधै हɇ जब भी  .

अनंत Įेणी (In¿nite Series)

पǐरͧशçट
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ǑटÜपणी  सावधानीपूव[क Úयान दȣिजए ͩक  | x | < 1 अथा[त ् ्– 1< x <। का ĤǓतबंध आवæयक है 
यǑद m एक ऋण पूणाɍक अथा[त ्ͧभÛन है।

  

अथा[त ् ्  1= 1 + 4 + 12 + . . . 

 यह संभव नहȣं है।
2. Úयान दȣिजए ͩ क, (1+ x)m, जहा ँm एक ऋणा×मक पूणाɍक अथवा एक ͧ भÛन है, के ͪ वèतार 
मɅ पदɉ कȧ अनतं संÉया होती है।

ͪवचार करɅ (a + b)m
 
 = 

      = 

  = 

 यह ͪवèतार वधै है जब  अथवा इसके तुãयाकं जब | b | < | a |

 , (a + b)m के ͪवèतार मɅ åयापक पद है।

 ɮͪवपद Ĥमेय के कुछ ͪवशेष Ĥकरण Ǔनàनͧलͨखत हɇ, जहा ँहम कãपना करते हɇ ͩक  
, इÛहɅ ͪवɮयाͬथ[यɉ के अßयास के ͧलए छोड़ Ǒदया गया हैः

 1. (1 + x) – 1 = 1 – x + x2 – x3 + . . .

 2. (1 – x) – 1 = 1 + x + x2 + x3 + . . . 

 3. (1 + x) – 2 = 1 –2 x + 3x2  –  4x3 + . . . 

 4. (1  –  x) – 2 = 1 +2x + 3x2 + 4x3 + . . .

उदाहरण 1 , का ͪवèतार कȧिजए, जब | x | < 2
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हल  हम ĤाÜत करते हɇ

  = 

   = 

A.1.3 अनंत गुणोƣर Įेणी (In¿nite Geometric Series)

 अÚयाय 9 के, भाग 9.3 से, एक अनुĐम a
1
, a

2
, a

3
, ...  a

n 
गुणोƣर कहलाता है, 

यǑद  = r (िèथर) जब k = 1, 2, 3, . . ., n–1. ͪवशषेकर, यǑद हम a
1
 = a, मानɅ, तब 

पǐरणामतः अनुĐम a, ar, ar2, . . ., arn–1
 
 को गुणोƣर Įेढ़ȣ का मानक Ǿप कहा जाता है। पहले, 

हमने पǐरͧमत Įेणी a + ar + ar2 +  . . . +, arn – 1 का योग ĤाÜत करन ेके सूğ कȧ चचा[ कȧ थी, 
जो ͩक Ǔनàनͧलͨखत सूğ ɮवारा Ǒदया जाता है

  .

 इस भाग मɅ, हम अनंत गुणोƣर Įेणी a + ar + ar2 + . . . + arn – 1 +. . . को योग ĤाÜत करने 
का सूğ बताएगेँ और इसी को उदाहरणɉ के साथ समझɅगे।
मान लȣिजए ͩक  दȣ हुई गुणोƣर Įेढ़ȣ है।

यहाँ  a = 1, r = , हमɅ ĤाÜत है

      ... (1)

 आइए, जसेै - जसैे n का मान बढ़ता जाता है, के åयवहार का अÚययन करɅ। 
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 n 1 5 10 20

  0.6667 0.1316872428 0.01734152992 0.00030072866

 हम Úयान देते हɇ ͩक जैसे-जैसे n का मान बढ़ता जाता है वसैे-वसेै  शूÛय के  

Ǔनकट होता जाता है। गͨणतीय भाषा मɅ, हम कहते हɇ ͩक जसैे n का मान अ×यंत बड़ा होता 

जाता है, का मान अ×यंत छोटा होता जाता है। दसूरे शÞदɉ मɅ जसेै  

पǐरणामèवǾप हम देखते हɇ ͩ क असीम पदɉ का योग S = 3 ĤाÜत होता है अथा[त ् ्अनतं गुणोƣर 
Įेढ़ȣ  a, ar, ar2, ..., के ͧलए, यǑद साव[ अनुपात r का सÉंया×मक मान 1 से कम है, तब

     

इस िèथǓत मɅ,  जैसे  Èयɉͩक  और तब  

इसͧलए    as .

 Ĥतीका×मक तौर पर, अनतं गुणोƣर Įेणी मɅ अनंत तक योग, S ɮवारा ǓनǑद[çट ͩकया 

जाता है। इस Ĥकार, हमɅ ĤाÜत होता है  

उदाहरण के ͧलए

 (i)  

 (ii) 
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उदाहरण 2 Ǔनàनͧलͨखत गुणोƣर Įेढ़ȣ के अनतं पदɉ तक योग, £ात कȧिजएः

   

हल  यहाँ   और  इसके साथ .

इसͧलए, अनंत तक योग = 

A.1.4  चरघातांकȧ Įेणी (Exponential Series)

महान िèवस गͨणत£, Leonhard Euler 1707 – 1783 ने, 1748 मɅ अपनी कलन पाɫय पुèतक 
मɅ सÉंया e को Ĥèताͪवत ͩकया। िजस Ĥकार  वƣृ के अÚययन मɅ उपयोगी है उसी Ĥकार e 

कलन के अÚययन मɅ उपयोगी है। 
संÉयाओं कȧ Ǔनàनͧलͨखत अनंत Įेढ़ȣ को लȣिजएः
        ... (1)

(1) मɅ दȣ गई Įेणी का योग, संÉया e ɮवारा ǓनǑद[çट ͩकया जाता है।
आइए हम सÉंया e के मान का आकलन करɅ।

Èयɉͩक Įेणी (1) का Ĥ×येक पद धना×मक हɇ। इसͧलए इसका योग भी धना×मक है। 
Ǔनàनͧलͨखत दो योगɉ को लȣिजए ः 
       ... (2)

और       ... (3) 

Úयान दȣिजए, ͩक
    और , इससे हमɅ ĤाÜत होता है, 

    और , इससे हमɅ ĤाÜत होता है, 
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    और , इससे हमɅ ĤाÜत होता है .

इसͧलए, समवृͪ ƣता ɮवारा, हम कह सकते हɇ ͩक

   , जब n > 2

हम Ĥेͯ¢त करते हɇ ͩक (2) का Ĥ×येक पद, (3) का Ĥ×येक सगंत पद से कम है

इसͧलए,    ... (4)

(4) के दोनɉ प¢ɉ मɅ  जोड़ने पर, हमɅ ĤाÜत होता है

  

   ... (5)

  = 

  =  = 3

(5) का वाम प¢, Įेणी (1) को दशा[ता है, इसͧलए e < 3 और साथ हȣ e > 2 अतः 2 < e < 3

ǑटÜपणी  x चर के पदɉ मɅ चरघाताकंȧ Įेणी को Ǔनàनͧलͨखत Ǿप मɅ ĤǑद[शत ͩ कया जा सकता हैः

उदाहरण 3 x कȧ घात वालȣ Įेणी के Ǿप मɅ, e2x+3 का ͪवèतार करने पर x2 का गुणांक £ात 
कȧिजए।

हल चरघातांकȧ Įेणी मɅ
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 x के èथान पर 2x + 3 रखते हुए, हमɅ ĤाÜत होता है

 

यहाँ   =  åयापक पद है।

ɮͪवपद Ĥमेय ɮवारा इसका ͪवèतार इस Ĥकार ͩकया जा सकता है 

 

यहाँ x2 कȧ घात  है।

इसͧलए सपूंण[ Įेणी मɅ x2 कȧ घात है ः is 

   = 

 =   [n! = n (n – 1) (n  –  2)!का Ĥयोग करते हुए]

 =  = 2e3 .

इसͧलए      e2x+3 के ͪवèतार मɅ, x2 कȧ घात 2e3 है
ͪवकãपत  e2x+3 = e3 . e2x

 = 

इस Ĥकार e2x+3 के ͪवèतार मɅ  x2 कȧ घात     है 
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उदाहरण 4 e2 का मान, एक दशमलव èथान तक पणूाɍͩकत करके £ात कȧिजए।

हल x के पदɉ मɅ, चरघातांकȧ Įेणी का सूğ Ĥयोग करने पर, हमɅ ĤाÜत होता है ः 
 

   ex = 

 x = 2, रखने पर, हमɅ ĤाÜत होता है,

 e2 = 

 = 

  पहले सात पदɉ का योग   7.355

अÛयथा, हम ĤाÜत करत ेहɇ,

 e2 <  

 =  =  = .

 इस Ĥकार e2 का मान 7.355 और 7.4 के बीच होता है। इसͧलए, e2 का मान, एक 
दशमलव èथान तक पणूाɍͩकत करके 7.4 ĤाÜत होता है।

A.1.5  लघुगणकȧय Įेणी (Logarithmic Series)

एक अÛय महǂवपणू[ Įेणी लघुगणकȧय Įेणी है जोͩक अनंत Įेणी के Ǿप मɅ है। हम Ǔनàनͧलͨखत 
पǐरणाम ǒबना उपपͪƣ के देते हɇ और इसका अनुĤयोग एक उदाहरण ɮवारा समझाएगेँः

Ĥमेय यǑद  | x | < 1, तब

        
इस Ĥमेय कȧ दाɃ प¢ कȧ Įेणी, लघुगणकȧय Įेणी कहलाती है।
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ǑटÜपणी    log
e
 (1 + x) का ͪवèतार, x = 1 के ͧलए बैध है। 

log
e
 (1 + x) के ͪवèतार मɅ x = 1 रखने पर, हमɅ ĤाÜत होता है,

  

उदाहरण 5 यǑद  समीकरण  के मूल हɇ, तो ͧसɮध कȧिजए ͩकः

  – ...

हल दायाँ प¢ = 

   = 

   = 

   =   = बायाँ प¢

यहा,ँ हमने = p और  का Ĥयोग ͩकया है जो, हम ɮͪवघातीय समीकरण 

के Ǒदए मूलɉ ɮवारा जानते हɇ। हमने यह मान ͧलया है ͩक < 1 और < 1है।

——


