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G.W. லீப்னிட்ஸ்

அறிமுகம் 

கணக்கிடுவதறககாக பயனபடுததபபடும் 
கூழகாஙகல் அல்்லது ஒரு சிறிய கல் 
எனபதன பபகாருளமைநத ்லததீன வகாரதமத 
நுணகணிதம் ஆகும். மைலும், கணக்கிடுதல் 
என்ற வகாரதமத ்லததின வகாரதமதயிலிருநது 
வருவிக்கபபட்டதகாகும். நுணகணிதபைனபது 
ைகாற்றஙகளு்டன பதகா்டரபும்டய ஒரு 
முதனமையகான கணிதவியல் கருவியகாகும். 
வமகயி்டலின கருததுருவகாக்கம் எனபது 
நுணகணித அறிவியலின அடிபபம்டக் 
கருவியகாகும். நுணகணிதம் எனபது தனிதத 
ைகாறிமயப பபகாறுதது சகாரநத ைகாறியில் 
ஏறபடும் ைகாற்றததின வீததமத கணக்கி்டக் 
கூடிய ஒரு முக்கியைகான பகுதியகாகும். சர. 
ஐசக் நீயூட்டன (1642 – 1727 பபகா.ஆ.) ைறறும் 
பெரைனியின கணிதமைமத G.W. லீபனிடஸ் 
(1646 – 1716 பபகா.ஆ.) ஆகிய இருவரும் 
தனிததனியகாக ைறறும் ஏ்றததகாழ ஓமே 
மேேததில் இபபகா்டதமதக் கணடுபிடிதது 
மைம்படுததினகாரகள்.

இநத அததியகாயததில் ேகாம் சகாரபுகள் 
ைறறும் அதன வமேப்டஙகள், எல்ம்ல, 
வமகயி்டல் ைறறும் வமகயி்டல் உததிகள் 
ஆகியவறம்றப பறறி அறிமவகாம். 

கற்றல்  ந�ோககஙகள்
இநத அததியகாயதமத  
படிததபினபு பினவரும்  
பகா்டக் கருததுகமள  
ைகாணவரகள் புரிநது  
பககாள்ள இயலும்

 z எல்ம்ல ைறறும்  
பதகா்டரச்சி பறறிய கருததுரு

 z எல்ம்லக்ககான சூததிேம் 
ைறறும் பதகா்டரச்சி சகாரபுகளின 
வமேயம்றகள்

 z வமகயீடுகளின அடிபபம்டக் 
கருததுரு

 z முதனமைக் மககாடபகாடடு 
பககாள்மகயின மூ்லம் வமகயீடு 
ககாணும் மும்ற 

 z சகாரபுகளின வமகயீடுகமள சி்ல 
மேேடி சூததிேஙகளின வழியகாக 
ககாணுதல் ைறறும் அதன பயனபகாடு

 z உயர வரிமச வமகயீடு ககாணும் 
மும்ற

சர். ஐசக நீயூட்்டன்

வகக நுணகணிதம்5
அ
த்தி

யா
யம்
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103வகை நுணைணிதம்

5.1  சோர்புகள் மறறும் அதன் 
வகைப்டஙகள் (Functions and 
their graphs)

சில அடிப்பக்ட கருத்துருககள்

5.1.1 அளவு (Quantity)
கூட்டல், கழிததல், பபருக்கல் ைறறும் 

வகுததல் மபகான்ற அடிபபம்ட கணித 
பசயல்மும்றகள் பககாணடு பயனபடுததக் 
கூடிய அமனததும் அளவு எனபபடும்.

5.1.2 மோறிலி (Constant)
ஒரு அளவு, கணக்கீடுகளின மபகாது 

ஓமே ைதிபமப தக்க மவததுக் பககாணடு 
இருநதகால் அவவளமவ ைகாறிலி எனபபடும்.

அடிபபம்டயில் ைகாறிலி அளமவகள் 
இரு வமகபபடும்.
(i) முழுகமயோன மோறிலிகள்: முழுமையகான 

ைகாறிலிகள் எனபது எநபவகாரு கணித 
ஆய்வின மபகாதும் அதனும்டய ைதிபபுகள் 
ைகா்றகாைல் இருக்கும். அதகாவது, இமவகள் 
எபபபகாழுதும் நிம்லயகானமவ .
உதோைணமோக:  3, 3 , r , ...

(ii) தன்னிசகச மோறிலிகள்: தனனிச்மச 
ைகாறிலிகள் எனபது ஒரு கணக்கிடுதலில் 
முழுவதுைகாக ஒமே ைதிபமபப பபறறிருக்கும். 
ஆனகால் பவவமவறு தீரவுகமளப 
பபறுவதறகு பவவமவறுவிதைகான 
ைதிபபுகமள வழஙக்லகாம். தனனிச்மச 
ைகாறிலிகள் a, b, c, ... மபகான்ற  எழுததுக்களகால் 
குறிக்கபபடும்.

உதோைணமோக: y = mx + 4, என்ற 
சைனபகாடடில் m  எனபது தனனிச்மச 
ைகாறிலியகாகும். 

5.1.3 மோறி (Variable)
ஒரு குறிபபிட்ட கணக்கீடடின மபகாது  

(எநத ஒனறு பனைதிபபு பககாண்டதகாக  
அமைகி்றமதகா)  பவவமவ்றகான ைதிபபுகமள 
பப்றக்கூடிய ஒரு அளவகானது ைகாறி ஆகும். 
ைகாறிகள் பபகாதுவகாக x, y, z என்ற  ஆஙகி்ல 
எழுததுக்களகால் குறிக்கபபடுகி்றது.

உதோைணமோக: 
a
x
b
y

+  = 1 என்ற 
மேரமககாடடுச் சைனபகாடடில் x ைறறும் y 
ஆகியமவ ைகாறிகள். ஏபனனில் அமவகள் 
ஒரு மேரமககாடடில் ேகரும் புள்ளியின அச்சு 
பதகாம்லததூேஙகமள நிரணயிக்கி்றது. 
இஙகு a ைறறும் b எனபன, அச்சுக்களின 
பவடடு துணடு ைதிபபுகள் ஆகும். அமவகள் 
தனனிச்மசயகானமவ.

மோறிகளின் இருவகககள்:
(i) சோைோ மோறி: ஒரு ைகாறி எனபது 

தனனிச்மசயகான ைதிபபுகமளப 
பபறறிருக்கும் மபகாது அம்ைகாறி சகாேகா ைகாறி   
எனபபடும்.

(ii) சோர்்நத மோறி: ஒரு ைகாறி ைறப்றகாரு ைகாறியின 
ைதிபபுகமளச் சகாரநது இருக்கும் மபகாது 
அம்ைகாறி சகாரநத ைகாறி எனபபடும்.

உதோைணமோக: y = x x5 2 32- +  என்ற 
சைனபகாடடில்  x எனபது சகாேகா ைகாறி,  y எனபது 
சகாரநத ைகாறி ைறறும் 3 எனபது ைகாறிலி 

5.1.4 இக்டவவளிகள் (Intervals) 
பைய்பயணகமள, வடிவக் கணிதததில் 

ஒரு எணமககாடடின மீது உள்ள புள்ளிகளகாக 
குறிபபிடும் மககாடு, பைய்மககாடு (real line) 
என்றமழக்கபபடும். 

A B

a b−∞ ∞

ப்டம். 5.1

R என்ற குறியீடு பைய்பயணகளின 
பதகாகுதி அல்்லது பைய்க்மககாடடிமனக் குறிக்கும். 
ஒரு பைய்க்மககாடடின உடகணைகானது 
இம்டபவளி எனபபடும். இது கும்றநதது 
இேணடு எணகளுக்கு இம்டமயயுள்ள 
அமனதது பைய்பயணகமளயும் பபறறிருக்கும்.

(i) தி்ற்நத இக்டவவளி (Open interval)

{x : a < x < b} என்ற கணம் தி்றநத 
இம்டபவளியகாகும்.  இதமன (a, b) எனக் 
குறிக்க்லகாம்.

05_11th_BM-STAT_Ch-5-TM.indd   103 21-04-2020   12:44:27 PM



104 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

A B

a b−∞ ∞

ப்டம். 5.2

( )

இநத இம்டபவளியில், a  ைறறும்  b  
ஆகிய எல்ம்லப புள்ளிகள் உள்ள்டஙககாது.

உதகாேணததிறகு, (4, 7) என்ற தி்றநத 
இம்டபவளியில், 4 -ம் ைறறும் 7 -ம் இநத 
இம்டபவளியின உறுபபுகள் அல்்ல. ஆனகால் 
4.001 -ம் ைறறும் 6.99 -ம் இநத இம்டபவளியின 
உறுபபுகள் ஆகும். 

(ii)  மூடிய இக்டவவளி (Closed interval) 
{x : a < x < b} என்ற கணம் மூடிய 

இம்டபவளியகாகும்.
இதமன [a, b] எனக் குறிக்க்லகாம்.

A B

a b−∞ ∞

ப்டம். 5.3

[ ]

இநத இம்டபவளியில், a  ைறறும் b  
ஆகிய எல்ம்லப புள்ளிகளும்  உள்ள்டஙகும்.

உதகாேணததிறகு, [4, 7] என்ற மூடிய 
இம்டபவளியில், 4 -ம் ைறறும் 7 -ம் இநத 
இம்டபவளியின உறுபபுகளகாகும்.

மைலும் பகாதி மூடிய, பகாதி தி்றநத 
இம்டபவளிகமளப பறறி ேகாம் இஙகு குறிபபி்ட 
மவணடியுள்ளது.

(a, b] = {x : a < x  < b} எனபது இ்டபபு்றம் 
தி்றநத இம்டபவளி என அமழக்கபபடுகி்றது

[a, b) = {x : a < x < b} எனபது வ்லபபு்றம் 
தி்றநத இம்டபவளி என அமழக்கபபடுகி்றது.

சீேகாக அமனதது நிம்லகளிலும் b − a = h  
எனபது இம்டபவளியின நீளம் என 
அமழக்கபபடுகி்றது.

5.1.5  ஒரு புள்ளியின் அணகமயகம் 
(Neighbourhood of a point)

‘a’ எனபது ஏமதனும் ஒரு பைய்பயண 
ைறறும் e > 0 எனபது ஒரு மிக மிகச் சிறிய 

பைய்பயண என எடுததுக்பககாள்மவகாம்.   
( a − e , a + e ) என்ற தி்றநத இம்டபவளி,  புள்ளி 
‘a’ யின e−அணமையகம் என அமழக்கபபடும்.  
இதமன Na, e என்ற குறியீட்டகால் குறிக்க்லகாம்.

உதகாேணைகாக, 

N ,5 4
1   =  ,5 4

1 5 4
1- +b l  =  :x x4

19
4

21
< <& 0

N ,2 7
1   =  ,2 7

1 2 7
1- +b l  =  :x x7

13
7

15
< <& 0 

5.1.6 சோர்பு (Function)
X ைறறும் Y எனபன பைய் எணகமளக் 

பககாண்ட இேணடு பவற்றற்ற கணஙகள் எனக.  
X -ல் உள்ள   ஒவபவகாரு உறுபமபயும் Y -ல் 
உள்ள ஓமேபயகாரு உறுபபு்டன ைடடும் பதகா்டரபு 
படுததும் f என்ற விதியகானது கணம் X லிருநது  
Y க்ககான சகாரபு ஆகும். இதமன  f : X $  Y  
என எழுத்லகாம்.

கணம் X -மன, சகாரபு f -ன சகாரபகம் 
எனறும், கணம் Y -மன f -ன துமணச் 
சகாரபகம் எனறும் கூறுமவகாம். மைலும்,  
f(X) = {f(x) / x !  X} எனபது f -ன வீச்சகம் 
எனபபடும். இஙகு  f(X) 3  Y எனபது பதளிவு.

x இன சகாரபு எனபது பபகாதுவகாக f(x), 
என்ற குறியீட்டகால் குறிக்கபபடுகி்றது.

1734 - 1735 ஆம் ஆணடில் லிமயகானகாரட 
ஆய்்லேகால் முதன முதலில் சகாரபின 

குறியீ்டகாக y = f (x) பயனபடுததபபட்டது.

5.1.7  சோர்புகளின்  வககப்போடு 
(Classification of functions)

சகாரபுகமள இருவமகபபடுதத்லகாம் அமவ,

(i)  இயறகணிதச சோர்பு (Algebric function)
ேகானகு அடிபபம்ட கணக்கீடடு 

பசயலிகள், ைகாறிலிகள் ைறறும் x என்ற 
ைகாறியில் பவவமவறு அடுக்குகமளக் பககாணடு 
அமையும் பதகாகுபபு இயறகணிதச் சகாரபகாகும். 
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உதோைணமோக : y = 3x4 − x3 + 5x2 − 7,  

y  =  ,x x
x x y x x1

2 7 3 3 6 13 2

3
2

+ +
+ -

= + -  ,x x
x x y x x1

2 7 3 3 6 13 2

3
2

+ +
+ -

= + -  

ஆகியன இயறகணித சகாரபுகள் ஆகும்.

 (a) y = 3x4− x3 + 5x2− 7 என்ற சகாரபு 
பல்லுறுபபுக் மககாமவ (அல்்லது) 
விகிதமுறுமுழுபவண சகாரபு ஆகும்

 (b) y=
3

3 2
2 7 3

1
x x
x x

+ −
+ +

  ஆனது ஒரு விகிதமுறுச் 
சகாரபகாகும்.

 (c) y= 23 6 1x x+ −  ஆனது ஒரு 
விகிதமு்றகாச் சகாரபு ஆகும்.

(ii)  விஞ்சிய சோர்பு (Transcendental function)
இயறகணிதைற்ற சகாரபகானது  விஞ்சிய 

சகாரபு எனபபடும்.

உதோைணமோக: , , ,sin sin logx x e xx
a

1-  
ஆகியன விஞ்சிய சகாரபுகள் ஆகும்.

 (a) sin x, tan 2x, ... மபகான்ற சகாரபுகள் 
திரிமககாணமிதி சகாரபுகள் எனபபடும்.

 (b) sin−1 x, cos−1 x, ... மபகான்ற சகாரபுகள் 
மேரைகாறு திரிமககாணமிதி சகாரபுகள் 
எனபபடும்

 (c) ex, 2x, xx, ... மபகான்ற சகாரபுகள் அடுக்குச் 
சகாரபுகள் எனபபடும்.

 (d) loga x, loge (sin x), ... மபகான்ற சகாரபுகள் 
ை்டக்மகச் சகாரபுகள் எனபபடும்.

5.1.8  இைட்க்டச  சோர்புகள் மறறும் 
ஒறக்றச சோர்புகள் (Even and 
odd functions) 

f(−x) = f(x) எனில், f(x) ஆனது 
இைட்க்டச சோர்பு எனறு அமழக்கபபடும்

f(−x) = − f(x)  எனில் f(x) ஆனது 
ஒறக்றச சோர்பு எனறு அமழக்கபபடும்.

உதோைணஙகள்: f(x) = x2  ைறறும்  
f(x) = cos x 

எனபன இேடம்டச் சகாரபுகளகாகும்.

f(x) = x3 ைறறும் f(x) = sin x எனபன 
ஒறம்றச் சகாரபுகளகாகும்

குறிப்பு
f(x) = x3 + 5 எனபது இேடம்டச் சகாரபும் 

அல்்ல, ஒறம்றச்சகாரபும் அல்்ல.

5.1.9  வவளிபடு மறறும் உட்படு சோர்புகள் 
(Explicit and implicit functions)

ஒரு சகாரபில் சகாரநத ைகாறியகானது சி்ல 
சகாேகா ைகாறிகமளக் பககாணடு பவளிபபம்டயகாக 
வடிவமைக்கபபடடிருநதகால், அச்சகாரபு வவளிபடுச 
சோர்பு எனபபடும்.

உதோைணமோக: y = x2 + 3 ைறறும் 
y = ex + e−x எனபன x-ல் அமைநத பவளிபபடு 
சகாரபுகள் ஆகும்.

x ைறறும் y என்ற ைகாறிகள், f(x,y) = 0  
என்ற சகாரபில் பதகா்டரபு படுததபபடடு எநத ஒரு 
ைகாறியும் மேரிம்டயகாக மீதமுள்ள ைகாறிகளகால் 
வடிவமைக்கபப்டகாைல் இருநதகால், சகாரபு 
உட்படு சோர்பு எனபபடும்

உதோைணமோக:  x3 + y3−xy = 0 எனபது 
உடபடு சகாரபு ஆகும்.

5.1.10  மோறிலிச சோர்பு (Constant function)
k எனபது ஒரு நிம்லயகான பைய் எண 

எனில் அமனதது x !  R க்கும்,  f(x) = k  
என வமேயறுக்கபபட்டகால் அச்சகாரபகானது 
ைகாறிலிச்சகாரபு என அமழக்கபபடும்.

உதோைணமோக: y = 3, f(x) = –5 எனபன 
ைகாறிலிச் சகாரபுகள் ஆகும். 

y = f(x) என்ற ைகாறிலிச் சகாரபின  வமேப்டம்  
x-அச்சுக்கு இமணயகான மேரக்மககாடு ஆகும்

5.1.11 சமனிச சோர்பு (Identity function) 
ஒரு சகாரபில் அதன ஒவபவகாரு 

பைய்பயணணும் அமத பைய்பயணணு்டன 
பதகா்டரபு பககாணடிருநதகால் அது சைனிச்சகாரபு 
எனமபகாம். இது I என்ற குறியீட்டகால் 
குறிக்கபபடுகி்றது.
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அதகாவது, அமனதது x ∈ R க்கு f(x)=x, 
எனுைகாறு வமேயறுக்கபபடின f-ஐ சைனிச் 
சகாரபு எனமபகாம்.

உதோைணமோக:  A={1, 2, 3} ைறறும்  
f : A "  A இன வரிமசப படுததபபட்ட 
மெகாடிகளின கணம் {(1, 1), (2, 2), (3, 3)} ஓர 
சைனிச் சகாரபு ஆகும்.

பைய்பயணகளின மீதகான சைனிச் சகாரபின 
வமேபப்டைகானது, ஆதியின வழிச் பசல்லும் 

ஒரு மேரமககாடு ஆகும். இது x-அச்சின 
மிமக திமசயு்டன 45c  மககாணதமத 

ஏறபடுததும்.

5.1.12 மட்டுச சோர்பு (Modulus function) 
f(x) = |x| இஙகு, 

|x| = ,

,

x x

x x

0

01

$
-
)   எனறு

வமேயறுக்கபபடின,  f(x) ஆனது ைடடுச்சகாரபு 
எனபபடும்.  இதமன எணணளமவச் சகாரபு 
எனறும் அமழக்க்லகாம்.

குறிப்பு

|5| = 5,  |–5| = –(–5) = 5

நமறகுறிப்பு இதன சகாரபகம் R ைறறும் 
வீச்சகம் [0, ∞) ஆகும்.

5.1.13 குறிச சோர்பு (Signum function)

f(x) = 
| |
,

,
x
x
x

x

0

0 0

!

=
*  

என வமேயறுக்கபபடின f(x) ஆனது குறிச் 
சகாரபு எனபபடும்.

நமறகுறிப்பு  இதன சகாரபகம் R ைறறும் 
வீச்சகம் {–1, 0, 1} ஆகும்

5.1.14 படிச சோர்பு (Step function)
 (i) மீப்வபரு முழுககள் சோர்பு (Greatest 
integer function)  

ஒரு பைய்பயண x இ்டதது x –ஐ  வி்ட 
மிமகபப்டகாத மீபபபரு பைய் முழு எண 
ைதிபமபப பபறும் சகாரபு, மீபபபரு முழுக்கள் 
சகாரபு எனபபடுகி்றது. இதமன  x  என 
குறிபமபகாம்.

அதகாவது :f R R$  என்ற சகாரபு 

f(x) = x என வமேயறுக்கபபடுைகாயின 
அது மீபபபரு முழுக்கள்  சகாரபு எனபபடும்.

குறிப்பு
 2.5 = 2,  –2.1 = –3,

0.74 = 0,  –0.3 = –1, 4 = 4.

(ii)  மீசசிறு முழுககள் சோர்பு (Least integer 
function)

ஒரு பைய்பயண x இ்டதது x –ஐ  வி்ட 
கும்றயகாத மீச்சிறு பைய் முழு எண ைதிபமபப 
பபறும் சகாரபு, மீச்சிறு முழுக்கள்  சகாரபு 
எனபபடுகி்றது. இதமன x என குறிபமபகாம்.     

அதகாவது  :f R R$   என்ற சகாரபு 
f(x) = x என வமேயறுக்கபபடுைகாயின அது 
மீச்சிறு முழுக்கள்  சகாரபு எனபபடும்.

குறிப்பு

4.7 = 5, –7.2 = –7,
5 = 5, 0.75 = 1.

நமறகுறிப்பு  
இச்சகாரபின சகாரபகம்  
R  ைறறும் வீச்சகம் Z  

[முழுக்களின கணம்] ஆகும்.

5.1.15  விகிதமுறுசசோர்பு (Rational 
function)

சகாரபு f(x) ஆனது ( )
( )
( )
, ( )f x

q x
p x

q x 0!=  

என வமேயறுக்கபபட்டகால் அதமன ஒரு 
விகிதமுறுச் சகாரபு என்லகாம்.
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உதோைணமோக: ( ) ,f x x
x x3

1 3
2

!= -
+  

ஒரு விகிதமுறு சகாரபு ஆகும்.

5.1.16  பல்லுறுப்புக நகோகவச சோர்பு 
(Polynomial function) 

...f x a x a x a x an n n
n0 1

1
2

2= + + + +- -] g  
என வமேயறுபபின f-ஐ ஒரு n-படியுள்ள 
பல்லுறுபபுக் மககாமவச் சகாரபு என்லகாம். 
இஙகு , , , ..., ;a a a a a 0n0 1 2 0 !  எனபன 
பைய்பயணகள், ைறறும் n ஒரு கும்றவி்லகா 
முழு எண.

உதோைணமோக:  ( )f x x x x2 3 2 73 2= + + -  

ஆனது முபபடிபககாண்ட பல்லுறுபபுக்மககாமவச் 
சகாரபகாகும்.

5.1.17  ந�ர்நகோட்டுச சோர்பு  
(Linear function) 

a !  0 ைறறும் a, b இமவயிேணடும் 
பைய்பயணகளகாயின f(x) = ax + b -ஐ  
மேரியல் சகாரபு எனமபகாம்.

உதோைணமோக:  y = 2x + 3 ஒரு மேரியல் 
சகாரபு ஆகும்.

5.1.18  இருபடிச சோர்பு (Quadratic 
function) 

f(x) = ax2 + bx + c, a, b, c ைறறும்  
a !  0  என வமேயறுக்கபபட்டகால் அச்சகாரபு 
இருபடிச்சகாரபு எனபபடும்.

உதோைணமோக: ( )f x x x3 2 72= + -  
ஓர இருபடிச் சகாரபகாகும்.

5.1.19  அடுககுச சோர்பு (Exponential 
function)

அமனதது x ∈ R க்கு  f(x) = ax,   
a !  1 ைறறும் a > 0 என வமேயறுக்கபபட்டகால் 
அச்சகாரபு அடுக்குச் சகாரபு எனபபடும்.

உதோைணமோக: 

,e ex x2 12+ , 2x  ஆகியமவ அடுக்குச் 
சகாரபுகள் ஆகும்.

நமறகுறிப்பு

சகாரபகம் R ைறறும் வீச்சகம் 
(0, ∞). மைலும் (0, 1) ஆனது 
அச்சகாரபின வமளவமேயின 

மீதுள்ள ஒரு புள்ளி.

5.1.20  ம்டகககச சோர்பு (Logarithmic 
function)

x > 0, a > 0 ைறறும் a !  1 எனும்மபகாது 
f(x) = logax –ஐ ை்டக்மகச் சகாரபு எனமபகாம்.

உதோைணமோக: f(x)   =   loge(x+2),  
f(x) = loge (sinx) எனபன ை்டக்மகச் சகாரபுகள் 
ஆகும்.

நமறகுறிப்பு

சகாரபகம் (0, ∞)  ைறறும் 
வீச்சகம் R. மைலும் (1, 0)  

ஆனது அச்சகாரபின 
வமளவமேயின மீதுள்ள  

ஒரு புள்ளி.

5.1.21  இரு சோர்புகளின் கூடுதல், 
கழித்தல், வபருககல் மறறும் 
வகுத்தல்

f(x) ைறறும் g(x) என்ற சகாரபுகளின 
சகாரபகஙகள், ைறறும் துமணச் சகாரபகஙகள் 
மும்றமய சைைகாக இருபபின

(i) (f + g) (x) = f(x) + g(x)

(ii) (fg)(x) = f(x) g(x)

(iii) ( )
( )
( )
, ( )

g
f
x

g x
f x

g x 0!=c m

(iv) (cf)(x) = cf(x), c ஒரு ைகாறிலி.

5.1.22  சோர்பின் வகைப்டம் (Graph of a 
function) 
,x f x_ ] gi என்ற புள்ளிகளின பதகாகுபபு 

சகாரபின வமேப்டைகாகும்.  இஙகு x எனபது 
சகாரபின சகாரபகததின ைதிபபுகளகாகவும், f(x) 
எனபது சகாரபின வீச்சகததின ைதிபபுகளகாகவும் 
இருக்கும். 
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சகாரபின வமேப்டம் வமேயும்மபகாது, 
மதமவயகான அளவுக்கு ,x f x_ ] gi என்ற 
வரிமசச்மெகாடிகமள சகாரபின மீது 
கணக்கிடடு, அதமன ப்டததில் குறிதது 
பைனமையகான வமளவமேயகால் (smooth 
curve) இமணக்கவும்.

குறிப்பு
ஒரு சகாரபின வமேப்டததிறககான 

வமேப்டதமத பவள்மளத தகாளில் 
வமேநதகால் மபகாதுைகானது.

எடுத்துககோட்டு ா.் 
f(x) = 2x2–1 ைறறும் g(x) = 1–3x  என்ற 

சகாரபுகள் சைம் எனில், அதன சகாரபகதமதக் 
ககாணக.

தீர்வு
 f(x) = g(x) (பககாடுக்கபபட்டது)
&  2x2 – 1 = 1–3x

 2x2 +3x – 2 = 0

 (x+2) (2x–1) = 0

`  x = –2, x = 
2
1

சகாரபகம் ,2
2
1-$ .

எடுத்துககோட்டு ா.் 
f(x) = ax+b என்ற சகாரபில் f = {(1, 1),  

(2, 3)} என அமைநதகால் a ைறறும் b யின 
ைதிபபிமனக் ககாணக

தீர்வு
 f(x) = ax + b , f(1) = 1 ைறறும் f(2) = 3 
(பககாடுக்கபபடடுள்ளபடி)

`  a + b = 1 ைறறும் 2a  + b = 3

&  a = 2  ைறறும்  b = –1

எடுத்துககோட்டு ா.் 

f(x) = x + 
x
1 , x > 0  எனில், 

[f(x)]3 = f(x3) + 3 f 
x
1` j  என நிறுவுக

தீர்வு

 f(x) =  x + 
x
1 ,  f(x3)  = x3 + 

x
1
3  ைறறும் 

 f
x
1` j  = f(x)

இபமபகாது,  
LHS = [f(x)]3

  = x x
1 3
+8 B   

  = x x x x
1 3 13

3+ + +` j
  = ( ) ( )f x f x33 +   = ( )f x f x3 13 + ` j
  = RHS

எடுத்துககோட்டு ா.் 
f(x) = x – 5 ைறறும்  

 g(x) = x
x x

x
5
25 5

5
if
if

2
!

m
+
-

-

=-
*  எனுைகாறு 

f, g வமேயறுக்கபபடுகி்றது. மைலும் f(x) = g(x), 
6  x ∈ R எனில் l வின ைதிபமப ககாணக. 

தீர்வு
  f(x) = g(x),  6 x ∈ R (பககாடுக்கபபட்டது)

  ̀  f(–5) = g(–5)

  –5 –5 = l 

  `  l = –10

எடுத்துககோட்டு ா.ா   

f(x) = 2x எனில், f x f y f x y$ = +^ ^ ^h h h 
என நிறுவுக

தீர்வு
 f(x) = 2x  (பககாடுக்கபபட்டது)

`  f(x + y) = 2x+y

  = 2x . 2y

  = f x f y$^ ^h h 
எடுத்துககோட்டு ா.் 

1( ) ,
1

xf x
x
−

=
+

,  x > 0 எனில், 

[ ( )]f f x x
1= -  என நிறுவுக.
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தீர்வு

    
1( )
1

xf x
x
−

=
+

 (பககாடுக்கபபட்டது)

`  f f x] g7 A = f x
f x

1
1
+

-]
]
g
g  = 

1
1

x
x
x
x

1
1
1
1

+

-

+
-
+
-

 
1 1
1 1

x x
x x
− − −

=
− + +

 
2
2x

= −  = x
1-

எடுத்துககோட்டு ா.் 
1( ) log ,
1

xf x
x

+
=

−
, 0  <  x  <  1 எனில், 

2
2 2 ( ).

1
xf f x
x

  = + 
 என நிறுவுக

தீர்வு

 
1( ) log
1

xf x
x

+
=

−  (பககாடுக்கபபட்டது)

`  f x
x

1
2

2+c m = log
1
1

x
x
x

x

1
2

1
2

2

2

-

+

+

+

 

2

2
1 2log
1 2

x x
x x

+ +
=

+ −  

 

2

2
(1 )log
(1 )

x
x

+
=

−  

12log
1

x
x

+
=

−  
2 ( ).f x=

எடுத்துககோட்டு ா.் 
f(x) = x ைறறும் g(x) = |x| எனில் , 

(i) (f+g)(x) (ii) (f–g)(x) (iii) (fg)(x) ஐக் 
ககாணக.
தீர்வு 

(i) (f + g) (x) = f(x) + g(x) = x + |x|

 = ,

,

x x

x x

x

x

0

0<

$+

-
)  

 = 
,

,

x x

x

2

0

0

0<

$)

(ii) (f – g) (x) = f(x) – g(x) = x – |x|

 = 
( )

,

,

x x

x x

x

x

0

0<

$-

- -
)

 = 
,

,x

x

x

0

2

0

0<

$)

(iii) (f g) (x) = f(x) g(x)  =  x |x| = 
,
,

x
x

x
x

0
0<

2

2
$

-
)  

எடுத்துககோட்டு ா.் 
 ஐம்பது மபரகள் அைேக்கூடிய மபருநது 

ஒனம்ற ைகாணவரகள் குழு ஒரு கல்வி 
சுறறு்லகாவிறககாக வகா்டமகக்கு அைரதத 
விரும்பியது.  மபருநது நிறுவனம் கும்றநதது 35 
ைகாணவரகளகாவது விருபபம் பதரிவிததகால்தகான 
மபருநமத வகா்டமகக்கு விடும்.  ைகாணவரகளின 
எணணிக்மக 45 மபரகள் வமே என்றகால் 
ஒரு ைகாணவனுக்கு ` 200 எனவும், 45 
மபரகளுக்கு மைறபபடின `200 லிருநது 45 க்கு 
மைறபட்ட எணணிக்மகயில் 

5
1  பகாகதமத 

கழிதது கட்டணைகாக வசூலிக்கும்.  பைகாதத 
பச்லமவ சுறறு்லகாச் பசல்லும் ைகாணவரகளின 
எணணிக்மக வகாயி்லகாக ஒரு சகாரபகாக 
ககாணவும்.  மைலும், இதன ைதிபபகதமத ககாணக.

தீர்வு
சுறறு்லகாச் பசல்லும் ைகாணவரகளின 

எணணிக்மகமய ‘x’ எனக் பககாள்க. 

`   35 < x < 50 ,  x  ஒரு மிமக முழு ஆகும்

சூத்திைம்:
பைகாததச் பச்லவு = ( ஒரு 
ைகாணவனுக்ககான கட்டணம்) x 
(ைகாணவரகளினஎணணிக்மக)

(i) ைகாணவரகளின எணணிக்மக 35 
ைறறும் 45 க்கு இம்டயில்,

ஒரு ைகாணவனுக்ககான கட்டணம் `200

 `   பைகாததச் பச்லவு y = 200x.

(ii) ைகாணவரகளின எணணிக்மக 46 
ைறறும் 50 க்கு இம்டயில், 

 ஒரு ைகாணவனுக்ககான கட்டணம்  

 ` ( )x
x

200
5
1

45 209
5

- - = -$ .

`   பைகாததச் பச்லவு y = x
x209

5
-` j  

 = x x209 5
2

-

`  y = 
;

;

x

x
x

x

x

200

209
5

35 45

46 50
2

# #

# #-* ,

 சகாரபகம் = {35, 36, 37, ..., 50}.
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எடுத்துககோட்டு ா.்ட 
f(x) = |x| என்ற சகாரபின வமேப்டம் 

வமேக
தீர்வு 
 y = f(x) = |x|

  = 
,

,

x

x

x

x

0

0<

$
-
)

x க்கு சி்ல உகநத  ைதிபபுகமள பதரிவு 
பசய்து  y இன ைதிபபுகமள கணக்கிடுக.

இவவகா்றகாக கீழகண்ட அட்டவமணமய 
ேகாம் பபறுகிம்றகாம்.

x −2 −1 0 1 2

y 2 1 0 1 2

அட்டவமண  5.1

(−2, 2), (−1, 1), (0, 0), (1, 1), 
(2, 2) ஆகிய புள்ளிகமள வமேப்டததில் 
குறிதது பைனமையகான வமளவமேயகால் 
இமணக்கவும்.

f(x) இன வமேப்டைகானது ப்டம் 5.4 இல் 
பககாடுக்கபபடடுள்ளது.

y

x–2  –1 1  2

2

1

ப்டம். 5.4

(0, 0)

(−2, 2)

(−1, 1) (1, 1)

(2, 2)y=x, x > 0 y=–x, x < 0 

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
f(x) = x2− 5 என்ற சகாரபின வமேப்டம் 

வமேக.
தீர்வு  

y = f(x) = x2− 5 எனக.

x க்கு சி்ல உகநத  ைதிபபுகமள பதரிவு 
பசய்து  y இன ைதிபபுகமள கணக்கிடுக.

இவவகா்றகாக கீழகண்ட அட்டவமணமய 
ேகாம் பபறுகிம்றகாம்.

x −3 −2 −1 0 1 2 3

y 4 −1 −4 −5 −4 −1 4

அட்டவமண : 5.2 

(−3, 4), (−2, −1), (−1, −4), (0, −5), 
(1, −4), (2, −1), (3, 4) ஆகிய புள்ளிகமள 
வமேப்டததில் குறிதது பைனமையகான 
வமளவமேயகால் இமணக்கவும்

`   f(x) இன வமேப்டைகானது ப்டம் 5.5 
இல் பககாடுக்கபபடடுள்ளது.

y=x2–5

xl

yl

x

y

(−3, 4)

(−2, −1)

 (−1, −4)
(0, −5)

(1, −4)

(2, −1)

(3, 4)

ப்டம் 5.5

எடுத்துககோட்டு ா.்் 

f(x) = ax, a !  1 ைறறும்  a > 0 க்கு 
வமேப்டம் வமேக

தீர்வு 

f(x) இன சகாரபகம்  R   ைறறும்  வீச்சகம் 
(0,  ∞) மைலும் இதன வமளவமேயகானது (0, 1) 
இன வழிச் பசல்லும் எனபமத ேகாம் அறிமவகாம்.  

வகக (i)  a > 1  எனில்,

 y = f(x) = ax 

  = 
x

x

x

1

1

1

0

0

0

,
,
,

<

>

<

>

= =*

இஙகு x இன ைதிபபு அதிகரிக்கும் 
மபகாது, y இன ைதிபபு அதிகரிக்கி்றது. ைறறும்  
y > 0 ஆகும். 

`  இதன வமேப்டைகானது ப்டம் 5.6 
இல் பககாடுக்கபபடடுள்ளது.
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ப்டம் 5.6

xl

yl

xo

y=ax, a>1

(0, l)

y

வகக (ii) 0 < a < 1  எனில்

y = f(x) = ax = 
x

x

x

1

1

1

0

0

0

,
,
,

>

<

<

>

= =*

 இஙகு  x ன ைதிபபு அதிகரிக்கும்மபகாது  
y ன ைதிபபு கும்றகி்றது. ைறறும் y > 0 ஆகும்.  

`  இதன வமேப்டைகானது ப்டம் 5.6 
இல் பககாடுக்கபபடடுள்ளது. 

xl

yl

xO

(0, l)

yy=ax, 0<a<1

ப்டம் 5.7

குறிப்பு
(i)   e-ன ைதிபபகானது  2 க்கும், 3 க்கும் 

இம்டயில் அமையும் i.e. 2 < e < 3
(ii)   f(x) = ex இன வமேப்டைகானது,  

 f(x) = ax , a > 1 இன வமேப்டததிறகு 
ஒததிருக்கும். மைலும்,   
f(x) = e–x இன வமேப்டைகானது,   
f(x) = a x , 0 < a < 1 இன 
வமேப்டததிறகு ஒததிருக்கும்.

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
x > 0,  a > 0  ைறறும்  a !  1 எனும்மபகாது 

f(x) = logax இன வமேப்டம் வமேக.

தீர்வு 

f(x) இன சகாரபகம்  (0, ∞) ைறறும்    
வீச்சகம்  R மைலும் இதன வமளவமேயகானது 
(1, 0) இன வழிச் பசல்லும் எனபமத ேகாம் 
அறிமவகாம்.  
வகக (i)  a > 1 ைறறும் x > 0 எனில்,

( ) logf x x
x

x
x

0
0
0

0 1
1
1

,
,
,

<

>

< <

>
a= = = =*

இஙகு  x-ன ைதிபபு அதிகரிக்கும்மபகாது, 
f(x) இன ைதிபபு அதிகரிக்கி்றது. 

`  இதன வமேப்டைகானது ப்டம் 5.8 
இல் பககாடுக்கபபடடுள்ளது.

xl

yl

xO

f(x)= logax, a>1

(1, 0)

y

ப்டம் 5.8

வகக (ii) 0 < a < 1 ைறறும் x > 0 எனில்

( )
,

logf x x
x

x
x

0
0
0

0 1
1
1

,
,

>

<

< <

>
a= = = =*

இஙகு  x இன ைதிபபு அதிகரிக்கும்மபகாது 
, f(x) இன ைதிபபு கும்றகி்றது.

`  இதன வமேப்டைகானது ப்டம் 5.9 
இல் பககாடுக்கபபடடுள்ளது.
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f(x)= logax,  0<a<1

xl

yl

xO (1, 0)

y

ப்டம் 5.9

பயிறசி ா.்

1. பினவரும் சகாரபுகள் ஒறம்றச் சகாரபகா? 
அல்்லது இேடம்ட சகாரபகா? எனக் ககாணக

 (i) f(x) = 1
1

x

x
a
a

 −
 

+ 

 (ii) logf x x x 12 2= + +] _g i 
 (iii) f(x) = sin x + cos x
 (iv) f(x) = x2− |x|
 (v) f(x) = x + x2

2. f(x) = x3− kx2 + 2x, x ∈ R. என்ற சகாரபு 
ஒறம்ற சகாரபு எனில் k இன ைதிபபு யகாது ?

3. ( )f x x x
13

3= - , x ≠ 0 எனில், 

( )f x f
x
1

0+ =` j  எனக் ககாடடுக.

4. ( )f x
x
x
1
1=
-
+ , x ≠ 1 எனில், ( )f f x x=^ h  

என நிறுவுக.

5. ( )f x x
x

3 1
1= +
- , x > 1 எனில், f

x
1` j 

ைறறும் 
( )f x
1  இன சகாரமப எழுதுக.

6. ( )f x ex=  ைறறும் ( ) logg x xe=  எனில், 

 (i) (f+g)(1)  (ii) (fg)(1) 
 (iii) (3f)(1) (iv) (5g)(1) ஐக் ககாணக.

7. பினவருவனவறறிறகு வமேப்டம் வமேக:

 (i) ( )f x x16 2= -  (ii) ( ) | |f x x 2= -

 (iii) ( ) | |f x x x=   (iv) ( )f x e x2=

  (v) ( )f x e x2= -  (vi) ( ) | |
f x

x
x=

5.2  எல்கலகள் மறறும் 
வகககவகழுககள்  
(Limits and derivatives)

இபபகுதியில் ேகாம் சகாரபின எல்ம்ல, 
சகாரபின பதகா்டரச்சி, வமகக்பகழு குறிததும் 
ைறறும் முதனமைக் மககாடபகாடு மும்ற 
பககாள்மககளிலிருநது வமகக் பகழுமவக் 
ககாணும் மும்ற குறிததும் பயில்மவகாம். 
எல்ம்ல எனபது ஒரு ைகாறுகின்ற அளமவயில் 
பககாடுக்கபபட்ட ஒரு நிம்லயகான ைதிபபிறகு 
மிகவும் அருககாமையில் அளமவயின 
ைதிபபிமனக் ககாண பயனபடுகி்றது.

வகையக்ற 5.1

f  எனபது பைய் ைதிபபுகமள பககாண்ட 
x இல் அமைநத சகாரபு எனக. l ைறறும் a  
எனபன இரு நிம்ல எணகள் எனக.  x ஆனது 
a எனும் நிம்லபயணமண பேருஙகும் 
மபகாது f(x) ஆனது l -ஐ பேருஙகுைகானகால்,  
l -ஐ  f(x) -ன எல்ம்ல எனமபகாம்.
இதமன lim

x a"
 f(x) = l  என எழுதுமவகாம்

குறியீடுகள்: 
(i)  L[f(x)]x=a = lim

x a"
-
 f(x) எனபது x=a இல் 

f(x) இன இ்டக்மக எல்ம்ல எனமபகாம்.

(ii)  R[f(x)]x=a = lim
x a"

+
 f(x) எனபது x=a இல் 

f(x) இன வ்லக்மக எல்ம்ல எனமபகாம்.

5.2.1  எல்கலயின் உள்ளகமத்தன்கம 
(Existence of limit) 

lim
x a"

 f(x) ககாணததக்கது +  L[f(x)]x=a   

ைறறும் R[f(x)]x=a ஆகியமவ ககாணத 
தக்கதகாகவும் சைைகாகவும் இருக்க மவணடும்.

i.e., lim
x a"

 f(x) = l +   L[f(x)]x=a = R[f(x)]x=a  .
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குறிப்பு
L[f(x)]x=a  ைறறும் R[f(x)]x=a  ஆகியவறம்ற 
L[f(a)] ைறறும்  R[f(a)] எனவும் குறியி்ட்லகாம்.

5.2.2  இ்டமிரு்நது எல்கல கோணும் 
வழிமுக்ற : L[f(x)]x=a

(i) lim
x a"

-
 f(x) –ஐ எழுதுக.

(ii)  x=a – h, h > 0 எனக் பககாணடு x "a– க்கு 
பதி்லகாக h"0 என ைகாறறுக.

(iii) lim
h 0"

 f(a–h) இன ைதிபமப ககாணக.

(iv) நிம்ல (iii) இல் பப்றபபட்ட ைதிபபு, x = a
இல் f(x) என்ற சகாரபுக்ககான இ்டக்மக 
எல்ம்ல  ைதிபபு ஆகும்.

5.2.3  வலமிரு்நது எல்கல கோணும் 
வழிமுக்ற :  R[f(x)]x=a

(i) lim
x a"

+
 f(x) -ஐ எழுதுக.

(ii)  x = a+h, h>0 எனக் பககாணடு x "a+ க்கு 
பதி்லகாக h"0 என ைகாறறுக.

(iii) lim
h 0"

 f(a+h) இன ைதிபமப ககாணக.

(iv) நிம்ல (iii) இல் பப்றபபட்ட ைதிபபு, x = a
இல் f(x) என்ற சகாரபுக்ககான வ்லக்மக  
எல்ம்ல ைதிபபு ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு ா.்் 

f(x) = ,
,

x
x

x
x

3
3

0
3
3

!
-

-

=
*  எனும் சகாரபுக்கு  x = 3 

இல் இ்டக்மக ைறறும் வ்லக்மக எல்ம்ல 
ைதிபபுக்கமள ககாணக.
தீர்வு

L[f(x)]x=3 = lim
x 3"

-
 f(x)

 = lim
h 0"

 f(3 – h), x = 3 – h

 = lim
h 0"

 (3 ) 3
( )

h
h3 3
- -

- -

 = lim
h 0"

 h
h
-

-

 = lim
h 0"

 h
h
-

 = lim
h 0"

 –1 = –1

R[f(x)]x=3 = lim
x 3"

+
 f(x) 

 = lim
h 0"

 f(3 + h), x = 3 + h

 = lim
h 0"

 ( )
( )

h
h

3 3
3 3
+ -

+ -

 = lim
h 0" h

h

 = lim
h 0"

1 

 = 1

குறிப்பு
இஙகு, L[f(3)] !  R[f(3)] எனமவ, 

பககாடுக்கபபட்ட சகாரபிறகு எல்ம்ல ைதிபபு 
இல்ம்ல. அதகாவது lim

x 3"
 f(x) இன ைதிபபு 

ககாணததக்கதல்்ல.

எடுத்துககோட்டு ா.்ா 

f(x) = 
x
x

if x
if x

5 4
4 3

0 1
1 23
1

1 1

#-

-
) x  க்கு lim

x 1"
 f(x) 

ைதிபபு ககாணத தக்கதகா என ஆேகாய்க.

தீர்வு

L[f(x)]x=1 = lim
x 1"

-
 f(x)

 = lim
h 0"

 f(1 – h), x = 1 – h

 = lim
h 0"

[5(1–h)–4]

 =  lim
h 0"

(1–5h) =  1

R[f(x)]x=1 = lim
x 1"

+
 f(x)

 = lim
h 0"

 f(1 + h), x = 1 + h 

 =  lim
h 0"

[4(1 + h)3 – 3(1 + h)]

 = 4(1)3 – 3(1) = 1

பதளிவகாக, L[f(1)] = R[f(1)]

lim
x 1

`
"

f(x) ஆனது ைதிபபு ககாணத 
தக்கது ைறறும் இதனும்டய ைதிபபு 1 ஆகும்.
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குறிப்பு
f(x) என்ற சகாரபுக்கு a என்ற புள்ளியில் 
சகாரபின எல்ம்ல ைதிபபு ைறறும் சகாரபின 
ைதிபபு ககாணும் மபகாது பின வரும் நிம்லகள் 
ஏறப்ட்லகாம்.
(i)  lim

x a"
 f(x) -ஐ ககாண இயலும் ஆனகால்   

f(a) -ஐ ககாண இய்லகாது.

(ii)  limx a"
 f(x) -ஐ ககாண இய்லகாது  ஆனகால்   

f(a) -ஐ ககாண இயலும்.

(iii)  limx a"
 f(x) ைறறும் f(a) -ஐ ககாண 

இயலும் ஆனகால் அமவ சைைற்றமவயகாக 
இருக்கும்.

(iv)  limx a"
 f(x) ைறறும்  f(a) -ஐ ககாண இயலும் 

ைறறும் அமவ சைைகாக இருக்கும்.

5.2.4  எல்கலகளின் சில முடிவுகள்
lim
x a"

 f(x) ைறறும் lim
x a"

 g(x) -ஐ ககாண 
இயலுைகாயின
 (i) lim

x a"
(f+g)(x) = lim

x a"
 f(x) + lim

x a"
 g(x)

(ii) lim
x a"

(fg)(x) = lim
x a"

 f(x) lim
x a"

 g(x)

 (iii) lim g
f

x
x a"

c ^m h = ( )
( )

, ( )lim
lim

limg x
f x

g x 0
x a

x a

x a
!

"

"

"

(iv) lim
x a"

 k f(x) =  k lim
x a"

 f(x), இஙகு k ஒரு 
ைகாறிலி.

5.2.5  மதிப்பி்டமுடியோத வடிவஙகள் 
மறறும் எல்கல மதிப்புக 
கோணல் (Indeterminate forms 
and evaluation of limits)

f(x) ைறறும் g(x) எனபன எல்ம்ல 
ைதிபபுகள் ககாணததக்க இரு சகாரபுகள் எனக.

lim
x a"

 f(x) = lim
x a"

 g(x) = 0 எனில், g a
f a^
^
h
h  

ஆனது 0
0  என்ற வடிவததில் அமைவதகால் 

அது அரததைற்றதகாகி்றது. ஆனகால் lim
x a" g x

f x

_
_
i
i

 

எனபது அரததைற்றது எனக் கூ்ற இய்லகாது.

ப்ல மேேஙகளில் இம்ைகாதிரியகான 
ைதிபபி்ட முடியகாத வடிவஙகளுக்கு நிம்லயகான 
ஒரு எல்ம்ல ைதிபபிமன ககாண இயலும்.  இநத 
ைகாதிரி வடிவஙகளுக்கு எல்ம்ல ைதிபபிடுதல் 
மும்றயில் ைதிபபி்ட முடியகாத வடிவஙகளின 
ைதிபபி்டல் எனமபகாம்.

, , , , ,0
0 0 00 0#3

3
3 3 3 3-  ைறறும் 13

இல் அமைநத வடிவஙகள் ைதிபபி்ட முடியகாத 
வடிவஙகள் ஆகும். இவறறுள் 0

0  என்ற வடிவம் 
ஆனது ைதிபபி்ட முடியகாத வடிவஙகளில் 
அடிபபம்ட வடிவம் ஆகும். 

5.2.6  இயறகணித எல்கலயின் 
வைம்புககள (மதிப்கப) 
மதிப்பிடும் முக்றகள்

(i) மேேடி பிேதியி்டல்  
(ii) ககாேணிபபடுததல்
(iii) விகிதைகாக்கல் மும்ற
(iv)  சி்ல எல்ம்லகளின திட்ட வகாய்பபகாடுகமளக் 

பககாணடு ககாணல்

5.2.7 சில திட்்ட எல்கல வோயபோடுகள்

(i) lim x a
x a

x a

n n

-
-

"
 = ,na n Qn 1 !-

(ii) lim sin
0 i
i

"i
 =  lim tan

0 i
i

"i
 = 1, q மேடியனில்.

(iii) lim x
a 1

x

x

0

-
"

 = logea ,   a>0

(iv) 
( )

lim
log

x
x1

x 0

+

"
 = 1

(v) lim x1
x

x
0

1
+

"
^ h  = e

(vi) lim x1 1
x

x
+

"3
` j  = e

(vii) lim x
e 1

x

x

0

-
"

 = 1

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
ைதிபபிடுக: ( )lim x x3 4 5

x 1
2+ -

"
.

தீர்வு
( )lim x x3 4 5

x 1
2+ -

"

= 3(1)2 + 4(1) – 5 = 2
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எடுத்துககோட்டு ா.்் 

ைதிபபிடுக:  lim x
x x

2
4 6

x 2

2

+
- +

"
.

தீர்வு 

lim x
x x

2
4 6

x 2

2

+
- +

"
 = lim

lim

x

x x

2

4 6

x

x

2

2
2

+

- +

"

"
^
^ h

h

         = 2 2
2 4 2 6

2
12

+
- +

=
^ ^h h

  

எடுத்துககோட்டு ா.்்  

ைதிபபிடுக : lim cos sin
sin cos

x x
x x

3 2 2 2
5 2 2 2

x 4
+
-

"
r

.

தீர்வு

lim cos sin
sin cos

x x
x x

3 2 2 2
5 2 2 2

x 4
+
-

"
r

  

 = lim cos sin

lim sin cos

x x

x x

3 2 2 2

5 2 2 2

x

x

4

4
+

-

"

"

r

r

^

^ h

h

= 
cos sin

sin cos

3 2 2 2

5 2 2 2
r r

r r

+

-

= 3 0 2 1
5 1 2 0

2
5

+
-

=
^
^

^
^

h
h

h
h .

எடுத்துககோட்டு ா.்்   

ைதிபபிடுக: lim x
x

1
1

x 1

3

-
-

"
.

தீர்வு

lim x
x

1
1

x 1

3

-
-

"
 எனபது 0

0  என்ற அமைபபில் உள்ளது

lim x
x

1
1

x 1

3

-
-

"
 = lim x

x x x
1

1 1
x 1

2

-
- + +

"

^
^
^h

h
h

= lim x x 1
x 1

2+ +
"
^ h

= (1)2 + 1 + 1 = 3

எடுத்துககோட்டு ா.்ட 

ைதிபபிடுக: lim x
x2 2

x 0

+ -

"
.

தீர்வு

lim x
x2 2

x 0

+ -

"

= lim
x x
x x

2 2
2 2 2 2

x 0 + +

+ - + +

"

^
^

^h
h

h

= lim
x x

x
2 2
2 2

x 0 + +
+ -

" ^ h
= lim

x2 2
1

x 0 + +" ^ h
= 

2 2
1

2 2
1

+
=  

எடுத்துககோட்டு ா.்்  

ைதிபபிடுக: lim
x a
x a

x a 5
1

5
1

5
3

5
3

-

-
"

.

தீர்வு 

lim
x a
x a

x a 5
1

5
1

5
3

5
3

-

-
"

 = lim

x a
x a

x a
x a

x a 5
1

5
1

5
3

5
3

-
-

-
-

"

= 
a

a

5
1
5
3

5
4

5
2

-

-

^
^
h
h

 = a a3 35
2

5
4

5
2

=
-
+

எடுத்துககோட்டு ா.்் 

ைதிபபிடுக: lim sin
sin

x
x

5
3

x 0"
.

தீர்வு 

lim sin
sin

x
x

5
3

x 0"
 = lim sin

sin

x x
x

x x
x

5 5
5

3 3
3

x 0 #

#

"
* 4

 = 
lim sin
lim sin

x
x

x
x

5
3

5
5

3
3

x

x

0

0

"

"  = 5
3

1
1

5
3=` j

எடுத்துககோட்டு ா.்்   

ைதிபபிடுக: lim x x
x

4 15
6 5

x
2

2

+
-

"3
.

தீர்வு

lim x x
x

4 15
6 5

x
2

2

+
-

"3
 = lim

15
5

x x

x
4

6
2

+

-

"3

 = 0 15
0 5

3
1

+
-

=-
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எடுத்துககோட்டு ா.்்   

ைதிபபிடுக: lim tanx x
1

x "3
` j.

தீர்வு
y = x

1  எனக. x " 3 எனும்பபகாழுது y 0"  ஆகும்.

lim tanx x
1

x "3
` j = lim

tan
y

y
y 0"

 = 1.

எடுத்துககோட்டு ா.்ா  

ைதிபபிடுக: lim n
n

n
3

2

"3

/
.

தீர்வு

lim n
n

n
3

2

"3

/
 = lim n

n n n
6
1 2 1

n
3

+ +

"3

^ ^h h

= lim n
n

n
n

n
n

6
1 1 2 1

n

+ +
"3

` ` `j j j$ .

= lim n n6
1 1 1 2 1

n
+ +

"3
` `j j$ .

= 6
1 1 2^ ^h h = 3

1

எடுத்துககோட்டு ா.்்   

ைதிபபிடுக  lim sin
log

x
x1

x 0
3

3+

"

^ h
 = 1.

தீர்வு

 lim sin
log

x
x1

x 0
3

3+

"

^ h

= lim
log

sinx
x

x
x1

x 0
3

3

3

3
#

+

"

^ h' 1

= lim
log

lim sinx
x

x
x

1 1
x

x
0

3

3

0

3#
+

"

"

^
`

h
j

= 1 1
1

#  = 1

பயிறசி ா.்

1. கீழவருவனவறம்ற ைதிபபிடுக :

(i) lim x
x

1
2

x 2

3

+
+

"
 (ii) lim x x

x
3 9

2 5
x

2+ +
+

"3

(iii) lim n
n

x
2

"3

/
 

(iv) lim x
x x1 1

x 0

+ - -

"

(v) lim
x a
x a

x a 3
2

3
2

8
5

8
5

-

-

"
  (vi) lim sin

x
x3

x 0
2

2

"

2.  
x    –a
lim limx a

x a x 6
x

9 9

3+
+

= +
""
^ h எனில் , a–ன 

ைதிபமப ககாணக.

3.  lim x
x

2
2

x

n n

2 -
-

"
 = 448 எனில், n-ன மீச்சிறு 

மிமக முழு எணமண ககாணக.

4. f x x
x

32
128

5

7
=

-
-^ h  எனில், lim f x

x 2"
^ h –ஐ ககாணக.

5.  , limf x x
ax b f x1 2

x 0
= +

+
=

"
^ ^h h  ைறறும் 

lim f x 1
x

=
"3
^ h  எனில், f(–2) = 0 என நிறுவுக.

வகககவகழு (Dserivative)
இபபகுதிமய பறறி பதரிநது பககாள்வதறகு 

முன ேகாம் ஒரு சகாரபின பதகா்டரச்சித தனமைமய 
பறறி இஙகு விரிவகாக பதரிநது பககாள்மவகாம். 
சகாரபு f(x) ஆனது x = a என்ற புள்ளியில் 
பதகா்டரச்சியும்டயது எனில் அதன வமளவமே 
x = a இல் முறிவு ஏதும் கிம்டயகாது எனபதகாகும். 

மைலும், x = a இல் வளவமே முறிமவ 
பபறுைகாயின சகாரபு அபபுள்ளியில் பதகா்டரச்சியற்ற 
தனமை பககாண்டது என்லகாம்.

சகாரபு f(x)  ஆனது  ஒரு இம்டபவளியில் 
உள்ள அமனததுப புள்ளிகளிலும் பதகா்டரச்சித 
தனமைமய பபறறிருநதகால் அநத குறிபபிட்ட 
இம்டபவளியில் f(x) ஆனது பதகா்டரச்சித 
தனமைமய பககாண்டதகாகும்.

5.2.8  வதோ்டர்சசி சோர்பு  
(Continuous function)

சகாரபு f(x) ஆனது x = a இல் 
பதகா்டரச்சிததனமை பககாண்டது எனில், 
பினவரும் நிபநதமனகமள நிம்றவு பசய்ய 
மவணடும்.
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(i) f(a) ககாணததக்கது.
(ii) lim

x a"
 f(x) ககாணததக்கது.

(iii) lim
x a"

 f(x) = f(a)

கூர்ந�ோககு 
மைறகூறிய வமேயம்றயின நிபநதமனகளில் 
ஏமதனும் ஒனறு அல்்லது அதறகு மைறபட்ட 
நிபநதமனகள் x = a-ல் பபகாருநதவில்ம்ல 
எனில் சகாரபு f(x), பதகா்டரச்சி தனமை அற்றது 
என்லகாம்

5.2.9  வதோ்டர் சோர்புகளின் சில பணபுகள்
f(x) ைறறும் g(x) என்ற பைய் ைதிபபுகமள 

பககாண்ட சகாரபுகள் x = a இல் பதகா்டரச்சித 
தனமை பககாண்டதகாக இருக்கும்மபகாது,

(i)  f(x) + g(x) எனபதும் x = a இல் 
பதகா்டரச்சியகானது.

(ii)  f(x) g(x) எனபதும் x = a இல் 
பதகா்டரச்சியகானது.

(iii)  kf(x) எனபதும்  x = a இல் 
பதகா்டரச்சியகானது, k ஓர பைய்பயண.

(iv)  f(a) ]  0 எனில், f x
1
^ h  எனபதும்  x = a இல் 

பதகா்டரச்சியகானது.

(v)  g(a) ]  0 எனில்,  g x
f x
^
^
h
h

 எனபதும் x = a இல் 
பதகா்டரச்சியகானது.

(vi)  f x^ h  எனபதும்  x = a இல் பதகா்டரச்சியகானது.

எடுத்துககோட்டு ா.்் 

f(x) = 
,

,
,
,

x
x x

x
x

5 4
4 3

0 1
1 2<3
1

1

#-

-
)  எனறு 

வமேயறுக்கபபட்ட சகாரபு, x = 1 இல் 
பதகா்டரச்சியகானது என நிறுவுக.
தீர்வு

L f x x 1=] g7 A  = lim f x
x 1"

-
] g

= ,lim f h1
h 0

-
"
] g  x =1–h

= lim h5 1 4
h 0

- -
"

] g6 @
= 5(1)–4  = 1

R f x x 1=] g7 A  = lim f x
x 1"

+
] g

= lim f h1
h 0

+
"
] g,  x = 1+ h

= lim h h4 1 3 1
h 0

3+ - +
"

] ]g g7 A

= 4(1)3 – 3(1)
= 4 – 3 = 1

இபமபகாது, f(1) = 5(1) – 4 = 5–4 =1 

`  lim f x
x 1"

-
] g = lim f x

x 1"
+
] g = f(1)

⇒ x = 1 -ல் சகாரபு f(x) பதகா்டரச்சியகானது.

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
,
,f x x x

x x
2 2
2 2

<
$

=
-
+

] g )  எனறு வமேயறுக்கபபட்ட 

சகாரபு f இன பதகா்டரச்சித தனமைமய x = 2 ல் 
ஆேகாய்க.

தீர்வு

L f x x 2=] g7 A  = lim f x
x 2"

-
] g

= lim f h2
h 0

-
"
] g,  x = 2 – h

= lim h2 2
h 0

- -
$

] g" ,

= lim h 0
h 0

=
"

R f x x 2=] g7 A  = lim f x
x 2+

] g
"

= lim f h2
h 0

+
"
] g, x = 2 + h

= lim h2 2
h 0

+ +
"

] g" ,

= lim h4
h 0

+
"
] g = 4

மைலும், f(2) = 2+2 = 4.

இஙகு lim f x
x 2$

-
] g !  lim f x

x 2$
+
] g

`  f(x) என்ற சகாரபகானகாது x = 2 இல் 
பதகா்டரச்சித தனமை அற்றது ஆகும்.
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கூர்ந�ோககு 

(i) ைகாறிலிச் சகாரபு எஙகும் பதகா்டரச்சியும்டயது.
(ii) சைனிச் சகாரபு எஙகும் பதகா்டரச்சியும்டயது.

(iii)  பல்லுறுபபுக் மககாமவ சகாரபு எஙகும் 
பதகா்டரச்சியும்டயது.

(iv)  ைடடுச் சகாரபு எஙகும் பதகா்டரச்சியும்டயது. 
(v)  அடுக்குக் குறிச் சகாரபு  ax, a>0 எஙகும் 

பதகா்டரச்சியும்டயது.
(vi)  ை்டக்மகச் சகாரபு அதன அேஙகததில் 

பத்டரச்சித தனமை பககாண்டது.
(vii)  அமனதது விகிதமுறுச் சகாரபுகளும் 

அதன அேஙகததில் உள்ள அமனதது 
புள்ளிகளி்டததும் பத்டரச்சித தனமை 
பககாண்டது.

f(x) = 
( )

( )

,
,
,

x
k
x

x a
x a
x a

<

>

a

b

=

Z

[

\

]]]]
]]]]

 எனில்

L[f(x)]x=a = ( ) ( )lim limf x x
x a x a

a=
" "-

R[f(x)]x=a = ( ) ( )lim limf x x
x a x a

b=
" "+

x = a என்ற புள்ளியின இரு பக்கஙகளிலும் 
சகாரபுக்கு பவவமவறு வமேயம்றகள் 
இருக்கும்  மபகாது ைடடுமை இது பபகாருநதும்

பயிறசி ா.்

1.  கீழவரும் சகாரபுகளுக்கு சுடடிக் 
ககாட்டபபடடுள்ள புள்ளியில் சகாரபுகளின 
பத்டரச்சித தனமைமய ஆேகாய்க

(a)  f x] g  = ,
,

,
,

x
x x

x
2
4

0
2
2

2
!-

-

=
*  எனில் x = 2-ல்

(b)  f x] g  = ,
,

,
,

x
x x

x
3
9

6
3
3

2
!-

-

=
*  எனில் x = 3-ல்

2.  f(x) = | x |  என்ற சகாரபகானது x = 0 இல் 
பதகா்டரச்சித தனமை பககாண்டது என 
நிறுவுக.

5.2.10  ஒரு புள்ளியில் வககயீடு கோணல் 
(Differentiability at a point) 

(a, b)  என்ற தி்றநத இம்டபவளியில் 
f(x) எனபது பைய்ைதிபபுமள பககாண்ட சகாரபு 
ைறறும் c! (a, b) எனக் பககாள்க.

lim x c
f x f c

x c -
-

"

] ]g g
   ககாணததக்கதகாக 

இருநதகால் f(x) ஆனது x = c –ல், வமகயி்ட 
தக்கதகாகும்.   

இவவகா்றகாக ககாணபபடும் எல்ம்ல 
ைதிபமப, சகாரபு f(x)க்கு  x = c –ல்   வமகக்பகழு 
ைதிபபு எனமபகாம். இதமன f cl] g அல்்லது  
D f(c) அல்்லது dx

d f x
x c=

_ ] gi: D  என 
குறிபபிடுமவகாம்.

ஆத்லகால், limf c x c
f x f c

x c "=
-

"
l] ] ]g g g

 lim x c
f x f c

x c -
-

"

] ]g g
.

5.2.11  இ்டககக மறறும் வலககக 
வககயீடு

(i) lim x c
f x f c

x c
-
-

"
-

] ]g g
 அல்்லது  

lim h
f c h f c

h 0 -

- -

"

] ]g g
 எனபது x = c-ல் 

சகாரபு  f(x) இன இ்டக்மக வமகயீடு எனக் 
கூறுமவகாம். இதமன f c-l^ h  அல்்லது   
L[ f l (c)] எனக் குறிபமபகாம்.

(ii) lim x c
f x f c

x c
-
-

"
+

] ]g g
    அல்்லது

 lim h
f c h f c

h 0

+ -

"

] ]g g
 எனபது x = c-ல் 

சகாரபு f(x) இன வ்லக்மக வமகயீடு எனக் 
கூறுமவகாம்.  இதமன f c+l^ h   அல்்லது   
R[ f l (c)] எனக் குறிபமபகாம்.

முடிவு
x = c இல் சகாரபு f(x)
வமகயி்டததக்கது 
L f c R f c, =l l] ]g g7 7A A
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ஒரு புள்ளியி்டதது பதகா்டரச்சிததனமை 
பககாண்ட சகாரபு, அபபுள்ளியி்டதது 

வமகயி்டததக்கதகாக இல்்லகாைலும் 
இருக்க்லகாம்.

நமறகுறிப்பு:

(i) L f c R f c!l l] ]g g7 7A A எனில், f(x) ஆனது 
x=c இல் வமகயி்டததக்கது அல்்ல.

(ii) x = c இல் சகாரபு f(x) ஆனது வமகயி்டததக்கது 
எனில், அபபுள்ளியில் சகாரபு f(x) ஆனது 
பதகா்டரச்சித தனமை பககாண்டது.

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
f(x) = | x | என்ற சகாரபு x = 0  இல் 

வமகயி்டத தக்கது அல்்ல என நிறுவுக.

தீர்வு  

f(x) = | x | = 
x
x

if x
if x

0
0<
$

-
)

L[ f l (0)] = 
lim

x 0"
- x

f x f
0

0
-
-] ]g g ,

= lim h
f h f

0 0
0 0

h 0 - -
- -

"

] ]g g
,  x = 0–h

= lim h
f h f 0

h 0 -
- -

"

] ]g g

= lim h
h 0

h 0 -
- -

"

= lim h
h

h 0 -
-

"

= lim h
h

h 0-"

= lim 1
h 0
-

"
] g  = –1

R[ f l (0)] = lim x
f x f

0
0

x 0 -
-

"
+

] ]g g

= lim h
f h f

0 0
0 0

h 0 + -
+ -

"

] ]g g
, x = 0+h

= lim h
f h f 0

h 0

-

"

] ]g g

= lim h
h 0

h 0

-
"

= lim h
h

h 0"

= lim h
h

h 0"

= lim 1
h 0"

 = 1

இஙகு, L[ f l (0)] !R[ f l (0)]

`  f(x) ஆனது x = 0 இல் 
வமகயி்டததக்கதல்்ல
எடுத்துககோட்டு ா.்ட 
x = 1 இல் f(x) = x2 ஆனது வமகயி்டததக்கது 
எனக் ககாடடுக, மைலும் f l (1) -ஐ ககாணக.

தீர்வு
f(x) = x2

L[ f l (1)] = lim x
f x f

1
1

x 1 -

-

"
-

] ]g g

= lim h
f h f

1 1
1 1

h 0 - -
- -

"

] ]g g
, x=1–h

= lim h
h1 1

h 0

2

-
- -

"

] g

= lim h
h h1 2 1

h 0

2

-
+ - -

"

= lim h 2
h 0
- +

"
] g  = 2

R[ f l (1)] = lim x
f x f

1
1

x 1 -

-

"
+

] ]g g

= lim h
f h f

1 1
1 1

h 0 + -
+ -

"

] ]g g
, x = 1 + h

= lim h
h1 1

h 0

2+ -
"

] g

= lim h
h h1 2 1

h 0

2+ + -
"

= lim h 2
h 0

+
"
] g  = 2

 இஙகு, L[ f l (1)] = R[ f l (1)]

`   x = 1 இல் சகாரபு f(x) ஆனது 
வமகயி்டததக்கது ஆகும்.   மைலும் f l (1) = 2
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5.2.12  முதன்கமக வகோள்ககயிலிரு்நது  
வகககவகழு கோணல் 
(Differentiation from first 
principle)

limf x h
f x h f x

h 0
=

+ -

$
l] ] ]g g g

 
எனபதமன அடிபபம்டயகாகக் பககாணடு 
சகாரபுகளுக்கு வமகக் பகழு ககாணும் மும்றமய 
முதனமைக் பககாள்மகயிலிருநது வமகயீடு 

ககாணல் என்லகாம். f l(x) எனபதமன dx
dy

  
எனக் குறிக்க்லகாம்

5.2.13  சில சோர்புகளுககோன 
வகககவகழுகவ முதன்கமக 
வகோள்ககயிலிரு்நது கோணல்

1. x R!  க்கு dx
d x n xn n 1= -^ h  

நிரூபணம்:

 f(x) = xn எனக
`  f(x+h) = (x+h)n

 dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

 = lim h
x h x

h

n n

0

+ -
"

] ]g g

 = lim x h x
x h x

h

n n

0 + -
+ -

"

]
]

]g
g
g

 = lim z x
z x

z x

n n

-
-

"
  

இஙகு, z = x + h ைறறும் h 0"  
எனும்மபகாது z" x ஆகும்.

= nxn–1 lim x a
x a na

x a

n n
n 1a -

- =
"

-< F

i.e., dx
d xn^ h  = nxn–1

2.   dx
d e ex x=^ h  

நிரூபணம்: 

f x ex=] g  எனக

`  f(x+h) = ex h+

dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

= lim h
e e

h

x h x

0

-
"

+

= lim h
e e e

h

x h x

0

-
"

= lim e h
e 1

h
x

h

0

-
"
; E

= lime h
e 1x

h

h

0

-
"
; E

= e 1x #  lim x
e 1 1

x

x

0
a

- =
"

< ; E F

= ex

i.e., dx
d ex^ h  = ex .

3. log
dx
d x x

1
e =^ h

நிரூபணம்:

f(x) = logex எனக
`  f(x+h) = loge(x+h)

dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

= lim
log log

h
x h x

h

e e

0

+ -

"

] g

= lim
log

h
x
h1

h

e

0

+

"

b l

= lim
log

x
h

x
h

x
1 1

h

e

0

+

"

b l

= lim
log

x
x
h

x
h

1 1

h

e

0

+

"

b l

= x
1 1#  

[ ]lim
log

x
x1

1
x

e

0
a

+
=

"

] g

log
dx
d x x

1
e =^ h

05_11th_BM-STAT_Ch-5-TM.indd   120 21-04-2020   12:45:34 PM



121வகை நுணைணிதம்

எடுத்துககோட்டு ா.்் 

முதனமைக் பககாள்மகயிலிருநது dx
d x3^ h  -ஐ 

ககாணக. 

தீர்வு
 f(x) = x3 எனக 

`  f x h+] g  = x h 3+] g

dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

= lim h
x h x

h 0

3 3+ -
"

] g

= lim h
x h xh h3 3

h 0

2 2 3+ +
"

= lim x xh h3 3
h 0

2 2+ +
"

^ h

= ( ) ( )x x3 3 0 02 2+ +

= 3x2

dx
d x3^ h  = 3x2

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
 முதனமைக் பககாள்மகயிலிருநது 

dx
d e x3^ h  -ஐ ககாணக.

தீர்வு
f(x) = e3x  எனில்

`  f(x + h) = e3(x+h)

dx
d f x_ ] gi  = lim h

f x h f x
h 0

+ -

"

] ]g g

= lim h
e e

h

x h x

0

3 3-
"

+] g

= lim h
e e e

h

x h x

0

3 3 3$ -
"

= lim h
e e 1

h

x h

0

3 3 -
"

^ h

= lime h
e3 3

1x
h

h
3

0

3 -
"

= e3 1x3 #  [ ]lim x
e 1 1

x

x

0
a

- =
"

= 3e3x

பயிறசி ா.்

1. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு முதனமைக் 
பககாள்மகயிலிருநது x -ஐ பபகாறுதத வமகக் 
பகழுமவ ககாணக.

(i) x2 (ii) e–x (iii) log(x+1)

5.3  வககயி்டல் உத்திகள் 
(Differentiation techniques) 
இபபகுதியில் பககாடுக்கபபட்ட சகாரபுகளின 

வமகக் பகழுக்கமள ககாண பயனபடுததபபடும் 
பவவமவறு மும்றகமள பறறி விவகாதிபமபகாம்.

5.3.1  சில திட்்டமோன முடிவுகள் 
(வோயபோடுகள்)

1. dx
d x nxn n 1= -^ h

2. dx
d (x) = 1

3. dx
d (k) = 0, k ஒரு ைகாறிலி 

4. dx
d (kx) = k, k ஒரு ைகாறிலி

5. dx
d

x x
1 1

2=-b l  dx
d

x x
1 1

2=-b l  dx
d

x x
1 1

2=-b l

6. dx
d x

x2
1=^ h

7. dx
d (ex) = ex

8. dx
d (eax) = aeax

9. dx
d (eax+b) = aeax+b

10. e x e2dx
d x x2 2

=-- -_ i

11. logdx
d a a ax x

e=^ h , a > 0

12. log
dx
d x

x
1

e =^ h
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13. logdx
d x a x a

1
e + =

+
] g

14. logdx
d ax b

ax b
a

e + =
+

_ ] ]gi g
15. log

logdx
d x

x a
1

a
e

=^ h , a > 0 ைறறும் a ≠ 1

16. sin cosdx
d x x=] g

17. dx
d (cosx) = –sinx

18. dx
d (tanx) = sec2x

19. dx
d (cotx) = –cosec2x

20. dx
d (secx) = secx tanx

21. dx
d (cosec x) = –cosecx cotx

5.3.2  வகககவகழுககளுககோன வபோது 
விதிகள்

(i) கூட்்டல் விதி 

 dx
d f x g x dx

d f x dx
d g x+ = +] ] ] ]g g g g7 7 7A A A

(ii)  கழித்தல் விதி

 dx
d f x g x dx

d f x dx
d g x- = -] ] ] ]g g g g7 7 7A A A

(iii) வபருககல் விதி

dx
d f x g x dx

d f x g x f x dx
d g x$ = +] ] ] ] ] ]g g g g g g7 7 7A A A

(அல்்லது) u = f(x) ைறறும் v = g(x) எனில், 

dx
d uv u dx

d v v dx
d u= +] ] ]g g g  

(iv) வகுத்தல் விதி 

dx
d

g x
f x

g x
g x dx

d f x f x dx
d g x

2=
-]

]
] ]

]
] ]g

g
g g

g
g g

=
7
7

7
G

A
A

A
, 

 g(x) ≠ 0

(அல்்லது) u = f(x) ைறறும்  v = g(x) எனில், 

dx
d

v
u

v
v dx

d u u dx
d v

2=
-

b
] ]

l
g g

(v) வபருககு சோர்பலனின் வககக வகழு 
d
dx
c f x c d

dx
f x[ ( )] [ ( )]=  இதில், c ஒரு ைகாறிலி

(vi) சஙகிலி விதி:

dx
d f g x f g x g x$= l l_ ] _ ] ]gi gi g7 A  (அல்்லது)

y = f(t) ைறறும் t = g(x) எனில்,  dx
dy

dt
dy

dx
dt

$=

இஙகு, வமகக்பகழுவின சி்ல திட்டைகான 
முடிவுகமளக் பககாணடும், பபகாது விதிகமளக் 
பககாணடும் பின வரும் பவளிபபடு சகாரபுகளுக்கு 
வமகபகழுக்கமள ககாணமபகாம்.

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
பின வரும் சகாரபுகமள x -ஐ பபகாறுதது 

வமகயிடுக.
(i) x 2

3
         (ii) 7ex  (iii) x

x
1 3
1 3
+
-

(iv) x2 sin x  (v) sin3 x

(vi) x x 12 + +

தீர்வு

(i) dx
d

x 2
3` j  = x2

3 2
3 1-

                = x2
3 2

1
 = x2

3

(ii) dx
d e7 x^ h  = dx

d e7 x^ h  = 7ex

(iii)  y = x
x

1 3
1 3
+
-  என்ற சகாரமப x –ஐ 

பபகாறுதது வமகயி்ட, ேகாம் பபறுவது 

dx
dy

 = 
x

x dx
d x x dx

d x
1 3

1 3 1 3 1 3 1 3
2+

+ - - - +] ]
]

] ]g g
g

g g

= x
x x

1 3
1 3 3 1 3 3

2+
+ - - -] ]

]
] ]g g
g

g g

= x1 3
6

2+
-

] g  
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(iv)  y = x2 sin x என்ற சகாரமப x -ஐ 
பபகாறுதது வமகயி்ட, ேகாம் பபறுவது

dx
dy

  = sin sinx dx
d x x dx

d x2 2+] ^g h
 = cos sinx x x x22 +

 = cos sinx x x x2+] g
(v) y = sin3 x  (or) (sin x)3

 u = sin x எனில்   y = u3 ஆகும்.
  u= sin x என்ற சகாரமப x -ஐ பபகாறுதது 

வமகயி்ட ேகாம்பபறுவது, cosdx
du x=

  y = u3  என்ற சகாரமப u -ஐ 
பபகாறுதது வமகயி்ட ேகாம்பபறுவது, 

sindu
dy

u x3 32 2= =

`  sin cosdx
dy

du
dy

dx
du x x3 2$ $= =

(vi) y = x x 12 + +

 u = x2 +x + 1  எனில் y = u  ஆகும்.

  u = x2 +x + 1 என்ற சகாரமப x -ஐ 
பபகாறுதது வமகயி்ட ேகாம் பபறுவது, 

dx
du = 2x + 1

  y = u  என்ற சகாரமப u -ஐ பபகாறுதது 

வமகயி்ட ேகாம் பபறுவது, du
dy

u2
1=

   = 
x x2 1

1
2 + +

 dx
dy

 = du
dy

dx
du

x x
x

2 1
1 2 12$ $=
+ +

+] g

   = 
x x

x
2 1

2 1
2 + +
+

 � sin log sin log loglogdx
d x

d x
d x dx

d x=^ ^ ^ ^ ^ ^hh h hh h

 � dx
d x x d x x

d x x dx
d x x3 1 3 1 3 1 3 12 5

2
2 5 2+ + =

+ +
+ + + +^ ^ ^ ^h h h h

 � dx
d e d x

d e dx
d x3 3x x3

3
3 33 3

=
+

++ +^ ^ ^ ^^ ^h h h hh h

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
f(x) = xn ைறறும்  f 1l] g  = 5 எனில்,  

n இன ைதிபபு ககாணக.

தீர்வு
 f(x)  = xn

  `  f xl] g  = nxn–1

 f 1l] g  = n(1)n–1

 f 1l] g  = n

 f 1l] g  = 5  (கணக்கினபடி)

         (  n = 5

எடுத்துககோட்டு ா.்ா 

 y u
1

2=  ைறறும் u = x2 –9 எனில், dx
dy

 –ஐ ககாணக.

தீர்வு

 y u
1

2=  = u–2

   du
dy

 = u
2

3-  

   du
dy

 = 
x 9

2
2 3-
-^ h  (a  u = x2 – 9)

    u = x2 – 9

        dx
du  = 2x

இபமபகாது, dx
dy

 = du
dy

dx
du
$

 = 
x

x
9

2 22 3 $-
-^ h

 = 
x

x
9

4
2 3-
-^ h .
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பயிறசி ா.ா

1. பினவரும் சகாரபுகமள x -ஐ பபகாறுதது 
வமகயிடுக.

(i)   x x x3 2 84 3- + +

(ii)  x x x
5 2 5

4 3- +

(iii) x
x

e1 x
3+ +

(iv)  x
x x3 2 2+ -

(v)  x3 ex    

(vi)  x x x3 2 12 - + +^ ]h g
(vii) sin cosx x x34 - +  

(viii)  x
x

1 2
+d n

2. பினவரும் சகாரபுகமள x -ஐ பபகாறுதது 
வமகயிடுக.

(i) x
e

1
x

+  (ii) x x
x x

1
1

2

2

- +
+ +  (iii) e

e
1 x

x

+

3. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு x -ஐ பபகாறுதது 
வமகக்பகழு ககாணக.
(i) x sin x  (ii) ex sin x
(iii)  loge x xx +^ h  (iv) sin x cos x
(v) x3 ex

4. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு x -ஐ பபகாறுதது 
வமகக்பகழு ககாணக.
(i)  sin2 x  (ii) cos2 x  (iii) cos3 x

(iv) x1 2+  (v) ax bx c n2 + +^ h
(vi) sin(x2) (vii)  

x1
1

2+

5.3.3  உட்படு சோர்புகளுககோன வககயீடு 
(Derivative of implicit functions) 

f(x, y) = 0 என்ற உடபடு சகாரபில் 
உள்ள y மய x இல் அமையும் சகாரபகாக கருதி 
x க்கு வமகயீடு கணடு, அதில் dx

dy  அ்டஙகிய 
பகுதிகமள இ்டபபு்றமும், மீதமுள்ள பகுதிகமள 
வ்லபபு்றமும் இ்டம்பபறுைகாறு ைகாறறி எழுதியபின  

dx
dy  ககாணக. 

குறிப்பு

 f(x, y) = 0 என்ற சகாரபு உடபடு சகாரபகாக 
இருக்கும் மபகாது dx

dy
 ஆனது x ைறறும்  y 

உறுபபுகமளக் பககாணடு இருக்கும்.

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =  எனில், 

dx
dy

 -ஐ ககாணக.

தீர்வு

ax hxy by gx fy c2 2 2 02 2+ + + + + =
இருபு்றமும் x -ஐ பபகாறுதது வமகயீடு ககாண, 

ax h x dx
dy

y by dx
dy

g f dx
dy

2 2 2 2 2+ + + + +c m  = 0

ax hy g hx by f dx
dy2 2 2 2 2 2+ + + + +^ ^h h  = 0

 dx
dy

 = hx by f
ax hy g

-
+ +
+ +^

^ h
h

.

எடுத்துககோட்டு ா.்்  

x y axy33 3+ =  எனில், dx
dy

 -ஐ ககாணக.

தீர்வு
x y axy33 3+ =

இருபு்றமும் x -ஐ பபகாறுதது வமகக்பகழு ககாண,

 dx
d x y3 3+_ i  = dx

d axy3^ h

 x y dx
dy

3 32 2+  = a x dx
dy

y3 +; E

 x y dx
dy2 2+  = ax dx

dy
+ay

 y ax dx
dy2 -_ i  = (ay – x2)

 dx
dy

 = y ax
ay x

2

2

-
-

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
 x xy y2 3 5 102 2+ + =  என்ற வமளவமேக்கு 

(1,1) –ல், dx
dy

 இன ைதிபபு ககாண.
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தீர்வு
 x xy y2 3 5 102 2+ + =   
இருபு்றமும் x -ஐ பபகாறுதது வமகயி்ட,

dx
d x xy y2 3 52 2+ +7 A = dx

d  [10]

 x x dx
dy

y y dx
dy

4 3 3 10+ + +  = 0

(3x+10y) dx
dy

 = –3y –4x

dx
dy

 = x y
y x

3 10
3 4

-
+
+

^
^ h

h
`   (1, 1) இல் dx

dy
 = 3 10

3 4- +
+

 = 13
7-

எடுத்துககோட்டு ா.்் 

sin y = x sin (a+y) எனில், 
sin

sin
dx
dy

a
a y2

=
+^ h  

என நிறுவுக.

தீர்வு
 sin y = x sin (a+y)

 x = 
sin

sin
a y

y
+^ h

y –ஐ பபகாறுதது வமகயி்ட,

dy
dx   = 

sin
sin cos sin cos

a y
a y y y a y

2
$

+

+ - +^
^

^h
h

h

 = 
sin

sin
a y

a y y
2 +
+ -^
^ h

h

 = 
sin

sin
a y

a
2 +^ h

` dx
dy

 =   sin
sin

a
a y2 +^ h

பயிறசி ா.்

1. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு dx
dy

 ஐ ககாணக 

(i) xy = tan(xy)

(ii) x xy y 72 2- + =    

(iii)  x y axy3 13 3+ + =

2. x y y x1 1 0+ + + = , x! y எனில்,  

dx
dy

 = x 1
1

2-
+] g  என நிறுவுக

3. logx y x y4 3 4 3+ = -^ h எனில், dx
dy

 –ஐ 
ககாணக.

5.3.4  ம்டககககய பயன்படுத்தி 
வகககவகழு கோணல் 
(Logarithmic differentiation)

சி்ல சையஙகளில் சகாரபுகளகானது, 
பபருக்கல், வகுததல் ைறறும் அடுக்குகள் 
பககாணடும், ைறறும் சகாரபுகளின அடுக்குகளில் 
ைகாறிகள் பககாணடும் அமைய்லகாம். 
இவவமகயகான சகாரபுகமள ை்டக்மகமய 
பயனபடுததி எளிய மும்றயில் ைகாறறி 
வமகயீடு ககாண்லகாம். 

எடுத்துககோட்டு ா.்ட 
பினவருவனவறம்ற x -ஐ பபகாறுதது 

வமகயீடு ககாணக.

(i)  xx (ii)  log x cosx^ h
தீர்வு   

(i)     y = xx எனக
 இருபு்றமும் ை்டக்மக எடுக்க
 logy  = x log x
 x -ஐ பபகாறுதது வமகயி்ட,

 y dx
dy1

$  = logx x x1 1$ $+

 dx
dy

 = logy x1 +7 A

 `  dx
dy

 = logx x1x +7 A

(ii)    y =  log x cosx^ h  எனக
 இருபு்றமும் ை்டக்மக எடுக்க
         `  log y = cos log logx x^ h
 x -ஐ பபகாறுதது வமகயி்ட,

y dx
dy1

$  = cos log log log sinx x x x x1 1
$ + -^ ]h g7 A

dx
dy

 =  log
cos sin log logy x x

x x x- ^ h; E
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`  dx
dy

 = log log
cos sin log logx x x

x x xcosx -^ ^h h; E
எடுத்துககோட்டு ா.்் 

 xy = ex–y எனில், 
log

log
dx
dy

x
x

1 2=
+^ h  

என நிறுவுக.

தீர்வு
 xy = ex–y

 இருபு்றமும் ை்டக்மக எடுக்க,
 y log x = (x–y)
 y(1+log x) = x

 y = log x
x

1 +
 x -ஐ பபகாறுதது வமகயி்ட,

 dx
dy

 = 
log

log

x

x x x
1

1 1 0 1

2+

+ - +^
^
] bh g

h
l

   = 
log

log
x

x
1 2+^ h

எடுத்துககோட்டு ா.்் 

வமகக் பகழு ககாண : x x
x x
3 4 5

3 4
2

2

+ +

- +] ^g h

தீர்வு

y = x x
x x

x x
x x

3 4 5
3 4

3 4 5
3 4

2

2

2

2 2
1

+ +

- +
=

+ +

- +] ^ ] ^g h g h= G   

எனக
இருபு்றமும் ை்டக்மக எடுக்க,

log y = log log logx x x x2
1 3 4 3 4 52 2- + + - + +] ^ ^g h h7 A 

    log log logx x x x2
1 3 4 3 4 52 2- + + - + +] ^ ^g h h7 A

log log logab a ba = +6  ைறறும் 

log log logb
a a b= - D

x -ஐ பபகாறுதது வமகயி்ட,

y dx
dy1

$  = x x
x

x x
x

2
1

3
1

4
2

3 4 5
6 4

2 2- +
+
-

+ +
+; E

dx
dy

 =  x x
x x

x x
x

x x
x

2
1

3 4 5
3 4

3
1

4
2

3 4 5
6 4

2

2
2 2

+ +

- +
- +

+
-

+ +
+] ^g h ; E 

 x x
x x

x x
x

x x
x

2
1

3 4 5
3 4

3
1

4
2

3 4 5
6 4

2

2
2 2

+ +

- +
- +

+
-

+ +
+] ^g h ; E

பயிறசி ா.்

1. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு  x -ஐ பபகாறுதது 
வமகபகழு ககாண.

(i) xsinx  (ii) sin x x] g   

(iii) sin x tanx] g  (iv) x x x
x x

3 1
1 2

2- + +
- -

]
]
^
]

g
g g

h
2. x y x ym n m n

$ = + +^ h  எனில், dx
dy

x
y

=  
எனக் ககாடடுக.

5.3.5  துகணயலகு சோர்புகளின் 
வககயீடு (Differentiation of 
paramatric functions)

x ைறறும் y எனும் ைகாறிகள் மூன்றகாவது 
ைகாறி t -ன சகாரபுகளகாக இருபபின அமவ 
துமணய்லகுச் சகாரபுகள் எனபபடும். t எனபது 
சகாரபின துமணய்லகு எனபபடும்.

x = f (t)  ைறறும் y = g(t) எனில்

  /
/

dx
dy

dx dt
dy dt

=

5.3.6 ஒரு சோர்கப மறவ்றோரு சோர்கப 
வபோறுத்து வககயி்டல் கோணல் 
(Differentiation of a function 
with respect to an another 
function)
u = f(x) ைறறும் v = g(x) எனபன x -ன 

மீதகான இரு சகாரபுகள் எனில் g(x) –ஐ பபகாறுதது 
f(x) -ன  வமகக்பகழுவகானது,

  /
/

d g x
d f x

dv dx
du dx=_

_ ]
]
g
g
i
i  

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
பினவரும் துமணய்லகு சகாரபுகளுக்கு  

dx
dy

 -ஐ ககாணக  
(i) x = at2 ,   y = 2at 
(ii)  ,cos sinx a y ai i= =

தீர்வு
(i)     x = at2             y = 2at

 dt
dx at2=  dt

dy
a2=
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       `  dx
dy

 = 
dt
dx
dt
dy

  = at
a

2
2   = t

1

(ii)  ,cos sinx a y ai i= =

   sind
dx a
i

i= -     cosd
dy

a
i

i=

 dx
dy

 = 
di
dx
di
dy

  = sin
cos
a

a
i
i

-

  = coti-

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
x = ai  ைறறும் y a

i
=  எனில், 

dx
dy

x
y

0+ =  என நிறுவுக.

தீர்வு
     x = ai            y a

i
=

d
dx a
i
=       d

dy a
2i i

= -  

 dx
dy

 = 
d
dx
d
dy

i

i

  = a

a
2i
-a k

  = 1
2i

-

  = x
y
-

i.e. dx
dy

x
y

+  = 0

மோறறுமுக்ற :

            xy = a a
$i
i

 என எடுக்க,
 xy = a2

  x -ஐ பபகாறுதது வமகயி்ட,

 x dx
dy

y+  = 0

 dx
dy

x
y

+  = 0

எடுத்துககோட்டு ா.்ா 

x
x

1 2

2

+
  என்ற சகாரபிறகு x2-ஐ 

பபகாறுதது வமகக்பகழு ககாணக.

தீர்வு

 u = x
x

1 2

2

+
    v  = x2  

dx
du  = 

x
x x x x

1
1 2 2

2 2

2 2

+

+ -^
^
] ]h g

h
g

 ` dx
dv  = 2x

= 
x
x

1
2

2 2+^ h

 dv
du  = 

dx
dv
dx
du_
_ i
i

  = x
x
x

2
1

2
2 2+^ h< F

  = 
x1

1
2 2+^ h

பயிறசி ா.்

1. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு dx
dy

 -ஐ ககாணக.

(i)  ,x ct y t
c= =  

(ii) ,log sinx t y t= =

(iii) ,cos sinx a y a3 3i i= =

(iv) ,sin cosx a y a 1i i i= - = -] ]g g
2. sin x3  என்ற சகாரமப cos x3  -ஐ பபகாறுதது 

வமகயிடுக.

3. sin x2  என்ற சகாரமப x2 -ஐ பபகாறுதது 
வமகயிடுக.

5.3.7  வதோ்டர் வககயி்டல் (Successive 
differentiation)

ஒரு சகாரமப மீணடும் மீணடும் 
வமகபபடுததி அதன வமகயீடுகமள ககாணும் 
மும்றமய பதகா்டர வமகயி்டல் எனமபகாம்.
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(i)  y என்ற சகாரபின x -ஐ பபகாறுதத 
வமகயீடம்ட முத்லகாம் வரிமச வமகயி்டல் 
எனமபகாம். இதமன dx

dy  (அல்்லது) y1 
(அல்்லது) f xl] g  எனக் குறிபமபகாம்.

(ii)  f xl] g  எனபதும் வமகயி்டததக்கது எனில் 
x -ஐ பபகாறுதது f xl] g  -ன  வமகயீடம்ட 
இேண்டகாம் வரிமச வமகயி்டல் எனமபகாம் 

இதமன 
dx
d y

2

2
  (அல்்லது) y2 (அல்்லது) 

f xll] g  எனக் குறிபமபகாம்.

(iii)  மைலும் dx
d y

n

n

 (அல்்லது) yn (அல்்லது)  
f (n)(x) எனபது  y = f(x) ன n வது வரிமச 
வமகக்பகழு ஆகும்.

நமறகுறிப்பு

(i) y f x= ^ h எனில், 

dx
d y

dx
d

dx
dy

2

2
= c m .

(ii) x f t= ^ h ைறறும், y g t= ^ h
எனில், dx

d y
2

2

 = dt
d

dx
dy

dx
dtc m

=  dt
d

f t
g t

dx
dt

$
l

l]
]
g
g) 3

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
பினவரும் சகாரபுகளுக்கு  x –ஐ பபகாறுதது 

இேண்டகாம் வமகக் பகழுமவ ககாணக,

(i) cos sinx x3 4+  
(ii)  ,x at y at22= =

(iii) sinx x
தீர்வு

(i)       y = cos sinx x3 4+

 y1 = –3 sin x + 4 cos x

 y2 = –3 cos x – 4 sin x

 y2 = –(3 cos x + 4 sin x)

 y2 = –y (அல்்லது) y2 + y = 0

(ii)       x = at2 ,                 y = 2at

 dt
dx at2=                dt

dy
a2=

 dx
dy

 = 
dt
dx
dt
dy

_
` j
i

  = t
1

இபபபகாழுது, dx
d y

2

2
 = dx

d
dx
dyc m

  = dt
d

dx
dy

dx
dtc m

  = dt
d

t at
1

2
1

$b l

  = t at
1

2
1

2 $-

  = at2
1

3-  at2
1

3-

(iii) y = x sin x

 dx
dy

 = x cos x + sin x

 dx
d y

2

2

 = –x sin x + cos x + cos x

  = 2 cos x – x sin x

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
y = A sin x + B cos x எனில், y2 + y = 0 

என நிறுவுக,

தீர்வு  
 y = A sin x + B cos x

 y1 = A cos x – B sin x

 y2 = –A sin x  –B cos x

  y2 =  –y 

 y2 + y  = 0

பயிறசி ா.்

1. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு  y2 -ஐ ககாணக
 (i) y e x3 2= +  

 (ii) logy x ax= +  

 (iii) ,cos sinx a y ai i= =
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 dx
dy

 = 
dt
dx
dt
dy

_
` j
i

  = t
1

இபபபகாழுது, dx
d y

2

2
 = dx

d
dx
dyc m

  = dt
d

dx
dy

dx
dtc m

  = dt
d

t at
1

2
1

$b l

  = t at
1

2
1

2 $-

  = at2
1

3-  at2
1

3-

(iii) y = x sin x

 dx
dy

 = x cos x + sin x

 dx
d y

2

2

 = –x sin x + cos x + cos x

  = 2 cos x – x sin x

எடுத்துககோட்டு ா.்் 
y = A sin x + B cos x எனில், y2 + y = 0 

என நிறுவுக,

தீர்வு  
 y = A sin x + B cos x

 y1 = A cos x – B sin x

 y2 = –A sin x  –B cos x

  y2 =  –y 

 y2 + y  = 0

பயிறசி ா.்

1. பினவரும் சகாரபுகளுக்கு  y2 -ஐ ககாணக
 (i) y e x3 2= +  

 (ii) logy x ax= +  

 (iii) ,cos sinx a y ai i= =

2.  y e e500 600x x7 7= + -  எனில், y y49 02 - =  
எனக் ககாடடுக.

3.  logy x2= +  எனில், xy y 02 1+ =  எனக் 
ககாடடுக.

4.  cos siny a mx b mx= +  எனில், 
y m y 02

2+ =  எனக் ககாடடுக.

5.  y x x1 m2= + +^ h  எனில், 
x y xy m y1 02

2 1
2+ + - =^ h  எனக் ககாடடுக.

6.  sin logy x= ^ h  எனில், x y xy y 02
2 1+ + =  

எனக் ககாடடுக.

பயிறசி ா.்ட

   சரியோன விக்டகயத் நதர்்நவதடுத்து 
எழுதுக

1. f x x x 12= - +^ h  எனில், f x 1+^ h  
ஆனது
(a) x2         (b) x
(c) 1 (d) x x 12 + +    

2. 
,
,

f x
x x
x

x
x

4
2

2
2

2

1

$
=

-
+

^ h *  எனில்,  

f(5) இன ைதிபபு
(a) –1  (b) 2  (c) 5  (d) 7

3. ( )
,
,f x

x x
x

x
x

4
2

2
2<

2 $
=

-
+

*   எனில்,  

f(0) இன ைதிபபு
(a) 2  (b) 5  (c) –1  (d) 0

4. f x x
x

1
1= +
-^ h , x > 1 எனில், f(–x) =

(a ) –f(x)           (b) f x
1
^ h

(c) f x
1- ^ h  (d)  f(x)

5. y = 3 இன வமேப்டைகானது
(a) x-அச்சுக்கு இமண
(b) y-அச்சுக்கு இமண
(c) ஆதியின வழிச் பசல்லும்
(d) x-அச்மச பவடடிச் பசல்லும் 

6. y x2 2=  என்ற வமேப்டம் எநதபபுள்ளி 
வழியகாக பசல்லும்?
(a) (0,0)      (b)  (2,1)
(c)  (2,0)      (d)  (0,2)

7. y ex= என்ற வமேப்டமும்  y அச்சும் 
பவடடும் புள்ளி 

(a) (0, 0)      (b)  (1, 0) 
(c) (0, 1)      (d)  (1, 1)

8. f(x)=| x | என்ற சகாரபின மீச்சிறு ைதிபபு

(a) 0  (b) –1  (c) +1  (d) –∞

9. x≠0 என்ற நிம்லயில் கீழவரும் 
சகாரபுகளில் எநத சகாரபு f x f x

1=^ `h j  
என்ற வமகயில் அமையும்

(a) f x x
x 12

= -^ h  

(b) f x x
x1 2

= -^ h    

 (c) f(x) = x

(d) f x x
x 12

= +^ h

10. f x 2x=^ h  ைறறும் g(x) = 2
1

x  எனில், 
(fg)(x) இன ைதிபபு 

(a) 1  (b) 0  (c) 4x (d) 4
1

x

11. கீழககாணும் சகாரபுகளில் எது ஒறம்ற 
சகாரபகாகவும் ைறறும் இேடம்ட சகாரபகாகவும்  
இருக்ககாது?

(a) f x x 53= +^ h  (b) f x x5=^ h       

(c) f x x10=^ h       (d) f x x2=^ h

12. அமனதது x R!  க்கு f x 5=-^ h  
எனபது
(a)  ஒரு சைனிச் சகாரபு
(b) ைடடுச் சகாரபு     

(c)  அடுக்குச் சகாரபு 

(d) ைகாறிலிச் சகாரபு 
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13. அமனதது x R!  க்கு f x x=^ h  -ன 
வீச்சகைகானது  
(a) (0, ∞)      (b) [0, ∞)
(c)  (–∞,  ∞)      (d)  [1, ∞)    

14. f(x) = ex இன வமேப்டதமத மபகால் 
ஒதத வமேப்டதமதக் பககாண்ட சகாரபு
(a) ,f x a a 1x 2=^ h
(b) ,f x a a 1x 1=^ h
(c)  ,f x a a0 1x 1 1=^ h
(d) ,y ax b a 0!= +

15. f x x2=^ h  ைறறும் g(x) = 2x+1 எனில்,  
(fg)(0) இன ைதிபபு 
(a) 0  (b) 2  (c) 1  (d) 4

16. lim tan
0 i
i

"i
 =

(a) 1  (b) ∞  (c) –∞  (d) θ

17. lim x
e 1

x

x

0

-
"

   =  

(a) e (b) nxn–1

(c) 1 (d) 0

18.  x இன எம்ைதிபபுக்கு, f x x
x

1
2= -
+^ h  

பதகா்டரச்சி அற்றது?

(a) –2  (b) 1  (c) 2  (d) –1

19. சகாரபு f(x) ஆனது x = a இல் 
பதகா்டரச்சிததனமை பககாண்டது எனில் 

( )lim f x
x a"

ன ைதிபபு

(a) f(–a)      (b) f a
1` j

(c) 2f(a)         (d) f(a)

20. dx
d

x
1` j  =

(a) x
1

2-             (b) x
1-

(c) log x            (d) x
1

2  

21. logdx
d e x5 2x -^ h  =

(a) e x5 2x -       (b) e x5 2x -

(c) e x5 1x -       (d) log x2

22.  y = x ைறறும் z = x
1  எனில் dz

dy
 =

(a) x2 (b) 1 (c) –x2 (d) x
1

2-

23.  y = e2x எனில், x = 0 இல் dx
d y

2

2

 இன 
ைதிபபு
(a) 4   (b) 9  (c) 2  (d) 0

24. y = log x  எனில், y2 =

(a) x
1              (b) x

1
2-

(c) x
2

2-              (d) e2

25. dx
d ax^ h  =  

(a) logx a
1

e
      (b) aa

(c) logx ae        (d) loga ax
e

இதை கணககுகள்

1. f x x2 1
1= +^ h , x 2

1> -  எனில், 

f(f(x)) = x
x

2 3
2 1
+
+  என நிறுவுக.

2.  y = 9–x2 இன வமேப்டம் வமேக.

3.  f(x)= ,
,

x
x2

0
0

x
x x

!

=

-

*  எனில், lim f x
x 0"
^ h  

ககாணததக்கது அல்்ல எனக் ககாணபி.

4. ைதிபபிடுக: lim x x
x x
2 3

2 3 1
x 1

2 + -
- -

"

^ ^h h

5.  f(x) = 2x–| x | என்ற சகாரபு  x=0 இல் 
பதகா்டரச்சியும்டய சகாரபு எனக் ககாடடுக

6.  f(x) = ( ) ( )
,
,
,

x
x x

x

x
x

x

1
1 2

3

1
1 2

2

<

>
# #

-
- -
-

Z

[

\

]]]]
]]]]

  

எனும் சகாரபுக்கு x = 1 ைறறும் x=2 இல் அதன 
பதகா்டரச்சித தனமை ைறறும் வமகயீடடுத 
தனமைமய ஆேகாய்க.

7. x yy x=  எனில், log
log

dx
dy

x
y

y x x
x y y

= -
-d n  

என நிறுவுக.
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வதோகுப்புகை

 z A ைறறும்  B எனபன  பைய் எணகமளக் பககாண்ட இரு பவற்றற்ற  
கணஙகள் எனக. A இல் உள்ள  ஒவபவகாரு உறுபமபயும் B இல் உள்ள ஓமேபயகாரு 
உறுபபு்டன ைடடும் பதகா்டரபு படுததும் f என்ற விதியகானது கணம் Aலிருநது B க்ககான  
சகாரபு ஆகும்.  

 z lim f x
x a"

] g  ககாணததக்கது   ( )lim limf x f x
x a x a

+ =
" "

- +
] g . 

 z பைய்பயண a ைறறும்   f(x)  என்ற சகாரபுக்கு , lim f x
x a"

] g  ைறறும் f(a) இன ைதிபபுகள் சைைகாக 
இருக்க மவணடிய அவசியமில்ம்ல.

 z x = a இல் சகாரபு f(x) ஒரு பதகா்டரச்சியகான சகாரபு ஆவதறகு மதமவயகான ைறறும் மபகாதுைகான 
நிபநதமன lim f x

x a"
] g  = f(a).

 z  சகாரபு f(x) ஒரு அேஙகததின ஒவபவகாரு புள்ளியிலும் பதகா்டரச்சியும்டய சகாரபகாக இருநதகால் 
அது பதகா்டரச்சியகான சகாரபு எனபபடும். 

 z f(x), g(x) என்ற இரு சகாரபுகள் அதன பபகாதுவகான அேஙகததில் பதகா்டரச்சியும்டய சகாரபுகள் 

எனில்  ± , ,f g f g kf$ (k ஒரு ைகாறிலி) என்ற சகாரபுகளும் பதகா்டரச்சியும்டய சகாரபுகள் ைறறும்  

g! 0 எனில் g
f

 ம் பதகா்டரச்சியகான சகாரபு ஆகும். 

 z [ ( )]
( ) ( )

limL f c h
f c h f c

h 0
= -

- -

"
l   ைறறும் [ ( )]R f cl  = 

( )
lim h

f c h f c
h 0

+ -

"

^ h
   

 z f(x) என்ற சகாரபு  x = c இல் வமகயி்ட மதமவயகான ைறறும் மபகாதுைகான நிபநதமன 
[ ( )] [ ( )]L f c R f c=l l  ஆகும்.

 z சகாரபு  f(x) ஆனது  x=c இல் வமகயி்ட மதமவயகான ைறறும் மபகாதுைகான நிபநதமன  
( )

lim x c
f x f c

x c -
-

"

^ h  முடிவுறு எணணகாகவும், ககாணததக்கதகாகவும் அமைய மவணடும்.  

இதமன ( )f cl  எனக் குறிபமபகாம்.

 z அமனதது வமகயி்டததக்க சகாரபுகளும், பதகா்டரச்சியும்டய சகாரபுகள் ஆகும்.  ஆனகால் இதன 
ைறுதம்ல பைய்யகாக இருக்க மவணடும் என்ற அவசியமில்ம்ல.

 z y = f(x) எனில், dx
d

dx
dyc m  எனபது y -ஐ பபகாறுதது x -ன இேண்டகாம் வரிமச வமகக்பகழு 

ஆகும்.

 z x f t= ^ h  ைறறும்  y = g(t) எனில்  dx
d y

dx
d

f t
g t

2

2
= l

l^
^
h
h( 2  அல்்லது  dx

d y
dt
d

f t
g t

dx
dt

2

2

$= l

l^
^
h
h( 2

8. xy 12 =  எனில், dx
dy

y2 3+  = 0 என நிறுவுக.

9. y = tanx எனில், y yy22 1-  = 0 என நிறுவுக.

10. sin cosy x x2 3= +  எனில்,  y2 + y = 0 

என நிறுவுக.
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132 11 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

ககலச வசோறகள் (GLOSSARY)  
அடுக்கு Exponential

அண்மையகம் Neighbourhood

இடக்்க எல்லை Left limit

இ்டவெளி Interval

இயறகணித சார்புகள் Algebric functions

உட்படு Implict

எல்லை Limit

குறிச் சார்பு Signum function

சஙகிலி ெிதி Chain rule

சமைனி Identity

சாரா மைாறி Independent variable

சார்்நத மைாறி Dependent variable

சார்்பகம் / அரஙகம் Domain

சார்பு Function

தனனிச்்ச மைாறிலிகள் Arbitrary constants

திற்நத இ்டவெளி Open interval

து்ணயலைகு சார்புகள் Parametric functions

வதாடர்  ெ்கயிடல Successive differentiation

வதாடர்ச்சி Continuous

மைடக்்க Logarithmic

மைடடு Modulus

மைாறி Variable

மைாறிலி Constant

முழு்மையான மைாறிலிகள் Absolute constants

மூடிய இ்டவெளி Closed interval

ெ்கயீடு Derivative

ெலைக்்க எல்லை Right limit

ெிஞசிய சார்புகள் Transcendental functions

வீச்சகம் Range

வெளி்படு Explict
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பசயல்பகாடடிறககான உேலி :

https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code

இகணயச வசயல்போடு

இறுதியில் கிக்டககப்வபறும் ப்டம்   
படி – 1
பககாடுக்கபபடடிருக்கும் உேலி / விமேவுக்குறியீம்டப 
பயனபடுததி GeoGebra பக்கததிறகுச் பசல்க..
“11th BUSINESS MATHEMATICS and 
STATISTICS” எனும் GeoGebra பணிப புததகததில் 
“Elementary Differentiation” க்ககான பணிததகாமள எடுததுக் பககாள்ளவும்.

படி - 2
“Elementary Differentiation” க்ககான பணிததகாளில் வணிகப பகா்டததின அடிபபம்டயகான 4 
வமகக்பகழு கணக்குகமள வ்லப பக்கததில் ககாண்லகாம். அருகில் உள்ள மதரவுப பபடடிகமள 
ஒவபவகான்றகாகச் பசகாடுக்கினகால் இ்டப பக்கததில் அதறககான வமேப்டஙகள் மதகானறும். 
ஒவபவகாரு கணக்ககாக வமகக்பகழுமவக் கணக்கிடடு விம்டயிமனச் சரிபகாரக்கவும். மைலும் 
இ்டப பக்கததில் உள்ள a, b, c, d எனும் ேழுவல்கமள ேகரததி புதிய சகாரபுகமள அமைக்க்லகாம்.

பசயல்பகாடடிறககான உேலி :

https://ggbm.at/qKj9gSTG  (or) scan the QR Code

இகணயச வசயல்போடு

இறுதியில் கிக்டககப்வபறும் ப்டம்   
படி – 1
பககாடுக்கபபடடிருக்கும் உேலி / விமேவுக்குறியீம்டப 
பயனபடுததி GeoGebra பக்கததிறகுச் பசல்க..
“11th BUSINESS MATHEMATICS and 
STATISTICS” எனும் GeoGebra பணிப புததகததில் 
“Types of Functions” க்ககான பணிததகாமள எடுததுக் பககாள்ளவும்.

படி - 2
“Types of Functions” க்ககான பணிததகாளில் வ்லப பக்கம் ககாணபபடும் சகாரபுகளின 
வமககளின மதரவுப பபடடிகமள ஒவபவகான்றகாகச் பசகாடுக்கினகால் இ்டப பக்கததில் அதறககான 
வமேப்டஙகள் மதகானறும். மைலும் இ்டப பக்கம் உள்ள ேழுவம்ல ேகரததி சகாரபுகமள ைகாறறி 
மீளகாய்வு பசய்க.
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