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அறிமுகம்ஜார்ஜ் ஃபிைகடரிக் 
கபர்னஹார்டு ரீமான 
(பத்க்தானப்தாம் நூற்றாணடு) 

ஒரு எழுச்சியூடடும்  கஜர்மன கணி்தவியலாைர் ஆ்வார். இ்வர் 
நுணகணி்தத்திற்கா்ன ்த்னது பங்களிபபிற்காக அ்்ன்வைாலும் மிகவும் 
அங்கீகரிக்கபபடட்வர் ஆ்வார். 

 நுணகணி்தமா்னது கபாது்வாக இரு பிரிவுக்ைக் ககாணடுளைது. 
அ்்வயா்வ்ன (1) ்வ்க நுணகணி்தம் மற்றும் (2) க்தா்க 
நுணகணி்தம் ஆகும். ஒரு சார்பினு்டய ்வ்கக்ககழுக்க்ை காண 
உ்தவும் கசயல் மு்றக்ை பற்றி வி்வரிபபது ்வ்க நுணகணி்தம் 
ஆகும். அத்த சமயத்தில் க்தா்க நுணகணி்தமா்னது ்வருவித்்தச் 

சார்பின எதிர்ம்றயா்ன ்வ்கயிட்ல வி்வரிபப்தாகும். அ்தா்வது காணபபட த்வணடிய சார்புக்கா்ன 
உட்னடி மாறுவீ்தத்்்த (அல்லது) இறுதி நி்ல்யக் ககாணடு, அச்சார்பி்்னக் காணப்தாகும்.  எ்னத்வ 
க்தா்கயிடல் எனபது ்வருவித்்தச் சார்பிலிருநது அ்தன க்தாடக்க நி்லச் ( அசல் ) சார்்ப கணடறியும் 
உத்தியாகும்.  இவ்வாறாக கபறபபடட சார்பா்னது ்வ்ையறாத் க்தா்கயீடு எ்ன அ்ைக்கபபடுகிறது. 
்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடு எனபது குறிபபிடபபடட எல்்லகளுக்கு இ்டயில் காணபபடும் ்வ்ையறாத் 
க்தா்கயீடடின மதிபபீடு ஆகும். தமலும் இது குறிபபிடபபடட எல்்லகள, சார்புக்கா்ன ்வ்ை்வ்ை மற்றும் 
அச்சு ஆகிய்வற்றால் சூைபபடட பைபபு ஆகும். தமலும் இபபைபபா்னது த்தாைாயமாக அதில் ்வ்ையபபடும் 
ஏைாைமா்ன உள்வ்ை கசவ்வகங்களினு்டய பைபபுகளின கூடு்தலுக்கு சமமாகும். இவ்வாறாக 
்வ்ையறுக்கபபடட உள்வ்ை கசவ்வகங்களின எணணிக்்கயின எல்்ல முடிவிலி எ்னக் ககாணடு, 
த்தாைாய மதிபபா்னது துல்லிய மதிபபாகக் கணக்கிடபபடுகிறது. ஆ்கயால் ்வ்க நுணகணி்தமும் மற்றும் 
க்தா்க நுணகணி்தமும் எல்்லக் தகாடபாடடின அடிபப்டயிலா்னது. 

 “ஒருங்கி்ணபபு” (integrate) எனற கசால்லுக்கா்ன எழுத்தியல் ரீதியா்ன கபாருள “கூடடுத்க்தா்க 
காணல்” எனப்தாகும். ஆ்கயால்்தான “க்தா்க நுணகணி்தம்” எனற கபயைா்னது இவ்வ்கயா்ன கூடடுத் 
க்தா்க கசயல் மு்றயிலிருநது கபறபபடட்தாக நம்பபபடுகிறது. நுணகணி்தம் எனபது இபபிைபஞ்சத்தின 
த்தாற்றம், புயல் மற்றும் சூறா்வளிகளின ்வைர்ச்சி தபானற தகாடபாடுக்ை தசாதிக்கும் கணி்தவியல் 
உத்தியாகும். தமலும் இது ்வணிகப பயனபாடடில் நுகர்த்வார் மற்றும் உற்பத்தியாைரின உபரிக்ை 
கபறவும், ஒரு க்தாடர் சம்வாயபபு மாறியின நிகழ்்தகவு அடர்த்திச் சார்்ப அ்டயாைம் காணவும், இறுதி 
நி்லச் சார்பிலிருநது அ்தன க்தாடக்க நி்லச் சார்பி்்ன கபறவும் மற்றும் இது தபானற்்வக்ை காணப 
பயனபடுத்்தபபடுகிறது.

 இந்த அத்தியாயத்தில் நாம் க்தா்கயீடு எனும் கருத்துரு, சில ்வ்க்யச் சார்ந்த ்வ்ையறாத் 
க்தா்கயீடுகள மற்றும் ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடுகளுக்கா்ன ்வழிமு்றக்ை பற்றி பயில்த்வாம்.

2

தபர்ன்ஹோர்டு ரீமோன்
(கசபடம்பர் 17, 1826 -

 ஜூ்ல 20, 1866)
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28 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

கற்றல் ந�ோககஙகள் 
இந்த அத்தியாயத்்்த படித்்த பின்னர் பின்வரும் 
பாடக் கருத்துக்க்ை மாண்வர்கைால் புரிநதுக் 
ககாளை இயலும்.

 z ்வ்ையறாத் க்தா்கயீடு.
 z கூடடல், கழித்்தல் மற்றும் மாறிலியின 

மடங்குகள சம்பந்தபபடட ஒரு சார்புக்கா்ன 
்வ்ையறாத் க்தா்கயீடடி்்ன எவ்வாறு 
காணபது.

 z பிைதியிடல் எனும் உத்தி்ய எங்கு மற்றும் 
எவ்வாறு ்வ்ையறாத் க்தா்கயீடுகளில் 
பயனபடுத்து்வது.

 z பகுதிபபடுத்தித் க்தா்கயிடல் மற்றும் 
சில சிறபபு ்வ்க்ய சார்ந்த க்தா்கயீடு 
களுக்கா்ன உத்திகள.

 z க்தா்க நுணகணி்தத்தினு்டய 
அடிபப்டத் த்தற்றங்கள. 

 z ்வ ் ை ய று த் ்த  க ்த ா ் க யீ டு க ளி ன 
பணபுகள மற்றும் அ்தன பயனபாடுகள.

 z காமா க்தா்கயிடலிலுளை ஒரு குறிபபிடட 
்வ்கயின பயனபாடு.

 z காமா சார்பின பணபுகள. 
 z ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடுக்கா்ன கூடடல் 

எல்்ல.

2.1   வரைய்றோத் த�ோரகயீடுகள் 
(Indefinite Integrals)

2.1.1   வரைய்றோத் த�ோரகயீட்டின் கருத்துரு 
(Concept of Indefinite Integral)

 ்வ்க நுணகணி்தத்தில், ககாடுக்கபபடடச் 
சார்பு f x( ) -க்கா்ன x -ஐ கபாறுத்்த ்வ்கக் 
ககழு்வா்ன ′f x( ) -ஐ எவ்வாறு கணக்கிடப 
படத்வணடும் எனற கசயல் மு்றயி்்ன அறிநதுக் 
ககாணதடாம். இந்த அத்தியாயத்தில் நாம் 
ககாடுக்கபபடட ்வருவித்்த சார்பா்ன ′f x( ) -க்கு 
[சார்பின ்வ்கயீடடிலிருநது] அ்தன க்தாடக்க நி்ல 
சார்பு f x( ) -ஐ [அசல் சார்்ப] எவ்வாறு காணபது 
எனப்த்்ன பற்றி க்தரிநதுக் ககாளத்வாம். 
்வ்கயிடலின எதிர்ம்றயா்னச் கசயல் 
மு்ற்யதய க்தா்கயிடல் அல்லது எதிர் 
்வ்கயிடல் எனதபாம்.

∴ க்தா்கயிடல் எனபது ்வ்கயிடலின எதிர் 
ம்றச் கசயல் மு்றயாகும்.

 
d

dx
x x(sin ) cos=  எனப்த்்ன நாம் நனகு 

அறித்வாம். இதில் cos x  எனபது ்வருவித்்தச் சார்பு 
மற்றும் sin x  எனபது க்தாடக்க நி்லச் சார்பு ஆகும். 
[க்தாடக்க நி்லச் சார்பா்னது எதிர்ம்ற 
்வ்கயீடடுச் சார்பு அல்லது க்தா்கச் சார்பு எ்னவும் 
அ்ைக்கபபடுகிறது].

வரையர்ற 2.1

்வருவித்்தச் சார்பு f x( ) -க்கா்ன க்தாடக்க நி்லச் 
சார்பு F x( )  எனில் 

d
dx

F x f x( ) ( )[ ]= ஆகும்.

 இனி நாம், நமக்கு நனகு க்தரிந்த பின்வரும் 
எடுத்துக்காடடுக்ை எடுத்துக் ககாளத்வாம்.
d

dx
x x3 23( ) = ,   

d
dx

x x3 25 3+( )= ,

d
dx

x x3 3
2

23−( )= , 
d

dx
x e x3 23+( )= ,

d
dx

x x3 23−( )=p ,  ... 

 தமதல ககாடுக்கபபடட அ்்னத்து 
எடுத்துக்காடடுகளிலும் 3 2x ஆ்னது  x3 , x3 5+ , 

x3 3
2− , x e3 + , x3 − p , ... தபானற க்தாடக்க 

நி்லச் சார்புகளுக்கா்ன ்வருவித்்த சார்பு எனப்்த 
க்வனியுங்கள. தமலும் இதிலிருநது, ்வருவித்்த 
சார்பா்னது ஒரு்மத் ்தன்ம்ய 
ககாணடுருபபினும் அ்தன க்தாடக்க நி்லச் 
சார்பா்னது ஒரு்மத் ்தன்ம ்வாயந்த்தாக இருக்க 
த்வணடியதில்்ல எனப்்த நம்மால் உணை 
முடிகிறது. ஆ்கயால், 3 2x  எனற ்வருவித்்த 
சார்புக்கா்ன க்தாடக்க நி்லச் சார்பு x c3 +  எனற 
முடிவுக்கு ்வருகிதறாம். 
   ககாடுக்கபபடட ஒவக்வாரு ்வருவித்்த 
சார்புக்கா்ன எணணற்ற க்தாடக்க நி்லச் சார்புகள,  
R எனும் கமயகயணகளின க்தாகுபபிலிருநது 
c -ஐ ்தனனிச்்சயாக த்தர்வு கசயயபபடு்வ்தன  
மூலம் கபறபபடுகிறது. இவ்வ்கயா்ன 
க்தா்கயீடுகள ்வ்ையறாத் க்தா்கயீடுகள எ்ன 
அ்ைக்கபபடுகிறது.

கபாது்வாக,  
d

dx
F x f x f x dx F x c( ) ( ) ( ) ( ) ,  = ⇒ = +∫

 

இதில் c  ஆ்னது க்தா்கயிடல் மாறிலி  எ்ன 
அ்ைக்கபபடுகிறது.
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29த�ொகை நுணைணி�ம்–I

குறிப்புகள் 
 z F x( )  மற்றும் G x( )  எனற இருத்வறு 

க்தாடக்க நி்லச் சார்புகைா்னது f x( )  
எனும் ஒதை ்வருவித்்த சார்்ப 
கபற்றிருக்கும் எனில், அ்்வ மாறிலி 
உறுபபில் மடடும் த்வறுபடும். 

 z f x dx( )∫  எனபது ்வ்ையறாத் 
க்தா்கயீடு எ்ன அ்ைக்கபபடுகிறது.

 z க்தா்கயிடலுக்கா்ன குறியீடு  [  ∫ ] 
-ஆ்னது “summation” எனற கசால்லின 
மு்தல் எழுத்்தா்ன S -ஐ தமலும் கீழுமாக 
நீடடித்து கபறபபடட ்வடி்வம் ஆகும்.

 z f x dx( )∫  எனப்த்்ன  x-ஐ கபாறுத்்த 
f x( )  இன க்தா்கயீடு எ்னப படிக்க 

த்வணடும். 
 z f x dx( )∫  இ ல்  f x( )  [ அ ்த ா ்வ து 

க்தா்கயிடு்தலில் க்தா்க்ய காண 
த ்வ ண டி ய ச்  ச ா ர் பு ]  ஆ ்ன து 
க்தா்கக்காணபான [க்தா்கக்காண 
சார்பு] எ்ன அ்ைக்கபபடுகிறது..

 z f x dx( )∫  இல் x எனபது க்தா்கயிடல் 
மாறி எனதபாம்.

 z “க்தா்கயீடுக்கா்ன கசயல் மு்ற்யதய” 
க்தா்கயிடல் எனதபாம்.

 z மாறிலிச் சார்பாக கரு்தபபடும் எந்த ஒரு 
கமயகயண  c-ம் க்தா்கயிடல் மாறிலி 
ஆகும்.

வரையர்ற  2.2

ககாடுக்கபபடட ஒரு சார்புக்கா்ன க்தா்கயீட்ட 
காணும் கசயல்்வழிமு்ற, சார்பின க்தா்கயிடல் 
எ்ன ்வ்ையறுக்கபபடுகிறது.

2.1.2   த�ோரக நுணகணி�த்தின் இரு முககிய 
பணபுகள் (Two important properties of 
Integral Calculus)

 (i)  k  எனபது ஏத்தனும் ஒரு மாறிலி எனில்,
k f x dx k f x dx( ) ( )= ∫∫  ஆகும்.

 (ii)  f x( )  மற்றும் g x( )  எனப்ன இரு 
க்தாடர்ச்சியு்டய சார்புகள எனில்,

f x g x dx f x dx g x dx( ) ( ) ( ) ( )±  = ±∫ ∫∫  

f x g x dx f x dx g x dx( ) ( ) ( ) ( )±  = ±∫ ∫∫  ஆகும்.

த�ோரகயிடல் வழிமுர்றகள் (Methods of Integration)
 க்தா்கயிடல் ்வழி மு்றகளில் 
மு்தன்மயா்ன நானகு மு்றகள பின்வருமாறு,

(i) பிரித்துத் க்தா்கயிடல்.
(ii) பகுதிபபடுத்தி க்தா்கயிடல்.

(iii) பிைதியிடல் மு்றயில் க்தா்கயிடல்.
(iv) அடுக்குக்ை படிபபடியாகக் கு்றத்து 

க்தா்கயிடல்.

நிரைவில் தகோள்க!

சார்பு f(x) -ஐ க்தா்கயிடுக எனபது 
d

dx
F x c f x( ) ( )+[ ] =  எனுமாறு F(x) எனும் 

சார்்ப காணபது ஆகும். 

இங்கு நாம் தமலுளை மு்தல் மூனறு 
க ்த ா ் க யி ட ல்  மு ் ற க ் ை  ம ட டு த ம 
வி்வாதிபதபாம்.  ஏக்னனில் அடுக்குக்ை 
படிபபடியாகக் கு்றத்து க்தா்கயிடும் 
மு ் ற ய ா ்ன து  இ ப ப ா ட த் தி ட ட த் தி ன 
தநாக்கத்திற்கு அபபாற்படடது.

குறிப்பு

2.1.3   பிரித்துத் த�ோரகயிடல் (Integration by 
decomposition) 

 சில க்தா்கக்காணபானகளுக்கு [க்தா்கக் 
காண சார்புகளுக்கு] தநைடியாக அ்தன க்தா்க 
யீட்ட காண இயலாது, ஆ்னால் அ்வற்்ற 
கூடடல் அல்லது கழித்்தல் சார்புகைாக பிரித்து 
க்தா்கயிடு்தலுக்கு ஏது்வாக மாற்றிய்மத்து, 
நமக்கு ஏற்க்னத்வ க்தரிந்த திடடமா்ன 
க்தா்கயீடுகள ்வாயிலாக க்தா்கயிட இயலும். 
அவ்வ்கயா்ன சார்புகளுக்கு இம் மு்ற்ய 
பயனபடுத்்தலாம்.

எதிர் ்வ்கயிடல் எனற கசயல்மு்றயால் 
தநைடியாக கபறபபடும் க்தா்கயீடுகள, 
க்தா்கயிடலுக்கா்ன திடடமா்ன முடிவுகள 
எ்னபபடும்.

குறிப்பு

த�ோரகயிடல்களுககோை சில திட்டமோை முடிவுகள் 
(Some standard results of integration)
வரக: I     

(i) x dx x
n

cn
n

=
+

+
+

∫
1

1
,  n ≠ −1
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(ii) ax b dx ax b
a n

cn
n

+( ) = +
+( ) +∫

+( ) 1

1
, n ≠ −1

y f x dx F x c= = +∫ ( ) ( )   
எனற சார்்பக் ககாணடு அ்மயும் 

்வ்ை்வ்ைகளின க்தாகுதிக்கு  
x = k  இல் ்வ்ையபபடும் க்தாடுதகாடுகள 

இ்ணயாகத்வ இருக்கும்.

எடுத்துககோட்டு 2.1

 மதிபபிடுக 
ax bx c

x
dx

2 + +∫
தீர்வு:

ax bx c
x

dx
2 + +∫  = ax bx cx dx

3
2

1
2

1
2+ +











−

∫

            = a x dx b x dx c x dx
3
2

1
2

1
2∫ ∫ ∫+ +

−

 = 
2

5

2

3
2

5
2

3
2 1

2a b
c

x x x k+ + +

dx x c= +∫

எடுத்துககோட்டு 2.2

 மதிபபிடுக 2 1x dx+∫
தீர்வு:
 2 1x dx+∫  = 2 1

1
2

x dx+( )∫

  = 
2

3

1
3
2

x
c

+( )
+

a ax b dx ax b d ax bn n+( ) = +( ) +( )∫ ∫
                        =

+( )
+

+
+ax b

n
c

n 1

1

எடுத்துககோட்டு 2.3 

 மதிபபிடுக 
dx

x2 3 2+( )∫

தீர்வு:
   

dx
x2 3 2+( )∫  = 2 3

2
x dx+( )∫

−

  = −
+

+1
2 2 3( )x

c

 (i)  1 1

1 1x
dx

n x
c

n n∫ = −
−( )

+
−

, n ≠ 1

(ii)
 

a
ax b

dx
d ax b

ax bn n+( )
=

+( )
+( )∫ ∫

= −
−( ) +( )

+−
1

1 1n ax b
cn , n ≠ 1

எடுத்துககோட்டு 2.4

 மதிபபிடுக x
x

dx+



∫ 1 2

தீர்வு:
  x

x
dx+



∫ 1 2

 = x
x

dx2
22 1+ +



∫

=   x dx dx
x

dx2
22 1+ + ∫∫∫

=   
x

x
cx

3

3
2

1+ − +

எடுத்துககோட்டு 2.5

 மதிபபிடுக x x dx3 7 4+( ) −( )∫
தீர்வு:

x x dx3 7 4+( ) −( )∫   =  x x x dx4 34 7 28− + −( )∫
  = 

x x x x c
5 2

5

7

2
284− + − +

எடுத்துககோட்டு 2.6

 மதிபபிடுக 
2 14 24

3

2x x
x

dx− +
−∫

தீர்வு:

காைணிகைாக மாற்றிய்மக்க, 

2 14 24 3 2 82x x x x− + = −( ) −( )
2 14 24

3

2x x
x

dx− +
−∫  =  

x x
x

dx
−( ) −( )

−∫
3 2 8

3
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  = 2 8x dx−( )∫
    = x x c2 8− +
எடுத்துககோட்டு 2.7 
 மதிபபிடுக 

x
x

dx+
+∫ 2

2 3
தீர்வு:

எளியச் சார்புகைாக பிரித்க்தழு்த
x

x

x

x

+
+

=
+( )

+( )

2
2 3

2 4

2 3

1
2

1
2

 

 =
+( ) +

+( )

















1
2

2 3 1

2 3
1
2

x

x

 

                       = +( ) + +( )












−1
2

2 3 2 3
1
2

1
2

x x

x
x

dx+
+∫ 2

2 3
   = 

1
2

2 3 2 3
1
2

1
2

x x dx+( ) + +( )












−

∫

  = 1
2

2 3
3 2 3

3
2 1

2x
x c+

+ +( ) ( )



























+

எடுத்துககோட்டு 2.8
 மதிபபிடுக 

1
2 2x x

dx
+ − −∫

தீர்வு:

காைணக்காரிய மு்றயில்,

   

                           

1
2 2

1
2 2

2 2
2 2x x x x

x x
x x+ − −

=
+ − −

× + + −
+ + −

= + + −x x2 2
4

 
1

2 2x x
dx

+ − −∫

     = 
x x dx+ + −∫ 2 2

4

     = 1
6 2 2

3
2

3
2

x x c+ + −( ) ( )


















+

பயிறசி 2.1

பின்வரு்வ்ன்வற்்ற x-ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிடுக.

1. 3 5x +  2. 9 42
2

2

x
x

−





 

3. 3 2 5+( ) −( )x x   4. x x x3 2 3− +( )  

5. 
8 13

4 7
x

x
+

+
 6. 

1
1 1x x+ + −

  

7.  ′ = + =f x x b f( ) , ( )1 5 மற்றும் f ( )2 13=
எனில், f x( )  -ஐ காணக.

8.  ′ = −f x x x( ) 8 23  மற்றும்  f ( )2 8= எனில்,
f x( )  -ஐ காணக. 

வரக: II  

(i) 
1
x

dx x c∫ = +log

(ii) 
1 1

ax b
dx

a
ax b c

+
= + +∫ log

எடுத்துககோட்டு 2.9

 மதிபபிடுக   
3 2 12x x

x
dx+ +∫

தீர்வு:

3 2 12x x
x

dx+ +∫  = 3 2 1x
x

dx+ +



∫

    = 
3

2
2

2x x x c+ + +log

எடுத்துககோட்டு 2.10

 மதிபபிடுக   
2

3 5x
dx

+∫
தீர்வு:
 

2
3 5x

dx
+∫  = 2 1

3 5x
dx

+∫

    = 
2
3

3 5log x c+ +

a
ax b

dx
d ax b

ax b+
=

+( )
+∫ ∫

                  = + +log ax b c
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எடுத்துககோட்டு 2.11

 மதிபபிடுக   
x x

x
dx

2 2 3
1

+ +
+∫

தீர்வு:
எளியச் சார்புகைாக பிரித்க்தழு்த

x x
x

2 2 3
1

+ +
+

=
x x

x

2 2 1 2

1

+ +( ) +

+

                  = +( )+
+

x
x

1 2
1

x x
x

dx
2 2 3

1
+ +

+∫    = x
x

dx+( ) +
+







∫ 1 2

1

    = 
x x x c

2

2
2 1+ + + +log

எடுத்துககோட்டு 2.12

 மதிபபிடுக   
x x

x
dx

3 25 9
2

+ −
+∫

தீர்வு:
எளிய ்வகுத்்தல் மு்றயில்,

x x
x

x x
x

3 2
25 9

2
3 6 3

2
+ −

+
= + − +

+

x x
x

dx
3 25 9

2
+ −

+∫  = x x
x

dx2 3 6 3
2

+ − +
+





∫

    = 
x x x x c

3 2

3
3

2
6 3 2+ − + + +log

     

x x x x c
3 2

3
3

2
6 3 2+ − + + +log

எடுத்துககோட்டு 2.13

 மதிபபிடுக   
7 1

5 62
x

x x
dx−

− +∫
தீர்வு:

பகுதி பின்னமாக்கல் மு்றயில்,

      
7 1

5 6 3 22
x

x x x x
−

− +
=

−
+

−
A B

⇒ −
− +

=
−

−
−

7 1
5 6

20
3

13
22

x
x x x x

7 1
5 62

x
x x

dx−
− +∫  = 

20
3

13
2x x

dx
−

−
−





∫

         = 20
3

13
2

dx
x

dx
x−

−
−∫∫

         = 20 3 13 2log logx x c− − − +

எடுத்துககோட்டு 2.14
 மதிபபிடுக   

3 2
2 32
x

x x
dx+

−( ) −( )∫
தீர்வு:

பகுதி பின்னமாக்கல் மு்றயில்,
3 2
2 3 2 2 32 2
x

x x x x x
+

−( ) −( )
=

−( ) +
−( )

+
−( )

A B C

⇒ +
−( ) −( )

= −
−( ) −

−( )
+

−( )
3 2
2 3 2 2 32 2
x

x x x x x
11 8 11

3 2
2 32
x

x x
dx+

−( ) −( )∫

= −
−

−
−

+
−( ) ( ) ( )











∫ 11 8 11

x x x
dx

2 2 32

= −
−

−
−

+
−( ) ( ) ( )∫ ∫∫11

dx dx dx
x x x2

8
2

11
32  

= − − +
−

+ − +11 2 8
2

11 3log logx
x

x c

= 11 3
2

8
2

log x
x x

c−
−

+
−

+

எடுத்துககோட்டு 2.15

 மதிபபிடுக   
3 6 1

3 1

2

2

x x
x x

dx+ +
+( ) +( )∫

தீர்வு:

பகுதி பின்னமாக்கல் மு்றயில்,

     
3 6 1

3 1 3 1

2

2 2

x x
x x x

x
x

+ +
+( ) +( ) =

+( ) +
+( )

A B +C
                         

⇒ + +
+( ) +( ) =

+( ) +
+( )

3 6 1
3 1 3 1

2

2 2

x x
x x x

x
x

1 2

3 6 1
3 1

2

2

x x
x x

dx+ +
+( ) +( )∫  = 1 2

x
x

x
dx

+( ) +
+( )











∫ 3 12

          =  
dx x dx

x x+( ) +
+( )∫∫ 3

2
12

          = log logx x c+ + + +3 12

         =  log x x c+( ) +( ) +3 12

         =  log x x x c3 23 3+ + + +
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பயிறசி 2.2

பின்வரு்வ்ன்வற்்ற x-ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிடுக.

1. 2 1
2

2

x
x

−





 2.  
x x

x

4 2 2
1

− +
−

  

3.  
x

x

3

2+
    4.  

x x x
x

3 23 7 11
5

+ − +
+

5.  
3 2
2 3
x

x x
+

−( ) −( )  6.  
4 2 6

1 3

2

2
x x

x x
+ +

+( ) −( )
 

7. 
3 2 5

1 5

2

2

x x
x x

− +
−( ) +( )   8. ′ =f x

x
( ) 1

 மற்றும் 

f ( )1
4

= p எனில், f x( )  
-ஐ காணக.

வரக: III    
(i) e dx e cx x= +∫
(ii) e dx

a
e cax b ax b+ += +∫ 1

(iii) a dx
a

a cx x= +∫ 1
log

, a > 0 மற்றும் a ≠ 1

(iv) a dx
m a

a cmx n mx n+ +∫ = +1
log

, a > 0  

 மற்றும் a ≠ 1

எடுத்துககோட்டு 2.16

மதிபபிடுக   32 3x dx+∫
தீர்வு:
 32 3x dx+∫ = ⋅∫3 32 3x dx

  = 3 33 2x dx∫  

  = +27 3
2 3

2x

c
log

ma dx a d mx nmx n mx n+ +∫ ∫= +( )
                    = ++1

log a
a cmx n , 

                    a > 0  மற்றும் a ≠ 1

எடுத்துககோட்டு 2.17

 மதிபபிடுக   
e

e
dx

x

x
+∫ 7

தீர்வு:
 

e
e

dx
x

x
+∫ 7

 = 1 7+( )−∫ e dxx

             = x e cx− +−7
எடுத்துககோட்டு 2.18

 மதிபபிடுக   
5 5 2+

+ −∫ e
e e

dx
x

x x

தீர்வு:

      
5 5 2+

+ −∫ e
e e

dx
x

x x  = 5
e e e

e e
dx

x x x

x x

−

−

+( )
+∫

           = 5 e dxx∫
            = 5e cx +

எடுத்துககோட்டு 2.19

 மதிபபிடுக   e
e

dxx
x+



∫ 1 2

தீர்வு:
 e

e
dxx

x+



∫ 1 2

 = e
e

dxx
x

2
2
1 2+ +



∫

   = e e dxx x2 2 2+ +( )−∫

   = 
e e x c

x x2 2

2 2
2− + +

−

2
2

ax b e dxax bx c+( ) + +∫
 = + +( )+ +∫ e d ax bx cax bx c2 2

 = ++ +e kax bx c2

பயிறசி 2.3

பின்வரு்வ்ன்வற்்ற  x -ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிடுக.

1.  e e ex a a a n xlog log log+ −  2. 
a e
e b

x x b

x a x
− log

log

3. e ex x+( )1
2

 4. 
e e

e

x x

x

3 3− −
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5. 
e e
e e

x x

x x

3 5+
+ −      6.  1 1

1

2−





+





x

x
xe

7. 
1

2x xlog( )
   8.   ′ =f x ex( ) மற்றும்  f ( )0 2=  

எனில், f x( )  -ஐ காணக.

வரக: IV   
 (i) sin cosx dx x c= − +∫
 (ii) sin( ) cosax b dx

a
ax b c+ = − +( )+∫ 1

 (iii) cos sinx dx x c= +∫
 (iv) cos( ) sin( )ax b dx

a
ax b c+ = + +∫ 1

 (v) sec tan2 x dx x c= +∫
 (vi) sec ( ) tan( )2 1ax b dx

a
ax b c+ = + +∫

 (vii) cosec cot2 x dx x c= − +∫
 (viii) cosec cot2 1ax b dx

a
ax b c+( ) = − +( ) +∫

எடுத்துககோட்டு 2.20
 மதிபபிடுக   2 5sin cosx x dx−( )∫
தீர்வு:

2 5sin cosx x dx−( )∫  = 2 5sin cosx dx x dx− ∫∫
  = − − +2 5cos sinx x c
எடுத்துககோட்டு 2.21
 மதிபபிடுக sin2 x dx∫
தீர்வு:

எளியச் சார்புகைாக பிரித்க்தழு்த
cos sin2 1 2 2x x= −

∴ = −sin ( cos )2 1
2

1 2x x

 sin2 x dx∫  = 
1
2

1 2−( )∫ cos x dx

     = 
1
2

2dx x dx−



∫∫ cos

       = 
1
2

2
2

x x c−





+sin

எடுத்துககோட்டு 2.22
 மதிபபிடுக   

cos
sin cos

2
2 2

x
x x

dx∫

தீர்வு:

எளியச் சார்புகைாக பிரித்க்தழு்த
cos

sin cos
cos sin
sin cos

2
2 2

2 2

2 2
x

x x
x x
x x

= −

                     = −1 1
2 2sin cosx x

                     = −cosec sec2 2x x
cos

sin cos
2

2 2
x

x x
dx∫ = cosec sec2 2x x dx−( )∫

  = − − +cot tanx x c
எடுத்துககோட்டு 2.23
 மதிபபிடுக   1 2+∫ sin x dx

தீர்வு:

எளியச் சார்புகைாக பிரித்க்தழு்த
1 2 22 2+ = + +sin sin cos sin cosx x x x x

= +( )sin cosx x
2

1 2+∫ sin x dx  = sin cosx x dx+( )∫
2

  = sin cosx x dx+( )∫
  = − + +cos sinx x c
எடுத்துககோட்டு 2.24
 மதிபபிடுக   cos3 x dx∫
தீர்வு:

எளியச் சார்புகைாக பிரித்க்தழு்த
     cos cos cos3 4 33x x x= −

     cos cos cos3 1
4

3 3x x x= +[ ] 

                  = +1
4

3 3
4

cos cosx x

cos3 x dx∫  = 
1
4

3 3
4

cos cosx dx x dx∫ ∫+

  = 
sin sin3

12
3

4
x x

c+ +

பயிறசி 2.4

பின்வரு்வ்ன்வற்்ற  x-ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிடுக. 
1. 2 3 4 52 2cos sin secx x x x− + − cosec  
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2. sin3 x

3. 
cos sin

cos
2 2 2

2
x x

x
+

4. 
1

2 2sin cosx x
 [குறிபபு : sin cos2 2 1x x+ = ]

5. 1 2− sin x

2.1.4   பகுதிப்படுத்தித் த�ோரகயிடல் 
(Integration by parts)

வரக: V 
1.  u மற்றும் v  எனப்ன  x -ல் அ்மந்த 

்வ்கயிடத்்தக்க சார்புகள எனில் 

  
d

dx
uv u dv

dx
v du

dx
( ) = +  எனபது நமக்கு 

க்தரிந்தத்த.
 இருபுறமும்  x -ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிட, 

 
d

dx
uv dx u dv

dx
dx v du

dx
dx∫ ∫ ∫= +( )

  ⇒   d uv udv v du( ) = + ∫∫∫
             uv udv vdu= + ∫∫

∴ = −∫∫udv uv vdu
 கபாது்வாக, க்தா்கக்காணபா்்ன இரு 
க்வவத்வறு சார்புகளின கபாருக்கலாகத்வா அல்லது 
தநைடியாக க்தா்கயிட முடியா்த சார்பாகத்வா 
அ்மயும்கபாழுது, இம்மு்றயா்னது மிகவும் 
பயனுளை்தாக இருக்கும். இம்மு்ற்ய சரியாக 
்கயாள்வது எனபது u எனற சார்்ப க்தரிவு 
கசய்வதில் உளைது.
 எ்னத்வ, பின்வரும் ்வழிக்காடடு்தல்க்ைப 
பயனபடுத்தி u எனற சார்்ப க்தரிவு கசயயலாம்.
(i)  க்தா்கக்காணபான ஆ்னது தநைடியாக 

க்தா்கயிட இயலா்த ஒதை ஒரு சார்்ப 
மடடும் ககாணடு அ்மயுமா்னால், 
அத்க்தா்கக்காணபா்்ன u  எ்னக் ககாளக. 

(ii)  க்தா்கக்காணபான ஆ்னது தநைடியாக 
க்தா்கயிட இயலா்த சார்புபபகுதி மற்றும் 
க்தா்கயிடக் கூடிய சார்புபபகுதி எ்னக் 
ககாணடு அ்மயும்கபாழுது, க்தா்கயிட 
இயலா்த சார்புபபகுதி்ய u  எ்னக் ககாளக. 

(iii)  க்தா்கக்காணபான ஆ்னது இரு தநைடியாக 
க்தா்கயிடக் கூடிய சார்புபபகுதிக்ை 
ககாணடும், அதில் ஒனறின ்வடி்வமா்னது xn, n 
ஒரு மி்க முழு எண எ்ன அ்மயும்கபாழுது, 

அந்த xn எனும் சார்புபபகுதி்ய u  எ்னக் 
ககாளக. 

(iv)  மற்ற அ்்னத்து நி்லகளுக்கும் u-ன 
த்தர்்வா்னது நம் விருபபத்்்தப கபாறுத்்தது.  

 (அல்லது)  நாம் “I L A T E” எனும் கசால்லில் 
உளை எழுத்துகளின ்வரி்சயினபடி மு்தலில் 
்வரும் சார்புபபகுதி்ய u எனும் சார்பாக நிர்ணயம் 
கசயயலாம்.
இதில், 
I  எனபது தநர்மாறு திரிதகாணமிதிச் சார்்பயும் 

[Inverse trigonometric function],
L  எனபது மடக்்கச் சார்்பயும் [Logarithmic 

function],
A   எனபது இயற்கணி்தச் சார்்பயும் [Algebraic 

function],
T   எனபது திரிதகாணமிதிச் சார்்பயும் 

[Trigonometric function],
E  எனபது அடுக்்கச் சார்்பயும் [Exponential 

function] குறிக்கினறது. 
 தமலும், மீ்தமுளை சார்்பயும் மற்றும்  dx -ஐயும் 
தசர்த்து dv எ்ன எடுத்துக் ககாளைத்வணடும்.

2.   u  மற்றும் v   எனப்ன  x -ல் அ்மந்த இரு சார்புகள 
எனில்,  udv uv u v u v u v= − ′ + ′′ − ′′′ +∫ 1 2 3 ...  ஆகும். 

 இதில் ′ ′′ ′′′u u u, , , . . .   எனப்ன u -ன 
அடுத்்தடுத்்த ்வ்கயிடல்கள ஆகும். 
          மற்றும் v v v1 2 3, , , . . . எனப்ன v -ல் மீணடும் 
மீணடும் கசயகினற க்தா்கயீடுகள ஆகும்.

�  2 -ல் குறிபபிடபபடட சூத்திைமா்னது 
கபர்த்னாலியின சூத்திைம் ஆகும்.

�  கபர்த்னாலியின சூத்திைமா்னது 
u xn= , n ஒரு மி்க முழு எண 
எனும் தபாது பயனபடுத்்தபபடும்.

குறிப்பு

 

எடுத்துககோட்டு 2.25
 மதிபபிடுக   xe dxx∫
தீர்வு:

u x=  
   ்வ்கயிட
du dx=

dv e dxx=
க்தா்கயிட
        v ex=
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 xe dxx∫  = ∫udv

  = − ∫uv vdu

  = − ∫xe e dxx x

  = − +xe e cx x

  = e x cx ( )− +1

எடுத்துககோட்டு 2.26
 மதிபபிடுக   x e dxx3∫
தீர்வு:

அடுத்�டுத்து  
வரகயிட

மீணடும் மீணடும் 
த�ோரகயிட

        u x= 3

       ′ =u x3 2

       ′′ =u x6
       ′′′ =u 6  

        dv e dxx=   
         v ex=
         v ex

1 =
         v ex

2 =
         v ex

3 =
  

 x e dxx3∫  = udv∫
  = uv u v u v u v− ′ + ′′ − ′′′ +1 2 3 ...

  = x e x e xe e cx x x x3 23 6 6− + − +

  = e x x x cx 3 23 6 6− + − +( )
எடுத்துககோட்டு 2.27

 மதிபபிடுக x x dx3∫ log  

தீர்வு:

u x= log
்வ்கயிட
      du

x
dx= 1

dv x dx= 3

க்தா்கயிட

        v x=
4

4

 x x dx3∫ log  = udv∫
  =  uv vdu− ∫
  = 

x x x dx
4

3

4
1
4

log − ∫

  = 
x x x c

4 4

4
1
4 4

log −






+

  = 
x x c

4

4
1
4

log −





+

எடுத்துககோட்டு 2.28
 மதிபபிடுக    log x dx( )∫

2

தீர்வு:

u x= (log )2  
்வ்கயிட
du x

x
dx= ( ) 





2 1log

dv dx=  
க்தா்கயிட 

       v x=    

log x dx( )∫
2

  = ∫udv
 = − ∫uv vdu
 = ( ) − ∫x x x dxlog log2 2 ... (*)

 (*) -ல் உளை log x dx∫  -க்கு

u x= log  
்வ்கயிட
      du

x
dx= 1

dv dx=  
க்தா்கயிட
        v x=  

 = ( ) − ∫x x udvlog 2 2

 = ( ) − −



∫x x uv vdulog 2 2

 = ( ) − −



∫x x x x dxlog log2 2

 = ( ) − + +x x x x x clog log2 2 2

 = ( ) − +



 +x x x clog log2 2 2

எடுத்துககோட்டு 2.29
 மதிபபிடுக   x x e dxx2 2 5− +( )∫ −

தீர்வு:

அடுத்�டுத்து  வரகயிட மீணடும் மீணடும் 
த�ோரகயிட

u x x= − +2 2 5  
′ = −u x2 2
′′ =u 2  

dv e dxx= −  
 v e x= − −

v e x
1 = −

v e x
2 = − −

  

 x x e dxx2 2 5− +( )∫ −  = ∫udv
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 = − ′ + ′′ − ′′′ +uv u v u v u v1 2 3 ...

 = − +( ) −( ) − −( ) + −( ) +− − −x x e x e e cx x x2 2 5 2 2 2   

     
= − +( ) −( ) − −( ) + −( ) +− − −x x e x e e cx x x2 2 5 2 2 2

 = +− − −( )e x x c2 5

பயிறசி 2.5

பின்வரு்வ்ன்வற்்ற  x -ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிடுக. 

1. xe x−  2. x e x3 3  3. log x

4. x xlog  5. x xn log  6. x ex5 2
 

2.1.5   பிைதியிடல் முர்றயில் அல்லது மோறிரய 
மோறறி அரமககும் முர்றயில் த�ோரகயிடல் 
(Integration by substitution (or) change of 
variable method)

 கு றி ப பி ட ட  சி ல  ச ா ர் பு க ளு க் க ா ்ன 
க்தா்கயிடலில் அ்தற்கா்ன க்தா்கயீட்ட 
தநைடியாக கபற இயலாது, ஏக்னனில் அ்்வ 
தமதல வி்வாதிக்கபபடட எந்த ஒரு திடடமா்ன 
்வடி்வத்்்தயும் கபற்றிருக்காது. ஆ்னால் 
கபாருத்்தமா்ன ஒன்ற பிைதியிடு்வ்தன மூலமாக 
ஒரு திடடமா்ன ்வடி்வத்திற்கு மாற்றிய்மக்கலாம். 
கபாருத்்தமா்ன பிைதியிடல் மூலமாக ஒரு திடடமா்ன 
்வடி்வத்திற்கு மாற்றி க்தா்கயீடு கசயயும் 
மு்றயா்னது பிைதியிடல் மு்றயில் க்தா்கயிடல் 
எ்னபபடும்.

வரக: VI   

1. f x f x dx
f x

n
c n

n
n

( )  ′ = [ ]
+

+ ≠ −∫
+

( )
( )

,
1

1
1

2. 
′ = +∫ f x

f x
dx f x c( )

( )
log ( )

3. 
′ = +∫ f x
f x

dx f x c( )
( )

( )2

4. e f x f x dx e f x cx x∫ + ′  = +( ) ( ) ( )

5. e a f x f x dx e f x cax ax∫ + ′  = +( ) ( ) ( )

எடுத்துககோட்டு 2.30

 மதிபபிடுக   
x

x
dx2 1+∫    

தீர்வு:

f x x( ) = +2 1 எனக.
  ∴   ′ =f x x( ) 2

 
x

x
dx2 1+∫  =

+∫1
2

2
12

x
x

dx

  = ′∫1
2

f x
f x

dx( )
( )

  = [ ]+1
2

log ( )f x c

  = + +1
2

12log x c

  
nax
ax b

dx
d ax b

ax b

n

n

n

n

−

+
=

+( )
+∫ ∫

1

                        = + +log ax b cn

எடுத்துககோட்டு 2.31

 மதிபபிடுக   
x

x
dx

2 1+
∫

தீர்வு:

f x x( ) = +2 1 எனக.
  ∴   ′ =f x x( ) 2

  
x

x
dx

2 1+
∫  =

+
∫1

2
2

12

x

x
dx  

  = ′∫1
2

f x
f x

dx( )
( )

  = 



 +1

2
2 f x c( )

  = + +x c2 1

 nax

ax b
dx

d ax b

ax b

n

n

n

n

−

+
=

+( )
+

∫ ∫
1

                                  = + +2 ax b cn

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 2.indd   37 3/5/2020   11:04:25 AM



38 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

எடுத்துககோட்டு 2.32

 மதிபபிடுக   x x dx2 1+∫
தீர்வு:

f x x( ) = +2 1  எனக.
  ∴   ′ =f x x( ) 2

x x dx2 1+∫  = +( ) ( )∫1
2

1 22

1
2

x x dx

  = ( )  ′∫1
2

1
2

f x f x dx( )

  = [ ] +1
2

3
2

3
2

f x
c

( )

  = +( ) +1
3

12

3
2

x c

எடுத்துககோட்டு 2.33

 மதிபபிடுக   
x

x
dx

3

2 3
1+( )∫

தீர்வு:

         z x= +2 1  

    ∴ = −x z2 1  

        dz x dx= 2  

⇒ =dz x dx
2

x

x
dx

3

2 3
1+( )∫ =

+( )∫ x

x
x dx

2

2 3
1

  = −∫1
2

1
3

z
z

dz

  = −



∫1

2
1 1
2 3z z

dz

  = − +





+1
2

1 1
2 2z z

c

  =
+( )

−
+( ) +1

4 1

1
2 12 2 2

x x
c

எடுத்துககோட்டு 2.34
 மதிபபிடுக   

dx
x x3 1+( )∫

தீர்வு:

z x= 3  

         ∴ dz x dx= 3 2           

 ⇒  
dz x dx
3

2= ,

பகுதி பின்னமாக்கல் 
மு்றயில்,

       
1

1 1z z z z+( ) = +
+

A B

   ⇒
+( ) = −

+
1

1
1 1

1z z z z

dx
x x3 1+( )∫ =

+( )∫ x
x x

dx
2

3 3 1

 =
+( )∫1

3 1
dz

z z
dz

 = −
+





∫1

3
1 1

1z z
dz

 = − +  +1
3

1log logz z c

 =
+

+1
3 1

log z
z

c

 =
+

+1
3 1

3

3log x
x

c

எடுத்துககோட்டு 2.35

 மதிபபிடுக  x e dxx3 2

∫
தீர்வு:

     z x= 2   

     ∴ =dz x dx2

  ⇒  
dz x dx
2

=

x e dxx3 2

∫  = ∫ x e x dxx2 2
( )

  = ∫1
2

z e dzz

  = −  +1
2

1e z cz ( )   [பகுதிபபடுத்தித்

  க்தா்கயிடு்வ்தன மூலமாக]

  = −





+1
2

1
2 2e x cx ( )
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எடுத்துககோட்டு 2.36

 மதிபபிடுக  e x x dxx∫ +( )2 2
தீர்வு:

            f x x( ) = 2  
  

∴ ′ =f x x( ) 2

e x x dxx∫ +( )2 2 = ( ) + ′ ( ) ∫ e f x f x dxx

  = +ex f x c( )

  = +ex x c2

எடுத்துககோட்டு 2.37
 மதிபபிடுக   

xe
x

dx
x

1 2+( )∫
தீர்வு:

பகுதி பின்னமாக்கல் 
மு்றயில்,

           

                                       

f x
x

( ) =
+
1

1
 

∴ ′ = −
+( )

f x
x

( ) 1
1 2

x
x x x1 1 12 2+( )

=
+

+
+( )

A B

⇒
+( )
x
x1 2 =

+
+ −

+( )
1

1
1

1 2x x
 

 
xe

x
dx

x

1 2+( )∫

   =
+∫ + −

+( )

















e
x

dxx

x
1

1
1

1 2

                = ( ) ( )∫ + ′





e f x x dxx f

              = +ex f x c( )

              =
+

+ex

x
c

1

எடுத்துககோட்டு 2.38

 மதிபபிடுக  e x
x

dxx2
2

2 1
4

−



∫

தீர்வு:

      2 1

4 2

x

x

− = 1
2

1

4 2x x
+ −

                             

       a = 2,

f x
x

( ) = 1

∴ ′ = −f x
x

( ) 1
2

= 





+ −









1
4

2 1 1
2x x

 e x
x

dxx2
2

2 1
4

−



∫  

  = 





+ −







∫1

4
2 1 12

2e
x x

dxx

  = + ′ ∫1
4

e a f x f x dxax ( ) ( )

  =   +1
4

e f x cax ( )

  = +1
4

2

x
e cx

எடுத்துககோட்டு 2.39

  மதிபபிடுக  
1 1

2log logx x
dx−

( )










∫

தீர்வு:

z x= log  

    ∴ =dz
x

dx1
  

  ⇒ =dx e dzz   x ez= 
             f z

z
( ) = 1

 

         ∴ ′ = −f z
z

( ) 1
2

1 1
2log logx x

dx−
( )











∫  = −



∫ 1 1

2z z
e dzz

  = + ′ ∫ e f z f z dzz ( ) ( )

  = ( ) +e f z cz

  = 





+e
z

cz 1

  = +x
x

c
log

பயிறசி 2.6

பின்வரு்வ்ன்வற்்ற x -ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிடுக.

1. 
2 5

5 72
x

x x
+

+ −
 2. 

e
x

x3

4 1

log

+
  

3. 
e

e

x

x

2

2 2−
 4. 

log x
x

( )3
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 5. 
6 7

3 7 12

x

x x

+

+ −
  6. 4 2 12x x x+( ) + +

 7. x x8 9 5
1+( )   8. 

x e
x e

e x

e x

− −+
+

1 1

 9. 
1

x xlog
 10. 

x
x x2 3 24 2− −

 

11. e x xex x1+( ) ( )log  12. 
1

12x x +( )
13. e

x x
x 1 2

2 3−





 14. e x
x

x −
+











1
1 3( )

15. e x
x

x3
2

3 1
9

−





 

2.1.6   சில சி்றப்பு வரகத் த�ோரகயீடுகள்  
(Some special types of Integrals)

வரக: VII    
 

dx
ax bx c2 + +∫  , 

dx

ax bx c2 + +
∫  

மற்றும் ax bx c dx2 + +∫  ஆகிய ்வடிவில் 
உளை க்தா்கயீடுக்ை மதிபபிட,  மு்தலா்வ்தாக 
நாம் ax bx c2 + +  -ஐ இரு ்வர்க்கங்களின 
கூடு்தலாகத்வா அல்லது கழித்்தலாகத்வா [்வர்க்க 
நி்ற்வாக்கல் மு்றயில்]  வி்வரித்து, அ்தா்வது 

x +( ) +α β2 2  (அல்லது) x +( ) −α β2 2  (அல்லது) 
β α2 2− +( )x  எ்ன மாற்றிய்மத்து கீதை 
க க ா டு க் க ப ப ட டு ள ை  சூ த் தி ை ங் க ளி ல்  இ ரு ந து 
கபாருத்்தமா்ன  சூத்திைத்்்தப பயனபடுத்தி 
க்தா்கயீடு காண த்வணடும்.

1. 
dx

a x a
a x
a x

c2 2
1

2−
= +

−
+∫ log

2. 
dx

x a a
x a
x a

c2 2
1

2−
= −

+
+∫ log

3.   
dx

x a
x x a c

2 2
2 2

−
= + − +∫ log

4.  
dx

x a
x x a c

2 2
2 2

+
= + + +∫ log

5. x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
− = − − + − +∫ log

      x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
− = − − + − +∫ log

6. x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
+ = + + + + +∫ log

    x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
+ = + + + + +∫ log

எடுத்துககோட்டு 2.40

 மதிபபிடுக  
dx

x16 2−∫
தீர்வு: 
 

dx
x16 2−∫  =

−∫ dx
x42 2

  = ( )
+
−

+1
2 4

4
4

log x
x

c

  = +
−

+1
8

4
4

log x
x

c

எடுத்துககோட்டு 2.41

  மதிபபிடுக 
dx

x1 25 2−∫
தீர்வு:  
 

dx
x1 25 2−∫  =







−
∫1

25 1
5

2
2

dx

x

  =






+

−



















+1
25

1

2 1
5

1
5
1
5

log
x

x
c

  = +
−

+1
10

1 5
1 5

log x
x

c

 m
a mx

dx d mx
a mx2 2 2 2−

∫ =
−

∫
( )

( )
( )

                  = +
− +1

2a
a mx
a mx clog

எடுத்துககோட்டு 2.42

 மதிபபிடுக 
dx
x x2 2+ −∫

தீர்வு: 
 

dx
x x2 2+ −∫  =







− −





∫ dx

x3
2

1
2

2 2
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்வர்க்க நி்ற்வாக்கல் மு்றயில்,

2 22 2+ − = − − x x x x

                = − −





−












2 1
2

1
4

2

x

                = 





− −





3
2

1
2

2 2

x

  =
+ −

− −

















+1
2 3

2

3
2

1
2

3
2

1
2

log
x

x
c

  = +
−

+1
3

2 2
4 2

log x
x

c

  = +
−

+1
3

1
2

log x
x

c

எடுத்துககோட்டு 2.43

 மதிபபிடுக 
dx

x4 12 −∫
தீர்வு:
 

dx
x4 12 −∫  =

−





∫ dx

x4 1
4

2

  =
− 





∫1
4 1

2
2

2
dx

x

  =






−

+



















+1
4

1

2 1
2

1
2
1
2

log
x

x
c

   = −
+

+1
4

2 1
2 1

log x
x

c

m
mx a

dx d mx
mx a( )

( )
( )− −∫ = ∫2 2 2 2

                      = −
+ +1

2a
mx
mx ca

alog

எடுத்துககோட்டு 2.44

 மதிபபிடுக    
x

x
dx

2

2 25−∫

தீர்வு:
x

x
dx

2

2 25−∫  =
−( ) +

−∫
x

x
dx

2

2

25 25

25

  = +
−







∫ 1 25

252x
dx

  = +
−∫∫dx dx

x
25

252

  = + ( )
−
+









 +x x

x
c25 1

2 5
5
5

log

  = + −
+

+x x
x

c5
2

5
5

log

எடுத்துககோட்டு 2.45

 மதிபபிடுக  
dx

x x2 3 2− +∫
தீர்வு:

்வர்க்க நி்ற்வாக்கல் மு்றயில்

x x x2
2

3 2 3
2

9
4

2− + = −





− +

                       = −





−x 3
2

1
4

2

                       = −





− 





x 3
2

1
2

2 2

 
dx

x x2 3 2− +∫  =
−





− 





∫ dx

x 3
2

1
2

2 2

   =






−





−

−





+
+1

2 1
2

3
2

1
2

3
2

1
2

log
x

x
c

   = −
−

+log 2 4
2 2

x
x

c

   = −
−

+log x
x

c2
1

எடுத்துககோட்டு 2.46

மதிபபிடுக 
dx

x4 92 −
∫   
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தீர்வு:
dx

x4 92 −
∫  =

−





∫ dx

x4 9
4

2

=

− 





∫1
2 3

2
2

2

dx

x

= + − 





+1
2

3
2

2
2

log x x c

= + − +1
2

9
4

2log x x c    

= + − +1
2

2 4 92log x x c

= + ( ) − +log mx mx a c2 2

m

mx a
dx

d mx

mx a( ) −
= ( )

( ) −
∫ ∫2 2 2 2

எடுத்துககோட்டு 2.47

 மதிபபிடுக 
dx

x x2 3 2− +
∫

தீர்வு:

்வர்க்க நி்ற்வாக்கல் மு்றயில்

x x2 3 2− + = x −





− +3
2

9
4

2
2

                  = −





− 





x 3
2

1
2

2 2

dx

x x2 3 2− +
∫  =

−





− 





∫ dx

x 3
2

1
2

2 2

  
= −





+ −





− 





+log x x c3
2

3
2

1
2

2 2

= −





+ − + +log x x x c3
2

3 22

குறிப்பு
m n k clog ± =

எடுத்துககோட்டு 2.48

 மதிபபிடுக 
dx

x2 25+
∫

தீர்வு:
dx

x2 25+
∫  =

+
∫ dx

x2 25

  = log x x c+ + +2 25   

  = + + +log x x c2 25

எடுத்துககோட்டு 2.49

 மதிபபிடுக  
dx

x x2 4 8+ +
∫

தீர்வு:

்வர்க்க நி்ற்வாக்கல் மு்றயில்

x x x2 24 8 2 4 8+ + = +( ) − +

                  = +( ) +x 2 22 2

dx

x x2 4 8+ +
∫ =

+( ) +
∫ dx

x 2 22 2

  
= +( ) + +( ) + +log x x c2 2 22 2

  
= +( ) + + + +log x x x c2 4 82

m

mx a
dx

d mx

mx a( ) +
= ( )

( ) +
∫ ∫2 2 2 2

= + ( ) + +log mx mx a c2 2

எடுத்துககோட்டு 2.50

 மதிபபிடுக  
x dx

x

3

8 1+
∫

தீர்வு:
x dx

x

3

8 1+
∫  =

( ) +
∫1

4
4

1

3

4 2 2

x dx

x
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  = + ( ) + +1
4

14 4 2 2log x x c

  = + + +1
4

14 8log x x c

எடுத்துககோட்டு 2.51

 மதிபபிடுக  x dx2 16−∫
தீர்வு:

x dx2 16−∫  = −∫ x dx2 24
  
= − − + − +x x x x c

2
4 4

2
42 2

2
2 2log

  
= − − + − +x x x x c

2
16 8 162 2log

எடுத்துககோட்டு 2.52

 மதிபபிடுக  x dx2 5+∫
தீர்வு:

x dx2 5+∫ = + ( )∫ x dx2 2
5

  
= + ( ) +

( )
+ + ( ) +x x x x c

2
5

5

2
52 2

2

2 2
log

=
x x x x c
2

5 5
2

52 2+ + + + +log

m mx a dx( ) +∫ 2 2 = ( ) + ( )∫ mx a d mx2 2

= ( ) + + + ( ) + +mx mx a a mx mx a c
2 2

2 2
2

2 2log

எடுத்துககோட்டு 2.53
 மதிபபிடுக    4 92x dx+∫
தீர்வு:

4 92x dx+∫ = ( ) + ( )∫1
2

2 3 22 2x d x

= ( ) + + + ( ) +








 +1

2
2
2

2 3 3
2

2 2 32 2
2

2 2x x x x clog

= + + + + +x x x x c
2

4 9 9
4

2 4 92 2log

எடுத்துககோட்டு 2.54

 மதிபபிடுக  x x dx2 4 3− +∫
தீர்வு:

்வர்க்க நி்ற்வாக்கல் மு்றயில்,

x x x

x

x x x

2 2

2 2

2 2 2

4 3 2 4 3

2 1

4 3 2 1

− + = −( ) − +

= −( ) −

∴ − + = −( ) −

x x dx2 4 3− +∫ = −( ) −∫ x dx2 12 2

  
=

−( ) −( ) − − −( )+ −( ) − +
x

x x x c
2

2
2 1 1

2
2 2 12 2 2 2log

    =
−( ) −( ) − − −( )+ −( ) − +

x
x x x c

2
2

2 1 1
2

2 2 12 2 2 2log

  
=

−( ) − + − −( )+ − + +
x

x x x x x c
2

2
4 3 1

2
2 4 32 2log

    
=

−( ) − + − −( )+ − + +
x

x x x x x c
2

2
4 3 1

2
2 4 32 2log

எடுத்துககோட்டு 2.55

 மதிபபிடுக  
1

12x x
dx

− −
∫

தீர்வு:

காைணக்காரிய மு்றயில்,

1

1

1

1

1

1
1

2 2

2

2

2

x x x x

x x

x x
x x

− −
=

− −
× + −

+ −
= + −

1

12x x
dx

− −
∫  = + −



∫ x x dx2 1
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  = + −∫∫ xdx x dx2 1

  
= + − − + − +x x x x x c

2
2 2

2 2
1 1

2
1log  

பயிறசி 2.7

பின்வரு்வ்ன்வற்்ற  x -ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிடுக: 

 1. 
1

9 16 2− x
  2. 

1
9 8 2− −x x

 3. 
1

2 92x −
  4. 

1
22x x− −

 5. 
1
3 22x x+ +

  6. 
1

2 6 82x x+ −

 7. 
e

e

x

x2 9−
  8. 

1

9 72x −
 9. 

1

6 132x x+ +
 10. 

1

3 22x x− +

11. 
x

x

3

8 1−
 12. 1 2+ +x x

13. x2 2−  14. 4 52x −  

15. 2 4 12x x+ +  16. 
1

12x x+ −
 

2.2  வரையறுத்� த�ோரகயீடுகள் (Definite integrals)
 இது்வ்ை நாம் ்வ்ையறாத் க்தா்க
யிடல்களில் அடிபப்ட இயற்கணி்தச் சார்பு, 
அடுக்்கச் சார்பு, திரிதகாணமிதிச் சார்பு மற்றும் 
மடக்்கச் சார்பு ஆகிய்வற்்ற பயனபடுத்தி 
க்தா்கயீடு காணும் மு்றக்ைப பற்றித் 
க்தரிநதுக் ககாணதடாம். இனி நாம் ்வ்ையறுத்்த 
க்தா்கயீடுக்ைப பற்றி படிக்கலாம்.

 ்வடிவியலில், ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடா்ன 
f x dx

a

b

( )∫ ஆ்னது ஒரு கூடடுத் க்தா்கயின 
எல்்ல மதிபபாகக் குறிக்கபபடுகிறது. தமலும் இது, 
y f x= ( )  எனற சமனபாடடிற்குறிய ்வ்ை்வ்ை,  

x -அச்சு மற்றும் x = a, x = b  எனும் குத்்தாயங்கைால் 
அ்டபடும் பைபபைவு எ்னவும் குறிபபிடபபடுகிறது.

2.2.1    த�ோரக நுணகணி�த்தின் அடிப்பரடத்
ந�ற்றஙகள் (The fundamental theorems of 
Integral Calculus)

ந�ற்றம் 2.1  நுணகணி�த்தின் மு�ல் அடிப்பரடத் 
ந�ற்றம் (First fundamental theorem of Integral 
Calculus):
 சார்பு f x( )  ஆ்னது க்தாடர்ச்சியு்டய்தாகவும் 

மற்றும் F x f t dt
a

x

( ) ( )= ∫ எனில்,  ′ =F x f x( ) ( )  
ஆகும்.

ந�ற்றம் 2.2 நுணகணி�த்தின் இைணடோம் 
அடிப்பரடத் ந�ற்றம் (Second fundamental theorem 
of Integral Calculus):
 f x( )  எனற சார்பு [a,b] எனற மூடிய 
இ்டக்வளியில் க்தாடர்ச்சியு்டய்தாகவும், தமலும்   
f x( ) -ன எதிர்ம்ற ்வ்கயீடா்னது F( )x  எனில் 

f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )∫ = −  ஆகும்.

  இங்கு a மற்றும் b எனப்ன ்வ்ையறுத்்த 
க்தா்கயீடடின கீழ் எல்்ல மற்றும் தமல் எல்்ல 
எ்னபபடும்.

f x dx
a

b

( )∫  ஆ்னது ஒரு திடட்வடடமா்ன 

மாறிலியாகும், அத்தசமயத்தில் f dt
a

x

(t)∫  

ஆ்னது ஒரு மாறிச் சார்பாகும்.

குறிப்பு

    f x dx F x( ) ( ) c∫ = +

⇒ = −∫ f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )

எடுத்துககோட்டு 2.56

 மதிபபிடுக   x x x dx3 2

0

1

7 5+ −( )∫
தீர்வு:
 இ்தற்கு முந்்தய பகுதியில்

x x x dx3 27 5+ −( )∫ -ஐ எவ்வாறு 
க்தா்கயிடு்வது எனப்்தப பற்றி க்தரிநதுக் 
ககாணதடாம்.

∴ + −( ) = + − +∫ x x x dx x x x c3 2
4 3 2

7 5
4

7
3

5
2
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45த�ொகை நுணைணி�ம்–I

 இபதபாது,  x x x dx3 2

0

1

7 5+ −( )∫

= + −










x x x4 3 2

0

1

4
7

3
5

2
                       
= + −





− + −





1
4

7
3

5
2

0
4

0
3

0
2

   
= + −





1
4

7
3

5
2

= 1
12

எடுத்துககோட்டு 2.57
 0 மற்றும் 1 -ஐ எல்்ல மதிபபுகைாகக் 

ககாணடு dy
dx

x
x

=
+

2
5 12 எனும் சார்்ப 

க்தா்கயிடுக.    

தீர்வு: 
 இங்கு,  

dy
dx

 = 
2

5 12
x

x +

 ∴ y  = 
2

5 12
0

1 x
x

dx
+∫      

  =
+∫1

5
10

5 12
0

1 x
x

dx  

  = +( )





1
5

5 12

0

1
log x

  = − 
1
5

6 1log log

  = 1
5

6log

எடுத்துககோட்டு 2.58

 மதிபபிடுக e a x dxx x− + +( )∫ 4 2 3

0

1

தீர்வு:

e a x dxx x− + +( )∫ 4 2 3

0

1

 = e a
a

x xx
x

− + +
















4 2 3
4

4
3

0

1

log

 = e a
a a

− + + − +4 2 3
4

1 4
log log

 = e
a

a
+

−( ) +
4 1 7

4log

எடுத்துககோட்டு 2.59

 மதிபபிடுக sin x dx
p

p

6

3

∫  

தீர்வு: 

   sin x dx
p

p

6

3

∫  = −[ ]cos x
p

p

6

3
    

  = − −





cos cosp p
3 6

   = −( )1
2

3 1

எடுத்துககோட்டு 2.60

 மதிபபிடுக cos2

0

2

x dx

p

∫
தீர்வு:

எளியச் சார்புகைாக பிரித்க்தழு்த,

cos cos2 2 12x x= −

∴ = +[ ]cos cos2 1
2

1 2x x

 cos2

0

2

x dx

p

∫  =
1
2

1 2
0

2

[ cos ]+∫ x dx

p

  = 
1
2

2
2 0

2
x x+





sin
p

  = +





=1
2 2

0
4

p p
 

எடுத்துககோட்டு 2.61

 மதிபபிடுக e e dxa x x alog log+ ∫
0

1
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தீர்வு:

e e dxa x x alog log+ ∫
0

1

 = x a dxa x+( )∫
0

1

 =
x
a

a
a

a x+

+
+











1

0

1

1 log
  

e xa x alog =

குறிப்பு

 =
1

1
0 1

a
a

a a+
+







− +




log log

 =
1

1
1

a
a

a a+
+ −

log log

 =
1

1
1

a
a

a+
+

−( )
log

எடுத்துககோட்டு 2.62

 மதிபபிடுக 
x

x
dx

4

2
2

3 1+
∫  

தீர்வு:

x
x

dx
4

2
2

3 1+
∫  = x x dx2 2

2

3

+( )−∫    

 = −










x
x

3

2

3

3
1

  

 = −





− −





9 1
3

8
3

1
2

= 13
2

எடுத்துககோட்டு 2.63

  மதிபபிடுக x x x x dx3 2 3 2

1

1

3 2+( ) +( )
−
∫

தீர்வு:

x x x x dx3 2 3 2

1

1

3 2+( ) +( )
−
∫ = 

1
3

3

4

3 2 4

1

1

x x+( )













−

 f x f x dx
f x
n

c
n

n

( ) ( )
( )[ ] ′ = [ ]

+
+











∫

+1

1

  = −( )
=

1
3

64 4

20

எடுத்துககோட்டு 2.64

 மதிபபிடுக  
log x
x

dx
a

b

∫   a b, > 0  

தீர்வு: 
 

log x
x

dx
a

b

∫  = ( )∫ log x dx
xa

b
1
2

 f x f x dx
f x
n

c
n

n

( ) ( )
( )[ ] ′ = [ ]

+
+











∫

+1

1

  = 2
3

3
2

log x

a

b

( )


















  = 
2
3

3
2

3
2log logb a( ) − ( )









log logb b
3
2 3

2
=  ஆ்னால்,

(log ) logb b
3
2
3
2

≠  மற்றும்,

(log ) (log ) logb a
b
a

3
2

3
2

3
2

− ≠






எடுத்துககோட்டு 2.65

 மதிபபிடுக x x dx+
−
∫ 1
1

1

 

t x= +1 
எனக.

dt dx=  

x –1 1

t 0 2தீர்வு:

x x dx+
−
∫ 1
1

1

 = −( )∫ t t dt1
0

2

  = −








∫ t t dt

3
2

1
2

0

2

  = −
















2
5

2
3

5
2

3
2

0

2

t t

  = −
8 2

5
4 2

3

  =
4 2
15
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எடுத்துககோட்டு 2.66

 மதிபபிடுக e dx
x−∞

∫ 2

0தீர்வு: 
 e dx

x−∞

∫ 2

0

 = −












−
∞

2 2

0

e
x

  = − −[ ] =2 0 1 2

எடுத்துககோட்டு 2.67

 மதிபபிடுக x e dxx2

0

3
∞

−∫
தீர்வு:

 x e dxx2

0

3
∞

−∫  = −
∞

∫ e dtt

0 3

   = 
1
3 0

− 
− ∞

e t

   = 
− −[ ]1
3

0 1   

   = 1
3

எடுத்துககோட்டு 2.68

 மதிபபிடுக 
1

1 21

2

x x
dx

+( ) +( )∫
தீர்வு:

பகுதி பின்னமாக்கல் மு்றயில்,

    
1

1 2 1 2x x x x+( ) +( ) =
+

+
+

A B
            

⇒
+( ) +( ) =

+
−

+
1

1 2
1

1
1

2x x x x

1
1 21

2

x x
dx

+( ) +( )∫ =
+

−
+





∫ 1

1
1

21

2

x x
dx

       
 = + − + log logx x1 2

1

2

 = −log log3
4

2
3

 = log 9
8

எடுத்துககோட்டு 2.69

 மதிபபிடுக logx dx
e

1
∫

x t3 =  

    3
2x dx dt=

⇒ =x dx dt2

3
 

x 0 ∞
t 0 ∞

தீர்வு:

u x= log
்வ்கயிட,

        du
x

dx= 1

dv dx=
க்தா்கயிட

         v x=

logx dx
e

1
∫ = ∫u dv

e

1

= [ ] − ∫uv vdu
e e

1
1        

 = [ ] − ∫x x x
x

dxe
e

log 1
1

1

 = e e x elog log−( ) − [ ]1 1 1

 = e e−( ) − −( )0 1   

 = 1

எடுத்துககோட்டு 2.70

 மதிபபிடுக x x dxsin
0

2
p

∫
தீர்வு:

 u x=
்வ்கயிட
du dx=

dv x dx= sin
க்தா்கயிட
v x= − cos

x x dxsin
0

2
p

∫ = ∫ udv
0

2
p

  = [ ] − ∫uv vdu0
2

0

2p
p

  = −  + ∫x x x dxcos cos
0

2
2

0

p
p

  = + [ ]0
0

2

sin x
p

 =1 

எடுத்துககோட்டு 2.71

3 12

1

x dx
a

∫ = −  எனில்,  a R∈  எனுமாறு  a-ன 

 மதிப்பக் காணக.

தீர்வு: 
 3 2

1

x dx
a

∫  = –1 எ்னக் ககாடுக்கபபடடுளைது.

 x
a3
1

  = –1
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  a3 1−  = –1

  a3  = 0⇒ =a 0

எடுத்துககோட்டு 2.72

dx
a

b

∫ = 1 மற்றும் x dx
a

b

=∫ 1   எனில்,  a மற்றும்  

b-ன மதிபபுக்ைக் காணக

தீர்வு:

dx
a

b

∫  = 1  எ்னக் ககாடுக்கபபடடுளைது.

 x
a

b

[ ] = 1

 b a− = 1 … (1)

தமலும், x dx
a

b

∫  = 1      எ்னவும் ககாடுக்கப 
படடுளைது.

 
x

a

b2

2








 = 1

 b a2 2− = 2

b a b a+( ) −( )  = 2

 b a+ = 2 … (2)  b a− = 1

1 2( ) + ( ) ⇒ 2b  = 3

 ∴ b   = 
3
2

 

இபதபாது, 
3
2

− a  = 1    [  (1) லிருநது]

               ∴ a  = 
1
2

 

எடுத்துககோட்டு 2.73 

f x
x x
x x( ) =

+ ≤ ≤
≤ ≤





7 3 1 3
8 3 4

,
,

 எனில், f x dx( )∫
1

4

 

 -ஐ மதிபபிடுக.
தீர்வு:

f x dx( )∫
1

4

 = ( ) + ( )∫∫ f x dx f x dx
3

4

1

3

 = +( ) + ∫∫ 7 3 8
3

4

1

3

x dx x dx

 = +








 +











7
2

3 8
2

2

1

3 2

3

4
x x x

       
  = + − + −63

2
9 13

2
64 36

  = 62

எடுத்துககோட்டு 2.74

 
f x

x
x

x

x
x
x

( )
,
,

,
=

−









− ≤ <
≤ <
≤ ≤

2

4

2 1
1 2
2 4

எ்னக்ககாணடு பின ்வரு்வ்ன்வற்்ற மதிபபிடுக.

(i)  f x dx( )
−
∫
2

1

(ii) f x dx( )
1

2

∫  (iii) f x dx( )
2

3

∫

(iv) f x dx( )
.

−
∫
2

1 5

 (v)  f x dx( )
1

3

∫
தீர்வு:

(i) f x dx( )
−
∫
2

1

= x dx2

2

1

−
∫  = 

x3

2

1

3










−

   

                       =  
1
3

8
3

− −





= 3 

(ii) f x dx( )
1

2

∫  = xdx
1

2

∫   = 
x2

1

2

2








     

                     =  
4
2

1
2

−  = 
3
2

 

(iii) f x dx( )
2

3

∫  = x dx−( )∫ 4
2

3

= 
x x

2

2

3

2
4−









  

 = −





− −





9
2

12 4
2

8 = − +15
2

6 = 
−3
2

 

(iv) f x dx( )
.

−
∫
2

1 5

= f x dx f x dx( ) ( )
.

+ ∫∫
− 1

1 5

2

1

  

                     = 3
1

1 5

+ ∫ xdx
.

  (i) லிருநது

 = 3
2

2

1

1 5

+






x
.

=  3 2 25
2

1
2

+ −.
 = 3 1 25

2
+ .

 = 3.625

(v) f x dx( )
1

3

∫  = f x dx f x dx( ) ( )+ ∫∫
2

3

1

2

 

  = + −





3
2

3
2

= 0 (ii) மற்றும் 
   (iii) லிருநது
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பயிறசி 2.8

I.   பின ்வரு்வ்ன்வற்்ற இைணடாம் அடிபப்டத் 
த்தற்றத்்்த பயனபடுத்தி மதிபபிடுக.

1. e dxx2

0

1

∫  2. 1 4
0

1
4

−∫ x dx

3. 
xdx

x2
1

2

1+∫  4. 
e dx

e

x

x10

3

+∫

5. xe dxx2

0

1

∫  6. 
dx

x x

e

1 3
1 +( )∫ log

7. 
2 3

3 72
1

1 x
x x

dx+
+ +−

∫  8. 1
0

2

+∫ cos x dx

p

9. 
x
x

dx−∫ 1
2

1

2

II.  பின ்வரு்வ்ன்வற்்ற தீர்க்க.

1.  f x
x x
x x( ) =

+ ≤ ≤
+ < ≤





4 3 1 2
3 5 2 4

,
,

 எனும்கபாழுது 

f x dx( )∫
1

4

-ன மதிப்பக் காணக. 

2.  f x
x x x

x x x
( ) =

− − ≤

+ − < ≤







3 2 1

2 3 1 2

2

2

,

,
 எனும்கபாழுது

f x dx( )∫
0

2

-ன மதிப்பக் காணக. 

3.  f x
x x

x x( ) =
≥

− <




,
,

0
0

 எனும்கபாழுது 

f x dx( )
−
∫
1

1

 -ன மதிப்பக் காணக. 

4. f x
c x x

( )
,

,
=

< <



0 1
0 மற்கறங்கிலும்

 மற்றும்   

  f x dx( ) =∫ 2
0

1

எனில், c -ன மதிப்பக் காணக.

2.2.2   வரையறுத்� த�ோரகயீடுகளின் பணபுகள் 
(Properties of definite integrals)

 (i) f x dx
a

b

( )∫   = f t dt
a

b

( )∫

(ii) f x dx
a

b

( )∫  = −∫ f x dx
b

a

( )  

dx b a
a

b

= −∫

(iii)  a b,   இல் f(x)  மற்றும் g(x)  எனப்ன 
க்தாடர்ச்சியா்ன சார்புகள எனில்,

 f x g x dx
a

b

( ) ( )±[ ]∫ = f x dx g x dx
a

b

a

b

( ) ( )∫ ∫±   

(iv)  f x( )  ஆ்னது a b,   இல் க்தாடர்ச்சியா்ன 
சார்பு மற்றும் a < c < b எனில்,  

 f x dx
a

b

( )∫  = f x dx f x dx
a

c

c

b

( ) ( )∫ ∫+

 (v) f x dx f a x dx
aa

( ) ( )= −∫∫
00

நிரூபணம் :
a x t− =  எனக 

dx dt= −  

x 0 a

t a 0

 ்வ.ப. [R.H.S.]  = f a x dx
a

( )−∫
0

  = −∫ f t dt
a

( )( )
0

  = ∫ f t dt
a

( )
0

  

  = ∫ f x dx
a

0

( ) [பணபு (i) இன படி]

  = இ.ப. [L.H.S.] 

(vi)  (அ)     f(x) ஓர் இைட்டச் சார்பு எனில்,  

f x dx f x dx
a

a

a

( ) ( )= ∫∫
−

2
0

   

  (ஆ)    f(x) ஓர் ஒற்்றச் சார்பு எனில், 

f x dx
a

a

( ) =
−
∫ 0    

நிரூபணம் :   
 (அ)    f(x) ஓர் இைட்டச் சார்பு எனில் 

f x f x( ) = −( )    …(1)

                   
f x dx f x dx f x dx

a

aa

a

( ) ( ) ( )= + ∫∫∫
−− 0

0
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 = −( ) + ( )∫∫
−

f x dx f x dx
a

a 0

0

 (1) -ன படி

− =x t  எனக. dx dt= −  
x –a 0
t a 0

பிைதியிட்ல ்வலது பக்கத்தில் 
[R.H.S.] உளை மு்தல் க்தா்கயிடலில் 

மடடும் பயனபடுத்்த,

∴
−
∫ f x dx
a

a

( )  = f t dt f x dx
a

a

( )( ) ( )
0

0
∫ ∫− +

                       = +∫ ∫f t dt f x dx
a a

( ) ( )
0 0

  

                        = + ∫∫ f x dx f x dx
aa

( ) ( )
00

 

 [பணபு (i) இன படி] 
                       = ∫2

0

f x dx
a

( )          

 (ஆ)   f(x) ஓர் ஒற்்றச் சார்பு எனில்  
f x f x( ) ( )− = −    …(2)

       f x dx
a

a

( )
−
∫  = f x dx f x dx

a

a

( ) + ( )
−
∫ ∫
0

0
 

                    = − − + ( )
−
∫ ∫f x dx f x dx
a

a

( )
0

0

                     

 (2) -ன படி

− =x t  எனக. dx dt= −  
x –a 0
t a 0

பிைதியிட்ல ்வலது பக்கத்தில் 
[R.H.S.] உளை மு்தல் க்தா்கயிடலில் 

மடடும் பயனபடுத்்த,

∴
−
∫ f x dx
a

a

( ) = − ( ) −( ) +∫ ∫f t dt f x dx
a

a0

0

( )     

= − ( ) +∫ ∫f t dt f x dx
a a

0 0

( )

= − + ∫∫ f x dx f x dx
aa

( ) ( )
00

[பணபு (i) இன படி]

= 0

(vii)  f x dx
a

b

( )∫    = f a b x dx
a

b

( )+ −∫  

நிரூபணம் :    
 a b x t+ − =   மற்றும் 

                      − =dx dt

  dx dt= −

t a b x= + −
x a b
t b a

∴ + −( )∫ f a b x dx
a

b

= − ( )∫ f t dt
b

a

= f t dt
a

b

( )∫  

         = ( )∫ f x dx
a

b

   

 [பணபு (i) இன படி]
 

       ∴ ( )∫ f x dx
a

b

      = f a b x dx
a

b

+ −( )∫  

பின்வருவைவறர்ற வரையறுத்� த�ோரகயீடு 
களின் பணபுகரைக பயன்படுத்தி மதிப்பிடுக:

எடுத்துககோட்டு 2.75 

 மதிபபிடுக  
x dx

a x

5

2 2
1

1

−−
∫

தீர்வு:

f x( )  = 
x

a x

5

2 2−
  எனக.

f x( )−  = 
( )

( )
−
− −

x
a x

5

2 2   = 
−
−
x

a x

5

2 2  = − f x( )  

f x( )−  = − f x( )

∴ f x( )   ஓர் ஒற்்றச் சார்பு ஆகும்.

           ⇒  
x dx

a x

5

2 2
1

1

−−
∫  = 0
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51த�ொகை நுணைணி�ம்–I

எடுத்துககோட்டு 2.76 

 மதிபபிடுக  cos x dx
−

∫
p

p

2

2

தீர்வு:
       f x( )  = cos x  எனக.

    f x−( )  = cos −( )x  = cos x

⇒      f x−( )  = − f x( )

∴ ( )f x    ஓர் இைட்டச் சார்பு ஆகும்.

∴ cos x dx
−

∫
p

p

2

2

 = 2
0

2

cos x dx

p

∫

  =  2
0

2
sin x

p

  = −





2
2

0sin sinp

  = 2 

எடுத்துககோட்டு 2.77

 மதிபபிடுக x x dx2

1

1

+( )
−
∫  

தீர்வு:
 

x x dx2

1

1

+( )
−
∫  = +

− −
∫ ∫x dx x dx2

1

1

1

1

  = +∫2 02

0

1

x dx  [ x2   ஓர் 

இைட்டச் சார்பு மற்றும் x ஓர் ஒற்்றச் சார்பு ஆகும்]

  =






= −





2
3

2 1
3

0
3

0

1
x

  = 2
3

எடுத்துககோட்டு 2.78

 மதிபபிடுக   
sin

sin cos
x

x x
dx

+∫
0

2
p

தீர்வு:

 I    =
sin

sin cos
x

x x
dx

+∫
0

2
p

  எனக.  … (1)

I = 
sin

sin cos

p

p p

p

2

2 2
0

2 −





−





+ −





∫
x

x x
dx

  f x dx f a x dx
aa

( ) ( )= −












∫∫
00

 = 
cos

cos sin
x

x x
dx

+∫
0

2
p

   …(2)

1 2( ) + ( ) ⇒  

2I = 
sin

sin cos
cos

cos sin
x

x x
x

x x
dx

+
+

+








∫

0

2
p

 = ∫ dx
0

2
p

    = x[ ]
0

2
p

 = p
2

∴ I  =     
p
4

எடுத்துககோட்டு 2.79

 மதிபபிடுக       
x

x x
dx

+ −∫ 72

5

தீர்வு:

I = 
x

x x
dx

+ −∫ 72

5

எனக …(1)

I = 
2 5

2 5 7 2 52

5 + −

+ − + − + −∫
x

x x
dx

( )

   f x dx f a b x dx
a

b

a

b

( ) ( )= + −












∫∫

I = 
7

72

5 −
− +∫ x

x x
dx  …(2)

  1 2( ) + ( ) ⇒

2I = 
x

x x
x

x x
dx

+ −
+ −

− +













∫ 7
7

72

5
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 = 
x x

x x
dx

+ −

+ −











∫

7

72

5

 = dx
2

5

∫   =  x[ ]
2

5
    =   3   

∴ I = 
3
2

பயிறசி 2.9

பின ்வரு்வ்ன்வற்்ற ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடு
களின பணபுக்ைக் பயனபடுத்தி மதிபபிடுக,

1. x xdx3 3

4

4

cos

−

∫
p

p

 2. sin2

2

2

θ θ
π

π

d
−

∫

3. log 2
21

1 −
+







−
∫ x

x
dx  4. 

sin
sin cos

7

7 7
0

2 x
x x

dx
+∫

p

5. log 1 1
0

1

x
dx−



∫  6. 

x

x

dx

1
3
40

1

−( )
∫

2.2.3  கோமோ த�ோரகயீடு (Gamma  Integral)
 மு்றச் சாைா ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடுகளில் 
ஒரு குறிபபிடட ்வ்க்ய சார்ந்த க்தா்கயீடுகளின 
க்தா்க்ய மதிபபிட உ்தவும் மிகவும் பயனுளை 
மற்றும் முக்கியமா்ன முடிவு காமா க்தா்கயீடு ஆகும்.
 மு்தலில், நாம் ்வ்ையறாத் க்தா்கயீடு, 
மு்றசார்ந்த ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடு மற்றும் 
மு்றச்சாைா ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடுகளுக்கா்ன 
கருத்துருக்க்ை அறிநதுக் ககாளத்வாம்.

வரைய்றோத் த�ோரகயீடு (Indefinite integral)
 ஒ ரு  ்த ன னி ச் ் ச ய ா ்ன  ம ா றி லி ் ய 
உளைடக்கி, எல்்லகள இல்லாமல் க்வளிபபடுத்்தப
படும் க்தா்கயிடலுக்கா்ன கசயல் மு்ற்ய 
்வ்ையறாத் க்தா்கயீடு எனதபாம்.
  எடுத்துக்காடடு:   ∫ −e dtt

முர்றசோர்ந்� வரையறுத்� த�ோரகயீடு (Proper 
definite integral)
  க்தா்கக்காண சார்பு  f(x) ஆ்னது  [a, b] 
எனற இ்டக்வளியில் க்தாடர்ச்சியு்டய்தாகவும்,   
a மற்றும் b எனற எல்்ல மதிபபுக்ை முடிவுறு
எணகைாகவும் ககாணடு அ்மயும்  க்தா்கயிடல்

க்ை மு்றசார்ந்த ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடு 
எனதபாம். 
  எடுத்துக்காடடு:   e dtt−∫

0

1

முர்றசோைோ வரையறுத்� த�ோரகயீடு (Improper 
definite integral)
 ஒரு எல்்ல a  அல்லது b அல்லது இரு எல்்ல 
மதிபபுகள a  மற்றும் b  ்யயும் முடிவிலியாகக் 
ககாணடு அ்மயும் க்தா்கயிடல்கள, அல்லது 
க்தா்கக்காண சார்பு f(x) ஆ்னது [a, b] எனற 
எல்்லகளுக்குள ஒனறு அல்லது அ்தற்கு தமற்படட 
புளளிகளில் காண இயலா்த்தாகவும் அ்மயும் 
க்தா்கயிடல்க்ை மு்றசாைா ்வ்ையறுத்்த 
க்தா்கயீடு எனதபாம்.
  எடுத்துக்காடடு:  e dtt−

∞

∫
0

வரையர்ற 2.3

n > 0 எனும் தபாது, x e dxn x−
∞

−∫ 1

0

-ஐ காமா சார்பு 

எனதபாம். இ்த்்ன  G n( )   [காமா n] எ்னக் 
குறிபபிடுகிதறாம்.

n  ஒரு மி்க முழு எண எனில், 

x e dx
nn ax

an
0

1

∞
−∫ = +

!
 ஆ்னது  காமா  க்தா்க

யிடலில் ஒரு குறிபபிடட நி்ல ஆகும்.

குறிப்பு

பணபுகள் :
1. G Gn n n n( ) = −( ) −( ) >1 1 1,

2. G Gn n n n+( ) = ( ) >1 0,  

3. G n n+( ) =1 ! ,  n ஒரு மி்க முழு எண 

4. G 1
2( ) = p  

எடுத்துககோட்டு 2.80
மதிபபிடுக   (i)  G 6( )   (ii)  G 7

2( )
 (iii)  e x dxx−

∞

∫ 2 5

0

 (iv)  e dxx−
∞

∫
2

0

G 1 1( ) =
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53த�ொகை நுணைணி�ம்–I

தீர்வு:
 (i)     G 6( )  = 5!  

   = 120

 (ii) G
7
2







 = 
5
2

5
2

G





   = 





5
2

3
2

3
2

G

   = 





5
2

3
2

1
2

1
2

G

   = 5
2

3
2

1
2

p  = 15
8

p  

 (iii) x e dxn ax

0

∞
−∫ =

n
an

!
+1      எனப்்த நாம்

அறித்வாம்

  ∴ −
∞

∫ e x dxx2 5

0

 = 
5

2
5
25 1 6

! !
+ =

  (iv) G n( )  = t e dtn t− −
∞

∫ 1

0

   எனப்்த நாம்
அறித்வாம்.

 இதில்   t x= 2    எ்ன   dt xdx= 2  ஆகும்.

 ∴ G n( )  = e x x dxx n− −∞

( )∫
2 2 1

0

2

   = − −
∞

∫ e x x dxx n2 2 2

0

2

   = − −
∞

∫2
2 2 1

0

e x dxx n

                n = 1
2

 எ்ன, நாம் கபறு்வது

  G
1
2







 = 2
2

0

e dxx−
∞

∫

                 ⇒ = −
∞

∫p 2
2

0

e dxx

  ∴ −
∞

∫ e dxx2

0

 = 
p

2

பயிறசி 2.10

1. பின ்வரு்வ்ன்வற்்ற மதிபபிடுக.

  (i) G 4( )         (ii) G 9
2( )     (iii) e x dxmx−

∞

∫ 6

0

  (iv) e x dxx−
∞

∫ 4 4

0

        (v) e x dx
x−

∞

∫ 2 5

0

 2.  f x
x e xx

( ) =
≥






−2 2 0
0

,
,

     எனில்,  f x dx( )
0

∞

∫  

-ஐ மதிபபிடுக.

2.2.4   வரையறுத்� த�ோரகயீடுககோை கூட்டல் 
எல்ரல (Definite integral as the limit of a sum)  

 a b,   எனற மூடிய இ்டக்வளியில் f x( )  
ஆ்னது க்தாடர்ச்சியா்ன கமயமதிபபுக்ைக் 
ககாணட சார்பு எனக. இவவி்டக்வளியா்னது “h” 
எனும் சம அகலத்்்தக்  ககாணட “n” உளஇ்ட 
க்வளிகைாக பிரிக்கபபடுமா்னால், 

f x dx h f a f a h f a h f a n h
a

b

n
h

( ) = ( ) + +( ) + +( ) + + + −( )( )∫ →∞
→

lim .....
0

2 1 

 f x dx h f a f a h f a h f a n h
a

b

n
h

( ) = ( ) + +( ) + +( ) + + + −( )( )∫ →∞
→

lim .....
0

2 1  ஆகும். 

 இங்கு h b a
n

= −
    (அல்லது)

 f x dx
a

b

( )∫  = lim
n
h

r

n
h f a rh

→∞
→

=
+( )∑

0
1

 ஆகும். 

 இங்கு h b a
n

= −

 ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடடுக்கா்ன கூடடல் 
எல்்ல்ய மதிபபிட பின்வரும் முடிவுகள மிகவும் 
உ்தவிகைமாக அ்மயும்.

(i) 1 2 3
1

2
+ + + =

+( )
......n

n n
 = r

r

n

=
∑

1

(ii) 1 2 3
1 2 1

6
2 2 2 2+ + + =

+( ) +( )
......n

n n n
= r

r

r n
2

1=

=
∑

(iii) 1 2 3
1

2
3 3 3 3

2

+ + + =
+( )







......n

n n
= r

r

r n
3

1=

=
∑

எடுத்துககோட்டு 2.81
 ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீட்ட ஒரு கூடடலின 

எல்்ல எ்னக் ககாணடு,  x dx
0

1

∫ -ஐ மதிபபிடுக.

தீர்வு:

f x dx
a

b

( )∫  = lim
n
h

r

n
h f a rh

→∞
→

=
+( )∑

0
1

 ...(1)

மற்கறங்கிலும்
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இங்கு  a b h b a
n n n

= = = − = − =0 1 1 0 1, ,    

 மற்றும்  f x x( ) =

இபதபாது  f a rh f r
n

f r
n

r
n

+( ) = +





= 





=0

இ்்த  (1) -இல் பிைதியிட,  நாம் கபறு்வது

 x dx
0

1

∫  = ∑
→∞ =

lim
n r

n

n
r
n

1
1

 

  = ∑
→∞ =

lim
n r

n

n
r1

2
1

 

  =
+( )

→∞
lim
n n

n n1 1
22  

  =
+





→∞
lim
n n

n
n1

1 1

22

2

  

  
= + =1 0

2
1
2

∴         x dx
0

1

∫  =  
1
2

எடுத்துககோட்டு 2.82
 ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீட்ட ஒரு கூடடலின 

எல்்ல எ்னக் ககாணடு 2 1
1

2

x dx+( )∫  –ஐ 
மதிபபிடுக.

தீர்வு:

f x dx
a

b

( )∫  = +( )∑
→∞
→

=
lim
n
h

r

n
h f a rh

0
1

 ...(1)

இங்கு  a b h b a
n n n

= = = − = − =1 2 2 1 1, ,   

மற்றும் f x x( ) = +2 1
             f a rh+( )  = f r

n
1+





   = 2 1 1+





+r
n

 

   = 2 2 1+ +r
n

             f a rh+( )  = 3 2+ r
n

 

இ்்த  (1) -இல் பிைதியிட,  நாம் கபறு்வது

      ( )2 1
1

2

x dx+∫  = lim
n r

n

n
r

n→∞ =
+



∑

1 3 2
1

 

  = 



∑

→∞ = n
r

nn r

n 3 2
2

1
lim +

  = ∑ + ∑




→∞ = =

lim
n r

n

r

n

n n
r3 1 2

1
2

1

  = +
+( )







lim

n
n

n
n n3 2 1

22→∞n

  = + +



→∞

3 1 1lim
n n

∴ +∫ ( )2 1
1

2

x dx = 3 1 4+ =

எடுத்துககோட்டு 2.83
 ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீட்ட ஒரு கூடடலின 

எல்்ல எ்னக் ககாணடு, x dx2

1

2

∫  –ஐ மதிபபிடுக.
தீர்வு:

f x dx
a

b

( )∫  = lim
n
h

r

n
h f a rh

→∞
→

=
+( )∑

0
1

இங்கு  a b h b a
n n n

= = = − = − =1 2 2 1 1, ,   

 மற்றும் f x x( ) = 2

இபதபாது f a rh+( )  = f r
n

1+





    

                          =  1
2

+





r
n

= 1 2 2

2+ +r
n

r
n

∴ x dx2

1

2

∫  = lim
n r

n

n
r

n
r
n→∞ =

+ +






∑
1 1 2 2

2
1

= + +






∑
→∞ =

lim
n r

n

n
r

n
r
n

1 2
2

2

3
1

= ∑ + ∑ + ∑




→∞ = = =

lim
n r

n

r

n

r

n

n n
r

n
r1 1 2 1

1
2

1
3

2

1

= ( ) +
+( )

+
+( ) +( )




→∞
lim
n n

n
n

n n
n

n n n1 2 1
2

1 1 2 1
62 3
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= + +





+
+





+























→∞
lim
n n

n n1 1 1
1 1 2 1

6

= + + ( )( )







1 1

1 2
6

 ∴ x dx2

1

2

∫   =   
7
3

பயிறசி 2.11

்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீட்ட ஒரு கூடடலின 
எல்்ல எ்னக் ககாணடு கீழ் காணும் 
க்தா்கயீடுக்ை மதிபபிடுக.

1. x dx+( )∫ 4
0

1

 2. x dx
1

3

∫

3. 2 3
1

3

x dx+( )∫  4. x dx2

0

1

∫

பயிறசி 2.12

எறபுரடய விரடரயத் த�ரிவு தசய்க:  

 1. 
1

3x
dx∫ -ன மதிபபுச் சார்பு 

 (a) 
− +3

2x
c

 (b) 
− +1

2 2x
c

 (c) 
− +1

3 2x
c  (d) 

− +2
2x

c

 2. 2xdx∫  -ன மதிபபுச் சார்பு
 (a) 2 2x clog +  (b) 2x c+

 (c ) 
2

2

x

c
log

+  (d) 
log 2
2x c+

 3. 
sin

sin
2

2
x
x

dx∫  -ன மதிபபுச் சார்பு

 (a) sin x c+  (b) 
1
2

sin x c+

 (c) cos x c+  (d) 
1
2

cos x c+

 4. 
sin sin

cos
5

3
x x

x
dx−∫ -ன மதிபபுச் சார்பு

 (a) − +cos2x c  (b) − +cos2x c

 (c) − +1
4

2cos x c  (d) − +4 2cos x c

 5. 
log x

x
dx∫ ( )x > 0  -ன மதிபபுச் சார்பு

 (a) 
1
2

2
log x c( ) +  (b) − ( )1

2

2
log x

 (c) 
2

2x
c+  (d) 

2
2x

c+

 6. 
e

e
dx

x

x1+
∫  -ன மதிபபுச் சார்பு

 (a) 
e

e
c

x

x1+
+  (b) 2 1+ +e cx

 (c) 1+ +e cx  (d) e e cx x1+ +

 7. e dxx∫ -ன மதிபபுச் சார்பு

 (a) e cx +  (b) 2 e cx +

 (c) 
1
2

e cx +  (d) 
1

2 e
c

x
+

 8. e x x dxx2 22 2[ ]∫ + -ன மதிபபுச் சார்பு 

 (a) e x cx2 2 +  (b) xe cx2 +

 (c) 2 2 2x e c+  (d) 
x e c

x2

2
+

 9. 
e

e
dx

x

x +∫ 1
 -ன மதிபபுச் சார்பு 

 (a) log e
e

c
x

x +
+

1
 (b) log e

e
c

x

x
+ +1

 (c) log e cx +  (d) log e cx + +1

10. 
9

3
1

1x x
dx

−
−

+




∫  -ன மதிபபுச் சார்பு  

 (a) log logx x c− − + +3 1
 (b) log logx x c− + + +3 1
 (c) 9 3 1log logx x c− − + +
 (d) 9 3 1log logx x c− + + +
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11. 
2

4

3

4
x

x
dx

+∫ -ன மதிபபுச் சார்பு

 (a) log 4 4+ +x c  (b) 
1
2

4 4log + +x c

 (c) 
1
4

4 4log + +x c  (d) log 2
4

3

4
x

x
c

+
+

12. 
dx

x2 36−
∫  -ன மதிபபுச் சார்பு 

 (a) x c2 36− +

 (b) log x x c+ − +2 36

 (c) log x x c− − +2 36

 (d) log x x c2 2 36+ − +

13. 
2 3

3 22

x

x x
dx+

+ +
∫  -ன மதிபபுச் சார்பு

 (a) x x c2 3 2+ + +

 (b) 2 3 22x x c+ + +

 (c) log x x c2 3 2+ +( ) +

 (d) 
2
3

3 22

3
2

x x c+ +( ) +

14. 2 1
0

1

x dx+( )∫  -ன மதிபபு 

 (a) 1        (b) 2        (c) 3        (d) 4

15. 
dx
x2

4

∫   -ன மதிபபு 

 (a) log 4        (b) 0        (c) log 2        (d) log 8

16. e dxx−
∞

∫ 2

0

 -ன மதிபபு

 (a) 0        (b) 1        (c) 2        (d) 
1
2

17. x e dxx3

1

1
4

−
∫  -ன மதிபபு

 (a) 1     (b) 2 3

0

1
4

x e dxx∫      (c) 0        (d) ex4

18.  f x( )  ஒரு க்தாடர்ச்சியா்ன சார்பு மற்றும் 

a c b< <   எனில் f x dx f x dx
c

b

a

c

( ) + ( )∫∫  

-க்கு சமமா்ன க்தா்கயிடல்,

 (a) ( )a f x dx f x dx
a

c

a

b

( ) − ( )∫∫

 (b) f x dx f x dx
a

b

a

c

( ) − ( )∫∫

 (c) f x dx
a

b

( )∫
 (d) 0

19. cos x dx
−

∫
p

p

2

2

 -ன மதிபபு

 (a) 0        (b) 2        (c) 1        (d) 4

20. x x dx4 2

0

1

1 −( )∫  -ன மதிபபு

 (a) 1
12         (b) −7

12         (c) 7
12         (d) −1

12

21.  f x dx x f x dx a( ) = ( ) =∫∫ 1
0

1

0

1

, மற்றும்  

x f x dx a2

0

1
2( ) =∫ எனில், 

a x f x dx−( ) ( )∫ 2

0

1

-ன மதிபபு

 (a) 4 2a         (b) 0        (c) 2 2a         (d) 1

22.  f x dx f x dx5
2

3

2

3

−( ) − ( )∫ ∫  -ன மதிபபு

 (a) 1         (b) 0         (c) −1        (d) 5

23. x
x

dx+



∫ 1

0

4

-ன மதிபபு

 (a) 20
3

 ( )b 21
3

 ( )c 28
3

 ( )d 1
3
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24. tan x dx
0

3
p

∫ -ன் மதிப்பு 

 (a) log 2 (b) 0

 (c) log 2  (d) 2 log 2

25.  காமா சார்புககான காரணிய பெருகக 
அடிப்ெடையில் n = 8 எனுமபொழுது  G( )n -ன் 
மதிப்பு 

 (a) 5040      (b)      5400      (c) 4500      (d) 5540

26. G n( ) -ன் மதிப்பு 

 (a) n −( )1 !  (b) n!
 (c) n nG( )  (d) n n−( ) ( )1 G

27. G 1( )  -ன் மதிப்பு
 (a) 0        (b)  1        (c) n         (d) n!

28. n > 0   எனில்,  G n( ) -ககு சமமான ப�ாடகயீடு 

 (a) e x dxx n− −∫ 1

0

1

 (b) e x dxx n−∫
0

1

 (c) e x dxx n−
∞

∫
0

 (d) e x dxx n− −
∞

∫ 1

0

29. G
3
2







 -ன் மதிப்பு

 (a) p  (b)  
p

2

 (c) 2 p  (d) 
3
2

30. x e dxx4

0

−
∞

∫  -ன் மதிப்பு

 (a) 12         (b)  4         (c) 4!         (d) 64

இதர கணக்குகள்

பின் வருவனவற்டற மதிப்பிடுக:

 1. 
1

2 3x x
dx

+ − +∫

 2. 
dx
x x2 3 2 2− −∫

 3. 
dx

e ex x+ + −∫ 6 5

 4. 2 32x dx−∫

 5. 9 12 32x x dx+ +∫  

 6. x x dx+( )∫ 1 2 log

 7. log x x dx− −( )∫ 2 1  

 8. x x dx−( )∫ 1
0

1

 9. x e dxx2 2

1

1
−

−
∫

10. 
x dx

x x+ + +∫ 1 5 10

3
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த�ோகுப்புரை
 z வருவித்�ச் சோர்பு மறறும் த�ோடகக நிரலச் சோர்புககோை த�ோடர்பு:

்வருவித்்தச் சார்பு f x( ) -க்கா்ன க்தாடக்க நி்லச் சார்பு F x( )   எனில், d
dx

F x f x( ) ( )[ ]=   
ஆகும்.

 z சோர்பின் த�ோரகயீடு:
ககாடுக்கபபடட ஒரு சார்பினு்டய க்தா்கயிட்ல நிர்ணயிக்கும் கசயல்பாடா்னது 
அச்சார்பின க்தா்கயீடு  எ்ன ்வ்ையறுக்கபபடுகிறது

 z வரைய்றோத் த�ோரகயீட்டின் பணபுகள்:

 a f x dx a f x dx( ) ( )= ∫∫   

 f x g x dx f x dx g x dx( ) ( ) ( ) ( )±  = ±∫ ∫∫
 z வரைய்றோத் த�ோரகயீட்டின் சில திட்டமோை முடிவுகள்:

1. x dx x
n

cn
n

=
+

+
+

∫
1

1
, n ≠ −1  2. 1

x
dx x c∫ = +log

3. e dx e cx x= +∫  4. a dx
a

a c ax x= + >∫ 1 0
log

,  மற்றும் a ≠ 1

5. sin cosx dx x c= − +∫  6. cos sinx dx x c= +∫
7. sec tan2 x dx x c= +∫  8. cosec cot2 x dx x c= − +∫

9. f x f x dx
f x
n

c n
n

n

( )  ′ = [ ]
+

+ ≠ −∫
+

( )
( )

,
1

1
1

10. ′ = +∫ f x
f x

dx f x c( )
( )

log ( )  11. ′ = +∫ f x
f x

dx f x c( )
( )

( )2

12. udv uv vdu= −∫∫  13. udv uv u v u v u v= − ′ + ′′ − ′′′ +∫ 1 2 3 ...

14. dx
a x a

a x
a x

c2 2
1

2−
= +

−
+∫ log  15.  dx

x a a
x a
x a

c2 2
1

2−
= −

+
+∫ log

16. dx

x a
x x a c

2 2
2 2

−
= + − +∫ log  17. dx

x a
x x a c

2 2
2 2

+
= + + +∫ log

18. e f x f x dx e f x cx x∫ + ′  = +( ) ( ) ( )    19. e a f x f x dx e f x cax ax∫ + ′  = +( ) ( ) ( )

20. x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
− = − − + − +∫ log  

21. x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
+ = + + + + +∫ log
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 z வரையறுத்� த�ோரகயீடு:
f x( )  எனற சார்பு [a,b] எனற மூடிய இ்டக்வளியில் க்தாடர்ச்சியு்டய்தாகவும், தமலும்   

f x( ) -ன எதிர்ம்ற ்வ்கயீடா்னது F(x) எனில், f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )∫ = −  ஆகும். 
 z வரையறுத்� த�ோரகயீட்டின் பணபுகள்:

  (i)  f x dx f t dt
a

b

a

b

( ) ( )= ∫∫                                       (ii) f x dx f x dx
b

a

a

b

( ) = − ( )∫∫       

(iii)     f x g x dx f x dx g x dx
a

b

a

b

a

b

( ) ± ( )  = ( ) ± ( )∫ ∫ ∫     (iv)     f x dx f x dx f x dx
a

b

a

c

c

b

( ) = ( ) + ( )∫ ∫ ∫  

 (v)   f x dx f a x dx
aa

( ) ( )= −∫∫
00

                               (vi)  f x dx f a b x dx
a

b

a

b

( ) ( )= + −∫∫  

(vii)  a)  f x( )  ஓர் இைட்டச் சார்பு எனில், f x dx f x dx
a

a

a

( ) ( )= ∫∫
−

2
0

   

 b)  f x( )  ஓர் ஒற்்றச் சார்பு எனில்,  f x dx
a

a

( ) =
−
∫ 0

 z கோமோ த�ோரகயீட்டில் ஒரு குறிப்பிட்ட நிரல:  

 n ஒரு மி்க முழு எண எனில்,  x e dx
nn ax

an
0

1

∞
−∫ = +

!

 z கோமோ சோர்பின் பணபுகள்:

           (i) G Gn n n n( ) = −( ) −( ) >1 1 1,                         (ii)  G Gn n n n+( ) = ( ) >1 0,

         (iii) G n n+( ) =1 !, n  ஒரு மி்க முழு எண          (iv)  G 1
2( ) = p  

 z வரையறுத்� த�ோரகயீட்டின் கூட்டல் எல்ரல : 
a b,  எனற மூடிய இ்டக்வளியில்  f(x) ஆ்னது க்தாடர்ச்சியா்ன கமயமதிபபுக்ைக் 

ககாணட சார்பு எனக. இவவி்டக்வளியா்னது “h” எனும் சம அகலத்்்தக் ககாணட  n 
உளஇ்டக்வளிகைாக பிரிக்கபபடுமா்னால் 

                         f x dx h f a rh
h
n

r

n

a

b
( ) = +( )∑∫

→
→∞

=
lim

0 1
 ஆகும்.  இங்கு h b a

n
= −

 z முடிவுகள் :

(i) 1 2 3
1

2
+ + + =

+( )
......n

n n
 = r

r

n

=
∑

1

(ii) 1 2 3
1 2 1

6
2 2 2 2+ + + =

+( ) +( )
......n

n n n
 = r

r

r n
2

1=

=
∑

(iii) 1 2 3
1

2
3 3 3 3

2

+ + + =
+( )







......n

n n
 = r

r

r n
3

1=

=
∑
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கரலச்தசோறகள்  (GLOSSARY)
அடுக்கு விதி Power rule
அடுக்்கச் சார்பு / அடுக்குகுறிச் சார்பு Exponential function
அடுத்்தடுத்்த / க்தாடர்ச்சியா்ன Successive
அணுகு்தல் / கநருங்கு்தல் Approaches
அறமச் சார்பு / இயற் கணி்தச் சார்பு Algebraic function
அறுதியிடபபடா்த க்தா்கயீடு / ்வ்ையறா்தத் க்தா்கயீடு Indefinite integral
இ்ணத் க்தாடுதகாடுகள Parallel tangents
இயல் மடக்்க Natural logarithm
இறுதிநி்லச் சார்பு Marginal function
உட்னடியயாக Instantaneous
உத்தி / நுடபம் Technique
உள்வ்ை Inscribe
எதிர் ம்ற கசயல் Reverse process
எதிர்ம்ற ்வ்கயீடு Anti derivative
ஏத்தனுகமாரு / ்தனனிச்்சயா்ன Arbitrary
ஏற்பு்டய / கபாருத்்தமா்ன Suitable
ஒரு்மத் ்தன்ம ககாணட சார்பு Unique function
கணியம் / அைவு Quantity
கருத்துரு Concept
காைணக்காரிய மு்ற Rationalisation method
கீழ் எல்்ல Lower limit
குத்்தாயம் / நி்லத் தூைம் Ordinate
குறிபபிடபபடட எல்்லகளுக்குள Between the specified limits
கு்றபபு / சுருக்கல் Reduction
கூடு்தல் / கூடடல் க்தா்க Summation
திடட ்வடி்வம் Standard form
திறந்த இ்டக்வளி Open interval
க்தா்க / க்தா்கயீடு Integral
க்தா்கக்காண சார்பு / க்தா்கக் காணபான Integrand
க்தா்கபபான Integrator
க்தா்கயிடத்்தக்கச் சார்பு Integrable function
க்தா்கயிடல் Integration
க்தா்கயிடல் மாறி Variable of integration
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க்தா்கயிடல் மாறிலி Constant of integration
க்தா்கயிடு / க்தா்கயிட Integrate
க்தாடர் மு்றத் க்தா்கயீடு / மீணடும் மீணடும் க்தா்கயிடபபடட Repeated integral
க்தாடர் ்வ்கயிடல்கள / அடுத்்தடுத்்த ்வ்கயிடல்கள Successive derivatives
க்தாடர்ச்சியா்ன சார்பு Continuous  function
த்தாைாயமாக Approximate
நிச்சயமா்ன / உறுதியா்ன Certain
நுணம மதிபபு / புல்னாகா்த மதிபபு Abstract value
தநரி்டயாக க்தா்கயிட Directly integrate
தநர் மாற்று தகாணவியல் சார்பு / தநர்மாறு திரிதகாணமிதி சார்பு Inverse trigonometric function
பகுதிப படுத்தித் க்தா்கயிடல் / பகுதித் க்தா்கயிடல் Integration by parts
பகுதிப பின்னம் Partial fraction
பிைதியிடல் / ஈடு கசய்தல் Substitution
பிைதியிடடுத் க்தா்கயிடல் Integration by substitution
பிரித்்தல் / கூறாக்கல் Decomposition
மடக்்க சார்பு Logarithmic function
மடடாயம் / கி்ட தூைம் Abscissa
மாறா உறுபபு Constant term
மாறியின மாற்றம் Change of variable
மி்க முழு எண Positive integer
முக்தகாண கணிபபு சார்பு / திரிதகாணமிதிச்சார்பு Trigonometric function
முடிவிலி / கந்தழி / எணணிலி Infinity
மூடிய இ்டக்வளி Closed interval
மூலமு்தலா்ன சார்பு / க்தாடக்க நி்லச் சார்பு Primitive function
தமல் எல்்ல Upper limit
்வ்கக்ககழு / ்வ்கயீடடு ககழு Differential coefficient
்வ்கயிடத்்தக்கச் சார்பு Differentiable function
்வ்கயிடல் Differentiation
்வைம்புளை பகுதி Bounded region
்வருவித்்தச் சார்பு Derived function
்வ்ையறுத்்த க்தா்க / ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடு Definite integral
்வர்க்க நி்ற்வாக்கல் Completing the square
்வ்ை்வ்ைகளின க்தாகுதி Family of curves
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62 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

Step 1

படி  2

படி  1

இரணயச் தசயல்போடு

“Integration-Gamma Integral” எனனும்  
பயிற்சித்்தாளி்்ன க்தரிவு கசயதுககாளைவும். 
பினபு தி்ையில் த்தானறும் ்வ்ைபடத்தில், 
ககாடுக்கபபடடுளை நழு்வா்்ன (slider) 
பயனபடுத்தி n மதிபபி்்ன நகர்த்தி்னால் 
்வ்ைபடத்தின த்தானறும் மாற்றத்்்த 
க்தரிநதுககாளைலாம்.

கீழ்க்காணும் உைலி / வி்ைவுக் குறியீட்டப 
பயனபடுத்தி இச்கசயல்படடிற்கா்ன 
இ்ணயப பக்கத்திற்குச் கசல்க. பினபு “12th 
Standard Business Mathematics and Statistics” 
எனனும் தி்ையில் “Volume-1” ்ய க்தரிவு 
கசயயவும்.

கசயல்பாடடிற்கா்ன உைலி : https://ggbm.at/uzkcrnwr

அல்லது வி்ைவுக் குறியீடு (QR Code)

தசயல்போட்டின் இறுதியில் 
எதிர்போர்ககப்படும் விரைவு
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