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மீ ப ் பெ ரு   இலாபெத்தை 
அலலது மீச்சிறு நட்டத்தைக் 
கணிக்க ்பொருளாதைார 
வ ல லு ந ர க ளு க் கு 
உதைவுகிறது. இநதை அததியா 
யததில, நாம் வ்கயீடு 
களின் வாயிலாக வணிகம் மற்றும் ் பொருளாதைாரம் 
பெற்றிய சில முக்கியமானக் கருததுருக்கள் மற்றும் 
அதைன் பெயன்பொடுகள் பெற்றி  இங்கு பெயில்வாம்.

ப�ொருளொதொரத்தில் ஆய்லரின் ததற்றம்
ஒரு உற்பெததி சாரபின் காரணிகள் 

அதைனு்்டய இறுதி நி்ல உற்பெததி 
காரணிகளின் ் பெருகற்பெலனாகக்  கணக்கி்டப 
பெட்டால  அவற்றின்  ்மாததை உற்பெததியானது 
உற்பெததி சாரபு மற்றும் அதைனு்்டய 
ஓரநி்லததைன்்மப பெடியின் ்பெருக்கற் 
பெலனுக்குச் சமமாகும்.

கற்றல் த�ொககஙகள்
இநதை அததியாயத்தை பெடிததைபின்பு பின்வரும் 
பொ்டக் கருததுக்ள மாணவரகள் புரிநதுக் 
்காள்ள இயலும்
•  ் தை்வ மற்றும் அளிபபு என்பெனவற்றின் 

கருததுருக்கள்.
•  ் சலவு, வருவாய் மற்றும் இலாபெச் சாரபு 

என்பெதைன் ்பொருள் மற்றும் பெயன்கள்.
•  சராசரி மற்றும் இறுதிநி்ல எனும் 

கருததுருக்கள்.
• ்தை்வ மற்றும் அளிபபு ்நகிழ்ச்சிகள்
•  சராசரி வருவாய், இறுதிநி்ல வருவாய் 

மற்றும் ்தை்வ ்நகிழ்ச்சிகளுக்கு 
இ்்ட்யயுள்ள ்தைா்டரபு.

•  கூடும் மற்றும் கு்றயும் சாரபின் 
பெயன்பொடுகள்

•  ் பெருமம் மற்றும் சிறுமங்களின் 
பெயன்பொடுகள்

•  மிகு ஆதைாய ்காருதைல அளவு எனும் 
கருததுரு

• பெகுதி வ்கயீடுகளின் கருததுருக்கள்
•  ் பொருளாதைாரததில பெகுதி 

வ்கயீடுகளின் பெயன்பொடுகள்
• பெகுதி ்தை்வ ்நகிழ்ச்சிகள்.

அறிமுகம்
நவீன ்பொருளாதைார கருததியலகள் வ்க 
நுணகணிதைம் மற்றும் ்தைா்க நுண 
கணிதைததின் தைததுவங்க்ள அடிபபெ்்டயாகக் 
்காண்டது. ்பொருளாதைாரததில வ்க 
நுணகணிதைமானது இறுதிநி்லச் ்சலவு, 
இறுதிநி்ல வருவாய், 
்பெருமம் மற்றும் சிறுமம்,  
்நகிழ்ச்சிகள், பெகுதி ்நகிழ்ச்சி 
க்ளக் கணக்கிடுவதைற்குப 
பெயன்பெடுகிறது.  ்மலும் இது  
ஒரு  குறிபபிட்ட  அ ் ம ப பி ல  

வககயீட்டின் �யன்�ொடுகள்6
அ

த்தி
ய

ாய
ம்

லி்யானாரடு ஆய்லர

6.1  வணிகம் மறறும் 
ப�ொருளொதொரத்தில் 
வககயீடுகளின் �யன்�ொடுகள்  
(Applications of differentiation 
in business and economics)

ஒரு ்பொருளாதைாரச் சூழ்நி்லயில, 
வி்ல  மற்றும் அளவு என்பென மாறிகள் எனக் 
கருதுக. p என்பெது ஒரு ் பொருளின் அலகு வி்ல 
ரூபொயிலும் மற்றும் x என்பெது நுகர்வாரால 
்காரபபெட்ட (அலலது) உற்பெததியாளரால 
வழங்கபபெட்ட அப்பொருளின் உற்பெததி 
(்வளியீடு / அளவு)  என்க.
6.1.1 ததகவ, அளிப்பு, பெ்லவு, வருவொய 

மறறும் இ்லொ�ச் ெொர்புகள் 
(Demand, supply, cost, revenue 
and profit functions)

ததகவச் ெொர்பு: (Demand function)
சந்தையில, நுகர்வாரால ்காரபபெட்ட 

ஒரு ்பொருளின் அளவானது, அப்பொருளின் 
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வி்ல்யச் சாரநதுள்ளது.  என்வ ் பொருளின் 
வி்ல அதிகரிக்கும் ்பொழுது, ்காரபபெடும் 
அளவு கு்றகிறது மற்றும் ்பொருளின் வி்ல 
கு்றயும் ்பொழுது ்காரபபெடும் அளவு 
அதிகரிக்கிறது.

நுகர்வாரகளால ்காரபபெட்ட ஒரு 
்பொருளின் அளவுக்கும் அதைன் அலகு வி்லக்கும் 
இ்்ட்யயுள்ள ்தைா்டரபு ததகவச் ெொர்பு 
எனபபெடும். ்மலும் இது x f p= ( )  அலலது 
p f x= ( ) , x    >    0 மற்றும் p   >    0 என 
வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது.

x = f (p)   என்ற ்தை்வச் சாரபின் வ்ரபெ்டம்:

 
Obtuse angle 

Slope is −𝑣𝑣𝑣𝑣 

x (்தை்வ)

்தை்வ வ்ளவ்ர

x = f(p)

p (வி்ல)o

விரி்காணம்
\  சாய்வு : 

கு்ற எண

பெ்டம் : 6.1

“  ்தை்வ – வி்ல” ்தைா்டரபு 
வ்ளவ்ரயானது வி்ல மற்றும் 
்காரபபெடும் அளவு ஆகியவற்றிற்கு இ்்ட்ய 
உள்ள எதிரம்ற ் தைா்டர்பெ விளக்குகிறது.

கூர்த�ொககு : (Observations)
(i)  ் தை்வச் சாரபில, வி்ல மற்றும் அளவு 

எதிர விகிதைததில இருக்கும்.
(ii)  ் தை்வச் சாரபின் வ்ளவ்ர முதைல கால 

பெகுதியில மடடு்ம அ்மயும்.
(iii)  ் தை்வ வ்ளவ்ரயில, எநதை ஒரு 

்தைாடு்காடடுக்கும், அதைன் மி்க தி்சக் 
கான x -அச்சுக்கும், இ்்ட்யயுள்ள ் காணம் 
எப்பொழுதும் விரி்காணம் ஆகும்.

(iv)  ் தை்வ வ்ளவ்ரயின் சாய்வு, ஒரு 
கு்ற எண (–ve) ஆகும்.

அளிப்புச் ெொர்பு: (Supply function)
சந்தையில, உற்பெததியாளரால வழங்கப 

பெட்ட ஒரு ் பொருளின் அளவானது அப்பொருளின் 
வி்ல்யச் சாரநதுள்ளது.  என்வ ் பொருளின் 
வி்ல அதிகரிக்கும்்பொழுது, வழங்கபபெடும் 
அளவானதும் அதிகரிக்கிறது மற்றும் ் பொருளின் 
வி்ல கு்றயும்்பொழுது வழங்கபபெடும் 
அளவானதும் கு்றகிறது.

உற்பெததியாளரால வழங்கபபெடும் ஒரு 
்பொருளின் அளவுக்கும் அதைன் அலகு வி்லக்கும் 
இ்்ட்யயுள்ள ்தைா்டரபு அளிப்புச் ெொர்பு 
எனபபெடும்.  ்மலும் இது x = g(p) (அலலது)  
p = g(x), x > 0  மற்றும் p > 0 என 
வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது.

x = g(p) எனும் அளிப்புச் ெொர்பின் வகர�டம்: 

o

x = g(p)

x (அளிபபு)

அளிபபு வ்ளவ்ர

p (வி்ல)

 
Acute angle 

Slope is +𝑣𝑣𝑣𝑣 

 
Acute angle 

Slope is +𝑣𝑣𝑣𝑣 

குறுங்்காணம்
\  சாய்வு :

மி்க எண

பெ்டம் : 6.2

கூர்த�ொககு : (Observations)
(i)  அளிபபு சாரபில, வி்ல மற்றும் அளவு 

்நரவிகிதைததில இருக்கும்.
(ii)  அளிபபு சாரபின் வ்ளவ்ர முதைல கால 

பெகுதியில மடடு்ம அ்மயும்.
(iii)  அளிபபு வ்ளவ்ரயில, எநதை ஒரு 

்தைாடு்காடடுக்கும் அதைன் மி்க 
தி்சக்காண x-அச்சுக்கும், இ்்ட்ய 
யுள்ள ்காணம் எப்பொழுதும் குறுங் 
்காணம் ஆகும்.

(iv)  அளிபபு வ்ளவ்ரயின் சாய்வு, ஒரு 
மி்க எண (+ve) ஆகும்.
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  “அளிபபு – வி்ல” ்தைா்டரபு 
வ்ளவ்ரயானது வி்ல மற்றும் 
வழங்கபபெடும் அளவு ஆகியவற்றிற்கு 
இ்்ட்ய உள்ள ்நரம்ற ்தைா்டர்பெ 
விளக்குகிறது.

   ்தை்வ / அளிபபு விதியானது 
மாற்றததின் தி்ச்ய தைான் நமக்குச் 
்சாலகிறது, அதில ந்்ட்பெறுகின்ற 
மாற்றததின் விகிதைத்தை அலல.

ெமன்நிக்ல விக்ல: (Equilibrium Price)
ஒரு ்பொருளின் ்தை்வ மற்றும் அதைன் 

அளிபபு சமநி்ல்ய அ்்டயும்்பொழுது 
கி்்டக்கப்பெறும் வி்ல்ய சமன்நி்ல 
வி்லயாகும்.  ்மலும் இதை்ன pE எனக் 
குறிக்கலாம். 
ெமன்நிக்ல அளவு: (Equilibrium Quantity)

ஒரு ்பொருளின் ்தை்வ மற்றும் அதைன் 
அளிபபு சமநி்ல்ய அ்்டயும்்பொழுது 
கி்்டக்கப்பெறும் அள்வ சமன்நி்ல  
அளவாகும். ்மலும் இதை்ன xE எனக் 
குறிக்கலாம்.

குறிப்பு: 
்பொதுவாக, ்தை்வ மற்றும் அளிபபு 

சாரபுகளில, அளவு x ஆனது வி்ல p -ன் 
வாயிலாக ்வளிபபெடுததைபபெடுகிறது.  என்வ 
சமன்நி்ல வி்ல pE - ்ய ்தை்வச் சாரபு 
(அலலது) அளிபபுச் சாரபில பிரதியிடடு 
சமன்நி்ல அளவானது  ்பெறபபெடுகிறது.

ெமன்நிக்லப் புள்ளி: (Equilibrium Point)
்தை்வ மற்றும் அளிபபு வ்ளவ்ர 

களின் ்வடடுப புள்ளி,  (pE, xE)-ஐ சமன்நி்லப 
புள்ளி என்்பொம்.

ெமன்நிக்ல விக்ல, ெமன்நிக்ல அளவு 
மறறும் ெமன்நிக்லப் புள்ளிககொன 
விளககப்�டம்: (Diagrammatical 
explanation of equilibrium price, 
equilibrium quantity and equilibrium 
point)

o

x (அளவு)

்தை்வ 
வ்ளவ்ர

அளிபபு 
வ்ளவ்ர

p (வி்ல)

சமன்நி்லப
புள்ளி

(pE , xE)

pE 

xE

சமன்நி்ல
 அளவு

சமன்நி்ல 
வி்ல

பெ்டம் : 6.3

ெரொெரி மறறும் இறுதிநிக்ல கருத்துருககள்: 
(Average and Marginal concepts)

்பொதுவாக ‘x’ எனும் சாரா மாறியின் 
அள்வப ் பொறுதது  ‘y’ என்ற சாரநதை மாறியின் 
அ ள வி ல  ஏ ற் பெ டு ம்  ம ா று பெ ா ட ் ்ட  இ ரு 
கருததுருக்களின் அடிபபெ்்டயில விவரிக்கலாம், 
அ்வயாவன:
(i) சராசரி கருததுரு
(ii) இறுதிநி்ல கருததுரு

(i)  ெரொெரியின் கருத்துரு: (Average concept)
சராசரி கருததுருவானது x இன் முழு 

வீச்சு மீதைான y இன் மாறுபொ்டாகும்.
இதை்ன y

x
 எனக் குறிக்கலாம்.

(ii)   இறுதிநிக்லயின் கருத்துரு: (Marginal 
concept)

இறுதிநி்ல கருததுருவானது  x - ஐ 
்பொறுதது y இல ஏற்பெ்டக்கூடிய உ்டனடி 
மாறுவீதைமாகும். இதை்ன dy

dx
 எனக் குறிக்கலாம்.
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தமறகுறிப்பு:
y = f  (x) என்ற சாரபில ∆x என்பெது x 

இல ஏற்பெடும் ஒரு சிறு மாற்றம் எனவும் ∆y 

என்பெது அதைன் ்தைா்டரபொக y இல ஏற்பெடும் 

மாற்றம் எனில  ∆
∆
=

+∆( )− ( )
∆

y
x

f x x f x

x
 

ஆகும்.

x -ஐ ்பொறுதது y இல ஏற்பெ்டக்கூடிய 
உ்டனடி மாறுவீதைமானது  வரம்பி்டபபெட்ட 
எல்லயில ஏற்பெடும் y இன் மாற்றததிற்கும்,  
x இன் மாற்றததிற்கும் உள்ள விகிதைமாகும். 

அ. து.   dy
dx

y
x

f x x f x

xx x
=

∆
∆
=

+∆( )− ( )
∆∆ → ∆ →

lim lim
0 0

�டம் : 6.4 (a)

�டம் : 6.4 (b)

y = f(x)

{

{

Xx   x + x

y

x

y

o

Y

y + y

Y

y = f(x)

{

{

Xx    x + x

y

x

y

o

y + y

பெ்லவுச் ெொர்பு : (Cost function)
ஒரு ்பொரு்ள உற்பெததி ்சய்வதைற்காக 

்சலவி்டபபெடும் ்தைா்க ்சலவுச் சாரபு எனபபெடும்.  
்பொதுவாக, ்மாததை ்சலவுச் [TC] 

சாரபொனது, இரு பெகுதிக்ள உள்ள்டக்கியது. 
அ்வ
(i) மாறும் ்சலவு
(ii) மாறாச் ்சலவு (நி்லயான ்சலவு)

மொறும் பெ்லவு: (Variable cost)
மாறும் ்சலவு என்பெது, கிட்டததைட்ட 

உற்பெததி அளவுக்கு ் நர விகிதைததில மாறுகின்ற 
்சலவு ஆகும்.

மொ்றொச் பெ்லவு: (Fixed cost)
மாறாச் ்சலவு என்பெது உற்பெததி 

அளவு்டன் ்நரடியாக ்தைா்டரபு அலலாதைச்  
்சலவு ஆகும்.

x அலகுகள் உற்பெததிக்கான ஒரு 
்பொருளின் மாறும் ்சலவு f (x) மற்றும் மாறாச் 
்சலவு k எனில  ்மாததை ்சலவுச் சாரபொனது 
C(x)=f (x)+k, x > 0 ஆகும்.

குறிப்பு
(i)  மாறும் ்சலவு f  (x) ஆனது உற்பெததியின் 

ஒரு மதிபபு உ்்டயச் சாரபொகும்.
(ii)  மாறாச் ்சலவு k ஆனது உற்பெததி 

அள்வச் சாரநதைது அலல.
(iii)  f  (x)  மாறிலி உறுப்பெக் ் காணடிருக்காது.

சி்ல திட்டமொன முடிவுகள்: 
(Some standard results)

C(x) = f (x) + k என்பெது ் மாததை ் சலவுச் 
சாரபு எனில

(i) சராசரி ்சலவு [AC] = 
்மாததை ்சலவு

உற்பெததி   

 = x
C x

x
f x k

=
+] ]g g

(ii) சராசரி மாறும் ்சலவு [AVC]  

 = 
மாறும் ்சலவு

உற்பெததி = x
f x] g

(iii) சராசரி மாறாச் ்சலவு [AFC]  

 = 
மாறாச் ்சலவு

உற்பெததி = x
k
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(iv) இறுதி நி்லச் ்சலவு [MC] 

 = dx
dC

dx
d= [C(x)]= C'(x) 

(v) இறுதி நி்லச் சராசரிச் ்சலவு [MAC] 

 = dx
d (AC)

(vi)  ் மாததைச் ்சலவு [ [TC] 
= சராசரிச் ்சலவு  ×  உற்பெததி

(vii)  MC = AC எனும்்பொது சராசரி [AC] 
்சலவானது சிறுமத்தை அ்்டயும்.

தமறகுறிப்பு:
இறுதிநி்லச் ்சலவு [MC] என்பெது 

்தைாராயமாக உற்பெததியின் அளவு  x அலகு 
களாக இருக்கும்்பொது (x + 1) வது  அலகின் 
உற்பெததிச்்சலவு ஆகும்.

இறுதிநிக்லச் பெ்லவுககொன வகர�ட 
விளககம் (Diagrammatical explanation 
of marginal cost [MC])

உற்பெததி ்வளியீடடின் அளவில ஒரு 
அலகு அதிகரிக்கபபெடும் ்பொது அலலது ஒரு 
அலகு கு்றக்கபபெடும் ்பொது ்மாததைச் 
்சலவில ஏற்பெடும் மாற்ற்ம இறுதிநி்லச் 
்சலவு ஆகும்.

 
Obtuse angle 

Slope is −𝑣𝑣𝑣𝑣 

 
Marginal cost 

(்சலவு)

்தைாடு
்காடு

y = C(x)

 
Obtuse angle 

Slope is −𝑣𝑣𝑣𝑣 

இறுதி 
நிக்லச் பெ்லவு

{

(உற்பெததி அளவு)x x+1

C(x)

¢C (x)C(x+1)

C(x+1)–C(x)

o

பெ்டம் :  6.5

வருவொயச் ெொர்பு: (Revenue function)
ஒரு ்பொருள் உற்பெததி ்சய்யபபெடடு, 

விற்கபபெடும் ்பொது கி்்டக்கக்கூடிய ்தைா்க 

வருவாய் எனபபெடும். உற்பெததி ்சய்யபபெட்ட x  
அலகுப ்பொரு்ள, ஒரு அலகு p என்ற 
வி்லயில விற்கபபெடும் ்பொது கி்்டக்கும்  
்தைா்கயானது  ்மாததை வருவாய் R(x) = px  
என வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது. இங்கு x மற்றும் 
p என்பென மி்க எணகளாகும்.

உற்பெததியளார, அதிக வி்லயில 
அதிக அள்வ வழங்கும் ்பொது வருவாய் 
அதிகரிக்கும்.

சி்ல திட்டமொன முடிவுகள்: 
(Some standard results)
R(x) =px என்பெது வருவாய்ச் சாரபு எனில

(i)  சராசரி வருவாய் [AR] = 
்மாததை வருவாய்

உற்பெததி  = 
R x

x

( )
 = p 

(ii)  இறுதி நி்ல வருவாய் [MR] = 
dR
dx

d
dx

= (R(x)) = R' (x)

(iii)  இறுதி நி்லச் சராசரி வருவாய் [MAR]  

= d
dx

(AR) = AR'(x)

தமறகுறிப்பு:
(i)  சராசரி வருவாயும் [AR] மற்றும் 

வி்லயும் ( p ) ஒன்்ற. (அ.து. AR=p)

(ii)  விற்பெ்ன அளவு x அலகுகளாக இருக்கும் 
்பொழுது, (x+1) வது அலகு உற்பெததி 
்சய்யபபெடடு விற்கபபெட்டதைால கி்்டக்கும் 
்தைாராயமான கூடுதைல வருவா்ய இறுதி 
நி்ல வருவாய் [MR]  ஆகும்.

இறுதிநிக்ல வருவொயககொன வகர�ட 
விளககம் [(Diagrammatical explanation 
of Marginal Revenue [MR])]

விற்பெ்ன அளவின் அலகுகளில ஒரு 
அலகு அதிகரிக்கும்்பொது ்மாததை வருவாயில 
எற்பெடும் மாற்ற்ம இறுதிநி்ல வருவாய் ஆகும்.
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o

(வருவாய்)

்தைாடு
்காடு

y = R(x)

{

(உற்பெததி அளவு)
x x+1

R(x)

¢R (x)
R(x+1)

 
Marginal cost 

 
Obtuse angle 

Slope is −𝑣𝑣𝑣𝑣 

 
Obtuse angle 

Slope is −𝑣𝑣𝑣𝑣 
இறுதி நிக்ல 

வருவொய

R(x+1) – R(x)

பெ்டம்: 6.6

இ்லொ�ச் ெொர்பு: (Profit function)
்மாததை உற்பெததி வருவாயில, ்மாததைச் 

்சலவுக்கும் ்மல உள்ள உபெரித ்தைா்க்ய, 
இலாபெம் எனபபெடும். R(x) என்பெது ்மாததை 
வருவாய், C(x) என்பெது ் மாததைச் ் சலவு எனில, 
இலாபெச் சாரபு P(x) என்பெது P(x) =R(x) – C(x) 
என வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது. 

சி்ல திட்டமொன முடிவுகள்:
P(x) = R(x) – C(x) என்பெது இலாபெச் சாரபு 
எனில 

(i)  சராசரி இலாபெம்  [AP] = 
்மாததை இலாபெம்

உற்பெததி
           = ( )P

x
x

(ii)  இறுதி நி்ல இலாபெம் [MP] 

 = P
dx
d = ( )Pdx

d x] g  = P'(x)

(iii)  இறுதி நி்ல சராசரி இலாபெம் [MAP]  

 = ( )dx
d AP  = AP x¢( )

(iv)  MR = MC  எனும்்பொது இலாபெச் சாரபு 
[P(x)] ்பெருமத்தை அ்்டயும்.

6.1.2 ப�கிழ்ச்சி: (Elasticity)
x  என்ற புள்ளியில y = f(x) என்ற 

சாரபின் ்நகிழ்ச்சி ‘η’ ஆனது, y -ன் சார 
மாற்றததிற்கும், x -ன் சார மாற்றததிற்கும் 
உள்ள விகிதைததின் வரம்பி்டபபெட்ட எல்ல என 
வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது. 

\  η = 
E

E
y

x

= lim
∆

∆

∆x

y
y
x
x

dy
y
dx
x

→
=

0
 Þη = x

y
dy
dx
×

x -ஐ ்பொறுததை y -ன் இறுதி 
நி்ல அளவு

x -ஐ ்பொறுததை y -ன் 
சராசரி அளவு

h =

dy
dx
y
x

=

(i)   விக்லயின் ததகவ ப�கிழ்ச்சி 
(Price elasticity of demand)

வி்லயின் ்தை்வ ்நகிழ்ச்சி என்பெது வி்ல 
மாற்றததினால, ்காரபபெட்ட அளவில ஏற்பெடும் 
மாற்றததின் பிரதிபெலிபபு அளவு ஆகும்.
்தை்வச் சாரபு x = f (p) –ல, x  என்பெது ்தை்வ 
மற்றும் p என்பெது அலகு வி்ல எனில 
வி்ல்யப ் பொறுததை ் தை்வ ் நகிழ்ச்சியானது  
h
d

p
x
dx
dp

= − ⋅  என  வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது.

(ii)   விக்லயின் அளிப்பு ப�கிழ்ச்சி  
(Price elasticity of supply)

வி்லயின் அளிபபு ்நகிழ்ச்சி என்பெது வி்ல 
மாற்றததினால, வழங்கபபெட்ட அளவில ஏற்பெடும் 
மாற்றததின் பிரதிபெலிபபு அளவு ஆகும்.
அளிபபு சாரபு x = g(p) –ல, x என்பெது அளிபபு 
மற்றும் p என்பெது அலகு வி்ல எனில 
வி்ல்யப ் பொறுததை அளிபபு ் நகிழ்ச்சியானது  
hs

p
x
dx
dp

= ⋅ . என  வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது.

  ்நகிழ்ச்சி முக்கியமாக வி்ல 
மாற்றததின் வி்ளவாக ஏற்பெடும் 
நுகர்வார ்தை்வ மாற்றத்தை மதிபபீடு 
்சய்யப பெயன்பெடுகிறது.

குறிபபு
 ்நகிழ்ச்சி’ என்பெது ‘வி்லயின் ்நகிழ்ச்சி’ 
என்பெதைன் சுருக்கமாகும்.
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விக்ல ப�கிழ்ச்சியின் முககிய முடிவுகள்: 
(Some important results on price elasticity)
(i)  | η |>1, எனும்்பொது, ்தை்வ (அ) அளிபபு 

அளவானது மீள்ததைன்்மக் ்காண்டது 
எனலாம்.

(ii)  | η |=1, எனும்்பொது, ்தை்வ (அ) அளிபபு 
அளவானது அலகு மீள்ததைன்்ம 
்காண்டது எனலாம்.

(iii)  | η |<1, எனும்்பொது, ்தை்வ (அ) அளிபபு 
அளவானது மீள்ததைன்்மயற்றது எனலாம்.

தமறகுறிப்பு:
(i)  மீள்த்தன்கம : ஒரு ்தை்வ (அ) அளிபபு 

அளவானது அதைன் வி்லயின் 
மாற்றங்க்ள ்பெரிதும் பிரதிபெலிக்கிறது 
எனில, அளவு மீள்ததைன்்மக் ் காண்டது 
எனலாம்.
உதொரணம்:  பவஙகொயத்தின் நுகர்வும் 
அதன் விக்லயும். 

(ii)  மீள்த்தன்கமயற்றது : ஒரு ்தை்வ (அ) 
அளிபபு அளவானது அதைன் வி்லயின் 
மாற்றங்க்ள மிகக் சிறிய அளவில 
பிரதிபெலிக்கிறது எனில, அளவு  
மீள்ததைன்்மயற்றது எனலாம்.
உதொரணம்:   அரிசியின் நுகர்வும் அதன் 
விக்லயும்.

(iii)  அ்லகு மீள்த்தன்கம : ஒரு ்தை்வ (அ) 
அளிபபு அளவானது அதைன் வி்லயின் 
மாற்றத்தை சமவிகிதைததில பிரதி 
பெலிக்கிறது எனில, அளவு அலகு  
மீள்ததைன்்மக் ்காண்டது எனலாம்.

இறுதி நிக்ல வருவொய [MR], ெரொெரி வருவொய 
[AR] மறறும் ததகவ ப�கிழ்ச்சி [ηd ] களுககு 
இகடதய உள்ளத் பதொடர்பு: (Relationship 
among Marginal revenue [MR], Average 
revenue [AR] and Elasticity of demand[ηd])

         R(x)=px

அதைாவது, R = px

மற்றும் ηd  = − ⋅
p
x
dx
dp

 என்பெ்தை நாம் அறி்வாம்.

இப்பொது, MR = d
dx
R( )

 = d
dx
px( )  = p x

dp
dx

+

 = p x
p
dp
dx

1+ ⋅












 = p
p
x
dx
dp

1
1

+
⋅



















 = p
p
x
dx
dp

1
1

−
− ⋅



















 = p
d

1
1

−














h

அதைாவது, MR = AR
d

1
1

−














h
 ( அலலது)

                   ηd  = AR
AR MR-

எடுத்துககொட்டு 6.1
x அலகுகள் உற்பெததிக்கான ஒரு ்பொருளின் 
்மாததை  ்சலவுச் சாரபு
C x x x x( ) = + − +

1
3

4 25 73 2  எனில,

(i) சராசரிச் ்சலவுச் சாரபு 
(ii) சராசரி மாறும் ்சலவுச் சாரபு 
(iii) சராசரி மாறாச் ்சலவுச் சாரபு 
(iv) இறுதி நி்லச் ்சலவுச் சாரபு 
(v)  இறுதி நி்லச் சராசரி ்சலவுச் சாரபு  

ஆகியவற்்றக் காணக.

தீரவு

C x x x x( ) = + − +
1
3

4 25 73 2

(i)  சராசரிச் ்சலவு (AC) = C
x

 = 1
3

4 25
72x x
x

+ − +

(ii) சராசரி மாறும் ்சலவு (AVC) = 
f x

x

( )

 = 1
3

4 252x x+ −
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(iii) சராசரி மாறாச் ்சலவு  (AFC) = k
x

             = 7
x

(iv)  இறுதி நி்லச் ்சலவு (MC) 

= dC
dx

 (அலலது) dx
d C x^ ] gh

 = d
dx

x x x
1
3

4 25 73 2+ − +












 = x x2 8 25+ −

(v)  இறுதிநி்லச் சராசரிச் ்சலவு (MAC) 

 = d
dx

[AC] = d
dx

x x
x

1
3

4 25
72 + − +













 = 2
3

4
7
2

x
x

+ −

எடுத்துககொட்டு 6.2 
x அலகுகள் ்காண்ட ஒரு ்பொருளின் 

உற்பெததிக்கான ்மாததை ்சலவு C ரூபொயில, 
C x x x( ) = + +50 4 3  எனில, 9 அலகுகள் 
உற்பெததிக்கான இறுதி நி்லச் ்சலவு யாது?

தீரவு
C x x x( ) = + +50 4 3

இறுதிநி்லச் ்சலவு (MC) =dC
dx

d
dx

x= ( )



C

       = d
dx

x x50 4 3+ +




  = 4 3

2
+

x

   x = 9, எனும்்பொது, dC
dx

 =4 3

2 9
+

  = 4
1
2

 =  ` 4.50

\  9 அலகுகள் உற்பெததிக்கான இறுதி நி்லச் 
்சலவு ` 4.50.

எடுத்துககொட்டு 6.3
பின்வரும் ் தை்வ மற்றும் அளிபபுச் சாரபுக்ளக் 
்காணடு சமன்நி்ல வி்ல மற்றும் 
சமன்நி்ல அளவு காணக. 

்தை்வ: x p= −( )1
2
5  மற்றும் அளிபபு: x = 2p–3

தீரவு
சமன்நி்லயில,  ்தை்வ  = அளிபபு

Þ  1
2
5−( )p  = 2p–3

 5–p = 4 6p −

Þ  p = 11

5

∴ சமன்நி்ல வி்ல: pE=` pE =
11

5

இப்பொது, p =
11

5
  –ஐ x p= −2 3 -ல பிரதியி்ட 

நாம் ்பெறுவது, x = 





 −2

11

5
3 =

7

5

∴சமன் நி்ல அளவு: xE =
7

5
 அலகுகள்.

எடுத்துககொட்டு 6.4
x

p
=

+
20

1
 என்ற ்தை்வச் சாரபுக்கு,  p = 3 -ல 

வி்ல்யப ்பொறுதது ்தை்வ ்நகிழ்ச்சி்ய 
காணக.  ்மலும் இது  p = 3 -ல மீள்ததைன்்ம 
்காண்டதைா என ஆராய்க . 

தீரவு:

 x x
p

=
+

20

1

 dp
dx  = −

+( )
20

1
2

p

்தை்வ ்நகிழ்ச்சி: ηd = − ⋅
p
x
dx
dp

 = −

+( )












⋅
−

+( )
p

p

p20

1

20

1
2

 

  =
+
p

p 1

       p = 3 -ல,  ηd =
3
4

 (அ) 0.75

இங்கு, |ηd |<1. \  ் தை்வ மீள்ததைன்்மயற்றது.
எடுத்துககொட்டு 6.5
x p p= − +2 5 1

2  என்ற அளிபபுச் சாரபுக்கு 
அளிபபு ்நகிழ்ச்சி்யக் காணக.
தீரவு:
x p p= − +2 5 1

2

dx
dp

 = 4 5p −
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அளிபபு ்நகிழ்ச்சி: ηs=
p
x
dx
dp
⋅

=
− +

⋅ −( )p
p p

p
2 5 1

4 5
2

 = −
− +

4 5

2 5 1

2

2

p p
p p

எடுத்துககொட்டு 6.6

y x
x

=
+
+

2 1

3 2
  எனில, x = 1-ல இதைன் ் நகிழ்ச்சி்ய 

காணக. 

தீர்வு:
   y x

x
=

+
+

2 1

3 2
  

dy
dx

= 
3 2 2 2 1 3

3 2
2

x x

x

+( )( ) − +( )( )
+( )

  =
+( )
1

3 2
2x

்நகிழ்ச்சி:  η  = ⋅
x
y
dy
dx

=
+
+









⋅
+( )

x
x
x

x2 1

3 2

1

3 2
2

                =
+( ) +( )

x
x x2 1 3 2

x = 1 –ல, η =  1

15

எடுத்துககொட்டு 6.7  

xp kn =  என்ற ்தை்வச் சாரபில n மற்றும்  k 
என்பென மாறிலிகள் எனில, ்தை்வ ்நகிழ்ச்சி 
எப்பொதும் ஒரு மாறிலி என நிறுவுக. 

தீர்வு:

xp kn =  

x kp n= −

dx
dp

nkp n= − − −1

்தை்வ ்நகிழ்ச்சி: hd
p
x
dx
dp

= − ⋅

 = − −( )−
− −p

kp
nkp

n
n 1

 = n , ஒரு மாறிலி

எடுத்துககொட்டு 6.8
p = 40–x என்ற ்தை்வச் சாரபில ்தை்வ 
்நகிழ்ச்சி (ηd) ஆனது 1 எனில உற்பெததி அள்வ 
காணக.
தீர்வு:
 p = 40–x  
\  x = 40–p

      dx
dp

 = –1

்தை்வ ்நகிழ்ச்சி: ηd
p
x
dx
dp

= − ⋅  

 = 40- x
x

கணக்கின் பெடி, ηd =1

\  40− x
x

 = 1

2x = 40

\  உற்பெததி அளவு (x) = 20 அலகுகள்.

எடுத்துககொட்டு 6.9

p a bx= −( )
1

2  என்ற ்தை்வ விதிக்கு, x -ன் 
வாயிலாக (x-ஐ ்பொறுதது) ்தை்வ 
்நகிழ்ச்சி்யக் காணக. ்மலும் ்தை்வ 
்நகிழ்ச்சி 1 எனும்்பொது உற்பெததி (x) -ன் 
மதிப்பெ காணக.
தீர்வு:
p a bx= −( )

1

2

‘p’ -ஐ ்பொறுதது வ்கயி்ட, நாம் ்பெறுவது

1 = 1

2

1

2a bx b dx
dp

−( ) − ⋅
−

( )

\
 

dx
dp

 = 
2

1
2a bx

b

−( )
−

்தை்வ ்நகிழ்ச்சி: ηd
p
x
dx
dp

= − ⋅

 = −
−

⋅
−
−

( ) ( )a bx
x

a bx
b

1

2

1

22

 =
−2( )a bx
bx
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ηd  = 1 எனும்்பொது, 2( )a bx
bx
−  = 1

 2( )a bx−  = bx

\  உற்பெததி (x) = 2

3

a
b

 அலகுகள்.

எடுத்துககொட்டு 6.10
p = 50 3- x  என்ற ் தை்வ விதி்யக் ் காணடு 
்தை்வ ்நகிழ்ச்சி, சராசரி வருவாய் மற்றும்   
இறுதிநி்ல வருவாய்க்கு இ்்ட்யயுள்ள 
்தைா்டரபி்னச் சரிபொர.

தீர்வு:
      p = 50 – 3x

     dp
dx

 = –3

\  dx
dp

 = - 1
3

்தை்வ ்நகிழ்ச்சி: ηd
p
x
dx
dp

= − ⋅

= −
−

−







50 3 1

3

x
x

=
−50 3

3

x
x

  ... (1)

இப்பொது, வருவாய் : R = px

= −( )50 3x x

= −50 3
2x x

சராசரி வருவாய் : AR = p

= 50 3− x

இறுதிநி்ல வருவாய் : MR = dR
dx

= −50 6x

\  AR
AR MR−

 = 50 3

50 3 50 6

−
−( ) − −( )

x
x x

 =
−50 3

3

x
x

 … (2)

(1) மற்றும் (2) லிருநது, நாம் ்பெறுவது

ηd  = AR
AR MR−

என்வ, சரி பொரக்கபபெட்டது.

எடுத்துககொட்டு 6.11
x

p
p

=
+ 5

 என்ற  அளிபபு விதிக்கு p = 20-ல 
அளிபபு ்நகிழ்ச்சி்யக் காணக. ்மலும் 
வி்்டக்கு விளக்கம் தைருக.

தீர்வு:
 x = p

p + 5

 dx
dp

 = 
p p

p

+( )−
+( )
5

5
2

  
( )

2
5

5

+
=

p

அளிபபு ்நகிழ்ச்சி: hs
p
x
dx
dp

= ⋅

 = p
p

+( )
+( )

5
5

5
2

 = 
5
p + 5

 p =20  எனில, hs  = 5
20 5+

 = 0.2 

ப�ொருள் விளககம்: (Interpretation)

  p  =  ̀  20-லிருநது வி்லயானது 1% 
அதிகரிததைால, அளிபபின் அளவு ் தைாராயமாக  
0.2%  அதிகரிக்கிறது.

  p  =  ̀  20-லிருநது வி்லயானது 1% 
கு்றநதைால அளிபபின்  அளவு ்தைாரயமாக 
0.2% கு்றகிறது.

எடுத்துககொட்டு 6.12
்சலவுச் சாரபு C x x

x
=

+
+







 +2

5

2
7  –ல உற்பெததி 

அளவு x ஆனது ்தைா்டரச்சியாக அதிகரிக்கும் 
்பொழுது இறுதி நி்லச் ்சலவானது [MC] 
்தைா்டரச்சியாகக் கு்றகிறது என நிறுவுக. 
தீர்வு:

C = 2
5

2
7x x

x
+
+







 +
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       = +
+

+
2 10

2
7

2x x
x

இறுதி நி்லச் ்சலவு:

MC = dC
dx

=
+
+

+










d
dx

x x
x

2 10

2
7

2

=
+( ) +( ) − +( )

+( )
x x x x

x

2 4 10 2 10

2

2

2

=
+ +( )
+( )

2 4 10

2

2

2

x x

x

=
+( ) +





+( )
2 2 6

2

2

2

x

x

= +
+( )













2 1
6

2
2x

⇒ x ஆனது ்தைா்டரச்சியாக அதிகரிக்கும் 
்பொழுது, இறுதி நி்லச் ்சலவு [MC] ஆனது 
்தைா்டரச்சியாகக் கு்றகிறது.

எடுத்துககொட்டு 6.13
உற்பெததிக்கானச் சராசரி ்சலவு சாரபு  

C x
x

= + +0 05 16
1002

. . உற்பெததி அளவு 50 

அலகுகள் எனும்்பொது இறுதி நி்லச் ்சலவு 
யாது? மற்றும் வி்்டக்கு விளக்கம் தைருக. 

தீர்வு:
்மாததைச் ்சலவு C = ×AC x

  = C x´

  = 0 05 16 100
3

. x x+ +

இறுதி நி்லச் ்சலவு : MC = dC
dx

  = 0.15x2+16

      dC
dx x








=50

 = 0 15 50 16
2

. ( ) +

  = +375 16  = ` 391

ப�ொருள் விளககம்: (Interpretation)
உற்பெததி அளவானது x = 50 -லிருநது 

ஒரு அலகு அதிகரிக்கும் ்பொழுது, கூடுதைல 
அலகுக்கான உற்பெததிச் ்சலவு ்தைாராயமாக  
` 391 ஆகும்.

எடுத்துககொட்டு 6.14
y x= +3 19  என்ற சாரபின் இறுதி 

நி்ல மதிபபொனது 27-க்கு சம்மனில, x-ன் 
மதிபபுக்ளக் காணக.
தீர்வு:
   y x= +3

19

dy
dx

 = 3 2x  ... (1)

கணக்கின் பெடி, dy
dx

 = 27  ... (2) 

(1) மற்றும் (2) லிருநது, நாம் ்பெறுவது

3
2x  = 27

\  x = ±3

எடுத்துககொட்டு 6.15
ஒரு ்பொருளின் ்தை்வச் சாரபு p x= 4 - ல  
'p' என்பெது அலகு வி்லயாகும். வி்ல  p = 4 
எனில வி்ல்யப ்பொறுதது, ்தை்வயின் 
உ்டனடி மாறுவீதைம் காணக.  ்மலும் வி்்டக்கு 
விளக்கம் தைருக.

தீர்வு:
 p = 4

x

 Þ  x  = 4
p

 \  dx
dp

  = − 4

2p

p = 4 –ல, dx
dp

= − = −
1

4
0 25.

\  p = ` 4 -ல வி்ல்யப ்பொறுதது 
்தை்வயின் உ்டனடி மாறுவீதைம் – 0.25 ஆகும். 

ப�ொருள் விளககம்: (Interpretation)
p = ̀  4-லிருநது வி்லயானது  1% அதிகரிக்கும் 
்பொழுது, ்தை்வ 0.25% கு்றகிறது. 
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எடுத்துககொட்டு 6.16
ஒரு நிறுவனததின் ்தை்வ  மற்றும் ்சலவுச் 
சாரபுகள் மு்ற்ய p = 497– 0.2x   மற்றும்  
C = 25x+10000 ஆகும். இலாபெம் ்பெருமத்தை 
அ்்டயும்்பொழுது உற்பெததி அளவு மற்றும் 
வி்ல்யக் காணக. 

தீர்வு:
இறுதி நி்ல வருவாய் [MR] = இறுதி நி்லச் 
்சலவு [MC] எனும்்பொது, இலாபெமானது 
்பெருமத்தை அ்்டயும் என்பெ்தை நாம் 
அறி்வாம். 

 வருவாய் : R  = px

   = (497–0.2x)x

   = 497x–0.2x2

  MR = dx
dR

  \  MR = 497–0.4x

  ்சலவு C = 25x+10000

  \  MC = 25

  MR = MC Þ497–0.4x = 25

 Þ  472–0.4x = 0

  Þ  x = 1180 அலகுகள்.

   இப்பொது, p = 497–0.2x

x =1180 –ல        p  = 497–0.2(1180)

   = ` 261

எடுத்துககொட்டு 6.17
ஒரு நிறுவனததின் ்சலவுச் சாரபு  

C = 1
3

3 93 2x x x− + . சராசரி ் சலவு சிறுமத்தை 

அ்்டயும் ்பொழுது அதைன் உற்பெததி அள்வ  
(x > 0)காணக.

தீர்வு:
சராசரி ்சலவு [AC] = இறுதிநி்லச் ்சலவு 
[MC] எனும் ்பொழுது சராசரி ்சலவானது 
சிறுமத்தை அ்்டயும் என்பெ்தை நாம் அறி்வாம்.

்சலவு:     C = 1
3

3 93 2x x x− +

         \  AC  = 1
3

3 92x x− +  மற்றும்

 MC = x x2 6 9− +

இப்பொது, 

AC = MC  Þ   1
3

3 9 6 92 2x x x x− + = − +

Þ 2 92x x-  = 0

Þ  x = 9
2
�அலகுகள் [ ] x > 0

�யிறசி  6.1

1.  ஒரு நிறுவனம் x ்டன்கள் உற்பெததி  
்சய்யும் ்பொழுது அதைன் ்மாததைச் ்சலவு 

C x x x x( ) = − − +
1

10
4 20 7

3 2  எனில 

 (i) சராசரிச் ்சலவுச் சாரபு
 (ii) சராசரி மாறும் ்சலவுச் சாரபு
 (iii) சராசரி மாறாச் ்சலவுச் சாரபு
 (iv) இறுதி நி்லச் ்சலவுச் சாரபு
 (v)  இறுதி நி்ல சராசரிச் ்சலவுச் சாரபு 

ஆகியவற்்றக் காணக.
2.   ஒரு நிறுவனததின் x  அலகுகள் 

உற்பெததிக்கான ்மாததைச் ்சலவு C x= +
2

3

35

2
 

எனில, 
 (i)  உற்பெததி 4 அலகுகளாக இருக்கும் 

்பொழுது அதைன் ்சலவு
 (ii)  உற்பெததி 10 அலகுகளாக இருக்கும் 

்பொழுது அதைன் சராசரிச் ்சலவு
 (iii)  உற்பெததி 3 அலகுகளாக இருக்கும் 

்பொழுது அதைன் இறுதி நி்லச் ்சலவு  
ஆகியவற்்றக் காணக.

3.  R x x= −14
2  மற்றும் C x x= −( )2 2  என்பென 

மு்ற்ய வருவாய்ச் சாரபு மற்றும் ்சலவுச் 
சாரபு எனில,

 (i)  சராசரிச் ்சலவுச் சாரபு

 (ii)  இறுதி நி்லச் ்சலவுச் சாரபு
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 (iii)  சராசரி வருவாய்ச் சாரபு மற்றும்
 (iv)   இறுதி நி்ல வருவாய்ச் சாரபு 

ஆகியவற்்றக் காணக.

4.  p e10
x
2= -  என்ற ்தை்வ விதிக்கு, 

்தை்வ ்நகிழ்ச்சி்யக் காணக.

5.  கீழ்க்காணும் ்தை்வ விதிகளுக்கு x -ன் 
வாயிலாக ்தை்வ ்நகிழ்ச்சிக் காணக. 
்மலும் ் தை்வ ் நகிழ்ச்சி்ய ஒன்று எனக் 
்காணடு உற்பெததி (x)-ஐ காணக.

 (i) p a bx= −( )
2        (ii)  p a bx= − 2

6.  p = 3 -ல x p= +2 5
2  என்ற அளிபபு சாரபின் 

அளிபபு ்நகிழ்ச்சி்யக் காணக.

7.  ஒரு ்பொருளின் ்தை்வ வ்ளவ்ர 

p x
=

−50

5
, உற்பெததி அளவான எநதை ஒரு 

x-க்கும் இறுதி நி்ல வருவாய் காணக.  
்மலும் x = 0 மற்றும் x =25-ல இறுதி நி்ல 
வருவா்யக் காணக.

8.  ஒரு குறிபபிட்ட ்பொருளின் அளிபபுச் சாரபு 
x a p b= − , p > b ஆகும், இதில p என்பெது 
அலகு வி்ல, a  மற்றும் b  என்பென 
மாறிலிகள். p  = 2b -ல அளிபபு 
்நகிழ்ச்சி்யக் காணக.

9.  p-ஐ அலகு வி்லயாகவும்,  x -ஐ உற்பெததி 
அளவாகவும் ்காண்ட ்தை்வச் சாரபு   

p x x= − −400 2 3
2  க்கு MR p

d
= −









1 1

η
 

எனக் காடடுக.
10.  p-ஐ அலகு வி்லயாகவும்,  x-ஐ உற்பெததி 

அளவாகவும் ்காண்ட ்தை்வச் சாரபு  

p = 550–3x–6x2–ல MR p
d

= −








1 1

η
 

எனக் காடடுக.

11.  x
p

=
25
4

, 1 ≤ p ≤5 என்ற ் தை்வச் சாரபுக்கு 

்தை்வ ்நகிழ்ச்சி்யக் காணக.

12.  ஒரு ்பொருளின் ்தை்வ மற்றும் அதைன் 
்சலவுச் சாரபுகள் மு்ற்ய   p x

= −200
100

 

மற்றும் C=40x+120 ஆகும். இங்கு p 
என்பெது அலகு வி்ல ரூபொயில மற்றும் x 

என்பெது உற்பெததி ்சய்யபபெடடு விற்கபபெட்ட 
அளவு எனில, 

 (i)  இலாபெச் சாரபு
 (ii)  உற்பெததி அளவு 10 அலகுகள் 

எனும்்பொது சராசரி இலாபெம்

 (iii)  உற்பெததி அளவு 10 அலகுகள் 
எனும்்பொது இறுதி நி்ல இலாபெம் 

 (iv)  உற்பெததி அளவு 10 அலகுகள் 
எனும்்பொது இறுதி நி்லச் சராசரி 
இலாபெம் ஆகியவற்்றக் காணக.

13.  y= x x x3 2
10 48 8+ − +  என்ற சாரபின் 

இறுதி நி்லயானது x -ஐ ்பொல 
இரும்டங்கு எனில x -ன் மதிபபுகள் யாது?

14.  x அலகுகளுக்கான ்மாததை ்சலவுச் சாரபு  
y x x

x
=

+
+







 +3

7

5
5. -ல உற்பெததி அளவு (x) 

ஆனது ்தைா்டரச்சியாக அதிகரிக்கும் 
்பொழுது, இறுதி நி்லச் ்சலவானது [MC] 
்தைா்டரச்சியாகக் கு்றகிறது எனக் காடடுக 

15.  x = 10 – p என்ற ்தை்வச் சாரபுக்கு 
வி்ல்யப ்பொறுதது, ்தை்வ ்நகிழ்ச்சி 
காண. இங்கு p  வி்ல்யயும், x  
்தை்வ்யயும் குறிக்கும். ்மலும் p = 6-ல 
்தை்வயானது மீள்ததைன்்ம ்காண்டதைா, 
மீள்ததைன்்மயற்றதைா அலலது அலகு மீள்த 
தைன்்மக் ்காண்டதைா என்பெதை்ன 
ஆராய்க. 

16.  பின்வரும் ்தை்வ மற்றும் அளிபபு 
சாரபுக்ளக் ்காணடு அதைன் சமன்நி்ல 
வி்ல மற்றும் சமன்நி்ல அளவு காணக. 

  ் தை்வ: x =100 – 2p  மற்றும் 
 அளிபபு: x = 3p –50

17.  ஒரு நிறுவனததின் ்தை்வ மற்றும் ்சலவு 
சாரபுகள் மு்ற்ய x = 6000–30p  மற்றும்  
C = 72000+60x ஆகும். இலாபெம் 
்பெருமத்தை அ்்டயும்்பொழுது உற்பெததி 
அளவு மற்றும் வி்ல்யக் காணக. 
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18.  ஒரு நிறுவனததின் ்சலவுச் சாரபு    
C = x x x3 212 48− +  எனில,  சராசரிச் 
்சலவு சிறுமத்தை அ்்டயும்்பொழுது அதைன் 
உற்பெததி அளவு (x > 0) காணக.

6.2  ப�ருமம் மறறும் சிறுமம்
(Maxima and minima)

்பெருமம் மற்றும் சிறுமம் ஆகியவற்்ற 
அன்றா்ட  வாழ்க்்கயிலும்,  இயற்பியல, 
்வதியியல, ்பொறியியல  மற்றும் ்பொருளாதைாரம் 
ஆகிய பெல து்றகளிலும் நாம் பெயன்பெடுததுகி்றாம்.

குறிபபொக கீழ்க்காணும் நி்லகளில 
நாம் ்பெருமம் மற்றும் சிறுமம் ஆகியவற்றின் 
பெயன்பொடுக்ளக் காணலாம்.
(i)  இலாபெம், திறன், நிறுவனததின் உற்பெததி 

்பொன்ற பெயன்தைரததைக்க மதிபபுக்ள 
்பெருமம் அ்்டயச் ்சய்வதைற்கு.

(ii)  ் சலவுகள், உ்ழபபு  ்பொன்றவற்்றக் 
கு்றபபெதைற்கு.

(iii)  சரக்குநி்லக் கடடுபபொடு, மிகு ஆதைாயக் 
்காருதைல அளவு ்பொன்றவற்்றக் 
கற்றறிவதைற்கு.

6.2.1  கூடும் மறறும் குக்றயும் 
ெொர்புகள்: (Increasing and 
decreasing functions)

்பெருமம் மற்றும் சிறுமம் என்ற 
கருததுருக்க்ள அறிநது்காள்வதைற்கு முன் 
்காடுக்கபபெட்ட ஒரு சாரபுக்கான வ்ளவ்ரயின் 
தைன்்ம்ய வ்கயீ்டல மூலம் எவவாறு 
காணபெது என்பெ்தை பெயில்வாம்.

(i) கூடும் ெொர்பு: (Increasing function)
y = f (x) என்ற சாரபு [a,b]  என்ற மூடிய 

இ்்ட்வளியில 

x x f x f x
1 2 1 2
< ⇒ ( )≤ ( )  அ்னதது x x a b

1 2
, ,∈ 


  

என அ்மயுமானால, அது கூடும் சாரபு 
எனபபெடும். 
 y = f (x)  என்ற சாரபு [a,b]  என்ற மூடிய 
இ்்ட்வளியில 

x x f x f x
1 2 1 2
< ⇒ ( )< ( ) அ்னதது x x a b

1 2
, ,∈ 




என இருபபின்,  அது திட்டமாகக் கூடும் சாரபு 
எனபபெடும்.

X

Y y = f(x)

f(x1)

f(x2)

x1 x2

x x f x f x
1 2 1 2
< ⇒ <( ) ( )

திட்டமாகக் கூடும் சாரபு

o

பெ்டம்: 6.7

(ii)   குக்றயும் ெொர்பு: (Decreasing function)
y = f (x) என்ற சாரபு [a,b] என்ற மூடிய 

இ்்ட்வளியில 

x x f x f x
1 2 1 2
< ⇒ ( )≥ ( ) அ்னதது x x a b

1 2
, ,∈ 


  

என இருபபின், அது கு்றயும் சாரபு  
எனபபெடும்.

y = f (x) என்ற சாரபு [a,b] என்ற மூடிய  
இ்்ட்வளியில

x x f x f x
1 2 1 2
< ⇒ ( )> ( ) அ்னதது x x a b

1 2
, ,∈ 


  

என இருபபின், அது திட்டமாகக் கு்றயும் சாரபு 
எனபபெடும்.

o

Y

X

f(x1)

f(x2)

x1 x2

x x f x f x
1 2 1 2
< ⇒ >( ) ( )

திட்டமாகக் கு்றயும் சாரபு
பெ்டம்:  6.8
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குறிபபு
்காடுக்கபபெட்ட இ்்ட்வளி முழுவதும் ஒரு 
சாரபு கூடும் சாரபொக்வா அலலது கு்றயும் 
சாரபொக்வா இருநதைால அது ஓரியலபுச்  சாரபு 
என அ்ழக்கபபெடும்.

கூடும் மறறும் குக்றயும் ெொர்புககொன 
வகககபகழுச் தெொதகன : (Derivative 
test for increasing and decreasing 
function)

ததற்றம்: 6.1   (நிரூ�ணமின்றி)
f என்ற ஒரு சாரபு  [a,b] என்ற மூடிய 
இ்்ட்வளியில ்தைா்டரச்சியானதைாகவும்  (a,b) 
என்ற திறநதை இ்்ட்வளியில வ்கயி்டத 
தைக்கதைாகவும் இருநது, ்மலும் 

(i)  ′ ( ) ≥f x 0  எனில   f   ஆனது  [a.b]  யில 
கூடும் சாரபு அலலது ஏறும் சாரபு எனபபெடும்.

(ii)  ′ ( ) ≤f x 0  எனில f   ஆனது  [a.b] யில 
கு்றயும் சாரபு அலலது இறங்கும் சாரபு 
எனபபெடும்.

தமறகுறிப்பு
(i)   (a,b)-ல உள்ள x-ன் அ்னதது 

மதிபபுகளுக்கும் ′ ( ) >f x 0  எனில (a,b)-ல 
 f ஒரு திட்டமான கூடும் சாரபு எனபபெடும்.

(ii)   (a,b)-ல உள்ள x -ன் அ்னதது 
மதிபபுகளுக்கும் ′ ( ) <f x 0  எனில   (a,b)-ல 
f ஒரு திட்டமான கு்றயும் சாரபு 
எனபபெடும்.

(iii)  ′ ( ) =f x 0  எனில f(x)  ஒரு மாறிலிச் 
சாரபு எனபபெடும். 

6.2.2   ெொர்பின் ததககநிக்ல மதிப்பு 
(Stationary Value of a function)

f (x)  என்ற சாரபு [a,b]  என்ற மூடிய 
இ்்ட்வளியில ்தைா்டரச்சியானதைாகவும்  (a,b) 
என்ற திறநதை இ்்ட்வளியில வ்கயி்டத 
தைக்கதைாகவும் ்காள்க. 

 x = a -ல   f(x)  ்தைக்கநி்ல்ய அ்்டகிறது 
எனில f '(a)=0  என அ்மய ்வணடும்.  
f (x) -ன் ்தைக்கநி்ல மதிபபு  f(a) எனவும்,   
(a, f(a))  என்பெது ்தைக்கநி்லப புள்ளி எனவும் 
அ்ழக்கபபெடுகிறது.
 

d
yd
x
<

0

X

Y

c

y = f(x)

a b

P, Q, R என்பென ்தைக்க நி்லப புள்ளிகள்

R

P

Qகூ
டும்

 சா
ரபு

>
dy
dx

>
0

கு்றயும்
 சாரபு>dy

dx <
0

கூ
டும்

 சா
ரபு

>
dy
dx

>
0

dy
dx

= 0

்தைாடு்காடு

dy
dx

= 0

்தைாடு்காடு

dy
dx

= 0
்தைாடு்காடு

o

கு்
றயும்

 சாரபு>

பெ்டம் 6.9

வ்ரபெ்டம் 6.9 -ல y = f (x)என்ற சாரபு  x = a, 
x = b மற்றும் x = c என்ற மதிபபுகளில ்தைக்க 
நி்ல அ்்டகிறது.  அநதை புள்ளிகளில f '(x) = 0   
என இருக்கும்.  அவற்றின் வழியாக 
வ்ரயபபெடும் ்தைாடு்காடுகள் x-அச்சுக்கு 
இ்ணயாக அ்மயும். 

குறிபபு: 
்பொருளாதைார புள்ளி விவரங்களுக்கு 

்தைா்டரபு்்டய வ்ரபெ்டததின் மூலம், 
வியாபொரததின் ்பொக்்க அறிநது ்காணடு 
முன்்னற்பொடு்டன் இருக்கலாம்.

எடுத்துககொட்டு 6.18 
f (x) = x x x x R3 23 4− + ∈,  என்ற சாரபு  
R – ல திட்டமாக கூடும் சாரபு என நிறுவுக. 

தீரவு :
f (x) = x x x x R3 23 4− + ∈,

f '(x) = 3x2–6x+4

 = 3x2–6x+3+1

 = 3(x–1)2+1 > 0, அ்னதது x Î  R
அதைாவது, இங்கு  அ்னதது x   Î   R -க்கும்  
f '(x) > 0 ஆகும்.
\  f என்ற சாரபு (-∞,∞) என்ற இ்்ட்வளியில 
திட்டமாகக் கூடும் சாரபொகும். 
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எடுத்துககொட்டு 6.19 

f (x) = x2 –4x +6 என்ற சாரபு எந்தைநதை 
இ்்ட்வளிகளில திட்டமாகக் கூடும் அலலது  
திட்டமாகக் கு்றயும் எனக் காணக. 

தீர்வு :
    f (x) = x2–4x+6
 x –ஐ ்பொறுதது வ்கபபெடுததை, 
 ¢f  (x) = 2x–4
 ¢f  (x) = 0 Þ  2x–4=0
 Þ  x   = 2.

பெ்டம் : 6.10

-∞ ∞2

x = 2 என்ற புள்ளி ்மய்்யண ்காட்்ட  
(–∞,2) மற்றும் (2,∞) என பிரிக்கின்றது.

[இ்்ட்வளிகளில ¢f  (x) -க்கான குறியீடு  
(+ அலலது –) ் யக் காண, அவவி்்ட்வளிகளில 
இருநது x-க்கான ஏ்தைனும் ஒரு மதிப்பெ  
¢f  (x) -ல பிரதியிடடு காணலாம்.]

இ்்ட 
்வளிகள்

′ ( ) = −f x x2 4  
-ன் குறியீடு

சாரபின் 
தைன்்ம

(-∞, 2) < 0

f(x) ஆனது 
(-∞, 2) –ல 
திட்டமாகக் 
கு்றயும் 

சாரபு

(2, ∞) > 0
f(x) ஆனது 
(2, ∞) –ல 
திட்டமாகக் 
கூடும் சாரபு

அட்டவ்ண:6.1

எடுத்துககொட்டு 6.20 
f (x) = 4x3–6x2–72x+30 என்ற சாரபு எந்தைநதை 
இ்்ட்வளிகளில கூடும் அலலது கு்றயும் 
சாரபு எனக் காணக.
தீரவு :
    f (x) = 4x3–6x2–72x+30

¢f (x) = 12x2–12x–72

 = 12(x2–x–6)

 = 12(x–3)(x+2)

¢f (x) = 0 Þ  12(x–3)(x+2)=0

x = 3 (or) x = –2
x = 3 மற்றும்  x = –2 என்ற புள்ளிகளில f (x)  
்தைக்கநி்ல்ய அ்்டயும்.

பெ்டம்: 6.11
-∞ ∞-2 3

இங்கு ்மய்்யண ்காடு  (–∞,–2),(–2,3) 
மற்றும் (3,∞) என மூன்று பிரிவுகளாகப 
பிரிக்கபபெடுகிறது.

இ்்ட்வளிகள் ¢f (x) -ன் 
குறியீடு

கூடும் / 
கு்றயும் 

இ்்ட்வளி

(–∞, –2) (–) (–)  > 0
இ்்ட்வளி 
(–∞, –2] –ல 
கூடும் சாரபு

(–2, 3) (–) (+) < 0
இ்்ட்வளி 
[–2, 3] –ல 

கு்றயும் சாரபு

(3, ∞) (+) (+)  > 0
இ்்ட்வளி  
[3, ∞) –ல 

கூடும் சாரபு

அட்டவ்ண: 6.2

எடுத்துககொட்டு 6.21 
f  (x) = x2+2x–5 என்ற சாரபின் ்தைக்கநி்லப 
புள்ளி மற்றும் ்தைக்கநி்ல மதிபபி்னக்  
காணக.

தீரவு :

 f  (x) = x2 + 2x – 5   … (1)

x- ஐ ்பொறுதது வ்கபபெடுததும் ்பொது நாம் 
்பெறுவது

f '(x) = 2x + 2

்தைக்கநி்லப புள்ளியில, ¢f (x) = 0 
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Þ  2x + 2 = 0

Þ  x = –1

x = –1 –ல f (x) ஆனது ்தைக்கநி்ல மதிப்பெ 
்பெற்றிருக்கும் 

 x = –1, எனில, சமன்பொடு (1) –ல இருநது
f (–1) = (–1)2+2(–1)–5

 = – 6 

f (x)  இன் ்தைக்கநி்ல மதிபபு = – 6

என்வ ்தைக்கநி்லப புள்ளி (–1,–6) மற்றும் 
்தைக்கநி்ல மதிபபு – 6 ஆகும்.

எடுத்துககொட்டு 6.22 

f (x) = 2x3 + 9x2 + 12x + 1 என்ற சாரபின் 
்தைக்கநி்லப புள்ளி மற்றும் ்தைக்கநி்ல 
மதிபபி்னக்  காணக.

தீரவு :
 f (x) = 2x3+9x2+12x+1.

x -ஐ ்பொறுதது வ்கபபெடுததும் ்பொது நாம் 
்பெறுவது
 f '(x) = 6x2+18x+12

  = 6(x2+3x+2)

  = 6(x+2)(x+1)

 f '(x) = 0 Þ6 (x+2)(x+1)  = 0

 Þx + 2  = 0  (அ)  x + 1 = 0.

 x = –2 (அ) x = –1

 x = – 2 மற்றும் x = – 1 ல f (x) ஆனது 
்தைக்கநி்லப புள்ளிக்ள ்பெறுகிறது.
 x = – 2 மற்றும் x = – 1 என f (x) இல பிரதியிடும் 
்பொது  ்தைக்கநி்ல மதிபபுகள் கி்்டக்கிறது.
x = – 2 எனில,
 f (–2) =  2(–8)+9(4)+12(–2)+1

  = –3

x = – 1 எனில,
 f (–1) = 2(–1)+9(1)+12(–1)+1

  = –4

்தைக்கநி்லப புள்ளிகள் (–2,–3) மற்றும்
(–1,–4) ஆகும்.

எடுத்துககொட்டு 6.23 

ஒரு நிறுவனம் x அலகுகள் உற்பெததி 
்சய்வதைற்கான இலாபெச் சாரபு P(x)= x

3
3

+x2+x. 

அநதை நிறுவனம் இலாபெததில இயங்குகிறதைா, 
இல்லயா என கணிக்கவும்.

தீர்வு :

 P(x) = x
3
3

+x2+x.

 P '(x) = x2+2x+1

  = (x+1)2

 x -ன் அ்னதது மதிபபுகளுக்கும்  
P '(x) > 0 என்பெது ்தைளிவாகிறது.  

`  நிறுவனமானது இலாபெததில இயங்குகிறது.

முககியக குறிப்பு : 
       R(x) மற்றும் C(x) என்பென மு்ற்ய  
x அலகுகள் உற்பெததி ்சய்வதைற்கான 
வருவாய் மற்றும் ்சலவுச் சாரபு என்க.  
அ்னதது x > 0 –க்கும்P(x) = R(x) – C(x)  
என்பெது ்பெரும மதிப்பெ அ்்டயும்்பொழுது 
இறுதி நி்ல வருவாய் = இறுதி நி்லச் 
்சலவு என அ்மயும், அதைாவது Rl (x)=Cl (x) 
எனும் பெடசததில ்மற்கூறிய கருதது 
உண்மயாகும்.  ்தைக்க நி்லப புள்ளியில 
இலாபெம் ்பெருமத்தை அ்்டகிறது.

எடுத்துககொட்டு 6.24 

C(x) = x
6
2

 + 5x + 200 மற்றும் p(x) = 40 – x  
என்பெது  x அலகுகள் உற்பெததி ்சய்வதைற்கான 
்மாததை ்சலவு சாரபு மற்றும் ்தை்வச் சாரபு 
எனில ்பெரும லாபெம் கி்்டபபெதைற்கான 
உற்பெததியின் அள்வக் காணக.
தீர்வு :
        C(x) = x

6
2

+5x+200  … (1)

மற்றும் p(x) = 40–x …(2) 
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இறுதிநி்ல வருவாய் [ Rl (x)] = இறுதிநி்ல 
்சலவு [Cl (x)] என இருக்கும்்பொழுது, இலாபெம்   
்பெருமமாகிறது.

 சமன்பொடு (1)-லிருநது Cl (x) =  x
6

2 5+

  =  x
3 + 5

 சமன்பொடு (2)-லிருநது R =  p x×

  = 40x– x2

 R'(x) = 40–2x

 என்வ 40 – 2x  = x
3 + 5

  x = 15

x = 15 – ல இலாபெம் ்பெருமத்தை அ்்டகிறது.

6.2.3  இடம் ெொர்்நத ப�ருமம் மறறும் 
சிறுமம் , மீப்ப�ரு ப�ருமம் 
மறறும் மீச்சிறு சிறுமம்: (Local 
and Global (Absolute) Maxima  
and  Minima)

வகரயக்ற 6.1:(Definition)

இடம் ெொர்்நத ப�ருமம் மறறும் இடம்ெொர்்நத 
சிறுமம்

c-ஐ உள்ள்டக்கிய ஏ்தைனும் ஒரு திறநதை 
இ்்ட்வளி (a,b)-ல f (c) ≥ f (x) அ்னதது  
x !  (a,b) எனுமாறு அ்மநதைால f  ஆனது 
இ்டம்சாரநதை ்பெருமம் (அலலது சாரநதை ்பெருமம்) 
்பெற்றிருக்கிறது எனலாம்.

c-ஐ உள்ள்டக்கிய ஏ்தைனும் ஒரு திறநதை 
இ்்ட்வளி (a,b) -ல  f (c) ≤ f (x) அ்னதது  
x !  (a,b) எனுமாறு அ்மநதைால f  ஆனது 
இ்டம்சாரநதை சிறுமம் (அலலது சாரநதை சிறுமம்) 
்பெற்றிருக்கிறது எனலாம்.

வகரயக்ற : 6.2 (Definition)

மீப்ப�ரு ப�ருமம் மறறும் மறறும் மீச்சிறு 
சிறுமம்: 

f –ன் அரங்கததிலுள்ள அ்னதது x-க்கும்,  
f(c) ≥ f(x)  என இருக்குமானால  f ஆனது 
c-யில மீப்ப�ரு ப�ருமத்கத அ்்டகிறது 

என்்பொம்.  f(c)  என்பெது   f-ன் அரங்கததில  
f-ன்  மீப்பெரு மதிபபு ஆகும்.

இ்தை்பொல f –ன் அரங்கததிலுள்ள  
அ்னதது x -க்கும், f (c) ≤ f (x)  என 
அ்மயுமானால f ஆனது  c-ல மீச்சிறு 
சிறுமத்கத அ்்டகிறது எனலாம்.  f (c)  என்பெது 
f –ன் அரங்கததில f-ன் மீச்சிறு மதிபபொகும்.   
f -ன் மீப்பெரு மற்றும் மீச்சிறு மதிபபுகள் என்பென 
மு்ற்ய முகடடுப புள்ளிகள்( அறுதி நி்லப 
புள்ளிகள்) எனபபெடும்.

குறிப்பு:
(a,b) -ல f என்ற சாரபின்  மீப்பெரு மதிபபு 
மற்றும் மீச்சிறு மதிபபுகள் முழுதைளாவிய 
்பெருமம் மற்றும் முழுதைளாவிய சிறுமம் 
எனவும்  அ்ழக்கபபெடும்.

இடம்ெொர்்நத ப�ருமம் மறறும் இடம் ெொர்்நத 
சிறுமம் ஆகியவறறிறகொன நி�்நதகனகள்:   

c -ஐ உள்ள்டக்கிய (a,b) என்ற திறநதை 
இ்்ட்வளியில f என்ற சாரபொனது 
வ்கயி்டததைக்கது  மற்றும் f ll (c) காணததைக்கது    
என்க.
(i) f l (c) = 0 மற்றும் f ll (c) > 0, எனில   

f ஆனது c -ல இ்டம் சாரநதை சிறுமத்தை 
அ்்டகிறது.

(ii) f l (c) = 0 மற்றும் f ll (c) < 0, எனில  
f ஆனது c -ல இ்டம் சாரநதை ்பெருமத்தை 
அ்்டகிறது.

குறிப்பு:
்பொருளாதைாரததில, y = f (x) என்பெது ்சலவுச் 
சாரபு அலலது வருவாய் சார்பெ குறிக்கும் 

எனில, dx
dy

= 0, என்ற புள்ளியில, ்சலவு 
அலலது வருவாய் ்பெருமம் அலலது சிறுமமாக 
இருக்கும்.

எடுத்துககொட்டு 6.25 
f (x) = 2x3 + 3x2 – 12x என்ற சாரபிற்கு 

அறுதி நி்ல (முகடடு)  மதிபபுக்ளக் காணக.
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தீர்வு :

 f (x) = 2x3+3x2–12x  … (1)

 f l (x) = 6x2+6x–12

 f''(x) = 12x + 6

 f l (x) = 0 Þ6x2+6x–12 =0

 Þ  6(x2+x–2)= 0

 Þ  6(x+2)(x–1)= 0

 Þ  x = –2 ; x = 1

x = –2  எனில
 f ll (–2) = 12(–2) + 6 

  =  –18 < 0

 x =–2 -ல f (x) ஆனது இ்டம் சாரநதை  ் பெருமத்தை 
அ்்டகிறது.

்மலும் (1) -ல x = – 2-ஐ  பிரதியி்ட,  இ்டம் 
சாரநதை ்பெருமத்தை  அ்்டயலாம். 

 f (–2) = 2 (–2)3+3(–2)2–12(–2)

  = –16+12+24

  = 20.

x = 1 எனில
 f ll (1) = 12(1) + 6

  =  18 > 0

x = 1-ல  f (x) ஆனது இ்டம் சாரநதை  சிறுமத்தை 
அ்்டகிறது.

்மலும் (1)-ல x = 1 -ஐப   பிரதியி்ட,  இ்டம் 
சாரநதை சிறுமத்தை  அ்்டயலாம்.

 f (1) = 2(1) + 3(1) – 12 (1)

  =  –7

அறுதி நி்ல (முகடடு)  மதிபபுகள்  – 7 மற்றும் 
20 ஆகும்.

எடுத்துககொட்டு 6.26 
[–2,1] என்ற இ்்ட்வளியில f (x)=3x5–

25x3+60x+1 என்ற சாரபிற்கு முழுதைளாவிய  
்பெரும மற்றும் சிறும மதிபபுக்ளக்   காணக.

தீர்வு:

 f (x) = 3x5-25x3+60x+1 … (1)

 f l (x) = 15x4–75x2+60

  = 15(x4–5x2+4)

 f l (x) = 0 Þ15(x4–5x2+4)=  0

Þ (x2–4)(x2–1)= 0

x  = ±2 (அ)  x = ±1

–2, ±1 Î  [–2, 1] மற்றும் 2 2 1∉ −

,

x = –2 எனில

 f (–2) = 3 2 25 2 60 2 15 3- - - + - +^ ^ ^h h h
  = –15

x = 1 எனில

 f(1) = 3 1 25 1 60 1 15 3- + +^ ^ ^h h h
  = 39

x = – 1 எனில 

 f (–1) = 3 1 25 1 60 1 15 3- - - + - +^ ^ ^h h h
  = –37.

மீப்பெரு ்பெருமம் = 39 

மீச்சிறு சிறுமம்  = –37

6.3  ப�ருமம் மறறும் சிறுமம் 
ஆகியவறறின் �யன்�ொடுகள் 
(Applications of maxima and 
minima)

6.3.1  ப�ரும இ்லொ�ம்  மறறும் 
சிறுமச்பெ்லவு ெொர்்நத கணககுகள்: 
(Problems on profit 
maximization and minimization 
of cost function)

எடுத்துககொட்டு 6.27 

குறிபபிட்ட ்சலவுச் சாரபு C x x56 8 2= - +
ஆகும். இங்கு C என்பெது ஒரு அலகிற்கான  
்சலவு  மற்றும் x என்பெது உற்பெததி ்சய்யபபெடும் 
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்மாததை அலகுகள் என்க.  உற்பெததிச் ்சலவின் 
மீச்சிறு மதிபபி்னயும் அதைற்குத தைகுநதை உற்பெததி 
அளவுகளின் எணணிக்்கயும் காணக

தீர்வு:

C x x56 8 2= - +

 x – ஐ ்பொறுதது வ்கயி்ட,

 dx
dC x8 2=- +

 
dx
d C 22

2
=

   dx
dC 0= x8 2 0&- + =

           `  x = 4

x = 4 எனில   
dx
d C 2 02

2
2=

`  x = 4-ல C ஆனது ் பெருமத்தை  அ்்டகிறது.
`  உற்பெததி ்சலவின் மீச்சிறு மதிபபு
 C (4) = 56–32+16 = 40

்மலும் அதைற்கான உற்பெததி அளவு x = 4 அலகுகள்

எடுத்துககொட்டு 6.28 
ஒரு நிறுவனததின் ்மாததைச் ்சலவுச் 

சாரபொனது C x x x x3 5 28 10
3

2= - + +^ h ,   

இங்கு  x ஆனது உற்பெததி ஆகும். உற்பெததியின் 
ஒவ்வாரு அலகிற்கும் ` 2 வீதைம் விதிக்கபபெட்ட 
வரி்ய உற்பெததியாளர தைன் ்சல்வாடு  
இ்ணததுக் ்காள்கிறார. வியாபொரச் 
சந்தைக்கான ்தை்வச் சாரபு p = 2530 – 5x, 
என ்காடுக்கபபெட்டால, ்பெரும இலாபெம் 
அ்்டவதைற்கான உற்பெததியின் அள்வயும், 
வி்ல்யயும் காணக.  இங்கு p என்பெது  
உற்பெததியின் ஒவ்வாரு அலகின் வி்ல்யக் 
குறிகிறது.

தீர்வு:
x அலகுகள் உற்பெததிற்கான ்மாததை 

வருவாய்: R = p x

= (2530 – 5x)x

= –x x2530 5 2

அலகிற்கான வரி  ` 2 வீதைம் ்சலுததைபபெட்ட வரித 
்தைா்க = 2x.

`  வரி விதிக்கபபெட்ட பின் ்மாததைச்  ்சலவு

C(x) + 2x = x x x x3 5 28 10 2
3

2- + + +

இலாபெம் =  ் மாததை வருவாய் – (்மாததை ் சலவு    
 + வரி)

P = ( – ) ( )x x x x x x2530 5 3 5 28 10 2
3

2- - + + +

    = x x3 2500 10
3

- + -

 dx
dP  = x 25002- +

 
dx
d P

2
2

 = x2-

 dx
dP  = 0 x2500 2& - = 0

 Þ  x2 = 2500

`  x = 50 (–50 ஏற்பு்்டயதைலல)

x = 50 எனில, 
dx
d P

2
2

 = 2 × 50 < 0

x = 50 –ல P ஆனது ்பெருமம்  அ்்டகிறது
P = 2530 – 5(50)

 = ` 2280

எடுத்துககொட்டு 6.29 
உற்பெததிக்கான ்மற்பொர்வ ்சலவு  ` 1600.  
ஒரு அலகிற்கான ்பொருட்சலவு ` 30 மற்றும்  
x அலகுகள் உற்பெததி ்சய்வதைற்கான ஊதியம்

` x
100

2a k  ஆகும். சராசரி ் சலவு சிறுமமாக இருக்க 
எததை்ன அலகுகள் உற்பெததி ்சய்யபபெ்ட 
்வணடும்.

தீர்வு:
்காடுக்கபபெட்ட தைகவலின்பெடி, ஒரு குறிபபிட்ட 
்பொருளின் x அலகுகள் தையாரிபபெதைற்கான 
்மாததை ் சலவு C(x) = (உற்பெததி ் சய்வதைற்கான 
ஊதியம்) + (்பொருட்சலவு) + (உற்பெததிக்கான 
்மற்பொர்வச் ்சலவு)

C(x) = x x100 30 1600
2
+ +
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AC = x
C x] g  = x

x x100 30 1600
2
+ +

 = x
x100 30 1600+ +

dx
d AC^ h

 = 
x100

1 1600
2-  மற்றும்

dx
d AC

2

2 ^ h
 = 

x
3200

3

 
dx

d AC^ h  = 0 
x

1600
100

1
2&- +  =0

100
1

&  =  
x

1600
2  ⇒ x2  =160000

`  x  =  400 (–400 ஏற்பு்்டயதைலல)

x= 400 எனில, 
dx

d AC
2

2 ^ h
 =  

400
3200

3  > 0

அதைாவது, x = 400 எனில  AC ஆனது 
சிறுமத்தை அ்்டகிறது.

சராசரி ்சலவு சிறுமமாக இருக்க 400 
அலகுகள் உற்பெததி ்சய்யபபெ்ட ்வணடும். 

�யிறசி  6.2

1. x அலகுகள் ்காண்ட ஒரு ்பொருளுக்கான 
உற்பெததி மற்றும் சந்தைபபெடுததைலுக்கான 
சராசரிச் ்சலவுச் சாரபு .AC x x2 11 50= - +   
AC ஆனது கூடும் சாரபொக அ்மவதைற்கான 
உற்பெததி அளவு (x) ஏற்கும் மதிபபுக்ளக் 
காணக. 

2. ஒரு ்தைா்லக்காடசி உற்பெததியாளர x 
எணணிக்்க ்காண்ட ்தைா்லக்காடசிப 
்பெடடிக்ள உற்பெததி ்சய்வதைற்கும், 
சந்தைபபெடுததுவதைற்குமான ்சலவுச் சாரபு  

,C x x x300 4200 13 5002= + +^ h . 
ஒவ்வாரு ்தைா்லக்காடசி ்பெடடியும் 
` 8,400-க்கு விற்பெ்ன ்சய்யபபெடுகிறது 
எனில, நிறுவனததின் இலாபெம் அதிகமாகிறது 
என நிறுவுக.

3. ஒரு முற்றுரி்மயாளரின் ்தை்வபபொடடின் 
வ்ளவ்ர x = 106 – 2p மற்றும் சராசரி 
்சலவுச் சாரபின் வ்ளவ்ர AC x5 50= + .  

இங்கு p என்பெது உற்பெததிற்கான ஒரு அலகு 
வி்ல மற்றும் x என்பெது உற்பெததி 
்சய்யபபெடும் ்பொருடகளின் எணணிக்்க 
ஆகும். ்மாததை வருவாய் R = px, எனில 
அதிகபபெடியான  இலாபெம் தைரும் உற்பெததி 
அளவு மற்றும் மீப்பெரு இலாபெம் 
ஆகியவற்்றக் காணக.

4. ஒரு சுற்றுலா ஏற்பொட்டாளர ஒரு  பெயணிக்கு  
` 136 வீதைததில 100 பெயணிகளுக்கு ் மற்பெட்ட 
ஒவ்வாரு பெயணிகளுக்கும்  40 ்பெசாக்கள் 
வீதைம் தைள்ளுபெடி தைருகிறார. கு்றநதைது 100 
பெயணிகள் கலநது ்காண்டாலதைான் 
சுற்றுலா ்மற்்காள்ளபபெடும். அவர மீப்பெரு 
்தைா்க்யப ் பெறுவதைற்கான  பெயணிகளின் 
எணணிக்்க்யக் காணக.

5. y x x x2 3 36 103 2= - - +  -க்கு இ்டம் 
சாரநதை சிறுமம் மற்றும் இ்டம் சாரநதை ் பெருமம் 
ஆகியவற்்றக் காணக.

6. x எனும் ஒரு ்பொருளின் ்மாததை வருவாய் 
சாரபொனது R = x x x15 3 36

12
4+ -  எனில, 

சராசரி வருவாயின் மீப்பெரு புள்ளியில சராசரி 
வருவாயானது இறுதி நி்ல வருவாய்க்குச் 
சமம் என நிறுவுக. 

6.3.2  ெரககு நிக்லக கட்டுப்�ொடு 
(Inventory control)

ந்்டமு்ற மற்றும் எதிரகால ்தை்வக்்கற்பெ 
மூலப்பொருடக்ளக் ்கயிருபபு ்சய்வ்தை 
சரக்குநி்லக் கடடுபபொடு ஆகும்.  மூலப்பொருடகள், 
மற்றும் முழு்மய்்டநதை உற்பெததி ்பொருடகள் 
என்பென சரக்கு இருபபிற்கான எடுததுக்காடடுகள் 
ஆகும்.

்தை்வயான மூலப்பொருடகளில 
்தை்வயான அள்வ சீரான இ்்ட்வளியில 
்காருதைல மற்றும் ்பெறுதைல  மூலம், ்காருதைல 
்சல்வ கு்றபபெ்தை சரக்குநி்லக் கணக்கின் 
உள் ்நாக்கமாகும்.

ெரககு நிக்லத் தீர்மொனஙகள்:  
(An inventory decisions)

ஒவ்வாரு மு்றயும் சரக்கின் அளவானது, 
1. எவவளவு ்காரபபெ்ட ்வணடும்?
2. அ்வ எப்பொழுது ்காரபபெ்ட ்வணடும்?
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ெரககு நிக்ல கணககில் விக்லக 
கொரணிகளின் �ஙகு (Costs involved in an 
inventory problems)

(i)  தகக கவத்தல் பெ்லவு (அல்்லது)  
இருப்புச் பெ்லவு (அல்்லது) ெரககுத் 
ததககச் பெ்லவு C1 (Holding cost or 
storage cost or inventory carrying cost)

ஒரு அலகு அளவு ்காண்ட ்பொருடக்ள ஒரு 
அலகு கால அளவிற்கு  ்தைக்கி்வபபெது 
(அலலது) ்கயிருபபு ்சய்வதின் ்தைா்டரபொக 
ஏற்பெடும் ்சல்வ சரக்கு ்தைக்கச் ்சலவாகும்.
(ii)  �ற்றொககுக்ற விக்ல:  

(Shortage cost : C2)
சரக்கு இருபபு ்வபபெதைற்கான ்காள்முதைல 
்பொருளின் பெற்றாக்கு்றயால ஏற்பெடும் 
அதிகபபெடிச்  ்சலவு பெற்றாக்கு்றச் ்சலவாகும்.

(iii)  உட்கட்டகமப்புச் பெ்லவு ( அல்்லது) 
தகொருதல் பெ்லவு (அல்்லது) 
பகொள்முதல் பெ்லவு C3 (Setup cost or 
ordering cost or procurement cost)

்பொருடக்ள வாங்குவதைற்கான ்காருதைல 
்வபபுச் ்சலவு அலலது உற்பெததியின் 
வசதிக்காக, உற்பெததி உபெகரணங்க்ள மாற்றி 
அ்மபபெதைற்கான ஆரம்பெ கட்டச் ்சலவு. 

6.3.3  மிகு ஆதொயக தகொருதல் அளவு 
(Economic Order Quantity 
(EOQ)):

வரு்டாநதிர சரக்குத ்தைக்க ்சலவு மற்றும் 
நிச்சயிக்கபபெட்ட சூழ்நி்லயில, வரு்டாநதிர 
்தை்வக்்கற்பெ நிறுவன அ்மபபுச் ்சலவு 
்பொன்ற்வக்ள கு்றபபெதைற்குத ஏற்ற 
வ்கயில ்காருதைல அள்வ, சீரபெடுததுவ்தை 
மிகு ஆதைாய ்காருதைல அளவு ஆகும்.

சூததிரத்தை தைருவிக்கும் மு்ற கற்றல 
திற்ன ்மம்பெடுததுவதைற்காகக்  

்காடுக்கபபெடடுள்ளது. தைருவிக்கும் மு்ற 
்தைரவில ்கடகபபெ்டமாட்டாது.

்தை்வ ்தைரிநதும், கு்றபொடுகளின்றியும், 
சீரானதைாகவும் உள்ள ்பொழுது, ்பொருளாதைார 

்நாக்கின் கீழ் அ்மநதை ்காருதைல அள்வயும், 
அடுததைடுததை சாதைகமான இ்்ட்வளிகளில 
்காருதைல அள்வத தீரமானிபபெதைற்கும், இநதை 
வாய்பொடு பெயன்பெடுகிறது.

EOQ ஐப ்பெற பின்வருவனவற்்றக் 
கருது்வாம். 
(i) ஒரு கால அளவிற்குச் சீரான ்தை்வ R 

அலகுகள் என்க.
(ii) சரக்கு நி்ல உருபபெடிகளின் அளிபபு 

அலலது உற்பெததி உ்டனடியாகப 
்பெறபபெடுகிறது என்க. 

(iii) சரக்குத ்தைக்கச் ்சலவு `C1 என்க.
(iv) ஒரு  ஆணடில ் காரபபெடும் எணணிக்்க 

'n' எனவும், ஒவ்வாரு மு்றயும் 'q'  
அலகுகள் ்காரபபெடுகின்றன (உற்பெததி 
்சய்யபபெடுகின்றன) என்க.

(v) ஒவ்வாரு ்காருதைலுக்கும் ்காருதைல 
்சலவு `C3 எனவும், அடுததைடுததை இரு 
்காருதைலகளுக்கு இ்்டபபெட்ட கால 
அளவு 't' என்க.  

இநதை கட்ட்மபபின் விளக்கப பெ்டமானது கீ்ழ 
்காடுக்கபபெடடுள்ளது (Model)

                                                          

y

o

q 
= 

Rt

x

P Q R

→ ←t A

பெ்டம். 6.12

ஓர  உற்பெததி ஓட்டமானது t இ்்ட்வளியில 
அ்மகிறது எனில, ஒரு ்தை்வயின் அளவு    
q Rt=  யானது ஒவ்வாரு ஓட்டததிற்கும் 
உற்பெததி ்சய்ய ்வணடும். சிறிய கால அளவு 
dt -ல ்கயிருபபொனது  Rt dt , என்பெதைால  கால 
அளவு  t –ல ்கயிருபபொனது

Rt dt Rt

qt Rt q

t

0

21

2

1

2

∫ =

= =( )
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=  சரக்கு நி்ல முக்்காணம் OAP-ன் 
பெரபபெளவு (பெ்டம் 6.12 –ஐ பொரக்க) 

ஒவ்வாரு உற்பெததி ஓட்டததின் சரக்குத 
்தைக்கச் ்சலவு = 1

2
1

2C Rt

ஒவ்வாரு உற்பெததி ஓட்டததின் ் காருதைல 
்சலவு = C3

ஒவ்வாரு உற்பெததி ஓட்டததின் ்மாததை 

்சலவு = 1

2
1

2C Rt + C3 

ஒரு கால அளவிற்கான ்மாததை சராசரி ்சலவு 
  C(t) = 1

2
1

3C Rt C
t

+   .. (1)

  d
dt
C t C R C

t
( ) = −

1

2
1

3

2
 ... (2)

  
dt

d C t
2

2 ^ h
 = 

t
C2
3

3  ... (3)

C(t) ஆனது சிறும மதிப்பெப ்பெற,

d
dt
C t( ) = 0 அலலது  d

dt
C t

2

2
0( ) >

d
dt
C t C R C

t

t C
C R

( ) = ⇒ − =

⇒ =

0
1

2
0

2

1

3

2

3

1

t = 
2

3

1

C

C R
 எனும்்பொது, 

dt
d C t

2

2 ^ h
=
2

2

03

3

1

3
2

C

C

C R











>

இவவாறாக, உகநதை (optimum) கால இ்்ட்வளி  

t C
C R0

3

1

2
=  –ல C t( )  ஆனது சிறும மதிப்பெப 

்பெறுகிறது. 

\மிகு ஆதைாய ்காருதைல அளவு : 

EOQ = q0 = =Rt C R
C0

3

1

2

இது்வ விலசனின் உகநதை ்காருதைல 
அள்வக் கணக்கிடும் சூததிரமாகும்.
(i)  ஒரு ஆணடிற்கு, உகநதை ்காருதைலின் 

எணணிக்்க 

 n0 = 
்தை்வ
EOQ

 = R C
C R

RC
C t

1

3

1

3 0
2 2

1= =

(ii)  ஓர அலகு காலததில, சிறும சரக்கு நி்லச் 
்சலவு, C C C R

0 1 3
2=

(iii)  சரக்குத ்தைக்கச் ்சலவு = ×
q C0

1

2
 மற்றும் 

்காருதைல ்சலவு = R
q

C
0

3
×

(iv)  EOQ –ல, ்காருதைல ்சலவு = சரக்கு 
்தைக்கச் ்சலவு.

(v)  ் மாததை உகம ்சலவு = Rp + C C C R
0 1 3

2= .

எடுத்துககொட்டு 6.30 
ஒரு நிறுவனம் வரு்டததிற்கு 48000 அலகுகள் 
கச்சாப ்பொருடக்ளப பெயன்பெடுததுகிறது. 
அவற்றின் ஓர அலகின் வி்ல ` 2.50 ஒரு 
்காருதைலுக்கானக் ்காருதைல ்சலவு  ` 45. ஓர 
ஆணடிற்கு ் தைக்கச் ் சலவு ஓர அலகு வி்லயில 
10.8 % ஆகும் எனில மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல 
அளவு, ஒரு ஆணடிற்கான ்காருதைலகளின் 
எணணிக்்க மற்றும் ஒவ்வாரு 
்காருதைலுக்கும் இ்்டபபெட்ட கால அளவு   
ஆகியவற்்றக்  காணக. ்மலும் மிகு ஆதைாயக் 
்காருதைல அளவில, சரக்கு ்தைக்கச் ்சலவும், 
்காருதைல ் சலவும் சமம் என்பெ்தை சரிபொரக்கவும். 

தீர்வு:
இங்கு, ்தை்வ R = 48000

்தைக்கச் ்சலவு C1  = 2.50 இல 10.8%

             = 10 8

100
2 50 0 27

.
. .× =

்காருதைல ்சலவு C3 = 45

மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல அளவு q C R
C0

3

1

2
=

  = × × =2 45 48000

0 27
4000

.
 அலகுகள்
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ஒரு ஆணடுக்கான ்காருதைலகளின் 
எணணிக்்க = R

q0

  = =
48000

4000
12

ஒவ்வாரு ் காருதைலுக்கும் இ்்டபபெட்டக் 
கால அளவு : t0  = q

R
0

 = 1

12
0 083= .  ஆணடு

மிகு ஆதைாயக் ் காருதைல அளவில, சரக்கு ் தைக்கச் 
்சலவு = = ×

q C0

1

2

 = ×
4000

2
0 27.  = ` 540

மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல அளவில,  சரக்கு 
்காருதைல ்சலவு =

R
q

C
0

3
×

                   = 48000

4000
45×  = ` 540

என்வ மிகு ஆதைாய ்காருதைல அளவில, சரக்கு 
்தைக்கச் ்சலவும், ்காருதைல ்சலவும் சமம் 
ஆகும்.

எடுத்துககொட்டு 6.31 
ஒரு உற்பெததியாளர தைன்னு்்டய 

வாடிக்்கயாளரகளுக்கு வரு்டந்தைாறும் 
12,000 அலகுகள் வழங்குவதைற்கு ஒததுக் 
்காணடுள்ளார.  ்காருதைல ்சலவு (C3) ` 100 
மற்றும் சரக்குத ்தைக்கச் ்சலவு, ஒரு அலகிற்கு, 
ஒரு மாதைததிற்கு  ̀  0.80 எனக் கணக்கி்டபபெடுகிறது. 
பெற்றாக்கு்ற அனுமதிக்கப பெடுவதில்ல மற்றும் 
்காருதைலுக்கான வழங்கல உ்டனுக்கு்டன் 
ஏற்றுக் ்காள்ளபபெடுகிறது எனில, 

(i) மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல அளவு காணக.
(ii) இரணடு ்காருதைலுக்கு இ்்டபபெட்டக் கால 

அளவு
(iii) ஆணடு ஒன்றுக்கு வழங்கபபெடும் 

்காருதைலின் எணணிக்்க 
ஆகியவற்்றக் காணக.

தீர்வு :
R = வரு்டத ்தை்வ   = 12,000 அலகுகள்
C3= ்காருதைல ்சலவு = ` 100 ்காருதைல 
ஒன்றிற்கு
C1= சரக்குத ்தைக்கச் ்சலவு = ` 0.80 /லிட்டர / 
மாதைம் ஒன்றிற்கு
= ` 0.80×12 வரு்டததிற்கு

= ` 9.6 வரு்டததிற்கு

(i) EOQ = மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல அளவு  

           = C
C R2

1
3    = 2 100 12000

9 6
´ ´

.
            = 500 அலகுகள்

(ii) ஒரு வரு்டததிற்கான உகநதை ் காருதைலின் 

எணணிக்்க = 
்தை்வ
EOQ

 = ,
500

12 000 =24

(iii) உகநதை ்நரம், வரு்டம் ஒன்றிற்கு

= t
1
0

 = 24
1  வரு்டம்  = 24

12   மாதைம்

 = 2
1 மாதைம் = 15 நாடகள்

எடுத்துககொட்டு 6.32 

ஒரு நிறுவனம் மாதைம் ஒன்றிற்கு 1000 அலகுகள் 
சீரான வி்லயில வழங்குகிறது மற்றும் 
ஒவ்வாரு மு்றயும் உற்பெததி ்சலவு ` 200–ல 
ஆரம்பிக்கிறது.  ஒரு ் பொருளுக்கு ஒரு மாதைததிற்கு 
்தைக்க நி்லச் ்சலவு ` 20  ஒரு ஓட்டததிற்கு 
உற்பெததி ்சய்யபபெடும் ்பொருடகளின் 
எணணிக்்க உறுதி ்சய்யபபெ்ட ்வணடும். 
500, 600, 700 மற்றும் 800 ஆகிய ஓட்ட அளவிற்கு 
்மாததை உள்கட்ட்மபபுச் ்சலவு மற்றும் சரக்கு 
நி்லத ்தைக்கச் ்சலவுக்ளக் காணக. ்மலும் 
EOQ  சூததிரத்தைப பெயன்பெடுததி, உற்பெததி 
ஓட்டச் ்சல்வக் காணக.

தீர்வு:
்தை்வ: R = 1000 அலகுகள் / மாதைம்
்காருதைல ் சலவு : C3 =  ̀  200 ஒரு ் காருதைலுக்கு
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சரக்குத ்தைக்கச் ்சலவு :  C1=  ` 20 / உருபபெடி/ 
மாதைம்

ஓட்ட 
அளவு

q

்காருதைல 
்சலவு
R
q
C´

3

சரக்கு நி்லத 
்தைக்கச் ்சலவு  
q
C

2 1
´

்மாததை 
சரக்கு 

நி்லச் 
்சலவு

500 ×500
1000 200 400= ×2

500 20 5000= 5400

600 × .600
1000 200 333 3= ×2

600 20 6000= 6333.3

700 × .700
1000 200 285 7= ×2

700 20 7000= 7285.7

800 ×800
1000 200 250= ×2

800 20 8000= 8250

அட்டவ்ண : 6.3

EOQ = C
RC2

1
3   = × ×

20
2 1000 200

 = 20000

  = 141 அலகுகள் ( ்தைாராயமாக)

எடுத்துககொட்டு 6.33 
ஒரு தையாரிபபு நிறுவனம்,  சீரான 

வி்லயில 4000 அலகுகள் உற்பெததியி்ன 
வழங்குவதைற்கு ஒததுக்்காணடுள்ளது.   இருபபுச் 
்சலவு அலகு ஒன்றிற்கு ஒரு ஆணடிற்கு ` 50 
மற்றும் சரக்கு இருபபுச் ்சலவு ஒரு ஓட்ட 
உற்பெததிற்கு `160 என தீரமானிக்கபபெடடுள்ளது. 
உற்பெததியானது உ்டனடியாக ்தைா்டங்குவதைற்கு 
ஒததுக்்காள்ளபபெடடுள்ளது மற்றும் பெற்றாக் கு்ற 
அனுமதிக்கபபெடுவதில்ல எனில, ஓட்டம்  
ஒன்றுக்கு ்மாததை சரக்கு நி்லச் ்சலவு, சிறுமம் 
அ்்டவதைற்கு எததை்ன அலகுகள் உற்பெததி 
்சய்ய ்வணடும் எனக் கணக்கிடுக.

தீர்வு: 
வரு்டத ்தை்வ : R = 4000 அலகுகள்
இருபபுச் ்சலவு : C1 = ` 50

ஒரு  உற்பெததிக்கு ் காருதைல ் சலவு:  C3= ̀ 160

EOQ = c
Rc2

1
3

 = 50
2 4000 160# #  = 160 அலகுகள்.

∴ உற்பெததி ்சலவி்னக் கு்றபபெதைற்கு 
ஓட்டம் ஒன்றிக்கு 160 அலகுகள் உற்பெததி 
்சய்யபபெ்ட ்வணடும்.
எடுத்துககொட்டு 6.34 
ஒரு நிறுவனமானது 500 ்பெடடிக்ள மூன்று 
மாதைங்களில வாங்கியுள்ளது.  ஒரு ்பெடடியின் 
வி்ல ` 125,  ்காருதைல ்சலவு `150 ஆகும்.  
ஓர அலகிற்கு ஆணடு சரக்கு நி்லச் ்தைக்கச் 
்சலவு 20% -ஆக மதிபபி்டபபெடடுள்ளது.

( i )   தைற்்பொ்தைய சரக்கு நி்லக் 
்காள்்கக்கான ்மாததை சரக்கு நி்ல 
்சலவுத ்தைா்க்யக் காணக. 

(ii)  EOQ –ன், அளவி்ன அலகு மதிபபில 
காணக

(iii)  மிகு ஆதைாய ்காருதைல அள்வப 
பெயன்பெடுததி ்வ்ல ்சய்வதைன் மூலம் 
எவவளவு பெணம் ்சமிக்க இயலும்? 

தீர்வு: 
கணக்கின்பெடி,
ஒரு ்காருதைலின் ்காருதைல ்சலவு : C3= `150

ஓர அலகு ் காருதைலின் எணணிக்்க :q = 500 
அலகுகள்
வரு்டத ்தை்வ  = 500 × 4 = 2000  அலகுகள்
்தைக்கச் ்சலவு   = ஓர அலகுக்கு 20% 

     C1 = 100
20 #125 =  `25

(i) தைற்்பொ்தைய சரக்குநி்ல ்காள்்கக்கான 
்மாததை சரக்கு நி்லச் ்சலவு

 = q
R  × C3 + 

q
2 C1

 = 500
2000  × 150 + 2

500  × 25

 =  ` 6850

(ii) EOQ = C
RC2

1
3

  = 25
2 2000 150# #
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  = 12 2000#

  ≈ 155 அலகுகள்.

(iii)  சிறும சரக்கு நி்லச் ் சலவு = RC C2 3 1

 = 2 2000 150 25# # #

 = ` 3873.
மிகு ஆதைாய ்காருதைல அளவி்னப 

பெயன்பெடுததி, நிறுவனம் ்சமிததை பெணம்
 = 6850–3873 =  `2977

�யிறசி  6.3

1. வரு்டாநதிர ்தை்வ மற்றும் 3 
்பொருடகளின் ஓரலகு வி்ல கீ்ழ 
்காடுக்கபபெடடுள்ளது.

்பொருடகள்
வரு்டத 
்தை்வ 

(அலகுகளில)
அலகு வி்ல

(ரூபொயில)

A 800 0.02

B 400 1.00

C 13,800 0.20

்காருதைல ்சலவு ஒரு ்காருதைருலுக்கு ` 5 
மற்றும் ஆணடு இருபபுச் ் சலவு அலகு  ஒன்றிற்கு 
` 10  ஆகும் எனில,

(i) மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல அளவி்ன 
அலகு மதிபபில காணக.

(ii) சிறும சரக்கு நி்லச் ்சலவு.
(iii) மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல அள்வப 

ரூபொயில காணக.
(iv) மிகு ஆதைாயக் ் காருதைல அள்வ வரு்ட 

வழங்கல அடிபபெ்்டயில  காணக.
(v) ஒரு வரு்டததிற்கான ்காருதைலகளின் 

எணணிக்்க்யக் காணக.

2. ஒரு விற்பெ்னயாளர தைன்னு்்டய 
வாடிக்்கயாளருக்கு ஒரு வாரததிற்கு 
400 அலகுகள் ்காண்ட ்பொருடக்ள 
வழங்குகிறார. விற்பெ்னயாளர 
உற்பெததியாளரி்டமிருநது ஓர அலகு 

்பொரு்ள ` 50 –க்கு வாங்குகிறார.  
உற்பெததியாளரி்டமிருநது வாங்கபபெடும் 
்காருதைல ்சலவு, ஒரு ்காருதைலுக்கு  
` 75  ஒரு வரு்டததிற்கான  சரக்கு நி்ல 
்தைக்கச் ்சலவானது உற்பெததி ்சலவின் 
7.5 % எனில

(i) மிகு ஆதைாயக் ்காருதைல அளவு (EOQ)

(ii) ்மாததை உகமச் ் சலவு ஆகியவற்்றக் 
காணக.

6.4  �குதி வககயிடல்:  
(Partial Derivatives)

பெல மாறிக்ளக் ்காண்ட ஒரு சாரபின் 
பெகுதி வ்கயி்டல என்பெது மாறிகளில ஏ்தைனும் 
ஒன்்றப ்பொறுதது (மற்ற மாறிக்ள 
மாறிலிகளாகக் ்காணடு) சாரபின் வ்கயி்டல  
ஆகும். இப்�குதியில் �ொம் இரண்டு ெொரொ 
மொறிககள பகொண்ட ெொர்புககள மட்டும் 
எடுத்துகபகொண்டு அவறறின் வககயீடுககள 
கொண்த�ொம்.
u f x y= ( , )  என்பெது  x , y என்ற இரணடு சாரா 
மாறிக்ளக் ்காண்ட சாரபு என்க.

y –ஐ மாறிலியாகக் ்காணடு x –ஐ 
்பொறுதது u f x y= ( , )  -்ய  வ்கயீடு ்சய்து 
கி்்டபபெது x  –ஐ ்பொறுதது u -ன் பெகுதி 
வ்கக்்கழு ஆகும்.  இ்தை x

u
2
2  அலலது ux 

எனும் குறியீடடில குறிபபெது வழக்கம் 

x
u
2
2 = lim

x 0"T
( , ) ( , )

x
f x x y f x y

T
T+ -

என்ற எல்ல இருக்கும்்பொது, y 
என்பெது மாறாதைது, Ox என்பெது  x -ல ஏற்பெடும் 
சிறு மாற்றமாகும். x -ஐ மாறிலியாகக் ்காணடு 
y –ஐப ் பொறுதது u= f(x,y) -ஐ வ்கயீடு ் சய்து 
கி்்டபபெது y –ஐ ்பொறுததை u -ன் பெகுதி 
வ்கயி்டல ஆகும். இ்தை y

u
2
2  அலலது uy 

எனும் குறியீடடில குறிபபெது வழக்கம் 

y
u
2
2 = lim

y 0"T

f x y y f x y

y

� , � � ,+( )− ( )∆

∆
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என்ற எல்ல இருக்கும்்பொது, x என்பெது 
மாறாதைது, Oy என்பெது y -ல ஏற்பெடும் சிறு 
மாற்றமாகும். 

x
u
2
2  -ஐ x2

2  f(x,y) (அலலது) x
f
2
2  என 

எழுதைலாம். இ்தை ்பொல ¶
¶
u
y

 -ஐ ¶
¶y

 f (x,y) 

(அலலது) y
f
2
2  என எழுதைலாம். பெகுதி 

வ்கக்்கழுக்க்ளக் காணும் மு்ற்ய 
பெகுதி வ்கயி்டல என்கி்றாம்.

6.4.1  பதொடர்ச்சியொன �குதி 
வகககபகழுககள்: (Successive 
partial derivatives)

u f x y= ( , )  என்ற சார்பெ  
எடுததுக்்காள்்வாம். இதிலிருநது x

u
2
2  மற்றும் 

y
u
2
2  காணலாம். x

u
2
2 மற்றும் y

u
2
2   என்பென,  

y–ன் சாரபுகளாக இருநதைால அவற்்ற x மற்றும் 
y-ஐ ்பொறுதது மீணடும்  பெகுதி வ்கயி்டலாம். 
இநதைப பெகுதி வ்கக்்கழுக்கள் u(x, y)-ன் 
இரண்டாம் வரி்ச பெகுதி வ்கக்்கழுக்கள் 

ஆகும். அதைாவது 
y
u
2

2

2
2 , 

x
u
2

2

2
2   y x

u2

2 2
2 , x y

u2

2 2
2  

ஆகிய்வ இரண்டாம் வரி்ச பெகுதி 
வ்கக்்கழுக்கள். 

இ்தை்பொல மூன்றாம் வரி்ச , நான்காம் 
வரி்ச பெகுதி வ்கக்்கழுக்க்ள (காண 
முடியுமானால) நாம்  காணலாம். ்தைா்டரச்சியாக 
பெகுதி வ்கக்்கழு காணும் மு்ற்ய 
்தைா்டரச்சியான பெகுதி வ்கக்்கழுக்கள் 
என்்பொம். 

u = f (x,y) –ஐ  x –ஐ  ்பொறுதது பெகுதி 
வ்கயீடு ் சய்து மீணடும் y,  ஐ ் பொறுதது பெகுதி 
வ்கபபெடுததினால நாம் ்பெறுவது y2

2
x
u
2
2b l  

அதைாவது ∂
∂ ∂

2u
y x

 ஆகும்.  

அ்தை ் பொல u = f (x,y)–ஐ y-ஐ ் பொறுதது 
பெகுதி வ்கயீடு ் சய்து மீணடும் x – ஐ ் பொறுததை 

பெகுதி வ்கயி்ட்ல ∂
∂
∂
∂









x
u
y

 அதைாவது  ∂
∂ ∂

2u
x y

 
என்று குறிப்பொம்.

குறிப்பு:
u(x,y) என்பெது x மற்றும் y-ல ் தைா்டரச்சியான 
சாரபு எனில, ∂

∂ ∂
=

∂
∂ ∂

2 2u
y x

u
x y

.

ெம�டித்தொன ெொர்புகள்:  
(Homogeneous functions)

u=f (x,y) என்பெது x ,y  என்ற  இரு சாரா 
மாறிக்ளக்்காண்ட சாரபு என்க. 

 f tx ty t f x yn
( , ) ( , )= , t > 0.

எனில u=f (x,y) என்பெது 'n' பெடியுள்ள 
சமபெடிததைான சாரபு எனபபெடும்.

6.4.2  ஆய்லரின் ததற்றம் மறறும் 
அதன் �யன்�ொடுகள் (Euler’s 
theorem and its applications) 
இரு மொறிககள பகொண்ட 
ஆய்லரின் ததற்றம்: (Euler’s 
theorem for two variables)

u f x y= ( , )  என்பெது x,y –ல அ்மநதை 'n', 
பெடியுள்ள சமபெடிததைான சாரபு எனில  

 x u
x

y u
y

nu∂
∂

+
∂
∂

=

எடுத்துககொட்டு 6.35 
u = x2(y–x) + y2 (x–y), எனில ∂

∂
+
∂
∂

u
x

u
y

 = –2 

(x–y)2 எனக் காடடுக.

தீர்வு:
 u = x2y–x3+xy2–y3

 x
u
2
2  = 2xy–3x2+y2

 y
u
2
2  = x2+2xy –3y2

 x
u
2
2 + y

u
2
2  = –2x2–2y2+4xy

   = − + −( )2 22 2x y xy

     = –2 (x–y)2
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எடுத்துககொட்டு 6.36 

u = log(x2+y2) எனில, 
x
u
2

2

2
2 +

y
u
2

2

2
2  =0 

எனக்காடடுக.

தீர்வு:
  u = log(x2+y2 )

 x
u
2
2  = 

x y
1

2 2+
(2x) = 

x y
x2

2 2+

 ¶
¶

2

2

u

x
 = 

x y

x y x x2 2 2
2 2 2

2 2 $ $

+

+ -_
_
i

i = 
x y

y x2
2 2 2

2 2

+

-

_
_

i
i

 

 y
u
2
2  = 

x y
1

2 2+
(2y) = 

x y
y2

2 2+

  
y
u
2

2

2
2  = 

( )
( )

x y
x y y y2 2 2

2 2

2 2 $ $

+

+ -
  = 

( )
( )
x y

x y2
2 2 2

2 2

+

-

`  
x
u
2

2

2
2 +

y
u
2

2

2
2  = 0.

எடுத்துககொட்டு 6.37 

u = xy+sin(xy), எனில x y
u2

2 2
2 = y x

u2

2 2
2  எனக் 

காடடுக.

தீர்வு:
      u  = xy+sin(xy)

 x
u
2
2  = y+ycos(xy)

 y
u
2
2  = x+xcos(xy)

 x y
u2

2 2
2  = x2

2
y
u
2
2c m

  = 1+ − ( )⋅( )+ ( )x xy y xysin cos

  = 1–xy sin(xy)+cos(xy) .... (1)

 ¶
¶ ¶

2u
y x

 =  ∂
∂

+ ( )( )
y
y y xycos

 = 1+ ( )+ − ( )( )cos sinxy y xy x

 = 1− ( )+ ( )xy xy xysin cos ... (2)

 (1) மற்றும் (2) -லிருநது 

 x y
u2

2 2
2  = y x

u2

2 2
2

எடுத்துககொட்டு 6.38 

u  =  
x y

1
2 2+

 என்ற சாரபிற்கு ஆய்லரின் 

்தைற்றத்தைச் சரிபொரக்க.

தீர்வு:
u(x,y) = x y2 2

1
2+( )−

u(tx,ty) = t x t y2 2 2 2
1
2+( )− = t–1  x y2 2

1
2+( )−

`  u என்ற சமபபெடிததைான சாரபின் பெடி –1 ஆகும்.
 ஆய்லரின் ்தைற்றததின் பெடி,  

x. x
u
2
2  + y. y

u
2
2 = (–1)u = –u

ெரி�ொர்த்தல்:(Verification)

      u  = x y2 2
1
2+( )−

    x
u
2
2   = − +( ) ⋅−1

2
22 2

3
2x y x =

x y

x
2 2 2

3
+

-
-_ i

x
u
x

⋅
∂
∂

  = 
x y

x
2 2 2

3
2

+

-
-_ i

    y
u
2
2   =  − +( ) ⋅−1

2
22 2

3
2x y y =

x y

y
2 2 2

3
+

-
-_ i

 

y
u
y

⋅
∂
∂

 = 
x y

y
2 2 2

3

2

+

-
-_ i

 

`  x u
x

⋅
∂
∂

 +y u
y

⋅
∂
∂

 = 
( )

( )

x y

x y
2 2 2

3

2 2

+

- +
-

 = (–1)
x y

1
2 2+

 = (–1)u = –u

என்வ ஆய்லரின் ்தைற்றம் சரிபபொரக்கபெட்டது. 

எடுத்துககொட்டு 6.39 

u = log x y
x y4 4

+
+

 என்க.  ஆய்லரின் ் தைற்றத்தைப 

பெயன்பெடுததி x u
x

⋅
∂
∂

 + y u
y

⋅
∂
∂

 = 3 எனக் காடடுக.
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தீர்வு:

u = log x y
x y4 4

+
+

eu = x y
x y4 4

+
+

 = f (x,y) ... (1)

f (x,y) = x y
x y4 4

+
+  என்பெ்தை  எடுததுக்்காள்்வாம்.

,f tx ty^ h = tx ty
t x t y4 4 4 4

+
+

 = t x y
x y3

4 4

+
+d n =  ,t f x y3 ^ h

`  f என்ற சமபபெடிததைான சாரபின் பெடி 3 ஆகும்.
ஆய்லரின் ்தைற்றத்தைப பெயன்பெடுததை, 

x
u
x

⋅
∂
∂

+y u
y

⋅
∂
∂

= 3f   

f (x,y) = eu  என்பெ்தை  எடுததுக்்காள்்வாம்.

 x
e
x

u

⋅
∂
∂

+y e
y

u

⋅
∂
∂

 = e3 u

`  e x u
x

u ⋅
∂
∂

+e y u
y

u ⋅
∂
∂

 = e3 u

 x
u
x

⋅
∂
∂

 +y u
y

⋅
∂
∂

 = 3

�யிறசி 6.4

1. z = ax b cy d+ +^ ^h h , எனில x
z
2
2  மற்றும் 

y
z
2
2  என்பெனவற்்றக் காணக.

2. u exy= , எனில 
x
u

y
u

2
2

2
2

2
2

2
2+  = u x y2 2+_ i 

எனக்காடடுக.
3. .cos cosu x y y x= +  எனில,  

x y
u2

2 2
2  = y x

u2

2 2
2  என்பெ்தைச் சரி பொரக்க.

4.  u= x y xy33 3 2+ +  என்ற சாரபிற்கு 
ஆய்லரின் ்தைற்றத்தைச் சரி பொரக்க.

5. u= cosx y y
x2 3 a k  என்க.  

ஆய்லரின் ்தைற்றத்தைப பெயன்பெடுததி

. .x x
u y y

u
2
2

2
2+ =5u எனக் காடடுக.

6.5  �குதி வககயிடலின் 
�யன்�ொடுகள் (Applications  of 
partial derivatives)
்தைாழில து்றயில ் நரடி பெங்கு வகிக்கக் 

கூடிய கணக்குக்ள பெகுதி வ்கயி்டல மூலம் 
இங்கு காணலாம்.

6.5.1   இரு மொறிகளின் உற�த்திச் 
ெொர்பு, இறுதி நிக்ல உற�த்தித் 
தி்றன் (Production function 
and marginal productivities of 
two variables)

(i)  உற�த்திச் ெொர்பு:  
(Production function)

P என்ற ஒரு நிறுவனததின் உற்பெததியானது, 
மூலதைனம் (K), ஊதியம் (L), மூலப்பொருள்கள் 
(R), இயநதிரங்கள் (M) ்பொன்ற பெல 
்பொருளாதைாரக் காரணிக்ளச் சாரநதிருக்கிறது.  
என்வ  P = f (K,L,R,M,…)   என்பெது 
உற்பெததிச் சாரபு எனபபெடும். P என்பெது முதைலீடு 
மற்றும் ஊதியம் மடடு்ம சாரநது 
இருபபின்P=f (L,K) என எழுதைலாம்.

(ii)  இறுதி நிக்ல உற�த்தித் தி்றன்: 
(Marginal productivities)

P = f (L,K) என்பெது உற்பெததிச் சாரபு 
எனில L

P
2
2  என்பெது ஊதியம் சாரநதை  இறுதிநி்ல 

உற்பெததிச் சாரபு எனவும், K
P
2
2  என்பெது 

மூலதைனம் சாரநதை இறுதிநி்ல உற்பெததிச் சாரபு 
எனவும் அ்ழக்கபபெடும்.

P(L,K) என்ற ஒரு பெடி சீரான உற்பெததிச் 
சாரபிற்கான ஆயிலரின் ்தைற்றமானது 

 L L
P K K

P
2
2

2
2+  = P ஆகும்.

6.5.2  �குதி ததகவ ப�கிழ்ச்சிகள் 
(Partial elasticity of demand)

A, B ஆகிய ்பொருள்களின் வி்லகள் 
மு்ற்ய p1, p2 எனில A என்ற ்பொருளின் 
்தை்வ q = ,f p p1 2^ h  ஆகும்.
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p1 ஐப ்பொறுதது q-ன் ்தை்வயின் பெகுதி ்நகிழ்ச்சி 

hqp
Eq
Ep

p

q
q
p1

1

1

1

= =
− ∂
∂

 

என வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது.
p2 ஐப ்பொறுதது q -ன் ்தை்வயின் பெகுதி 
்நகிழ்ச்சி

hqp
Eq
Ep

p

q
q
p2

2

2

2

= =
− ∂
∂

 

என வ்ரயறுக்கபபெடுகிறது.

எடுத்துககொட்டு 6.40 
P = . .L L K K KL10 0 1 5 0 3 42 2+ + - +  

என்ற  உற்பெததிச் சாரபுக்கு K = L = 10 எனில 
மூ ல தை ன ம்  ( K )  ம ற் று ம்  ஊ தி ய ம்  ( L ) 
ஆகியவற்றி்ன சாரநதை இறுதிநி்ல 
உற்பெததிக்ளக் காணக.

தீர்வு:
P = . .L L K K KL10 0 1 5 0 3 42 2+ + - +

 ∂
∂

= + +
P
L

L K10 0 2 4.

 ∂
∂

= − +
P
K

K L5 0 6 4.

K = L = 10 அலகுகள் எனில
ஊதியம் சாரநதை இறுதிநி்ல உற்பெததி:  
∂
∂









P
L

( , )10 10

 = 10 + 2 + 40 = 52 அலகுகள்

மூலதைனம் சாரநதை இறுதிநி்ல உற்பெததி: 
∂
∂








P
K

( , )10 10

 = 5 −  6 + 40 = 39 அலகுகள்

எடுத்துககொட்டு 6.41 
ஒரு நிறுவனததின் உற்பெததிச் சாரபு  

P = . .L L K K KL10 0 1 15 0 2 22 2- + - +  இங்கு 
L என்பெது ஊதியம் மற்றும் K என்பெது 
மூலதைனத்தைக் குறிக்கிறது.

(i) ஊதியம் மற்றும் மூலதைனம் ஒவ்வான்றும் 
10 அலகுகள் எனில இறுதிநி்ல 
உற்பெததிச் சாரபுக்ளக் கணக்கிடுக.

(ii) மூலதைனததில 10 அலகுகள் 
பெயன்பெடுததைபபெட்டால ஊதியததிற்கான 
உச்ச வரம்்பெக் காணக.

தீர்வு:
(i)  P = 10 0 1 15 0 2 22 2L L K K KL− + − +. .  

(்காடுக்கபபெடடுள்ளது)

  ∂
∂

= − +
P
L

L K10 0 2 2.

  ∂
∂

= − +
P
K

K L15 0 4 2.

L = K = 10 அலகுகள் எனில,
ஊதியம் சாரநதை இறுதிநி்ல உற்பெததி:  
∂
∂









P
L

( , )10 10

 = 10 −  2+20=28 அலகுகள் 

மூலதைனம்  சாரநதை  இறுதிநி்ல உற்பெததி: 
∂
∂








P
K

( , )10 10

= 15−4+20=31 அலகுகள்

(ii)  K=10 எனும் ்பொது ஊதியததிற்கான  

உச்ச வரம்பு L
P
2
2a k  ≥ 0 ஆகும்.

 10−0.2L+20 ≥0

 30 ≥ 0.2L

அதைாவது, L ≤ 150

`  ஊதியததிற்கான  உச்ச வரம்பொனது 150 
அலகுகள் ஆகும்.

எடுத்துககொட்டு 6.42 
ஒரு நிறுவனததின் உற்பெததிச் சாரபு

P L K= 4

3

4

1

4  எனில,  மூலதைனம் சாரநதை  இறுதி 
நி்ல உற்பெததி மற்றம் ஊதியம் சாரநதை 
இறுதிநி்ல உற்பெததி ஆகியவற்்றக் காணக. 

்மலும் L L
P K K

P P2
2

2
2+ =  என நிருபி.

தீர்வு:

P = 4

3

4

1

4L K

 ஊதியம் சாரநதை  இறுதிநி்ல உற்பெததி :

¶
¶
P
L

 = 4 3
4

´ L K
−1

4

1

4  = 3 K
L









1

4
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மூலதைனம் ்பொறுததை இறுதி நி்ல உற்பெததி:   

¶
¶
P
K

 = 4 L K
3

4

3

4
1

4
×

−

 = L
K









3

4

L
P
L
K
P
K

∂
∂
+

∂
∂

 = 3L K
L









1

4

+K L
K









3

4

= 3 L K
3

4

1

4 + L K
3

4

1

4  

= 4 L K
3

4

1

4  = P

எடுத்துககொட்டு 6.43 

x என்ற ் பொருளின் ் தை்வ q = p p p p5 2 1 2 1
2

2- + - 

p p p p5 2 1 2 1
2

2- + -  எனில EP
Eq

1
 மற்றும் EP

Eq
2

 என்ற  
பெகுதி ் நகிழ்ச்சிக்ள p1=3 மற்றும் p2=7 எனும் 
்பொழுது காணக.

தீர்வு:
 q = p p p p5 2 1 2 1

2
2- + -

 p
q
12
2

 = −2−2p1 p2

 p
q
22
2

 = p1 1
2-

 Ep
Eq

1
 = q

P
p
q1
12
2

-  

  = p p p p
p

p p
5 2

2 2
1 2 1

2
2

1
1 2- + -

-
- -^ h

  = 
p p p p
p p p

5 2
2 2

1 2 1
2

2

1 1
2

2
- + -

+

இங்கு p1= 3  மற்றும் p2= 7

Ep
Eq

1
 = 5 6 7 9 7

2 3 2 9 7
- + -
+^ ^
^
^
^

h h
h
h
h  = 57

132
- = 57

132-

Ep
Eq

2
 = q

P
p
q2
22
2

-  =  
p p p p
p p

5 2
1

1 2 1
2

2

2 1
2

- + -

- -_ i

  = 
p p p p
p p p

5 2 1 2 1
2

2

2 2 1
2

- + -

- +

இங்கு p1= 3  மற்றும் p2= 7

Ep
Eq

2
 = 5 6 7 9 7

7 7 9
- + -
- + ^

^ ^
h
h h  = 57

56
-  = 57

56-

�யிறசி 6.5

1.  P = L K K L KL8 2 3 2 72 2- + - + என்ற 
உற்பெததிச் சாரபிற்கு K = 3 மற்றும் L= 1 
என்ற மதிபபுகளின் மூலதைனம் (K) மற்றும் 
ஊதியம் (L) சாரநதை  இறுதிநி்ல 
உற்பெததிக்ளக் காணக.

2. ஒரு நிறுவனததின் உற்பெததிச் சாரபு  
P= LK L K4 2 2- + , L>0, K>0, எனில 
L L

P K K
P

2
2

2
2+  = 2P என நிரூபி.

3. z = x xy y3 4 32 2- + என்பெது ஒரு உற்பெததிச் 
சாரபு. இங்கு x என்பெது ஊதியம் மற்றும் y 
என்பெது மூலதைனம்  ஆகும். x = 1, y = 2 எனில  
இறுதிநி்ல உற்பெததி சாரபுக்ளக்  காணக

4.  P = L K3 . .0 4 0 6^ ^h h  என்பெது ஒரு உற்பெததிச் 
சாரபு இங்கு L என்பெது ஊதியம் மற்றும்  
K என்பெது மூலதைனம் எனில L = 10 மற்றும்  
K = 6 என இருக்கும்்பொழுது இறுதிநி்ல 
உற்பெததிக்ள காணக. 

 [ .0 6 .0 6^ h = 0.736,(1.67)0.4=1.2267]

5.   A என்ற ்பொருளின் ்தை்வ  
q = p p13 2 31 2

2- -  எனில p1= p2 = 2 என்ற 

மதிபபுகளுக்கு Ep
Eq

1
 மற்றும் Ep

Eq
2

 என்ற 
பெகுதி ்நகிழ்ச்சிக்ளக் காணக.

6.  A என்ற ்பொருளின் ்தை்வ q p p p p= − + −80 5
1

2

2 1 2
 

q p p p p= − + −80 5
1

2

2 1 2
 எனில  p1=2 மற்றும் p2=1 என்ற 

மதிபபுகளுக்கு Ep
Eq

1
 மற்றும் Ep

Eq
2

 என்ற 
பெகுதி ்நகிழ்ச்சிக்ளக் காணக.

�யிறசி  6.6

  ெரியொன விகடகயத் 
ததர்்நபதடுத்து எழுதுக

1. C(x) = x x x2 5 14 213 2+ - +  என்ற 
்சலவு சாரபின் சராசரி மாறாச் ்சலவானது

(a) 3
2  (b) x

5  (c) x
14-  (d) x

21  
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2. p = 20–3x  என்ற ்தை்வச் சாரபின் இறுதி 
நி்ல வருவாய்
(a) 20–6x (b)20–3x

(c) 20+6x (d) 20+3x

3. ஒரு நிறுவனததின் ்தை்வ மற்றும் அதைன் 
்சலவுச் சாரபு மு்ற்ய p = 2–x  மற்றும்  
 C = – x x2 2 72 + + எனில,  இதைன் இலாபெச் 
சாரபொனது 

(a) x 72 +  (b) x 72 -

(c) x 72- +  (d) x 72- -

4. ்தை்வச் சாரபு மீள்தைன்்ம ்காண்டது 
எனில,
(a) ηd >1 (b) ηd =1

(c) ηd <1 (d) ηd =0

5. x = p
1  என்ற ்தை்வ சாரபின் ்தை்வ 

்நகிழ்ச்சி
(a) 0  (b) 1

(c) p
1-  (d) ∞

6.  MR, AR  மற்றும் ηd  க்களுக்கு இ்்ட்யயுள்ள 
்தைா்டரபொனது

(a) ηd
AR

AR MR
=

−
 

(b) ηd AR MR= −

(c) MR AR d= =η

(d) AR MR

d

=
η

7. C e25
1 x5=  என்ற ்சலவுச் சாரபுக்கான 

இறுதிநி்லச் ்சலவு
(a) 25

1  (b) e5
1 x5

(c) e125
1 x5  (d) e25 x5

8. x = 2 -ல x -ஐப ் பொறுதது y = 2x2 + 5x -ன் 
உ்டனடி மாறு வீதைம்
(a) 4  (b) 5

(c) 13  (d) 9

9. ஒரு குறிபபிட்ட நிறுவனததின் சராசரி 
வருவாய் ` 50 மற்றும் அதைன் ்தை்வ 
்நகிழ்ச்சி 2 எனில அதைனு்்டய இறுதி 
நி்ல வருவாய்
(a) ` 50 (b) ` 25
(c) ` 100 (d) ` 75

10. P(x)  என்ற இலாபெச் சாரபொனது ் பெருமத்தை 
அ்்டய ்தை்வயான கடடுபபொடு
(a) MR = MC (b) MR = 0
(c) MC = AC (d) TR = AC

11. f  (x) = sinx  என்ற சாரபின் மீப்பெரு மதிபபொனது

(a) 1  (b) 2
3

(c) 
2

1  (d) 
2

1-

12. f (x,y) என்பெது n, பெடியுள்ள சமபெடிததைான 

சாரபு எனில x x
f

y y
f

2
2

2
2

+  –க்குச் சமமானது

(a)(n–1)f  (b) n(n–1)f
(c) nf  (d) f

13. u x xy y x y4 4 4 32 162 2= + + + + +  

எனில  y x
u2

2 2
2   -ன் மதிபபு

(a) 8x + 4y + 4 (b) 4
(c) 2y + 32 (d)  0

14. u x xy y33 2 3= + +  எனில y x
u2

2 2
2  -ன் 

மதிபபு 
(a) 3  (b) 6y

(c) 6x  (d) 2

15.  u ex2=  எனில x
u
2
2  -ன் மதிபபு 

(a)  xe2 x2  (b) ex2

(c)  e2 x2  (d)  0

16. சராசரிச் ்சலவு சிறுமம் எனில
(a)  இறுதி நி்லச் ்சலவு = இறுதி நி்ல 

வருவாய்
(b)  சராசரிச் ்சலவு = இறுதி நி்லச் ்சலவு
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(c)  சராசரிச் ் சலவு = இறுதி நி்ல வருவாய்
(d)  சராசரி வருவாய் = இறுதி நி்லச் ் சலவு

17.  ஒரு நிறுவனம் லாபெத்தை அ்்டவது

(a) மீப்பெரு புள்ளியில

(b) சமபொடடுப புள்ளியில

(c) ்தைக்கநி்லப புள்ளியில

(d) சீரான புள்ளியில

18.  ்தை்வச் சாரபு எப்பொழுதும்

(a) கூடும் சாரபு ஆகும்.

(b) கு்றயும் சாரபு ஆகும்.

(c) கு்றயற்ற சாரபு ஆகும்.

(d) வ்ரயறுக்கபபெ்டாதை சாரபு ஆகும்.

19.  q = p p1000 8 1 2+ -  எனில, ¶
¶
q
p

1

 இன் 
மதிபபு
(a) –1  (b) 8
(c) 1000 (d) p1000 2-

20. R   =   5000 அலகுகள்/வரு்டம் C1   =  20 
்பெசாக்கள், C3 = `20 எனில EOQ இன் 
மதிபபு
(a) 5000 (b) 100
(c) 1000 (d) 200

இதர கணககுகள்
1. x  அலகுகள் உற்பெததிக்கான ஒரு ் பொருளின் 

்மாததைச் ்சலவு சாரபு C x x= − +10 4 3
3 4  

எனில
(i) சராசரிச் ்சலவுச் சாரபு
(ii) இறுதிநி்லச் ்சலவுச் சாரபு
(iii) இறுதி நி்ல சராசரிச் ்சலவுச் சாரபு 

ஆகியவனவற்்ற காணக.

2. பின்வரும் சாரபுகளுக்கு குறிபபி்டபபெடடுள்ள 
்நகிழ்ச்சி்யக் காணக. 
(i) p xex= , x > 0 –ல அளிபபு ்நகிழ்ச்சி
(ii) p e10

x
3= - , x > 0 –ல ்தை்வ 

்நகிழ்ச்சி்ய காணக.

3.  p = 1 -ல x p= +2 5
2  எனும் அளிபபு 

சாரபுக்கான அளிபபு ் நகிழ்ச்சி்யக் காணக.
4. p x= −100 6

2 எனும் ்தை்வச் சாரபுக்கு 
இறுதி நி்ல வருவாய் காணக. ்மலும்  

MR p
d

= −








1 1

η
 என்பெதை்னயும் சரிபொரக்க. 

5. ்மாததை ் சலவுச் சாரபு y x x
x

=
+
+







 +4

2

1
6  –ல  

உற்பெததி அளவு x ஆனது ்தைா்டரச்சியாகக் 
அதிகரிக்கும் ்பொழுது அதைன் இறுதி நி்ல 
்சலவானது [MC] ்தைா்டரச்சியாகக் 
கு்றகிறது என நிறுவுக.

6. ்சலவுச் சாரபு C = 2000 + 1800x –75x2 + x3 

–க்கு எப்பொழுது அதைன் ்மாததை ்சலவு 
கூடுகிறது மற்றும் எப்பொழுது கு்றகிறது 
என்பெ்தைக் காணக.

7. ஒரு ்தைாழில நிறுவனததின் ்மாததை 
்சலவுச் சாரபு C = – .x x x15 9 6 2 3+ +   
எனில ்மாததை ்சலவு சிறும மதிப்பெப 
்பெறுவதைற்கான x-ஐ காணக.

8. u x y
x y

=
−
−

log

4 4

 என்ற சாரபுக்கு ஆய்லரின் 

்தைற்றத்தை பெயன்பெsடுததி x u
x

y u
y

∂
∂

+
∂
∂

= 3  
எனக் காடடுக.

9. u x x y y= + +3 2 2 3
3  எனில ∂

∂ ∂
=
∂
∂ ∂

2 2u
x y

u
y x

 
என்பெதை்ன சரிபொரக்க.

10. f x y x y xy x y( , )= + + − +3 4 6 72 3 2 3  
எனில fyy( , )1 1 18=  எனக்காடடுக.
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பதொகுப்புகர
 z ்தை்வ என்பெது ஒரு ்பொருளின் ்தை்வ அளவுக்கும் அதைன் வி்லக்கும்  

இ்்ட்யயுள்ள ்தைா்டரபு ஆகும்.
 z அளிபபு என்பெது ஒரு ்பொருளின் அளிபபு அளவுக்கும் அதைன் வி்லக்கும் இ்்ட்யயுள்ள 

்தைா்டரபு ஆகும்.
 z ்சலவு என்பெது ஒரு ்பொருளின் மீது உற்பெததிக்காகச் ்சலவி்டபபெட்டத ்தைா்க ஆகும்.
 z  வருவாய் என்பெது உற்பெததி ் சய்யபபெட்டப ் பொரு்ள விற்கும்்பொழுது கி்்டக்கும் ் தைா்க ஆகும்.
 z இலாபெம் என்பெது வருவாயில ்சலவு ்பொக கி்்டக்கும் உபெரித ்தைா்க ஆகும்.
 z y = f(x) என்ற சாரபின் ்நகிழ்ச்சி என்பெது y இன் சார மாற்றததிற்கும்,  x  இன் சார 

மாற்றததிற்கும் உள்ள விகிதைததின் வரம்பி்டபபெட்ட எல்லயாகும்
 z ஒரு ்பொருளின் சமன்நி்ல வி்ல என்பெது ்தை்வ மற்றும் அளிபபுச் சாரபுகள் 

சமன்நி்ல்ய அ்்டயும்்பொழுது ்பெறபபெடும் வி்லயாகும்.
 z இறுதி நி்லச் ்சலவின் ்பொருள் விளக்கமானது, உற்பெததியின் அளவு x அலகுகளிலிருநது 

x 1+^ h  அலகுகளாக மாறும்்பொது உற்பெததி ் சலவில ஏற்பெடும் ் தைாராயமான மாற்றம் ஆகும்.
 z இறுதிநி்ல வருவாயின் ்பொருள் விளக்கமானது, விற்பெ்ன அளவு x அலகுகளாக 

இருக்கும் ் பொழுது, x 1+^ h  ஆவது அலகு உற்பெததி ் சய்யபபெடடு விற்கபபெட்டதைால கி்்டக்கும் 
்தைாராயமான வருவா்ய இறுதி நி்ல வருவாய் ஆகும்.

 z y=f(x) என்ற சாரபு [a,b] என்ற மூடிய இ்்ட்வளியில x x f x f x1 2 1 2&1 #^ ^h h , 
அ்னதது , ,x x a b1 2e6 @  என அ்மயுமானால, அது கூடும் ெொர்பு எனபபெடும்.

 z y=f(x)  என்ற சாரபு [a, b] என்ற மூடிய இ்்ட்வளியில x x f x f x1 2 1 2&1 1^ ^h h , 
அ்னதது , ,x x a b1 2e6 @  என  இருபபின்,  அது திட்டமொகக கூடும் ெொர்பு எனபபெடும்.

 z y= f(x) என்ற சாரபு  [a,b] என்ற மூடிய  இ்்ட்வளியில x x f x f x1 2 1 2&1 $^ ^h h , 
அ்னதது , ,x x a b1 2e6 @  என இருபபின், அது குக்றயும் ெொர்பு எனபபெடும்.

 z y=f(x) என்ற சாரபு [a, b] என்ற மூடிய  இ்்ட்வளியில x x f x f x>1 2 1 2&1 ^ ^h h ,  
அ்னதது , ,x x a b1 2e6 @  என இருபபின், அது திட்டமொகக குக்றயும் ெொர்பு எனபபெடும்.

 z c-ஐ உள்ள்டக்கிய  (a,b)  என்ற திறநதை இ்்ட்வளியில f என்ற சாரபொனது 
வ்கயி்டததைக்கது  மற்றும் '’ ( )f c  காணததைக்கது என்க.

(i)  f '(c) = 0 மற்றும் f "(c) > 0, எனில f   ஆனது c-ல இ்டம் சாரநதை சிறுமத்தை அ்்டகிறது. 
(ii) f '(c) = 0 மற்றும் f "(c) < 0, ஆனது c-ல இ்டம் சாரநதை ்பெருமத்தை அ்்டகிறது. 

 z u f x y= ( , )  என்பெது x, y என்ற இரு சாரா மாறிக்ளக்்காண்ட சாரபு என்க. ்மலும் 
f tx ty t f x yn

( , ) ( , )= , t > 0 எனில  u = f(x, y) என்பெது 'n' பெடியுள்ள சமபெடிததைான சாரபு எனபபெடும்.
 z u f x y= ( , )  என்பெது x, y –ல அ்மநதை 'n', பெடியுள்ள சமபெடிததைான சாரபு எனில  

x u
x

y u
y

nu∂
∂

+
∂
∂

=  ஆகும்.

 z p1 –ஐ ்பொறுதது q-ன் ்தை்வ பெகுதி ்நகிழ்ச்சி ηqp
Eq
Ep

p
q

q
p1

1

1

1

= =
− ∂

∂
 ஆகும்.

 z p2  –ஐப ்பொறுதது q-ன் ்தை்வ  பெகுதி ்நகிழ்ச்சி ηqp
Eq
Ep

p
q

q
p2

2

2

2

= =
− ∂

∂
 ஆகும்.
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முககியமொன சூத்திரஙகள்(Some standard results)

1. ்மாததைச் ்சலவு C x f x k( ) ( )= +

2. சராசரிச் ்சலவு: AC f x k
x

c x
x

=
+

=
( ) ( )

3. சராசரி மாறும் ்சலவு: AVC = f x
x
( )

4. சராசரி மாறாச் ்சலவு: AFC k
x

=

5. இறுதி நி்லச் ்சலவு:  MC dx
dC=

6. இறுதி நி்லச் சராசரி ்சலவு:  
MAC d

dx
AC= ( )

7. ்மாததைச் ்சலவு:   C x AC x( ) = ×

8. வருவாய்:   R px=

9. சராசரி வருவாய்: AR R
x

p= =

10. இறுதி நி்ல வருவாய்: MR dR
dx

=

11. இலாபெம்:  P x R x C x( ) ( ) ( )= −

12. ்நகிழ்ச்சி: η = ⋅
x
y
dy
dx

13. ்தை்வ ்நகிழ்ச்சி: hd
p
x
dx
dp

= − ⋅

14. அளிபபு ்நகிழ்ச்சி:  hs
p
x
dx
dp

= ⋅

15.  MR, AR மற்றும் ηd -களுக்கு 

இ்்ட்யயுள்ள ் தைா்டரபு MR AR
d

= −








1 1

η
 

அலலது ηd
AR

AR MR
=

−
 ஆகும்.

16. x –ஐ ்பொறுதது y இன் இறுதி நி்ல 
சாரபொனது  (அலலது) x –ஐ ்பொறுதது y 
இன் உ்டனடி மாறுவீதைமானது 

dy
dx

 ஆகும். 

17.  MC = AC எனும்்பொழுது சராசரிச் ்சலவு 
[AC] சிறுமத்தை அ்்டயும். 

18.  MR = 0 எனும்்பொழுது ்மாததை வருவாய் 
[TR] ்பெருமத்தை அ்்டயும்.

19.  MR = MC எனும் ் பொழுது இலாபெம் [P(x)] 
்பெருமத்தை அ்்டயும்.

20. சாரபின் வி்ல்யப ் பொறுததை ் நகிழ்ச்சியில  
(a) |η| > 1, எனில சாரபு மீள்ததைன்்மக் 

்காண்டது.
(b)  |η| = 1, எனில சாரபு அலகு 

மீள்ததைன்்மக்  ்காண்டது .   
(c)  |η| < 1, எனில சாரபு மீள்ததைன்்ம 

அற்றது.

21. EOQ = q0 = =Rt C R
C0

3

1

2

22. ஓர ஆணடிற்கான உகநதை ்காருதைலின் 
எணணிக்்க :

n0 = ்தை்வ
EOQ

 = R
C

C R

RC

C t
1

3

1

3 02 2
1

= =

23. ஓர அலகு காலததில, சிறும சரக்கு நி்லச் 
்சலவு, C C C R

0 1 3
2=

24. சரக்குத ்தைக்கச் ்சலவு = q C0

1

2
×  மற்றும் 

்காருதைல ்சலவு  = R
q

C
0

3
×

25. EOQ-ல, ் காருதைல ் சலவு = சரக்கு ் தைக்கச் 
்சலவு

26. u(x,y) என்பெது x மற்றும் y-ல ்தைா்டரச்சியான 
சாரபு எனில,   ∂

∂ ∂
=

∂
∂ ∂

2 2u
y x

u
x y

 ஆகும்.
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169வகையீட்டின் பயன்பபாடுைள்

கக்லச் பெொறகள்  (GLOSSARY) 

அளவு Quantity

அளிபபு Supply

இலாபெம் Profit

இறுதிநி்ல / விளிம்பு Marginal

உற்பெததி ்வளியீடு Production Output

உற்பெததியாளர Producer

ஒ்ர வி்ல / மாறா வி்ல Fixed cost

சமநி்ல Equilibrium

சராசரி Average

சாரநதை மாற்றம் Relative change

சிறுமம் Minimum

்சலவுச் சாரபு Cost function

்தை்வ Demand

்தைாரயமான Approximately

நுகர்வார Consumer

்நகிழ்ச்சி Elasticity

்பெருமம் Maximum

்பொருள் Commodity

மாறும் வி்ல Variable cost

மாறுவீதைம் Rate of change

மிகுதியான Excess

வருவாய் சாரபு Revenue function

விகிதைம் Ratio
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Step 4

்சயலபொடடிற்கான உரலி :

https://ggbm.at/q4tsyvys (or) scan the QR Code

இகணயச் பெயல்�ொடு

இறுதியில் கிகடககப்ப�றும் �டம்   �டி – 1
கீழ்க்காணும் உரலி / வி்ரவுக் குறியீட்்டப 
பெயன்பெடுததி GeoGebra  வின் “11th BUSINESS 
MATHEMATICS and STATISTICS” பெக்கததிற்குச் 
்சலக. உங்கள் பொ்டம் சாரநதை பெல பெணிததைாள்கள் 
இபபெக்கததில இருக்கும்.
�டி - 2
“Marginal function” என்பெ்தைத ்தைரவு ்சய்யவும். ்பொருததைமான கட்டத்தைத ்தைரவு ்சய்து 
இ்டபபெக்கததில வ்ரபெ்டங்க்ளக் காணக.

்மலும் “Total cost function” மதிபபுக்ள வலபபெக்கம் ்மற்புறம் உள்ள கட்டததில உள்ளீடு 
்சய்து கணக்குக்ளத ்தைா்டரவும்..

�டி 1

�டி 2
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