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8.1 அறிமுகம் (Introduction)
 ஒரு விமானத்தை  இயக்கும்  திட்டத்தைத தீர்மானிக்க ஒரு வி்மானி, 
வி்மானத்தின் பமாதை , அைன் ைதைபபகுதி , ்கமாற்றின் வே்கம் ்ற்றும் ைதையில் 
அைன் வே்கம் ஆகியேற்தறைப பற்றித் தைரிந்திருக்க வேண்டும். வி்மானம் 
வேைடியமா்க அைன் இைகத்க வேமாககிச்  தெல்ை வேண்டுத்ன்றைமால், ்கமாற்றைமானது 
ெரியமா்க எதிரத்கமாள்ளும்  ேத்கயிைமான  வ்கமாணத்தில்  வி்மானத்தைக  ்கமாற்றினுள் 
தெலுத்ை வேண்டும்.  ஒரு ேழி்கமாட்டும் ்கணினி இருந்ைமால் இவேமாறைமான  
்கணககீடு்கதை வே்க்மா்கவும்  துல்லிய்மா்கவும்  தெயயைமாம். எனினும், அந்ை 
ேழி்கமாட்டும்  ்கணினிதய இயக்க முடியமாை  சூழ்நிதையின் வபமாது வி்மானி 
த்கயில் உள்ை ்கமால்குவைட்்டர, எழுதுவ்கமால் ்ற்றும் ்கமாகிைத்தை  த்கமாண்டும் 

தேக்டர்கள் பற்றிய அறிவின்  துதண த்கமாண்டும்  இைதனத்  தீர்மானிபபமார.  
எனவே   தேக்டர்கதைப பற்றியும் அைன் மீைமான தெயல்பமாடு்கதைப பற்றியும் 
அறிந்திருபபது  வி்மானிககு மி்கவும் இன்றியத்யமாைைமாகும்.
 விண்வீழ் வி்ையாடடு வீரரின் வ்ல் இைண்டு முககிய  விதெ்கள் 
தெயல்படுகின்றைன. முைல் விதெ புவியீரபபு விதெ ( )g  தெங்குத்ைமா்க  கீழ்         
வேமாககிச் தெயல்படுகின்றைது. ்ற்தறைமான்று எதிரபபு விதெ ( )r   வ்ல்வேமாககி 
ஏவைனும் ஒரு திதெயில் தெயல்படுகின்றைது.  எனவே, அந்ை விதையமாட்டு 
வீைரின்வ்ல் தெயல்படும் த்மாத்ை விதெ 

 g r+  ஆகும். (எவேமாறு?)

 ஒரு வானூர்தியின் தி்ைவவகம்  
v  எனவும் ்கமாற்றின் திதெவே்கத்தை

w  
எனவும்  எடுத்துகத்கமாண்்டமால் ேமானூரதியின் பயனீட்டுத் திதெவே்கம்  v w+  
ஆகும்.  வ்ற்கு வேமாககி ேமானூரதி பறைக்க ேமானூரதியின் ைதை எந்ை திதெ வேமாககி 
இருக்க வேண்டும்?  
 ஜி.பி.எஸ் (G.P.S) என்றை  ்கருவி ைதை,  ேமான் ்ற்றும் ைண்ணீர ஆகியேற்றுள் பயணிக்க 
ேழி்கமாட்டும் ேத்கயில் ேடிேத்க்கபபட்டுள்ைது. தேக்டர்களின் தெயல்பமாடு்கள் மூைவ் இக்கருவி 
இயங்குகிறைது.
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8அத்தியாயம்
வெக்டர் இயறகணிதம்

(Vector Algebra)

“புவியில் மனிதனைவிட மகத்துவமாைது ஏதுமில்னலை
மனிதனில் மைனதவிட மகத்துவமாைது ஏதுமில்னலை”

- ஹாமில்டன்
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 தேக்டரின்   ்கருத்ைமாக்க்மானது   தெர்ன்   ்கணிைவியைமாைர 
H.G. கிராஸ்மன் (1809 – 1877) ்ற்றும் ஐரிஷ் ்கணிைவியைமாைர   
W.R. ஹாமில்டன்  (1805 – 1865) ஆகியேர்களின் ைமாக்கத்தினமால் ேைரச்சி 
தபற்றைது. ஹமாமில்்டன் ஓர  உயர நிதையிதன தபற்றிருந்ை வபமாதும் கிைமாஸ்ன் ஓர  
உயர ேகுபபு பள்ளி ஆசிரியைமா்க இருந்ைமார. நுண்்கணிைம் ்ற்றும் ்கமாரடீசியன் 
ேடிவியலின் சிறைபபமான அம்ெங்்கதை ஒன்றிதணத்து தேக்டர இயற்்கணிைத்தை 
உருேமாககிய தபருத் அத்ரிக்கக ்கணிைவியைமாைர J.B.கிப்ஸ் (1839 – 1903) 
்ற்றும் இங்கிைமாந்தை வெரந்ை  Q.ஹஹவி்ைடு (1850  - 1925 ) ஆகிவயமாருககு  

உண்டு. ைற்வபமாதைய பயன்பமாட்டிலுள்ை தேக்டர இயற்்கணிைம் ்ற்றும் தேக்டர 
பகுபபமாயவு ்கருத்தியைமானது, முைன்முைலில் கிபஸ என்றை ்கணிைவியைமாைர  

வயல் பல்்கதைக ்கழ்கத்தில் அேருத்டய ்மாணேர்களுககு ேழங்கிய விரிவுதையின்  மூைம் தேளிக 
த்கமாணைபபட்்டவை  ஆகும். கிளிஃபர்ட (1845 -1879) என்பேர ைன்னுத்டய  ‘Elements of Dynamics’ என்றை 
புத்ை்கத்தில் நுண்்கணிைத்தில் பயன்படுத்ைபபட்்ட  இரு குேமாட்்டரனியன்  தபருக்கதை இரு விை்மான 
தேக்டர்கள் மீைமான தபருக்கல்்கைமா்க , அைமாேது திதெயிலிப தபருக்கம் ்ற்றும் தேக்டர தபருக்க்மா்க 
பிரித்துக ்கமாட்டினமார.  ஹவக்்டர் என்றை ேமாரத்தைதய ஹமாமில்்டன்  என்பேர ‘to carry’  என்றை இைத்தீன் 
ேமாரத்தையில் இருந்து ேதையறுத்ைமார. 
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 வ்லும் கிைமாஸ்னின் வ்கமாட்பமாட்டு விரிேமாக்கத்தின் மூைமும் தேக்டரின் ்கருத்ைமாக்கம் 
ேைரச்சியத்டந்ைது. ேடிவியல் ்ற்றும் இயற்பியலில் உள்ை ்கருத்து்கதை  புரிந்துணை தேக்டர 
ஒரு சிறைந்ை ்கருவியமா்க அத்ந்துள்ைது. பயனீட்டுக ்கணிைம் ்ற்றும் இயற்பியலில் ஹவக்்டர்களன் 
கருததியல ஒரு நவீன ஹமாழியாக விைங்குகிறது.

8.2 திசையிலிகள் மறறும் வெக்டர்கள் (Scalars and Vectors)
ெசையசை  8 .1
 எண்ணைதே  ்ட்டுவ் த்கமாண்டு தீர்மானிக்கபபடும் ஒரு ்கணியம் தி்ையிலி ஆகும்.

 எடுத்துக்கமாட்்டமா்க, தைமாதைவு, நீைம், வே்கம், தேபபநிதை, மின்னழுத்ைம், நிதறை, அழுத்ைம், 
வேதை ஆகியதே திதெயிலி்கைமாகும்.

W.R. ஹாமில்டன்
(1805 – 1865)

கறறலின் வநாக்கங்கள்

இபபமா்டபபகுதி நிதறைவுறும்வபமாது ்மாணேர்கள் அறிந்திருக்க வேண்டியதே்கைமா்க
∙ ேடிவியல் ்ற்றும்  இயற்பியலில் உள்ை ்கணககு்கதை புரிந்துத்கமாள்ை தேக்டதை ஒரு 

்கருவியமா்க உணரேது
∙ திதெயிலி ்ற்றும் தேக்டதை  வேறுபடுத்துேது
∙ தேக்டரின் ேத்க்கதையும், தேக்டரின் மீைமான இயற்்கணிைத்தையும் புரிந்து த்கமாள்ேது
∙ தேக்டரின் இரு பரி்மாண ்ற்றும் முபபரி்மாணக கூறு்கதை ேடிவியலின் ேமாயிைமா்க அறிந்து 

த்கமாள்ளுைல்
∙ தேக்டர இயற்்கணிைத்தில் அணி்கள் ்கருத்தியலின் பயன்பமாட்த்ட அறிேது
∙ திதெயிலிபதபருக்கம் ் ற்றும்  தேக்டர தபருக்கத்தின் ் திபபு்கள் முதறைவய  திதெயிலி ் ற்றும் 

தேக்டர என்பதைக ்கண்டுணரைல்
ஆகியதே எதிரபமாரக்கபபடுகின்றைன.
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ெசையசை  8 .2
 எண்ணைவு  ்ற்றும் திதெதயக த்கமாண்டு தீர்மானிக்கபபடும் ்கணியம் ஹவக்்டர் ஆகும். 
எனவே, இைதனத் திதெயி்டபபட்்ட வ்கமாட்டுத்துண்டு  எனைமாம்.

 எடுத்துக்கமாட்்டமா்க, திதெ, இ்டபதபயரச்சி, திதெவே்கம் (இது வே்கத்தையும் அது ே்கரும்  
திதெதயயும்  ைருகின்றைது) ஆகியதே  தேக்டர்கைமாகும்.

 தேக்டர்கள் ஆங்கிை சிறிய எழுத்து்கதைக த்கமாண்டு அம்புககுறியு்டன்  குறிக்கபபடுகின்றைது. 
இரு பரி்மாண தேக்டர என்பது R2–ல் திதெயி்டபபட்்ட ஓர  வ்கமாட்டுத்துண்்டமாகும். வ்லும்  முபபரி்மாண  
தேக்டர  என்பது  R3-ல் திதெயி்டபபட்்ட ஓர  வ்கமாட்டுத்துண்்டமாகும்.

8.3 வெக்டசை குறிப்பிடும் முசை மறறும் வெக்டர்களின்  ெசககள் 
       (Representation of a vector and types of vectors)
 ஒரு தேக்டருககு முடிவு ்ற்றும் ஆைம்பம் உண்டு. 

 ப்டம் 8.1-ஐ ்கமாண்்க.

ெசையசை  8 .3
 

a -ன் ஆைம்பபபுள்ளி  A-யிதனத் ஹதைா்டக்கப்புள்ள எனவும் முடிவுபபுள்ளி  B-யிதன  

இறுதிப்புள்ள எனவும் அதழககிவறைமாம்.  ஒரு  தேக்டரின் தைமா்டக்கப புள்ளியிதன  அைன் 
ஆதிபபுள்ளி எனவும் த்கமாள்ைைமாம்.  

 
a - ன் தைமா்டக்கபபுள்ளி A-ஆனது ே்கரவுககு முன் அபபுள்ளியின் நிதையிதனயும், இறுதிபபுள்ளி 

B-ஆனது ே்கரவுககுபபின்  அபபுள்ளியின் நிதையிதனயும் குறிககிறைது.

 
a  என்றை தேக்டரின் எண் ்திபபு அல்ைது நீைம் என்பது வ்கமாட்டுத்துண்டு AB - ன் நீைம் ஆகும். 

வ்லும்  இைதன | |a  எனக குறிபபி்டைமாம்.

 AB - ன் ேழிவய நீட்்டபபட்்ட திதெயி்டபப்டமாை வ்கமாட்டிதன
a - ன் தைாங்கி எனைமாம்.

 ஒரு  திதெயில்ைமாை வ்கமாட்டுத்துண்த்டயும், ஒரு திதெயு்டன் கூடிய வ்கமாட்டுத் துண்டிதனயும் 
வேறுபடுத்ை AB

� ���
 ்ற்றும் 

a  என  அம்புககுறியிட்டுக குறிக்கபபடுகின்றைது. எனவே AB என்பது  ஒரு 

வ்கமாட்டுத்துண்டிதன குறிபபிடுகிறைது.

ெசையசை  8 .4
 எந்ைதேமாரு புள்ளிதயயும் ஆதிபபுள்ளியமா்கத் வைரந்தைடுக்க இயலு்மானமால் அைதனக 
கடடிலா  ஹவக்்டர் எனைமாம். ஆனமால் ஒரு குறிபபிட்்ட புள்ளிதய ்ட்டுவ் ஆதிப புள்ளியமா்கத்  
வைரந்தைடுக்க  முடியு்மானமால்  அைதன அறுதியிட்ட ஹவக்்டர் என்பர. 

 தேக்டர்களின் தபருக்கல் ேதை ேமாம் ்கட்டிைமா  தேக்டர்கதை ்ட்டுவ் பயன்படுத்ை 
உள்வைமாம். வ்கமாட்டின் ெ்ன்பமாட்த்டக ்கமாண்பதில்  அறுதியிட்்ட தேக்டர்கள் பயன்படுத்ைப 
பட்டுள்ைது.

ெசையசை  8 .5
 ஒவை தைமா்டக்கபபுள்ளிதயப தபற்றை தேக்டர்கதை ஒவர ஹதைா்டக்கப்புள்ள ஹவக்்டர்கள் எனவும் 
ஒவை முடிவுபபுள்ளிதயக த்கமாண்்ட தேக்டர்கதை  ஒவர முடிவுப் புள்ள ஹவக்்டர்கள் எனைமாம்.

ெசையசை  8 .6
 இைண்டு அல்ைது அைற்கு வ்ற்பட்்ட தேக்டர்களின் இயக்கம் ஒவை வேரக வ்கமாட்டிவைமா அல்ைது 
அைற்கு இதணயமா்கவேமா இருபபின், அேற்தறை  ஒவர வகா்ட்ம அல்ைது இ்ை ஹவக்்டர்கள் 
எனைமாம்.

 ஒவை ைைத்தின்  மீது அத்ந்ை அல்ைது அந்ைத் ைைத்திற்கு இதணயமா்க அத்ந்ை இைண்டு 
அல்ைது அைற்கு வ்ற்பட்்ட தேக்டர்கதை ஒரு தைை அ்ம ஹவக்்டர்கள் எனைமாம்.

a→

A

B

ப்டம் 8.1
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ெசையசை  8 .7
 இரு தேக்டர்களின் எண்ணைவு்கள் ெ்்மா்கவும் ்ற்றும் அதே ஒவை திதெயிதனயும் 
தபற்றிருந்ைமால் அேற்தறைச் ைம ஹவக்்டர்கள் எனைமாம்.

 ெ் தேக்டர்களுககு ஒவை தைமா்டக்கபபுள்ளியும் இறுதிப புள்ளியும் 
இருக்கவேண்டிய அேசியம் இல்தை. ெமான்றைமா்க , ப்டம் 8.2- ல் 



b  ்ற்றும் 
c  

ஆகியதே ெ்நீைம் ்ற்றும்  ஒவை  திதெயிலுள்ை தேக்டர்கள்என்பைமால் 
அேற்தறை ெ்தேக்டர்கள் என்கிவறைமாம். 

a  ்ற்றும் 


b  ஆகியதே ெ் 
எண்ணைதேக  த்கமாண்டிருந்ைமாலும்  அேற்றின்  திதெ எதிைமா்க இருபபைமால் 
இதே ெ்்ற்றை தேக்டர்கள் ஆகும்.  

c  ்ற்றும் 


d  ஆகியதே ஒவை திதெயில் 
இருந்ைமாலும் எண்ணைவு தேவவேறைமா்க இருபபைமால் இதே ெ்்ற்றை தேக்டர்கைமாகும்.

ெசையசை  8 .8
 எண்ணைவு  0 உள்ை  தேக்டதை  பூஜ்ஜிய ஹவக்்டர் என்கிவறைமாம். இைதன  



0  எனக 
குறிபபி்டைமாம்.  இது ஏவைனும் ஒரு திதெயில் இருககும்.

 அைமாேது, தைமா்டக்கபபுள்ளியும் முடிவுபபுள்ளியும் ஒன்றைமா்க அத்ந்ைமால் அது பூஜ்ஜிய தேக்டைமா்க 
அத்யும்.
 எண்ணைவு 1 உள்ை  தேக்டதை அலகு ஹவக்்டர்  எனைமாம். 

a –ன் திதெயில் உள்ை அைகு 
தேக்டர â  எனககுறிபபி்டபபடும் (இைதன ‘a cap’ அல்ைது ‘a hat’ எனபபடிக்க வேண்டும்). தைளிேமா்க 

ˆ| |a = 1 ஆகும்.
 எண்ணிைமா திதெ்களிலிருபபைமால் எண்ணிைமா அைகு தேக்டர்களும் உள்ைன என்பதைக 
்கேனிக்க. ஒவதேமாரு திதெககும் ஒரு அைகு தேக்டைமானது அந்ை திதெயில் இருககும்.
 ஒவதேமாரு பூஜ்ஜிய்ற்றை தேக்டதையும் 

a  தேக்டரின் திதெயில் உள்ை அைகு தேக்டதை ஒரு 
திதெயிலியமால் தபருககி எழுைைமாம். அந்ை திதெயிலியமானது தேக்டரின் எண்ணைேமாகும்.
 எனவே, எந்ைதேமாரு தேக்டர 

a ககும், 
a = 

a â  என எழுைைமாம். இங்கு  â  என்பது 
a -ன் 

திதெயில் அைகு தேக்டர ஆகும். எனவே, பூஜ்ஜிய்ற்றை 
a -ககு â =





a
a| |  ஆகும்.

ெசையசை  8 .9
 ஒவை திதெயிைத்ந்ை இரு தேக்டர்கதை ஒவர தி்ை ஹவக்்டர்கள் என்றும், ஒன்றுகத்கமான்று 
எதிர திதெயிைத்ந்ை இரு தேக்டர்கதை எதிர் தி்ை ஹவக்்டர்கள் என்றும் கூறைைமாம்.

            இைண்டு  தேக்டர்கள் ஒவை திதெயிைத்ந்ை தேக்டர்கைமா்கவேமா  எதிர திதெ தேக்டர்கைமா்கவேமா  
அத்ந்ைமால் அவதேக்டர்களின் ைமாங்கி்கள் ஒன்றுகத்கமான்று இதணயமா்க அத்யும். இைண்டு 
தேக்டர்கள் ஒவை திதெ தேக்டர்கைமா்க இல்ைமா்லும் எதிதைதிரத்திதெ தேக்டர்கைமா்க 
இல்ைமா்லும் இருக்கைமாம்.

ப்டம் 8.3

8.4 வெக்டர்களின்  மீதான இயறகணிதம் (Algebra of Vectors)
 த்யதயண்்கள் அல்ைது அணி்களின் மீைமான தெயல் முதறை்கள் வபமான்வறை ேமாம் தேக்டர்களின்  
மீதும் தெயல்முதறை்கதைக ்கமாணைமாம். இைண்டு தேக்டர்களின் கூட்்டல், ஒரு தேக்டரிலிருந்து 
்ற்தறைமாரு தேக்டதைக ்கழித்ைல் ்ற்றும் ஒரு தேக்டதை ஒரு திதெயிலி த்கமாண்டு தபருககுைல் 
வபமான்றைேற்தறைக ்கமாண்வபமாம்.

ப்டம் 8.2
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8.4.1 வெக்டர்களின் கூட்டல் (Addition of Vectors)
 தேக்டர்களின் கூட்்டதை இைண்டு ேத்க்களில் ேதையறுத்து அதே ஒன்வறை எனக ்கமாண்வபமாம். 
ஓைைகு நிதறை த்கமாண்்ட ஒரு தபமாருள் R2–ல்  (0, 0) என்றை இ்டத்தில் உள்ைது என்்க. அைன் அைதே ஒரு 
புள்ளி என எடுத்துகத்கமாள்வேமாம். இைண்டு ஓைைகு விதெ்கள் 

a  ் ற்றும் 


b ஆகியதே x-அச்சு ் ற்றும் 
y-அச்சின் மித்கத் திதெயில்  அபதபமாருளின் மீது தெயல்படுேைமா்கக த்கமாள்்க. (ப்டம் 8.4-ஐ பமாரக்க).  
இபதபமாழுது  அபதபமாருைமானது x – அச்சு்டன்  45°  வ்கமாணத்தில் ப்டம் 8.5.–ல் உள்ைது வபமால் ே்கரும் 
என எளிதில் ்கணிக்கைமாம்.  

a  ்ற்றும் 


b என்றை என்றை விதெ்கள் 
a  ்ற்றும் 



b  என்றை தேக்டர்கைமால் 
ப்டம் 8.6-ல் குறிபபி்டபபட்டுள்ைது. விதெ்கள் ப்டம் 8.4-ல் அபதபமாருதை ைள்ளுேைமா்கவும் ப்டம் 8.6-ல் 
அபதபமாருதை  இழுபபைமா்கவும் ேமாம் ்கருைைமாம்.

a→

b→
a→

b→

b→

a→ a→

b→

x x x x

y y y y

 ப்டம் 8.4 ப்டம் 8.5 ப்டம் 8.6 ப்டம் 8.7
 அடுத்து ே்ககுத் வைமான்றும் வ்கள்வி, “அது எவேைவு தூைம் ே்கரும்?” என்பைமாகும். 
விதெ்கள் ஒன்றைன்பின் ஒன்றைமா்கச் தெயல்படுேைமா்கக ்கருதுவேமாம். விதெ  

a -ஆனது  
அபதபமாருதை  x-அச்சின் திதெயில் ஓைைகு தூைம் ே்கரத்தும். எனவே அந்ைப தபமாருள்   
(0, 0)–ல் இருந்து (1, 0) என்றை புள்ளிககு ே்கரகின்றைது. இபதபமாழுது விதெ 



b ஆனது  அபதபமாருதைச் 
தெங்குத்ைமா்க வ்ல்வேமாககி  (1, 0) என்றை புள்ளியில் இருந்து (1, 1) என்றை புள்ளிககு ே்கரத்துகின்றைது.  
இறுதியமா்க  அபதபமாருள்  (1, 1)–ல் உள்ைது. (ப்டம் 8.7ஐ பமாரக்க). எனவே இைண்டு தேக்டர்களின் 
கூடுைைமானது (0, 0)  ்ற்றும்  (1, 1)-ஐ இதணககும் வ்கமாட்டுத்துண்்டமா்க (0, 0)-லிருந்து (1,1) என்றை 
திதெயில் ேதையறுக்கபபடுகிறைது.
 இபதபமாழுது வ்ற்கூறிய சூழ்நிதையில் 

a -ன்  எண்ணைதேதய 1-ககுப பதில் 2  எனக 
த்கமாள்்க.  (ப்டம் 8.8-ஐ பமாரக்க).  ப்டம் 8.9-ல் உள்ைபடி அபதபமாருைமானது x- அச்சுககு  அருகில்  ே்கரும் 
என எளிதில் ்கணிக்கைமாம். வ்லும் அபதபமாருைமானது (2,1) என்றை புள்ளிககு ே்கரும்  என்பதையும் 
்கணிக்கைமாம். எனவே இந்ை இைண்டு தேக்டர்களின்  கூடுைைமானது  (0,0)-தேயும் (2,1)-ஐயும் 
இதணககும்  வ்கமாட்டுத்துண்டினமால்  “ ( 0,0)-விலிருந்து (2,1) என்றை திதெயில் ேதையறுக்கபபடுகின்றைது”.

b
→

a
→

a
→

b
→

 ப்டம்  8.8 ப்டம்  8.9 
 இந்ை இைண்டு சூழ்நிதை்களிலும் விதெ்கள் ஒன்றுகத்கமான்று தெங்குத்ைமா்க இருந்ைன. ஆனமால் 
தபமாதுேமா்க விதெ்கள் தெங்குத்ைமா்க இருக்கவேண்டிய அேசியமில்தை.  இருந்ைவபமாதிலும் ஒன்றைன்பின் 
ஒன்றைமா்கச் தெயல்படும் விதெ்கதைக கூட்்ட இயலும். உைமாைண்மா்க 

a   ்ற்றும்  


b என்றை விதெ்கதை 
ப்டம் 8.10-ல் உள்ைது வபமான்று ்கருது்க.

b
→

a
→

▲ ▲

▲

▲ ▲

▲

▲

a
→

b
→

b
→

a
→c

→

 ப்டம்  8.10 ப்டம்  8.11 ப்டம்  8.12 
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a -ன் இறுதிபபுள்ளியு்டன் 



b –ன் ஆைம்பபபுள்ளி அத்யு்மாறு (ப்டம் 8.11) அத்க்க. 
இேற்றின் கூடுைைமானது ப்டம் 8.12-ல் உள்ைது வபமான்று கித்டககிறைது. ேமாம் இபதபமாழுது இைண்டு 
தேக்டர்களுக்கமான கூடுைலின் ேதையதறைதயக ்கமாண்வபமாம்.

வெக்டர்  கூட்டலின்  முக்காணவிதி (Triangle law of addition)

 
a  ்ற்றும் 



b  என்பன இரு தேக்டர்கள் என்்க.   

A1  ்ற்றும் B1  என்பதே  
a  ்ற்றும் 



b -ன் 
தைமா்டக்கபபுள்ளி்கள் எனவும்,  A2  ்ற்றும் B2 என்பதே 

a  
்ற்றும் 



b –ன் முடிவுபபுள்ளி்கள் எனவும் த்கமாள்்க. 

 A B3 3 -ஐ  B B1 2 -ககு இதணயமா்க A B B B3 3 1 2=  என்றைேமாறு 

ேதை்க. 
a ்ற்றும் 



b -ன் கூடுைைமானது AB1 3

� ����
 என்றை தேக்டைமால் 

a +


b  என குறிபபி்டபபடுகிறைது. 
இைதனக கீழ்க்கமாணு்மாறு ேதையறுக்கைமாம்.

ெசையசை  8 .10 (வெக்டர் கூட்டலின் முக்காண விதி)
 இரு தேக்டர்கள் அேற்றின் எண்ணைேமாலும் திதெயமாலும் ஒரு முகவ்கமாணத்தின் 
ேரிதெயமா்க எடுக்கபபட்்ட இைண்டு பக்கங்்களின் மூை்மா்கக குறிபபிட்்டமால், அேற்றின் கூடுைதை 
அம்முகவ்கமாணத்தின் எதிர ேரிதெயில் எடுக்கபபட்்ட மூன்றைமாேது பக்கத்தினமால் குறிக்கைமாம். 

முடிவு 8.1

 




a b c,  kw;Wk; ஆகியதே முகவ்கமாணத்தின் ேரிதெயமா்க அத்ந்ை 
அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமானமால்  









a b c+ + = 0  ஆகும். 

நிரூபணம்

     AB
� ���

 = 
� � ��� � � ��� �a BC b CA c, ,= =kw;Wk;  என்்க.

  இபதபமாழுது,     




a b c+ +  = AB BC CA AC CA AA
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� �

+ + = + = = 0

 

வெக்டர் கூட்டலின்  இசணகை விதி (Parallelogram law of vector addition)

 
a  ்ற்றும் 



b  என்பன  ஏவைனும் இரு தேக்டர்கள் என்்க. இந்ை இரு தேக்டர்களின் 

தைமா்டக்கபபுள்ளி்கதை (O) ஒன்றைமா்ககத்கமாண்டு , ேதையதறை 8.7-ஐப பயன்படுத்தி கூடுைதைக ்கமாண்வபமாம்.  
A ்ற்றும் B ஆகியதே 

a ்ற்றும் 


b ஆகியேற்றின் முடிவுபபுள்ளி்கள் (ப்டம் 8.15) என்்க. 
a + 


b -ஐக 

்கமாண,  AC-ஐ  OB-ககு இதணயமா்க OB = AC என்றைேமாறு ேதை்க. இங்கு OC
� ���

 என்பது இேற்றின் 
கூடுைைமாகும். (ப்டம் 8.16). இங்கு OA ்ற்றும் BC ஆகியதே இதண என்பதைக ்கேனிக்க (ப்டம் 8.17).

 
a
→a

→
b
→

b
→

b
→

b
→

a
→

b
→

B

A

O O

B

C

A

B

C

A

O

▲

▲ ▲

▲ ▲

▲

▲

▲ ▲▲

▲

 ப்டம்  8.15 ப்டம்  8.16 ப்டம்  8.17

ப்டம்  8.13

b
→

a
→

B2

B1

A1

B3

▲

▲

▲

▲
2 3
( )A A

ப்டம்  8.14
A B

C
▲ ▲

▲

a�

b
�

c�
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 எனவே ஒவை தைமா்டக்கப புள்ளி்கதை உத்டய இரு தேக்டர்களின் கூடுைதைக ்கமாண  இந்ை 
தேக்டர்கதை அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்கக த்கமாண்டு ஓர இதண்கைம் ேதைந்து அைன் மூதை விட்்டத்தை 
அைன் கூடுைல் என்கிவறைமாம். ஒவை தைமா்டக்கபபுள்ளிதயக த்கமாண்டில்ைமாை இரு தேக்டர்கதை 
ஏவைனும் ஒரு தேக்டதைத் ைகுந்ைேமாறு ே்கரத்தி ஒவை தைமா்டக்கபபுள்ளியிதன உத்டய தேக்டர்கைமா்க 
்மாற்றைைமாம். இதிலிருந்து கீழ்க்கமாணும் ேதையதறை 8.11-ஐ தபறைைமாம்.

 O  என்றை ஒவை தைமா்டக்கபபுள்ளிதய உத்டய இரு தேக்டர்கள் 
a  ்ற்றும் 



b  என்்க. இேற்றின் 
இறுதிபபுள்ளி்கள் முதறைவய A ்ற்றும் B  என்்க.

 OACB என்றை இதண்கைத்தை பூரத்தி தெய்க.  
a  ்ற்றும் 



b -ன் கூடுைைமானது OC
� ���

 என 
ேதையறுக்கபபடுகிறைது.

ெசையசை  8 .11 (கூட்டலின் இசணகை விதி)

 OABC என்றை இதண்கைத்தில் OA
� ���

்ற்றும்  OB
� ���

ஆகியதே அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கதைக 

குறித்ைமால், அைன் மூதைவிட்்ட்மான OC
� ���

, இேற்றின் கூடுைதைக குறிககும் (ப்டம் 8.17-ஐ பமாரக்க).

 தேக்டர கூட்்டலுககு இைண்டு ேத்கயமான ேதையதறை்கள் இருந்ைவபமாதிலும் அதே இைண்டும் 
ஒன்வறை ஆகும். ேதையதறை 8.10 ஆனது தேக்டர கூட்்டலின் முகவ்கமாண விதிதயயும் ேதையதறை 8.11 
ஆனது தேக்டர கூட்்டலின் இதண்கை விதிதயயும் கூறுகிறைது.

 முகவ்கமாணம் ABC-ல்  AB
� ���

்ற்றும் BC
� ���

ஆகியதே இைண்டு பக்கங்்கதைக குறித்ைமால், மூன்றைமாேது 
பக்கம் AC

� ���
ஆனது அைன் கூடுைதைக குறிககின்றைது.

8.4.2 இைண்டு வெக்டர்களுககிச்ட்யயான வித்தியாைம்

      (Difference between two Vectors)
 இபதபமாழுது ஒரு தேக்டரிலிருந்து ்ற்தறைமாரு தேக்டதை ்கழிககும் முதறைதயக ்கமாண்வபமாம்.

ெசையசை 8.12
 

a ஏவைனும் ஒரு தேக்டர என்்க. 
a -ன் எதிர்தறை தேக்டதை -

a எனக குறிபவபமாம். இது  
a -ககுச் ெ்்மான எண்ணைவிதனயும் 

a -ன் திதெககு எதிரத் திதெதயயும் த்கமாண்்ட தேக்டர 

ஆகும். 

 AB a
� ��� �

= எனில் BA a
� ��� �

= −  என்பைதன ்கேனத்தில் த்கமாள்ைவும்.

வெக்டர்களின் வித்தியாைத்திறகான ெடிெக கணித விளககம்
(Geometrical interpretation of difference between two vectors)

a  என்றை தேக்டரின் ஆைம்பப புள்ளி P ்ற்றும் முடிவுபபுள்ளி Q என்்க. 


b  என்றை தேக்டரின் 
ஆைம்பபபுள்ளி Q ்ற்றும் முடிவுபபுள்ளி P என்்க. இந்ை இரு தேக்டர்களின் எண்ணைதே்கள்  P 
்ற்றும் Q என்றை புள்ளி்கதை இதணககும் வ்கமாட்டுத்துண்டின் நீைம் ஆகும். எனவே இேற்றின் எண் 
அைதே்கள் ெ்ம். ஆனமால் இேற்றின் திதெ்கள் வேர எதிைமானதே. எனவே 



b -ஆனது -
a -ககுச் 

ெ்ம் ஆகும்.

 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே  ஏவைனும் இரு தேக்டர்கள் எனில் 




a b- -ஆனது 




a bkw;Wk; - -ன் 

கூடுைைமா்க 




a b+ −( ) என ேதையறுக்கபபடுகிறைது.

 ேமாம் இைதன ேடிவியலின் துதணத்கமாண்டு பமாரக்கைமாம். 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே  முதறைவய  

OA
� ���

்ற்றும்  OB
� ���

ஆகியேற்தறைக குறிககிறைது என்்க. (ப்டம் 8.18).  ACதய OBககு இதணயமா்க  AC = OB 
எனு்மாறு ேதை்க. இபதபமாழுது AC

� ���
 என்பது 



b -ககுச் ெ்்மா்க இருககும். CA = AD எனு்மாறு  CA 
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என்றை வ்கமாட்த்ட D ேதை நீட்டு்க. இபதபமாழுது AD
� ���

 என்பது -


b ககு ெ்ம் ஆகும். 

எனவே  
� � � ���
a b OD+ − =( ) . ஆ்கவே 

� � � ���
a b OD− =  (ப்டம் 8.19).

B B B

O O O

D D

A A A
b
→

b
→

– b
→

b
→

a
→

– b
→

b
→

b
→

a
→

C C

▲

▲

▲

▲

▲

▲

▲

▲
▲

▲

a
→ ▲

 ப்டம்  8.18 ப்டம்  8.19 ப்டம்  8.20

 OACB என்றை இதண்கைத்தைப பூரத்தி தெய்க. இதிலிருந்து BA ் ற்றும் OD ஆகியதே இதணயமா்கவும் 
ெ்நீைத்திலும் உள்ைதை அறியைமாம். எனவே BA

� ���
 ்ற்றும் OD

� ���
 ஆகியதே ெ்தேக்டர்கள் ஆகும். 

எனவே BA
� ���

ஐ ேமாம்  




a b- ஆ்கக த்கமாள்ைைமாம். இதிலிருந்து OACB  என்றை இதண்கைத்தில் பக்கங்்கள்

OA
� ���

 ்ற்றும் OB
� ���

 ஆகியதே முதறைவய 
a  ்ற்றும் 



b தேக்டர்கதைக குறித்ைமால், மூதைவிட்்டம் BA
� ���

 

என்பது 




a b-  ஐ குறிககும். (ப்டம் 8.20ஐ பமாரக்க).  ேமாம் ஏற்்கனவே OC
� ���

 ஆனது 




a b+ ஐ குறிககும் 

என அறிந்துள்வைமாம்.

 ஆ்கவே 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே இதண்கைத்தின் அடுத்ைடுத்ை இரு பக்கங்்கதைக குறித்ைமால் 




a b+  ்ற்றும் 




a b- ஆகியதே மூதைவிட்்டங்்கதைக குறிககும்.

8.4.3 வெக்டரின் திசையிலிப் வபருககல்  (Scalar multiplication of a vector)
 ேமாம் இபதபமாழுது ஒரு தேக்டதை ஒரு திதெயிலியமால் எவேமாறு தபருககுேது என்பதைக 
்கமாண்வபமாம்.

 
a  என்பது ஏவைனும் ஒரு தேக்டர, m ஒரு திதெயிலி என்்க. ma



 என்பது தேக்டர 
a -யு்டன் 

திதெயிலி m-ன் திதெயிலிப தபருக்கம் என்கிவறைமாம்.

 m பூஜ்ஜியம் எனில், m
a -ன் எண்ணைவு 0 ஆகும்.  எனவே m

a  என்பது பூஜ்ஜிய தேக்டர ஆகும். 
m மித்க எண் எனில், 

a ்ற்றும் m
a ஆகியதே ஒவை திதெதயக குறிபபைமா்கவும் m குதறை எண் எனில், 

a ்ற்றும் m
a ஆகியதே எதிர திதெதயக குறிபபைமா்கவும் அத்யும். ஆ்கவே m மித்க எண் எனில் 

a
்ற்றும் m

a ஆகியதே ஒவை திதெ தேக்டர்கள் ஆ்கவும், m குதறை எண் எனில் 
a ்ற்றும் m

a ஆகியதே 
எதிர திதெ தேக்டர்கள் ஆ்கவும் அத்யும். m

a -ன் எண்ணைவு  | | | | | |ma m a 

=  ஆகும்.

ெசையசை 8.13
 

a  ்ற்றும் 


b என்றை இரு தேக்டர்கள் இதண எனில் ஏவைனும் ஒரு திதெயிலி l -ககு  




a b= λ

என அத்யும். λ > 0 எனில், அதே ஒவை திதெயிலும், λ < 0  எனில், அதே எதிரத்திதெயிலும் 
அத்யும்.

8.4.4 சில பண்புகளும் முடிவுகளும் (Some Properties and results)

 ஏவைனும் இரு தேக்டர்கள் 
a  ்ற்றும் 



b திதெயிலி்கள் m, nககு

 (i) m na mn a n ma( ) ( ) ( )  

= =  
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(ii) ( )m n a ma na+ = +
  

 

(iii) m a b ma mb( )







+ = +  

முடிவு 8.2
 தேக்டர கூட்்டல் வெரபபுப பண்பு உத்டயது. 

 ஏவைனும் மூன்று தேக்டர்கள் 




a b c,  kw;Wk; -ககு 

   ( )



a b c+ +  = 




a b c+ +( )  .

முடிவு 8.3
 ஏவைனும் ஒரு தேக்டர a -ககு 





 



a a a+ = + =0 0
முடிவு 8.4
 எந்ைதேமாரு தேக்டர 

a -ககு 
   



a a a a+ − = − + =( ) ( ) .0
 இந்ை முடிவிலிருந்து ஒவதேமாரு தேக்டருககும் கூட்்டல் எதிர்தறை உள்ைது என்பதை 
அறியைமாம்.
முடிவு 8.5
 தேக்டர்களின் கூட்்டல் பரி்மாற்று விதிதய நிதறைவு தெயயும்.
நிரூபணம்

 
a ்ற்றும் 



b என்பன இரு தேக்டர்கள் என்்க. 
� � ��� � ����
a OA b OB= =,   என்்க.

 OACB  என்றை இதண்கைத்தை 
a ்ற்றும் 



b அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்க த்கமாண்டு பூரத்தி தெய்க. 

OB
� ���

 ்ற்றும்  AC
� ���

ஆகியதே ஒவை எண்ணைவிதனயும் திதெதயயும் த்கமாண்டுள்ைன. 

 ஆ்கவே,  OB AC
� ��� � ���

= . 

 எனவே,  




a b+  = OA AC OC
� ��� � ��� � ���

+ = .

இவைவபமான்று OA
� ���

 = BC
� ���

.

    


b a+  = OB BC OC
� ��� � ��� � ���

+ = .  

 ஆ்கவே  




a b+  = 


b a+ .

வெக்டர் கூட்டலின் பல்காண விதி (Polygon law of 
addition)

 ப்டம் 8.22-ல் OA AB BC CD
� ��� � ��� � ��� � ���

, , ,  ்ற்றும் DE
� ���

 ஆகியதே 
ஏவைனும் 5 தேக்டர்கள் என்்க. ஒவதேமாரு தேக்டரும் முந்தைய 
தேக்டரின் முடிவுப புள்ளியிலிருந்து ேதையபபட்டுள்ைதைக 
்கேனத்தில் த்கமாள்்க. தேக்டர கூட்்டலின் முகவ்கமாண விதிபபடி 

  OA AB OB
� ��� � ��� � ���

+ =  ;  OB BC OC
� ��� � ��� � ���

+ =  

  OC CD OD
� ��� � ��� � ���

+ =  ;  OD DE OE
� ��� � ��� � ���

+ =   

  ஆ்கவே OA AB BC CD DE OE
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ���

+ + + + =  .

 எனவே அதனத்து தேக்டர்களின் கூடுைைமானது முைல் தேக்டரின் தைமா்டக்கபபுள்ளிதயக 
்கத்டசி தேக்டரின் முடிவுபபுள்ளியு்டன் இதணககும் தேக்டைமாகும். இைதன தேக்டர கூட்்டலின் 
பைவ்கமாண விதி என்கிவறைமாம்.

a
→

b
→

b
→

B

C

A

O

▲

▲

▲▲

▲

ப்டம் 8.21

▲
▲

▲

▲

▲

▲

▲

O

▲
▲

A

B

C

D

E
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எடுத்துககாடடு 8.1
 ேதைப்டத்தின் ேமாயிைமா்கக  கீழ்க்கமாணும் இ்டபதபயரச்சிதயக குறிக்க.
 (i) 30 கி.மீ.,  60° ே்டககிலிருந்து வ்ற்்கமா்க
 (ii) 60 கி.மீ.,  50° கிழககிலிருந்து தைற்்கமா்க
தீர்வு

P

ேம �

வ

ெத

ேம �

வ

ெத

60�

Q

50�
30 �. �. 

60 �. �. 

 ப்டம் 8.23 ப்டம் 8.24

எடுத்துககாடடு 8.2
 ஓர ஒழுங்கு  அறுவ்கமாணத்தின் இைண்டு அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கள் 

a , 


b  ஆ்க இருந்ைமால் பிறை 

பக்கங்்கதைக குறிககும் தேக்டர்கதைக ்கமாண்்க.

தீர்வு

 A,B,C,D,E,F  ஆகியதே ஒழுங்கு அறுவ்கமாணத்தின் முதனபபுள்ளி்கள் என்்க. 

 � � ��� � � ���
a AB b BC= = kw;Wk; என்்க.

 ஒழுங்கு அறுவ்கமாணத்தின் கீழ்க்கமாணும் பண்பு்கதை பயன்படுத்தி பக்கங்்கதைக ்கமாணைமாம்.

 (i) AB, CF ்ற்றும் ED ஆகியதே இதணயமானதே. வ்லும், BC, AD ்ற்றும் EF  
ஆகியதேயும் இதண ஆகும்.

 (ii) CF-ன் நீைம்  AB-ன் நீைத்தைப வபமால் இைண்டு ்்டங்கு ்ற்றும்  AD-ன் நீைம்  BC-ன் 
நீைத்தைப வபமால் இைண்டு ்்டங்கு ஆகும். 

 AB ் ற்றும் DE ஆகியதே இதணயமானதே. நீைங்்கள் ெ்்மா்கவும் திதெ எதிரத் திதெயமா்கவும் 
உள்ைன.

   ஆ்கவே,  DE
� ���

 = -
a  .

 AB ்ற்றும் CF ஆகியதே இதணயமா்கவும் எதிரத்திதெயிலும் 
அத்ேைமால் 

   CF
� ���

 = -2a
 இவை வபமான்று EF

� ���
 = − =

� � ��� �
b AD b kw;Wk; 2

 AB BC AC
� ��� � ��� � ���

+ =  ஆத்கயமால்
   AC

� ���
 = 
a + 


b .
 AC CD AD

� ��� � ��� � ���
+ =  ஆத்கயமால்

   
� � �� ���
a b CD b+ + = 2 .  

E D

C

BA

F

a
→

b
→

▲

▲

▲▲

▲

▲
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 எனவே CD
� ���

 = 2




 

b a b b a− + = −( ) .  

 FA CD
� ��� � ���

= −  என்பைமால்

   FA
� ���

 = 




a b- .

 ஆ்கவே, த்கமாடுக்கபபட்்ட பக்கங்்கள் AB a
� ��� �

=  ்ற்றும் BC b
� ��� �

=   எனகத்கமாண்டு ்ற்றை 

பக்கங்்கதை CD b a DE a EF b
� ��� � � � ��� � � ��� �

= − = − = −, , ,  ்ற்றும் FA a b
� ��� � �

= −  எனபதபறைைமாம்.

8.5 நிசல வெக்டர்கள் (Position vectors)

ெசையசை 8.14
 O தே ஆதியமா்கக த்கமாள்்க. ்ற்றும் ஏவைனும் ஒரு புள்ளி P-ஐ (ைைத்திவைமா அல்ைது 
முபபரி்மாண தேளியிவைமா) குறிக்கவும். இபதபமாழுது  OP

� ���
-ஆனது O தேப தபமாறுத்து P-ன் 

நிதைதேக்டர என்று அதழக்கபபடுகின்றைது.

 தேக்டருககும் நிதை தேக்டர்களுககும் இத்டவயயமான தைமா்டரதபக கீழ்க்கமாணு்மாறு 
ேதையறுக்கைமாம்.

முடிவு 8.6
 O-தே ஆதி என்்க. வ்லும்  A ்ற்றும் B-தய ஏவைனும் இரு புள்ளி்கள் என்்க. இபவபமாது 
AB
� ���

 = OB OA
� ��� � ���

- . இங்கு, OA OB
� ��� � ���

 kw;Wk; ஆகியதே A ்ற்றும் B-ன் நிதை தேக்டர்கைமாகும். 

நிரூபணம்

 OA AB OB
� ��� � ��� � ���

+ = என ே்ககுத் தைரியும். 

 AB OB OA
� ��� � ��� � ���

= −  ஆகும்.

்தறைம் 8.1 (பிரிவு சூத்திைம்-உடபுைமாகப் பிரித்தல்) (Section Formula - Internal Division)  
 O-தே ஆதியமா்கவும்.  A ்ற்றும் B-தய ஏவைனும் இரு புள்ளி்கைமா்கவும் த்கமாள்்க. வ்லும்  P 
என்றை புள்ளியமானது AB என்றை வ்கமாட்டுத்துண்த்ட m : n என்றை விகிைத்தில் உட்புறை்மா்க பிரிககிறைது என்்க. 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே A ்ற்றும் B-ன் நிதை தேக்டர்கைமாயின் P -ன் நிதை தேக்டர 

   OP
� ���

 = 
na mb
n m





+
+

.  

நிரூபணம்

 O ஆதிபபுள்ளி ்ற்றும் A ்ற்றும் B-ன் நிதை தேக்டர்கள் முதறைவய 
a  ்ற்றும் 



b  என்பைமால், 

   OA
� ���

 = 
a  ்ற்றும் OB

� ���
=


b ஆகும்.

   OP
� ���

 = 
r என்்க.

 AB என்றை வ்கமாட்டுத்துண்த்ட P ஆனது m : n என்றை விகிைத்தில் 
உட்புறை்மா்கப பிரிபபைமால்

   
| |
| |
AP
PB

� ���
� ���  = 

m
n

 

 எனவே,  n AP| |
� ���

 = m | |PB
� ���

.

 AP
� ���

்ற்றும் PB
� ���

 ஆகியதே ஒவை திதெயில் இருபபைமால், 

   nAP
� ���

 = mPB
� ���

.                        (8.1)

P

A

a
→

b
→

B

O

m

n

▲

▲
▲

▲
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   ஆனமால்   AP
� ���

 = OP OA r a PB OB OP b r
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� �� � �

− = − = − = − kw;Wk; 

 ெ்ன்பமாடு (8.1)-ல் பிைதியி்ட, 

   n r a( ) 

-  = m b r( )




-

   ( )n m r+


 = na mb



+ .  

 எனவே  OP
� ���

 = 
na mb
n m





+
+

.  

்தறைம் 8.2  பிரிவு சூத்திைம்-வெளிப்புைமாகப் பிரித்தல் (நிரூபணமின்றி)
                         (Section Formula - External Division)

 O-தே ஆதியமா்கவும், A ்ற்றும் B-தய ஏவைனும் இைண்டு புள்ளி்கைமா்கவும் த்கமாள்்க. P என்றை 
புள்ளியமானது AB என்றை வ்கமாட்டுத்துண்த்ட m : n என்றை விகிைத்தில் தேளிபபுறை்மா்க பிரிககிறைது என்்க.  
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே A ்ற்றும் B-ன் நிதை தேக்டர்கள் எனில், P-ன் நிதை தேக்டர 

   OP
� ���

 = 
na mb
n m





-
-

.  

குறிப்பு 8.1
 1m n= = எனத் வைற்றைம் 8.1-ல் பிைதியி்ட  A ்ற்றும் B-தய இதணககும் வ்கமாட்டின் 

த்யபபுள்ளியின் நிதை தேக்டர 




a b+
2

 ஆகும். இங்கு  
a  ் ற்றும் 



b  ஆகியதே A ் ற்றும் B-ன் நிதை 

தேக்டர்கைமாகும். வ்ற்்கண்்ட வைற்றைத்திலிருந்து மூன்று புள்ளி்கள் ஒவை வேரவ்கமாட்டில் இருபபைற்்கமான 
்கட்டுபபமாட்த்டப தபறைைமாம். 

முடிவு 8.7

 
a ,  


b  ்ற்றும் 
c  ஆகியேற்தறை நிதை தேக்டர்கைமா்க த்கமாண்்ட புள்ளி்கள் A, B ்ற்றும் C  ஒவை 

வ்கமாட்டில் அத்யத் வைதேயமான ்ற்றும் வபமாது்மான நிபந்ைதன x,y,z, என்றை த்யதயண்்கள் 
அதனத்தும் பூஜ்ஜியமில்ைமா்ல்  x + y + z = 0  ்ற்றும்  xa yb zc







+ + = 0  என்றைேமாறு அத்ய 
வேண்டும்.

எடுத்துககாடடு 8.3
 A ்ற்றும் B என்றை இரு புள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் 2 4



a b+  ்ற்றும் 2 8


a b- என்்க.  
A ்ற்றும் B-தய இதணககும் வ்கமாட்டுத்துண்டிதன  1 : 3 என்றை விகிைத்தில் உட்புறை்மா்கவும், 
தேளிபபுறை்மா்கவும் பிரிககும் புள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கதைக ்கமாண்்க.
தீர்வு
 O-தே ஆதியமா்கக த்கமாள்்க.

   OA
� ���

 = 2 4



a b+ ்ற்றும் OB a b
� ��� � �

= −2 8 எனக த்கமாடுக்கபபட்டுள்ைது.
 C ்ற்றும் D என்றை புள்ளி்கள் AB என்றை வ்கமாட்டுத்துண்த்ட 1 : 3 என்றை விகிைத்தில் முதறைவய 
உட்புறை்மா்கவும் தேளிபபுறை்மா்கவும் பிரிககின்றைது என்்க.

   எனவே,  OC
� ���

 = 
3

3 1
3 2 4 2 8

4
2OA OB a b a b a b

� ��� � ��� � � � � � �+
+

=
+ + −

= +
( ) ( ) .

   OD
� ���

 = 
3

3 1
3 2 4 2 8

2
2 10OA OB a b a b a b

� ��� � ��� � � � � � �−
−

=
+ − −

= +
( ) ( ) .

02_8 Vector Algebra Tamil.indd   62 25-03-2019   13:23:55



வெக்டர் இயற்கணிதம்63

 ஒரு முகவ்கமாணத்தின் ஓர உச்சிபபுள்ளியில் இருந்து அைன் எதிரபபக்கத்தின் த்யபபுள்ளிதய 
இதணககும் வ்கமாடு ேடுகவ்கமாடு என்பதை ேமாம் நிதனவு கூரவேமாம். த்யகவ்கமாட்டுச்ெந்தி 
ேடுகவ்கமாட்டிதன  2 : 1 என்றை விகிைத்தில் உட்புறை்மா்கப பிரிககும்.

்தறைம் 8.3

 ஒரு முகவ்கமாணத்தின்  ேடுகவ்கமாடு்கள் ஒரு புள்ளியில் ெந்திககும் என நிறுவு்க.

நிரூபணம் 

 ABC என்றை முகவ்கமாணத்தில் BC, CA ்ற்றும் AB ஆகிய பக்கங்்களின் த்யபபுள்ளி்கள் 
முதறைவய D, E, F என்்க. ேமாம் AD, BE, CF ஆகிய ேடுகவ்கமாடு்கள் ஒரு புள்ளியில் ெந்திககும் என நிறுே  
வேண்டும்.

 O-தே ஆதிபபுள்ளியமா்கக த்கமாண்டு A, B, C என்றை முதனபபுள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் 
முதறைவய 





a b c, ,  என்்க.

 D, E, F -ன் நிதை தேக்டர்கள் முதறைவய 



   



b c c a a b+ + +
2 2 2

, ,  

 AD-தய G1 ஆனது உட்புறை்மா்க 2 : 1 என்றை விகிைத்தில் பிரிககிறைது எனில்,

 

   G1 -ன் நிதை தேக்டர = 
2 1

2 1
OD OA
� ��� � ���

+
+

   OG1

� ����
 = 

2
2

1

3 3













b c a
a b c

+







 +

=
+ +

  ...(1)

 BE-தய G2 -ஆனது உட்புறை்மா்க 2 : 1 என்றை விகிைத்தில் பிரிககிறைது எனில்,

   G2 -ன் நிதை தேக்டர   = 
2 1

2 1
OE OB
� ��� � ���

+
+

 

   OG2

� ����
 = 

2
2

1

3 3

 









c a b
a b c

+





 +

=
+ +

.
  ... (2)

 இதைபவபமாைவே CF-தய G3 ஆனது உட்புறை்மா்க 2 : 1 என்றை விகிைத்தில் பிரிககிறைது எனில்,

   OG3

� ����
 = 





a b c+ +
3

 ... (3)

 (1), (2), (3)-லிருந்து  G1, G2, G3 ஆகியேற்றின் நிதை தேக்டர்கள் ெ்ம். எனவே அதே 
தேவவேறைமான புள்ளி்கள் இல்தை. அந்ை தபமாதுபபுள்ளிதய G என்்க.

 முகவ்கமாணத்தின் ேடுகவ்கமாடு்கள் ஒரு புள்ளியின்ேழிச் ெந்திககின்றைன.

்தறைம் 8.4
 ஒரு ேமாற்்கைம் இதண்கை்மா்க இருக்கத் வைதேயமானது ்ற்றும் வபமாது்மான நிபந்ைதன அைன் 
மூதைவிட்்டங்்கள் இருெ்க கூறிடும் என்பைமாகும்.

நிரூபணம் 

  AC, BD ஆகியேற்தறை மூதைவிட்்டங்்கைமா்க த்கமாண்்ட ேமாற்்கைத்தின் முதனபபுள்ளி்கள் A, B, C, D 

என்்க.  O-தே ஆதியமா்கக த்கமாண்டு A, B, C ்ற்றும் D-ன் நிதை தேக்டர்கள் 








a b c d, ,  kw;Wk; என்்க.

ப்டம் 8.27
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 ேமாற்்கைம் ABCD ஓர இதண்கைம் எனக த்கமாள்்க.

 இபதபமாழுது 

 AB DC OB OA OC OD b a c d b
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � � � � � �

= ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ + dd a c= +
� �

 

 வ்லும் 

 

b d+
2

 = 
 a c+

2
.  

 இதிலிருந்து AC ்ற்றும் BD ஆகியேற்றின் த்யபபுள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் ஒன்வறை 
ஆகும். அைமாேது, மூதைவிட்்டங்்கள் ஒன்தறைதயமான்று இரு ெ்ககூறிடுகின்றைன.

 ்றுைதையமா்க, ேமாற்்கைத்தின் மூதைவிட்்டங்்கள் ஒன்தறைதயமான்று இரு ெ்ககூறிடுகின்றைன எனக 
த்கமாண்்டமால், மூதைவிட்்டங்்கள் AC ்ற்றும் BD ஆகியேற்றின் த்யபபுள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் 
ெ்ம் ஆகும்.

 எனவே,   
 

 

 

 



 

a c b d a c b d c d b a+
=

+
⇒ + = + ⇒ − = −

2 2

 இதிலிருந்து OC OD OB OA
� ��� � ��� � ��� � ���

− = −  வ்லும் DC AB
� ��� � ���

= என நிறுேைமாம். இதிலிருந்து  AB ்ற்றும் 

DC ஆகியதே இதண எனைமாம். 
 

 

a c b d+ = +  என்பதிலிருந்து 


 

a d b c− = −  என்பைமால் AD ்ற்றும் 

BC  ஆகியதே இதண எனைமாம்.  எனவே, ABCD ஓர இதண்கைம் ஆகும்.

பயிற்சி 8.1
 (1) கீழ்க்கமாணும் இ்டபதபயரச்சி்கதை ேதைப்டம் மூைம் விேரிக்க.
  (i) 45 தெ.மீ., 30° கிழககிலிருந்து ே்டக்கமா்க (ii) 80 கி.மீ., 60° வ்ற்கிலிருந்து தைற்்கமா்க

 (2) தைமா்டரபு  R ஆனது V என்றை தேக்டர்களின் ்கணத்தின் மீது “
a  R 


b  என்பது 
a  = 


b ” என 

ேதறையறுக்கபபட்்டமால் அது V-ன் மீது ஒரு ெ்மானத் தைமா்டரபு என நிறுவு்க.

 (3) A ் ற்றும் B ஆகியதே 
a  ் ற்றும் 



b -ன் நிதைதேக்டர்கள் எனில்  AB என்றை வ்கமாட்டுத்துண்த்ட 

மூன்று ெ் பமா்கங்்கைமா்க பிரிககும் புள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் 


 

a b b a+ +2
3

2
3

 kw;Wk;   
என நிறுவு்க.

 (4) முகவ்கமாணம் ABC-ல்  AB ்ற்றும் AC-ன் த்யபபுள்ளி்கள் முதறைவய D ்ற்றும் E எனில் 

BE DC BC
� ��� � ��� � ���

+ =
3
2

என நிறுவு்க.

 (5) ஒரு முகவ்கமாணத்தின் இரு பக்கங்்களின் ேடுபபுள்ளி்கதைச் வெரககும் வேரகவ்கமாடு அைன் 
மூன்றைமாேது பக்கத்திற்கு இதண எனவும், அைன் நீைத்தில் பமாதி எனவும் தேக்டர முதறையில் 
நிறுவு்க.

 (6) ஒரு ேமாற்்கைத்தின் பக்கங்்களின் ேடுபபுள்ளி்கதைச் வெரககும் வேரகவ்கமாடு்கள் ஒரு 
இதண்கைத்தை அத்ககும் என தேக்டர முதறையில் நிறுவு்க.

 (7) 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே இதண்கைத்தின் ஒரு பக்கத்தையும் ஒரு மூதைவிட்்டத்தையும் 

குறித்ைமால் அைன் பிறை பக்கங்்கதையும் ்ற்தறைமாரு மூதைவிட்்டத்திதனயும் ்கமாண்்க.

 (8)  PO OQ QO OR
� ��� � ��� � ��� � ���

+ = +  எனில்,  P, Q, R ஆகியதே ஒவை வ்கமா்டத்புள்ளி்கள் என நிறுவு்க.

 (9)  முகவ்கமாணம் ABC-ல் பக்கம்  BC-ன் த்யபபுள்ளி D எனில்,  AB AC AD
� ��� � ��� � ���

+ = 2  என நிறுவு்க.

B

CD

A
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 (10)  ABC என்றை முகவ்கமாணத்தின் ேடுகவ்கமாட்டுச் ெந்தி G எனில், GA GB GC
� ��� � ��� � ��� �

+ + = 0  என நிறுவு்க.
 (11)  A, B, C ஆகியதே ஒரு முகவ்கமாணத்தின் முதனபபுள்ளி்கள் ்ற்றும் D,E,F என்பதே BC, CA, 

AB ஆகியேற்றின் த்யபபுள்ளி்கள் எனில், AD BE CF
� ��� � ��� � ��� �

+ + = 0  என நிறுவு்க,
 (12)  ABCD என்றை ேமாற்்கைத்தில் AC, BD-ன் ேடுபபுள்ளி்கள் E ்ற்றும் F ஆ்க இருபபின் 

AB AD CB CD EF
� ��� � ��� � ��� � ��� � ���

+ + + = 4  என நிறுவு்க.

8.6 வெக்டசைக கூறுகளாகப் பிரித்தல் (Resolution of Vectors) 
 ஒரு தேக்டதைக கூறு்கைமா்க எந்ைதேமாரு முடிவுள்ை பரி்மாணத்திலும் பிரிக்கைமாம். ஆனமால் 
ேமாம் இைண்டு ்ற்றும் மூன்று பரி்மாணங்்களில் கூறு்கைமா்க பிரிபபதைக ்கமாணைமாம்.

 ேமாம் இபதபமாழுது இரு பரி்மாணத்தில் இருந்து தைமா்டங்குவேமாம்.

8.6.1 இரு பரிமாணத்தில் ஒரு வெக்டரின் கூறுகள்  (Resolution of a vector in two dimension)

 ˆ ˆ kw;Wk ;i j என்பதே முதறைவய x, y அச்சு்களின் மித்கத் திதெயில் O-தே ஆைம்பபபுள்ளியமா்கக 
த்கமாண்்ட ஓைைகு தேக்டர்கள் என்்க. ைைத்தில் P என்றை புள்ளியின் நிதை தேக்டரOP

� ���
 எனில் அைதன 

 x, y  என்கிறை  ஒருத்த்ைன்த் ேமாயந்ை த்யதயண்்களுககு OP
� ���

 = ˆ ˆ xi y j+  என எழுைைமாம். 

வ்லும் |OP
� ���

| = x y2 2+ .

நிரூபணம்

 P என்றை புள்ளியின் ஆயத்தைமாதை்கள் (x, y) என்்க. L, M ஆகியதே 
Pயிலிருந்து  x, y-அச்சு்களுககு ேதையபபட்்ட தெங்குத்து்களின் 
அடிபபுள்ளி்கள் என்்க. எனவே, OP OL LP OL OM

� ��� � ��� � ��� � ��� � ����
= + = + .  

 ˆ ˆ kw;Wk ;i j ஆகியதே அைகு தேக்டர்கள் ஆைைமால், 
ˆ ˆOL xi OM yj= =

 

 kw;Wk;  ஆகும்.

 எனவே, OP
� ���

 = ˆ ˆ xi y j+

  ˆ ˆ vdpy ;OP r r xi yj= = +


 

ஆகும்.

 ஒருத்த்ைன்த்தய நிறுே 1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ kwW; k; x i y j x i y j+ +  ஆகியதே ஒவை புள்ளி Pதய 

குறிபபைமா்கக த்கமாள்வேமாம். எனவே, 
   1

ˆx i + 1
ˆy j  = 2 2

ˆ ˆx i y j+ .

 இதிலிருந்து 1 2 2 1
ˆ ˆ( ) ( )x x i y y j− − −  = 



0 0 01 2 2 1⇒ − = − =x x y y,  

 அைமாேது, x x y y1 2 1 2= = kw;Wk; . இதிலிருந்து ஒருத்த்ைன்த்தய அறியைமாம்.

 முகவ்கமாணம் OLPல் OP OL LP OP x y2 2 2 2 2= + = +; | | . Mfnt 
� ���

 அைமாேது | |r r x y= = +2 2  .

 î ்ற்றும் ĵ  ஆகியதே x ்ற்றும் y அச்சு்களின் மித்கத் திதெயில் அைகு தேக்டர்கள் எனில், (6,4)

என்றை புள்ளியின் நிதை தேக்டதை  ˆ ˆ6 4i j+  என ஒவை ஒரு ேழியில் ்ட்டுவ் எழுை முடியும்.

முடிவு 8.8

 ஒரு ைைத்தில்  


a b, ஆகியதே ஒவை வ்கமாட்டில் அத்யமாை இரு தேக்டர்கள் எனில், அந்ைத் 
ைைத்தில் உள்ை எந்ைதேமாரு தேக்டதையும் 





a b kw;Wk; -ன் ஒருபடிச் வெரகத்கயமா்க ஒவை ஒரு 
ேழியில் எழுை முடியும்.  அைமாேது அத்ைைத்தில் உள்ை எந்ை ஒரு தேக்டதையும் l a mb



+  என 

எழுைைமாம். இங்கு l ்ற்றும் m திதெயிலி்கள் ஆகும்.

M

O L

P(x,y)

▲
▲

▲

y

x

r
�

ĵ

î
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நிரூபணம்

 OA a
� ��� �

= என்்க. OB b
� ��� �

=  என்்க. ்ற்றும் 
r  என்பது





a b kw;Wk; 

அத்ந்ை ைைத்தில் உள்ை ஏவைனும் ஒரு தேக்டர என்்க.
 OBககு இதணயமா்க PL-ஐ  ேதை்க. எனவே, 
LP mb OL la
� ��� � � ��� �

= = kw;Wk;   ஆகும். இங்கு l ் ற்றும் m திதெயிலி்கள்.

 இபவபமாது OP OL LP
� ��� � ��� � ���

= + .  

 அைமாேது, 
 



r la mb= + .  

 ஆ்கவே, 
 



r a b, ,  ஆகியதே ஒரு ைை அத் தேக்டர்கள் எனில், 
r  என்பது





a b kw;Wk; -ன் ஒருபடி வெரகத்கயமாகும் 

குறிப்பு 8.2
 ஏவைனும் மூன்று ஒவை  வேரகவ்கமாட்டில் அத்யமாை தேக்டர்கள் ஒரு ைை அத் தேக்டர்கள் 
எனில் இதில் எந்ை ஒரு தேக்டதையும் ் ற்றை இரு தேக்டர்களின் ஒருபடிச் வெரகத்கயமா்க ஒவை ேழியில் 
எழுைைமாம். வ்லும் இைன் ்றுைதையும் உண்த்யமாகும். 

முடிவு 8.9
 




a b c,  kw;Wk; ஆகியதே ஒவை ைைத்தில் அத்யமாை தேளியில் அத்ந்ை ஏவைனும் மூன்று 
தேக்டர்கள் எனில், தேளியில் அத்ந்ை எந்ை ஒரு தேக்டதையும்  l a mb nc





+ +  என எழுைைமாம். 
இங்கு l, m ்ற்றும்  n ஆகியதே திதெயிலி்கைமாகும்.

ெசையசை 8.15
 ˆ ˆ kw;Wk ;i j  முதறைவய x ்ற்றும் y அச்சின் மித்கத் திதெயில் அத்ந்ை அைகு தேக்டர்கள் 
என்்க. 

r  என்பது இத்ைைத்தில் உள்ை ஏவைனும் ஒரு தேக்டர எனில், ˆ ˆ r xi y j= +


ஆகும். இங்கு x 

்ற்றும் y த்யதயண்்கள். இங்கு  ˆ ˆxi yj kw;Wk; ஆகியதே முதறைவய  x  ்ற்றும்  y அச்சின் 
திதெயில் 

r -ன் இருபரி்மாணக கூறு்கள் ஆகும்.

 ேமாம் இதுேதை இரு பரி்மாணத்தில் விேமாதித்ை கூறு்கதை முபபரி்மாண தேளிககும் 
விரிவுபடுத்ைைமாம்.

8.6.2 முப்பரிமாண வெளியில் ஒரு வெக்டரின் கூறுகள்
              (Resolution of a vector in three dimension)
்தறைம் 8.6
 ˆˆ ˆ,  kw;Wk; i j k  ஆகியதே முதறைவய x, y ்ற்றும் z அச்சின் மித்க திதெயில் O-தே ஆதியமா்கக 
த்கமாண்்ட அைகு தேக்டர்கள் என்்க. தேளியில் உள்ை ஏவைனும் ஒரு புள்ளி. P-ன் நிதைதேக்டர  
OP
� ���

-ஐ ஒவை ஒரு ேழியில் ˆˆ ˆ OP xi y j zk= + +


 என எழுைைமாம். 

இங்கு, x, y, z த்யதயண்்கள். வ்லும், | | .OP x y z
� ���

= + +2 2 2

நிரூபணம்

 P-ன் ஆயத்தைமாதை்கள் (x, y, z) என்்க. P-லிருந்து   
xy-ைைத்திற்கு ேதையபபட்்ட தெங்குத்தின் அடிபபுள்ளி Q என்்க.  
R ்ற்றும் S ஆகியதே Qவிலிருந்து முதறைவய  x ்ற்றும்  
y-அச்சு்களுககு ேதையபபட்்ட தெங்குத்தின் அடிபபுள்ளி்கள் 
என்்க. OP

� ���
=
r என்்க.

 அபதபமாழுது OR  = x,   OS = y,    QP = z.

 எனவே ,OR
� ���

  = ˆˆ ˆ, ,  kwW; k ;xi RQ OS yj QP zk= = =
  

b
�

r�

a�la�

B

P

AO

mb
�

L
ப்டம் 8.30

ப்டம் 8.31
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        OP
� ���

 = ˆˆ ˆ r OQ QP OR RQ QP xi y j zk= + = + + = + +
    



  அைமாேது OP
� ���

 = ˆˆ ˆr xi yj zk= + +


 ஆகும்.
 இதுவே O-தேப தபமாறுத்ை முபபரி்மாண தேளியில்  P-ன் நிதை தேக்டர ஆகும். 

முகவ்கமாணம் ORQ-ல்

   OQ2  = OR RQ2 2+  (எவேமாறு?)
 ்ற்றும் முகவ்கமாணம் OQP-ல்

   OP2  = OQ QP2 2+ .

   OP2  = OQ QP OR RQ QP x y z2 2 2 2 2 2 2 2+ = + + = + +

 வ்லும் | |OP
� ���

 = x y z2 2 2+ + , அைமாேது | |r r x y z= = + +2 2 2  

இைண்டு புள்ளிகசள இசணககும் வெக்டரின் கூறுகள்
(Components of vector joining two points)

 ( , ) ( , )x y x y1 1 2 2 kw;Wk; என்றை புள்ளி்கதை இதணககும் வ்கமாட்டின் கூறு்கதைக ்கமாண்வபமாம்.

 A ் ற்றும் B என்றை புள்ளி்கள் ( , ) ( , )x y x y1 1 2 2 kw;Wk; என்்க. P என்றை புள்ளிதய ( , )x x y y2 1 2 1- -  

ஆ்கக த்கமாள்்க. இபதபமாழுது AB OP
� ��� � ���

=  ஆகும். OP
� ���

-ன் கூறு்கள் 2 1
ˆ( )x x i−  ்ற்றும் 2 1

ˆ( )y y j−  ஆகும். 

எனவே, x ்ற்றும் y அச்சு்களின் திதெயில் AB
� ���

 -ன் கூறு்கள் 2 1
ˆ( )x x i−  ்ற்றும் 2 1

ˆ( )y y j− ஆகும்.

 இவை வபமான்று ( , , ) ( , , )x y z x y z1 1 1 2 2 2 kw;Wk; ஆகியதே A ் ற்றும் B எனில், AB
� ���

-ன் கூறு்கள்  x, 

y ்ற்றும் z அச்சு்களின் திதெயில் 2 1
ˆ( )x x i− ,  2 1

ˆ( )y y j−  ்ற்றும் 2 1
ˆ( )z z k− ஆகும்.

8.6.3 ஒரு வெக்டரின் அணி ெடிெம் (Matrix representation of a vector)

 மூன்று கூறு்கதைக த்கமாண்்ட தேக்டதை ஒரு நிதை அணியமா்கவேமா அல்ைது நிைல் அணியமா்கவேமா 

முதறைவய  [x, y, z] அல்ைது  

x
y
z

















 என எழுைைமாம்.

 ஆ்கவே எந்ைதேமாரு தேக்டர 1 2 3
ˆˆ ˆA a i a j a k= + +



-ஐதயயும்  1 2 3 1 2 3

ˆ
ˆˆ ˆ ˆ[ ]

ˆ

i
a a a j a i a j a k A

k

 
 

= + + = 
 
 



 

எனப தபறைைமாம்.

 எனவே தேக்டர்களின் கூட்்டல் ்ற்றும் திதெயிலிப தபருக்கல் ஆகியதே கீழ்க்கமாணு்மாறு 
ேதையறுக்கபபடுகிறைது.

 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ kwW; k ;A a i a j a k B b i b j b k= + + = + +

 

  எனில், 
 

A B
a
a
a

b
b
b

a b
a b
a b

+ =















+















=

+
+
+






1

2

3

1

2

3

1 1

2 2

3 3












 

 அைமாேது, ( )1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( )A B a b i a b j a b k+ = + + + + +

 

,
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 வ்லும், kA k


=  

a
a
a

ka
ka
ka

1

2

3

1

2

3
















=
















 

 அைமாேது,  kA


 1 2 3
ˆˆ ˆka i ka j ka k= + +  

 k k∈ >f;F 1எனில், நீட்சியும், 0 1< <k  எனில், குறுக்கமும், வ்லும் k = 0 எனில், 
ˆˆ ˆ0 0 0 0OA i j k= + + =

 

 என பூஜ்ஜிய தேக்டரும் கித்டககும்.

முடிவு 8.10
 தேக்டர கூட்்டலின் பரி்மாற்று ்ற்றும் வெரபபுப பண்பு்கள், ்ற்றும் திதெயிலி தபருக்கத்தின் 
பங்கீட்டு விதி ஆகியேற்தறைப பயன்படுத்தி கீழ்க்கமாண்பதே்கதை நிறுேைமாம்.

 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,  a a i a j a k b b i b j b k= + + = + +




 ்ற்றும் m ஒரு திதெயிலி என்்க.

 (i) 1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) .a b a b i a b j a b k+ = + + + + +





 (ii) 1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) .a b a b i a b j a b k− = − + − + −





 (iii) 1 2 3
ˆˆ ˆ .ma ma i ma j ma k= + +



 

 (iv) 
a  = 


b   ⇔ = = =a b a b a b1 1 2 2 3 3, , .

எடுத்துககாடடு 8.4
 ˆˆ ˆ5 3 4i j k− + -ன் திதெயில் உள்ை ஓர ஓைைகு தேக்டதைக ்கமாண்்க.

தீர்வு

 
a -ன் திதெயில் உள்ை ஓைைகு தேக்டர  





a
a| |

 ஆகும். எனவே,  ˆˆ ˆ5 3 4i j k− +  -ன் திதெயில் 

ஓைைகு தேக்டர  
ˆˆ ˆ5 3 4
ˆˆ ˆ| 5 3 4 |

i j k
i j k
− +
− +

 = 
2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 3 4 5 3 4
505 3 4

i j k i j k− + − +
=

+ +
 

குறிப்பு 8.3

 ˆˆ ˆ5 3 4i j k− + ககு எதிர திதெயில் வ்லும் ஓைைகு தேக்டர 
ˆˆ ˆ5 3 4

50
i j k− +

−  உள்ைது.

8.7 திசைக வகாசைன்கள் மறறும் திசை விகிதஙகள்
(Direction Cosines and Direction Ratios)
 ஆதியில் இருந்து  r தைமாதைவு தூைத்தில் உள்ை புள்ளி  P-ன் ஆயத்தைமாதை்கள் (x, y, z) என்்க. 
P-யிலிருந்து x, y ்ற்றும் z அச்சு்களுககு ேதையபபடும் தெங்குத்து்களின் அடிபபுள்ளி்கள் முதறைவய  
R, S ்ற்றும் T  என்்க. 

   ∠PRO  = ∠ = ∠ = °PSO PTO 90 .
   OR = x,  OS = y,   OT = z and OP = r.

 (ப்டத்தைப பமாரத்து, ∠PRO  = ∠ = ∠ = °PSO PTO 90  எனக ்கமாட்சிபபடுத்துேது ெற்வறை சிை்ம் 

ஆகும். ஏன் எனில் இதே அச்சு்களில் இருந்து P-ககு ேதையபபடும் தெங்குத்து்கள். முபபரி்மாண 
்மாதிரியில் இைதன எளிதில் ்கண்டுணைைமாம்)
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 ப்டம் 8.32 ப்டம் 8.33

 OP
� ���

 ஆனது x, y ்ற்றும் z அச்சு்களின் மித்கத் திதெயில் ஏற்படுத்தும் வ்கமாணங்்கள் α, β, γ எனில்,

   ∠POR  = α β γ, .   kw;Wk;∠ = ∠ =POS POT

 ∆ ∠ = ° ∠ = = =OPR PRO POR OR x OP ry;  kw;Wk; 90 , , .α

   எனவே, cosα  = 
OR
OP

x
r

= .  

 இதுவபமாைவே ேமாம் cos cosβ γ= =
y
r

z
r

,   என ்கமாணைமாம்.

 இங்கு  OP r
� ��� �

= ?d;  தி்ைக் வகாைங்கள் α β γ, , எனவும்,  ˆˆ ˆr xi yj zk= + +


-ன் திதெக த்கமாதென்்கள் 

cos ,cos ,cosα β γ   எனவும் ேதையறுக்கபபடுகிறைது. ஆ்கவே ˆˆ ˆr xi yj zk= + +


 என்றை தேக்டரின் 

தி்ைக்ஹகா்ைன்கள் 
x
r
y
r
z
r

, ,





 , இங்கு r x y z= + +2 2 2 ,

 திதெகத்கமாதென்்களு்டன் விகிை ெ்த்தில் உள்ை எந்ை மூன்று எண்்கதையும் அந்ை தேக்டரின் 
திதெ விகிைங்்கள் என்கிவறைமாம். எனவே ஒரு தேக்டரின் திதெ விகிைங்்கள் ஒருத்த்ைன்த் ேமாயந்ைது 
அல்ை. த்கமாடுக்கபபட்்ட ஒரு தேக்டருககு எண்ணிை்டங்்கமாத் திதெவிகிைங்்கள் இருககும்.

உறறு ்�ாககல்

 (i) த்கமாடுக்கபபட்்ட பூஜ்ஜிய்ற்றை தேக்டருககு திதெ விகிைங்்கள் ்ற்றும் திதெக 
த்கமாதென்்கதைக ்கமாணைமாம்.

 (ii) த்கமாடுக்கபபட்்ட திதெ விகிைங்்கதைக த்கமாண்டு ேம்்மால் அந்ை தேக்டதை நிரணயிக்க 
இயைமாது.

 (iii) த்கமாடுக்கபபட்்ட திதெக த்கமாதென்்கதைக த்கமாண்டு ேம்்மால் அந்ை தேக்டதைக ்கண்்டறிய 
இயைமாது.

 (iv) த்கமாடுக்கபபட்்ட தேக்டருககு திதெகத்கமாதென்்களின் தைமாகுபபு திதெ விகிைங்்களின் ஒரு 
தைமாகுபபமா்க அத்யும்.

 (v) ஒரு தேக்டதைக ்கண்்டறிய, அைன் எண்ணைவு ்ற்றும் திதெக த்கமாதென்்கவைமா அல்ைது 
திதெ விகிைங்்கவைமா அேசிய்மாகும். 

z

O

P(x,
 y, 

z)
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QR
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குறிப்பு 8.4
 OP

� ���
 எனும் ஒரு தேக்டதை ்கருது்க. இைன் தைமா்டக்கப புள்ளி ஆதி ஆகும். ஒரு தேக்டருககு 

தைமா்டக்கபபுள்ளி ஆதி இல்தை எனில் ஆதிதய தைமா்டக்கபபுள்ளியமா்கக த்கமாண்டு அவை எண்ணைவிற்கு 
அந்ை தேக்டருககு இதணயமா்க ேதை்க. ெ் தேக்டர்களுக்கமான வ்கமாட்பமாட்டிலிருந்து இதே 
இைண்டிற்கும் ஒவை திதெ த்கமாதென்்கள் இருககும். இவேமாறைமா்க ேமாம் எந்ை ஒரு தேக்டரின் திதெ 
த்கமாதெதனயும் ்கமாணைமாம். 

முடிவு 8.11

 ஒரு புள்ளியின் நிதை தேக்டர ˆˆ ˆr xi yj zk= + +


  என்்க. வ்லும் 
r -ன் திதெ வ்கமாணங்்கள் α β γ, ,  

எனில், 

 (i) 
r -ன் திதெக த்கமாதென்்களின் ேரக்கங்்களின் கூடுைல்  1 ஆகும்.

 (ii) sin sin sin2 2 2 2α β γ+ + = .

 (iii) 
r -ன் திதெக த்கமாதென்்கள் 

x
x y z

y
x y z

z
x y z2 2 2 2 2 2 2 2 2+ + + + + +

, , .  

 (iv) l, m, n ஆகியதே ஒரு தேக்டரின் திதெக த்கமாதென்்கள் எனில், l m n2 2 2 1+ + = . இைன் 

்றுைதையும் உண்த்.
 (v) எந்ை ஒரு அைகு தேக்டதையும் ேமாம் ˆˆ ˆcos cos cosi j kα β γ+ +  என எழுைைமாம்.

நிரூபணம்

 (i) cos cos cos2 2 2
2

2

2

2

2

2

2 2 2

2

2

2 1α β γ+ + = + + =
+ +

= =
x
r

y
r

z
r

x y z
r

r
r

 (ii), (iii), (iv), ்ற்றும் (v)-ன் நிரூபணங்்கள் பயிற்சிக்கமா்க வி்டபபட்டுள்ைன.

எடுத்துககாடடு 8.5
 கீழ்க்கமாணும் தேக்டர்களுககுத் திதெ விகிைங்்கள் ்ற்றும் திதெக த்கமாதென்்கதைக ்கமாண்்க.

 (i) ˆˆ ˆ3 4 6i j k+ − , (ii) ˆˆ3 4 .i k−  
தீர்வு

 (i) ˆˆ ˆ3 4 6i j k+ − -ன் திதெ விகிைங்்கள்  3, 4, - 6.

  திதெக த்கமாதென்்கள் 
x
r
y
r
z
r

, , . இங்கு r x y z= + +2 2 2  .

  எனவே திதெக த்கமாதென்்கள் 
3
61

4
61

6
61

, , -
 ஆகும்,.

 (ii) ˆˆ3 4i k− -ன் திதெ விகிைங்்கள் 3, 0, - 4.

  திதெக த்கமாதென்்கள் 
3
5

0 4
5

, , -
 .

எடுத்துககாடடு 8.6
 (i) 2, 3, - 6 என திதெ விகிைங்்கதைக த்கமாண்்ட தேக்டரின் திதெக த்கமாதென்்கதைக ்கமாண்்க.

 (ii) 30 ,45 ,60° ° °  ஆகியதே ஒரு தேக்டருககு திதெக வ்கமாணங்்கைமாகு்மா?

 (iii) A (2, 3, 1) ்ற்றும் B (3, - 1, 2) எனில்,  AB
� ���

-ன் திதெக த்கமாதென்்கதைக ்கமாண்்க.
 (iv) (2, 3, 1) ்ற்றும் (3, - 1, 2)-ஐ இதணககும் வ்கமாட்டின் திதெக த்கமாதென்்கதைக ்கமாண்்க.
 (v) 2, 3, 6-ஐ திதெ விகிைங்்கைமா்கவும் எண்ணைவு 5-ம் உத்டய தேக்டதைக ்கமாண்்க.
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தீர்வு

 (i) திதெக த்கமாதென்்கள் 
x

x y z
y

x y z
z

x y z2 2 2 2 2 2 2 2 2+ + + + + +
, , .

  அைமாேது 
2
7

3
7

6
7

, , -
 .

 (ii) வைதேயமான நிபந்ைதன cos cos cos2 2 2 1α β γ+ + =

  இங்கு α β γ= ° = ° = °30 45 60, ,  

  cos cos cos2 2 2 3
4

1
2

1
4

1α β γ+ + = + + ≠ . 

  எனவே, இதே எந்ை தேக்டருககும் திதெக த்கமாதென்்கைமா்கமாது.

 (iii) ˆˆ ˆ4AB OB OA i j k= − = − +
  

 

  திதெக த்கமாதென்்கள் 
1
18

4
18

1
18

, ,-
 

 (iv) A ்ற்றும் B என்றை புள்ளி்கள் (2, 3, 1)  ்ற்றும் (3, - 1, 2) என்்க. AB
� ���

-ன் திதெக த்கமாதென்்கள்   
1
18

4
18

1
18

, , .-

  இருபபினும், எந்ை புள்ளிதயயும் முைல் புள்ளியமா்க எடுத்துக த்கமாள்ைைமாம், எனவே இைற்கு 

எதிரத் திதெயிலும் திதெ விகிைங்்கதை ்கமாணைமாம். ஆ்கவே, ே்ககு  
- -1
18

4
18

1
18

, ,  என 

்ற்தறைமாரு தைமாகுபபு திதெக த்கமாதென்்கைமா்க கித்டககிறைது.

 (v) திதெக த்கமாதென்்கள் 
2
7

3
7

6
7

, , .  

  அைகு தேக்டர 
2 3 6 ˆˆ ˆ
7 7 7

i j k+ +  

  வைதேயமான தேக்டர 
5 ˆˆ ˆ(2 3 6 )
7

i j k+ + .

எடுத்துககாடடு 8.7
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 5 ,  3 2i j k i j k+ − + −  ் ற்றும் ˆˆ ˆ6 5 7i j k− +  ஆகியேற்தறை நிதை தேக்டர்கைமா்கக த்கமாண்்ட 

புள்ளி்கள் ஒவை வ்கமாட்டிைத்யும் எனக ்கமாட்டு்க.
தீர்வு 

 O-தே ஆதிபபுள்ளி என்்க. OA OB
� ��� � ���

, ்ற்றும் OC
� ���

 என்பன முதறைவய ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 5 ,  3 2i j k i j k+ − + −  

்ற்றும் ˆˆ ˆ6 5 7i j k− +    என்்க. எனவே, 

   AB
� ���

=  ˆˆ ˆ2 3i j k− +  ்ற்றும் ˆˆ ˆ4 8 12 .AC i j k= − +


 எனவே AC AB
� ��� � ���

= 4 . ஆ்கவே AB
� ���

 ் ற்றும் AC
� ���

 ஆகியதே இதணயமாகும். இேற்றிற்கு  A என்றை 

தபமாதுபபுள்ளி உள்ைது, எனவே, இந்ை மூன்று புள்ளி்கள் ஒவை வ்கமாட்டில் அத்யும். 
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  மாறறு முசை
 O-ஐ ஆதியமா்கக த்கமாள்்க.

   OA
� ���

 = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 5 , 3 2 6 5 7 kw;Wk ;i j k OB i j k OC i j k+ − = + − = − +
 

   AB
� ���

 = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 ; 3 6 9 4 8 12i j k BC i j k CA i j k− + = − + = + −
 

 

   AB
� ���

 = 14 ; 126 3 14 ; 224 4 14BC CA= = = =
 

.

  எனவே, AC = AB + BC.
 ஆ்கவே, A, B, C ஆகியதே ஒவை வ்கமாட்டின் மீது அத்யும். அைமாேது த்கமாடுக்கபபட்்ட 
புள்ளி்கள் ஒவை வ்கமா்டத்ப புள்ளி்கைமாகும்.

எடுத்துககாடடு 8.8
 எண்ணைதே 5-ம் ˆˆ ˆ4 3 10i j k− + -ககு இதணயமா்கவும் உள்ை தேக்டதை நிதை தேக்டைமா்க 
த்கமாண்்ட புள்ளிதயக ்கமாண்்க.
தீர்வு

 
a  -ஐ ˆˆ ˆ4 3 10i j k− +  எனக த்கமாள்்க.

 
a -ன் திதெயில் அைகு தேக்டர  â  ஆனது 





a
a| |

 ககுச் ெ்ம். அைமாேது 
4 3 10

5 5
i j k  − +

ககுச் 

ெ்ம். எண்ணைதே 5-ம், ˆˆ ˆ4 3 10i j k− + ககு இதணயமா்கவும் உள்ை தேக்டர  
ˆˆ ˆ4 3 10 4 3 ˆˆ5 2 5 .

5 5 5 5
i j k i j k

 − +
= − +  

 



 எனவே, வைதேயமான புள்ளி 
4
5

3
5

2 5, , .−







  

எடுத்துககாடடு 8.9

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 4 3 , 4 9 , 10 6i j k i j k i j k+ + + + − +   என்றை தேக்டர்கதை நிதை தேக்டர்கைமா்கக 
த்கமாண்்ட புள்ளி்கள் ஒரு தெங்வ்கமாண முகவ்கமாணத்தை அத்ககும் என நிறுவு்க.

தீர்வு
 O-ஐ ஆதிபபுள்ளியமா்கக த்கமாண்டு A, B, C என்றை புள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 4 3 , 4 9 , 10 6i j k i j k i j k+ + + + − +  என்்க. 

   OA
� ���

 = ˆˆ ˆ2 4 3i j k+ + , ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ4 9 10 6 kwW; k; OB i j k OC i j k= + + = − +
 

   AB
� ���

 = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(4 9 ) (2 4 3 ) 2 3 6 .OB OA i j k i j k i j k− = + + − + + = − +
 

   AB = | | ( )AB
� ���

  = + − +2 3 62 2 2 = 4 9 36 7+ + =

   BC
� ���

 = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(10 6 ) (4 9 ) 6 2 3 .OC OB i j k i j k i j k− = − + − + + = − −
 

   BC = |BC
� ���

| = 6 2 32 2 2+ − + −( ) ( ) = 36 4 9 7+ + =

   CA
� ���

 = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 4 3 ) (10 6 ) 8 5 3 .OA OC i j k i j k i j k− = + + − − + = − + −
 

   CA = | | ( ) ( )CA
� ���

 = − + + −8 5 32 2 2 = 64 25 9 98+ + =  

   2BC  = 2 249, 98, 49.CA AB= =
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   அைமாேது CA2 = BC2 + AB2.

 எனவே த்கமாடுக்கபபட்்ட புள்ளி்கள் ஒரு தெங்வ்கமாண முகவ்கமாணத்திதன அத்ககும்.

எடுத்துககாடடு 8.10
 
 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ5 6 7 ,  7 8 9 ,  3 20 5i j k i j k i j k+ + − + + +  ஆகிய தேக்டர்கள் ஒரு ைை தேக்டர்கள் 
எனக்கமாட்டு்க.
தீர்வு

 ˆˆ ˆ5 6 7i j k+ +  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(7 8 9 ) (3 20 5 )s i j k t i j k− + + + +  என்்க.
 கூறு்கதைச் ெ்பபடுத்ை,
   7s + 3t = 5

   -8s + 20t = 6

   9s + 5t = 7

 முைல் இரு ெ்ன்பமாடு்கதைத் தீரக்க,  s = t = 
1
2

 எனப தபறைைமாம். இதே மூன்றைமாேது 

ெ்ன்பமாட்த்ட நிதறைவு தெயகிறைது.

 ஆ்கவே, ஒரு தேக்டதை ்ற்றை இரு தேக்டர்களின் ஒருபடிச் வெரகத்கயமா்க எழுைைமாம். 
எனவே, த்கமாடுக்கபபட்்ட தேக்டர்கள் ஒரு ைைஅத் தேக்டர்கைமாகும்.

பயிற்சி 8.2
 (1) கீழ்க்கமாணும் விகிைங்்கதை திதெக த்கமாதென்்கைமா்க த்கமாண்டு ஒரு தேக்டர அத்யு்மா என 

ெரிபமாரக்க.

  (i)   
1
5

3
5

4
5

, ,   (ii)  
1
2

1
2

1
2

, ,   (iii) 
4
3

0 3
4

, ,

 (2) த்கமாடுக்கபபட்்ட திதெ விகிைங்்கதைக த்கமாண்்ட ஒரு தேக்டரின் திதெக த்கமாதென்்கதைக 
்கமாண்்க.

  (i)   1 , 2 , 3 (ii) 3 , - 1 , 3 (iii) 0 , 0 , 7 

 (3) கீழ்க்கமாணும் தேக்டர்களுககுத் திதெக த்கமாதென்்கள், ்ற்றும் திதெ விகிைங்்கதைக ்கமாண்்க.

  (i)  ˆˆ ˆ3 4 8i j k− +  (ii)  ˆˆ ˆ3i j k+ +  (iii)  ĵ

  (iv) ˆˆ ˆ5 3 48i j k− −  (v)  ˆˆ ˆ3 3 4i k j− +  (vi) ˆî k−

 (4) புள்ளி்கள் (1, 0, 0), (0, 1, 0) ்ற்றும்  (0, 0, 1) ஆகியேற்தறை முதனபபுள்ளி்கைமா்கக த்கமாண்்ட 
முகவ்கமாணத்தின் ேடுகவ்கமாடு்களின் திதெக த்கமாதென்்கதைக ்கமாண்்க.

 (5) 
1
2

1
2

, , a  ஆகியதே ஒரு தேக்டரின் திதெகத்கமாதென்்கைமாயின் a-ன் ்திபதபக ்கமாண்்க. 

 (6) (a , a + b , a + b + c) என்பது (1, 0, 0) ்ற்றும் (0, 1, 0) ஆகியேற்தறை இதணககும் வ்கமாட்டின் திதெ 
விகிைங்்கள் எனில்,  a, b, c -ஐக ்கமாண்்க.

 (7) ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 ,  3 4 4 ,  3 5i j k i j k i j k− + − − − −  ஆகிய தேக்டர்கள் ஒரு தெங்வ்கமாண முகவ்கமாணத்தை 

அத்ககும் எனக்கமாட்டு்க.

 (8) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 2 9 3 kw;Wk; a i j k b i j kλ= + + = + +




 ஆகிய தேக்டர்கள் இதண எனில், l-ன் ்திபதபக 
்கமாண்்க.
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 (9) கீழ்க்கமாணும் தேக்டர்கள் ஒரு ைை தேக்டர்கள் எனக ்கமாட்டு்க.

  (i)  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 ,  2 3 4 ,  2i j k i j k j k− + − + − − +       (ii) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 ,  ,  7 3 2+ + − + +i j k i j i j k .

 (10) ˆ ˆˆ ˆ ˆ4 5 ,  ,i j k j k+ + − −  ˆˆ ˆ3 9 4i j k+ +  ்ற்றும் ˆˆ ˆ4 4 4i j k− + +  ஆகியேற்தறை நிதை தேக்டர்கைமா்கக 

த்கமாண்்ட புள்ளி்கள் ஒரு ைைஅத்ேன எனக்கமாட்டு்க.

 (11)  எனில் கீழ்க்கமாணும் தேக்டர்களின் 
எண்ணைதேயும் திதெக த்கமாதென்்கதையும் ்கமாண்்க.   (i)  





a b c+ +        (ii)  3 2 5



a b c− + .

 (12) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 ,  3 4 5i j k i j k+ + − +  ்ற்றும் ˆˆ ˆ2 3 7i j k− + −  ஆகியதே ஒரு முகவ்கமாணத்தின் 

முதனபபுள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் எனில், அந்ை முகவ்கமாணத்தின் சுற்றைைதேக ்கமாண்்க.

 (13) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 4 , 2 4 3a i j k b i j k= − − = − + −




  ்ற்றும் ˆˆ ˆ2c i j k= + −


 எனில், 3 2 4



a b c− +  என்றை 
தேக்டருககு இதணயமான அைகு தேக்டதைக ்கமாண்்க.

 (14) மூன்று புள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் 




a b c, , ஆகியதே 2 7 5 0







a b c− + =  என்றை 

நிபந்ைதனதய நிதறைவு தெயைமால் அபபுள்ளி்கள் ஒவை வ்கமாட்டில் அத்யு்மா எனக கூறு்க.

 (15) P, Q, R, S  என்றை புள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் முதறைவய ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ), (2 5 ), (3 2 3 )i j k i j i j k+ + + + −  

்ற்றும் ˆˆ ˆ( 6 )i j k− −  எனில் PQ ்ற்றும் RS ஆகியதே இதண எனக்கமாட்டு்க.

 (16) m ˆˆ ˆ( )i j k+ +  ஓர அைகு தேக்டைமாயின் m-ன் ்திபபு்கதைக ்கமாண்்க.

 (17) A (1, 1, 1), B(1, 2, 3) ்ற்றும் C(2, - 1, 1) ஆகிய புள்ளி்கள்ஓர இரு ெ்பக்க முகவ்கமாணத்தின் 
முதனபபுள்ளி்கள் என நிறுவு்க.

8.8 வெக்டர்களின் வபருககம் (Product of vectors)

 ேமாம் இதுேதையிலும் இரு தேக்டர்களின் கூட்்டல், ஒரு தேக்டதை ்ற்தறைமாரு 
தேக்டரில் இருந்து ்கழித்ைல் ் ற்றும் ஒரு தேக்டதை ஒரு திதெயிலியமால் தபருககுைல் 
வபமான்றைேற்தறை பமாரத்துள்வைமாம். ேமாம் இபதபமாழுது இைண்டு தேக்டர்களின் 
தபருக்கதைப பற்றிப பமாரக்கைமாம். தேக்டர்கதைப தபருக்க இரு ேழி்கள் உள்ைன.

 (i) திதெயிலிப தபருக்கல் (புள்ளிப தபருக்கல்) ்ற்றும்

 (ii) தேக்டர தபருக்கல் (குறுககுப தபருக்கல்)

 இேற்தறை ேதையறுக்க இரு தேக்டர்களுககு இத்டபட்்ட வ்கமாணம் ே்ககு 
வைதே.

8.8.1 இைண்டு வெக்டர்களுககு இச்டப்பட்ட ்காணம் (Angle between two vectors)

 




a bkw;Wk; என்றை இரு தேக்டர்கதை முதறைவய OA
� ���

 ்ற்றும் OB
� ���

 எனக த்கமாள்வேமாம். இரு 

θ

▲▲

▲

▲

▲

▲b
�

a�
θ

O

b
�

b
�

θ

θ θ

a�
a�

▲

▲

 ப்டம் 8.34 ப்டம் 8.35 ப்டம் 8.36
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வெக்டர்களுககு இட்டப்பட்ட க்கோணம் என்பது அெற்றின திடை்களுககு இட்டப்பட்ட க்கோணம் ஆகும். 
அடெ இரண்டும் வெடடும் புள்ளியி்டத்து விரியும் தனடமையோ்ககெோ (்ப்டம் 8.34) அல்லது குவியும் 
தனடமையோ்ககெோ (்ப்டம் 8.36) இருக்க கெண்டும்.

 θ-ஆனது இரண்டு வெக்டர்களுககு இட்டப்பட்ட க்கோணம் எனில, 0 ≤ ≤θ π  ஆகும்.

 θ π= 0 my;yJ ஆ்க இருககும்க்போது வெக்டர்கள் இடண ஆகும்.

 இரண்டு வெக்டர்கள் ்ப்டம்  8.35-ல ்கோடடியுள்்ளது க்போனறு விரியகெோ அல்லது குவியகெோ 
இலட்ல எனில நோம் அதில ஏகதனும் ஒரு வெக்டரின நீ்ளத்டத நீடடி விரியகெோ அல்லது குவியகெோ 
வைய்து வெக்டர்களுககிட்டப்பட்ட க்கோணத்டதக ்கோண்லோம்.

8.8.2 திசையிலிப் பெருக்கம்  (Scalar product )

வசையசை 8.16

 
a  மைற்றும் 



b  என்ற இரு பூஜ்ஜியமைற்்ற வெக்டர்களுககு இட்டப்பட்ட க்கோணம் θ என்க.   

(்ப்டம்  8.34). இெற்றின திசையிலிப் பெருக்கம் அல்லது புள்ளிப் பெருக்கம் 




a b.  எனக குறிக்கப்படடு 

| | | | cos



a b θ என ெடரயறுக்கப்படுகி்றது.

 அதோெது, 




a b⋅ = | | | | cos



a b θ .

 




a b⋅ ்கணககிடும்க்போது கிட்டப்பது ஒரு திடையிலி. எனகெ இதடனத் திடையிலிப வ்பருக்கம் 
எனகிக்றோம். கமைலும், இெற்றிற்கு இட்டகய புள்ளி  (‘ ⋅ ’) என்ற வையலிடய ்பயன்படுத்துெதோல 
இதடனப புள்ளிப வ்பருக்கம் எனறும் கூ்ற்லோம்.

திசையிலிப் பெருக்கத்தின் வடிவக ்கணித விளக்கம் (ஒரு பவக்டரின் மீது மறபைொரு பவக்டரின் வீழல்)
(Geometrical meaning of scalar product (projection of one vector on another vector))

 OA a
� ��� �

= ,  OB b
� ��� �

=   மைற்றும் θ  என்பது 
a  மைற்றும் 



b ககு இட்டப்பட்ட க்கோணம் என்க. 
 OA-ககு வைங்குத்தோ்க BL ெடர்க. வைங்க்கோண முகக்கோணம் OLB-ல

 cos OL
OB

θ =  

 OL OB= cosθ  = | | cos


b θ  

 
a -ன மீது 



b -ன வீழல OL  ஆகும். எனகெ

 








a b a b⋅ =| | | | cosθ  = | | ( )a OL  

 



a b a⋅ =| |  (
a -ன மீது 



b -ன வீழல)

 ஆ்ககெ, 
a -ன மீது 



b -ன வீழல = 






a b
a
⋅

| |
.

 இகத க்போனறு 


b -ன  மீது  
a -ன வீழல = 







b a
b
⋅

| |
.

8.8.3 திசையிலிப் பெருக்கத்தின் ெண்பு்கள் (Properties of Scalar Product)
 (i) இரண்டு வெக்டர்களின திடையிலிப வ்பருக்கம் ்பரிமைோற்றுப ்பண்புட்டயது.

  ெழக்கமைோன ெடரயட்றயின்படி 






 





a b a b b a b a⋅ = = = ⋅| | | |cos | | | |cosθ θ

  அதோெது, ஏகதனும் இரு வெக்டர்கள் 
a  மைற்றும் 



b -ககு 


 

a b b a⋅ = ⋅

 (ii) திடையிலிப வ்பருக்கத்தின தனடமை

  0 ≤ ≤θ π என நமைககுத் வதரியும்.

்ப்டம் 8.37
a�

θ

B

O

▲

▲

b
�

L
A
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 θ = ⋅ =0 vdpy;




a b ab [தேக்டர்கள் இதண ்ற்றும் ஒவை திதெயில் இருககும்வபமாது  θ = 0 ] .

 θ π= ⋅ = −vdpy;




a b ab [தேக்டர்கள் இதண ்ற்றும் எதிரதிதெயில் இருககும்வபமாது θ π= . ].

 θ
π

= ⋅ =
2

0vdpy;




a b [இைண்டு தேக்டர்களும் தெங்குத்து எனில் θ
π

=
2

].

 0
2

< <θ
π

 எனில், cos θ  மித்க. எனவே, 




a b⋅ -யும் மித்க.

 
π

θ π
2
< < எனில் cos θ  குதறை.  எனவே 





a b⋅ -யும் குதறை.

 அைமாேது, 




a b⋅  என்பது  
> ≤ <
= =
< < ≤









0 0 2
0 2
0 2

 ,
 ,
 ,  

θ π
θ π
π θ π

/
/

/

 (iii) 




a b⋅ = ⇒0  | |a = 0 அல்ைது  | |


b = 0 அல்ைது θ
π=
2

 (iv) பூஜ்ஜிய்ற்றை இரு தேக்டர்கள் 
a  ்ற்றும் 



b -ககு,  




a b⋅ = 0  ⇔
a -ககு 



b தெங்குத்து

 (v) 
 a a⋅ -ஐ பல்வேறு ேத்க்களில் எழுதுைல்

  
  a a a⋅ =| |2 = ( ) a a a2 2 2= = .

  இவேமாறைமா்க எழுதுேது ்கணககு்களின் தீரவு்கதைக ்கமாணும்வபமாது மி்கவும் பயன்படும்.

 (vi) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 1i i j j k k⋅ = ⋅ = ⋅ =  ்ற்றும் ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 0i j j k k i⋅ = ⋅ = ⋅ =  (ஏன்?).

 (vii) ஏவைனும் இரு திதெயிலி்கள் λ µ, ககு

   λ µ


a b⋅ =λµ( )



a b⋅ = ( ) ( )λµ λµ







a b a b⋅ = ⋅ .

 (viii) திதெயிலிப தபருக்கம் கூட்்டலு்டன் பங்கீட்டு விதிககு உட்படும்.

  அைமாேது, 




a b c, ,  என்றை ஏவைனும் மூன்று தேக்டர்களுககு 

   




a b c⋅ +( )  = 




 a b a c⋅ + ⋅ (,lJ g';fPL) (இ்டது பங்கீடு)

   ( )



a b c+ ⋅  = 
 



a c b c⋅ + ⋅ (tyJ g';fPL)

இைன் விதைேமா்க

   




a b c⋅ −( )  = 




 a b a c⋅ − ⋅  ்ற்றும் ( )



a b c− ⋅  =  
 



a c b c⋅ − ⋅ ஆகும்.
  இைதன எத்ைதன தேக்டர்களுககு வேண்டு்மானமாலும் விரிவுபடுத்ைைமாம்.

 (ix) தேக்டர முற்தறைமாருத்்கள்

   ( )



a b+ 2  = | | | |







a b a b2 2 2+ + ⋅

   ( )



a b- 2  = | | | |







a b a b2 2 2+ − ⋅

   ( ) ( )







a b a b+ ⋅ −  = | | | |



a b2 2-

நிரூபணம்

 பண்பு (iii)-ன் படி

 ( )



a b+ 2  = ( ) ( )






a b a b+ ⋅ + = | | | |





 

a b a b b a2 2+ + ⋅ + ⋅  = | | | |







a b a b2 2 2+ + ⋅

  இவை வபமான்று ்ற்றைேற்தறையும் நிறுேைமாம்.
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 (x) திதெயிலிப தபருக்கத்தைக ்கமாணச் தெயல் விதி

  1 2 3
ˆˆ ˆa a i a j a k= + +



,  1 2 3
ˆˆ ˆb b i b j b k= + +



 என்்க.

   




a b⋅  = 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a i a j a k b i b j b k+ + ⋅ + +

    = 1 1 1 2 1 3
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i i a b i j a b i k⋅ + ⋅ + ⋅

2 1 2 2 2 3 3 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )a b j i a b j j a b j k a b k i+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ 3 2 3 3

ˆ ˆ ˆˆ( ) ( )a b k j a b k k+ ⋅ + ⋅

    = a b a b a b1 1 2 2 3 3+ + .

 ஆ்கவே, இைண்டு தேக்டர்களின் திதெயிலிப தபருக்கல் என்பது அதே்களின் ஒத்திதெேமான 
ஆயத்தைமாதை்களின் குண்கங்்கதைப தபருககிக கூட்டுேைற்குச் ெ்ம் ஆகும்.

 (xi) 
a  ்ற்றும் 



b ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் θ எனில்θ =
⋅









−cos
| | | |

1








a b
a b

.

 (xii) ஏவைனும் இரு தேக்டர்கள் 
a  ்ற்றும் 



b ககு 








a b a b+ ≤ +| | | | .

  
a  ்ற்றும் 



b ஆகியதே ஒரு முகவ்கமாணத்தின் இரு பக்கங்்கள் எனில் 




a b+   என்பது 

அம்முகவ்கமாணத்தின் மூன்றைமாேது பக்க்மா்க அத்யும். எனவே, முகவ்கமாணத்தின் பக்கப பண்பின்படி

  | | | | | |







a b a b+ ≤ +  .

 (xiii) ஏவைனும் இரு தேக்டர்கள் 




a b, -ககு | | | | | |







a b a b⋅ ≤ .
  இதில் ஏவைனும் ஒரு தேக்டர பூஜ்ஜிய தேக்டர எனில், இதே ெ்ம் ஆகும். எனவே இைண்டு 
தேக்டர்களும் பூஜ்ஜிய்ற்றை தேக்டர்கள் என்்க.

 cosθ   = 








a b
a b

⋅
| | | |

 

 அைமாேது,  
| |
| || |







a b
a b

⋅
 = | cos |θ ≤1

 ⇒ ⋅| |



a b  £ | | | |



a b

எடுத்துககாடடு 8.11
 கீழ்க்கமாண்பதே்களுககு 





a b⋅  ்கமாண்்க.

 (i) ˆˆ ˆ 5a i j k= − +


, ˆˆ3 2b i k= −


 

 (ii) 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே (2, 3, - 1) ்ற்றும் (- 1, 2, 3) என்றை புள்ளி்கதைக குறிககும் 
தேக்டர்கள்

தீர்வு

 (i)   




a b⋅  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ( 5 ) (3 2 ) (1)(3) ( 1)(0) (5)( 2) 3 10 7i j k i k− + ⋅ − = + − + − = − = − . 

 (ii)                       ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3    2 3a i j k b i j k= + − = − + +




 ்ற்றும் ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3    2 3a i j k b i j k= + − = − + +




   




a b⋅  = ( )( ) ( )( ) ( )( )2 1 3 2 1 3 2 6 3 1− + + − = − + − = .

எடுத்துககாடடு 8.12
 

a  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2  and 3 2i j k b i j k+ + = + −


 ்ற்றும் ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2  and 3 2i j k b i j k+ + = + −


 எனில், ( ) ( )







a b a b+ ⋅ −3 2 -ஐக ்கமாண்்க.
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தீர்வு 

  ( ) ( )







a b a b+ ⋅ −3 2  = 2 5 3 2 1 1 4 5 3 2 2 3 9 4 1 15  

  

a a a b b b⋅ + ⋅ − ⋅ = + + + + − − + + = −( ) ( ) ( ) .

எடுத்துககாடடு 8.13
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 3 , 2a i j k b i j k= + + = − + +





 ்ற்றும் ˆ ˆ3c i j= +


 வ்லும் 




a b+ λ  ஆனது 
c -ககு 

தெங்குத்து எனில் λ-ன் ்திபதபக ்கமாண்்க.
தீர்வு

  ( )



a b c+ ⋅ =λ 0  Þ 
 



a c b c⋅ + ⋅ =λ 0
    Þ (6 + 2)+ λ (- 3 + 2) = 0

   Þ	 λ	=	8.

எடுத்துககாடடு 8.14
 | | | |







a b a b+ = −  எனில், 
a  ்ற்றும் 



b ஆகியதே தெங்குத்து என நிறுவு்க.

தீர்வு

 | |



a b+  = | |



a b-

 Þ  | |



a b+ 2  = | |



a b- 2

  | | | |







a b a b2 2 2+ + ⋅  = | | | |







a b a b2 2 2+ − ⋅

 4




a b⋅  = 0 

 




a b⋅  = 0

 ஆ்கவே 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே தெங்குத்து ஆகும்.

எடுத்துககாடடு 8.15
 எந்ைதேமாரு தேக்டர 

r -ககும்  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )r r i i r j j r k k= ⋅ + ⋅ + ⋅
   

 என நிறுவு்க.

தீர்வு

  ˆˆ ˆr xi yj zk= + +


 என்்க.

  ˆr i⋅  = ( )ˆˆ ˆ ˆxi yj zk i x+ ⋅+ =  

  ˆr j⋅  = ( )ˆˆ ˆ ˆxi yj zk j y+ ⋅+ =

  ˆr k⋅  = ( )ˆ ˆˆ ˆxi yj zk k z+ ⋅+ =

  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )r i i r j j r k k xi yj zk r⋅ + ⋅ + ⋅ = + + =
   

 

 எனவே ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )r r i i r j j r k k= ⋅ + ⋅ + ⋅
   

.

எடுத்துககாடடு 8.16
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 3 4 6 8 kw;Wk ;i j k i j k+ + − − ஆகிய தேக்டர்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணத்தைக ்கமாண்்க.

தீர்வு

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 3 4 6 8kw;Wk;a i j k b i j k= + + = − −




என்்க. 
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 இேற்றிற்கு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் θ என்்க. எனவே, 

  cos
| | | |

θ =
⋅

=
− −

=








a b
a b

30 24 4
50 101

2
5 101

 

  ⇒ =










−θ cos 1 2
5 101

.

எடுத்துககாடடு 8.17
 A, B, C, D ஆகியதே  (4, - 3, 0), (7, - 5, - 1), (- 2, 1, 3), (0, 2, 5) என்றை புள்ளி்கள் எனில்,  

CD
� ���

 மீது AB
� ���

-ன் வீழதைக ்கமாண்்க.

தீர்வு

 O-தே ஆதிபபுள்ளியமா்கக த்கமாள்்க.

 ஆ்கவே, ˆ ˆ4 3OA i j= −


 ;  ˆˆ ˆ7 5OB i j k= − −


 ; ˆˆ ˆ2 3OC i j k= − + +


 ; ˆˆ2 5OD j k= +


 

 ˆˆ ˆ3 2AB OB OA i j k= − = − −
  

 ;  ˆˆ ˆ2 2CD OD OC i j k= − = + +
  

 CD AB AB CD
CD

� ��� � ��� � ��� � ���
� ���d; kPJ d;  tPPHy; =
⋅

=
− −

=
6 2 2

3
2
3

.

எடுத்துககாடடு 8.18
  





a b c,  kw;Wk; ஆகிய மூன்று அைகு தேக்டர்கள் 








a b c− + =3 0  என்றை ெ்ன்பமாட்த்ட 

நிதறைவு தெயைமால் 
 a c kw;Wk; -ககும் இத்டபபட்்ட வ்கமாணத்தைக ்கமாண்்க.

தீர்வு

 
 a c kw;Wk; -ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் θ  என்்க.

  




a b c− +3  = 0

 Þ | ( ) | a c+  = | |3


b  

 Þ | | | | | | | | cos   a c a c2 2 2+ + θ  = 3 2| |


b

 Þ 1 + 1 + (2) (1) (1) cosθ = 3(1)

 Þ cosθ = 
1
2

    Þ  θ = 
p
3

.

எடுத்துககாடடு 8.19
 (4, - 3, 1), (2, - 4, 5) ்ற்றும் (1, - 1, 0) என்றை ஒவை வ்கமாட்டில் அத்யமாப புள்ளி்கள் ஓர 
தெங்வ்கமாணத்தை அத்ககும் எனக்கமாட்டு்க.
தீர்வு
 எளிைமா்க இபபுள்ளி்கள் ஒரு முகவ்கமாணத்தை அத்ககும் எனத் தைரியும். இபவபமாது 

ஏவைனும் ஒரு வ்கமாணம் 
p
2

 என நிறுே வேண்டும். எனவே இம்முகவ்கமாணத்தின் பக்கங்்கதைக 

்கமாணவேண்டும்.

 O -தே ஆதிபபுள்ளி என்்க. A,B,C ஆகியேற்தறை (4, - 3, 1), (2, - 4, 5) ்ற்றும் (1, - 1, 0) எனக 
த்கமாள்்க.
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 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 3 , 2 4 5 ,OA i j k OB i j k OC i j
  

= − + = − + = −  

 இபதபமாழுது AB
� ���

 = ˆˆ ˆ2 4OB OA i j k
 

− = − − +

 இதுவபமாைவே BC
� ���

  = ˆˆ ˆ3 5i j k− + −   ;  CA
� ���

 = ˆˆ ˆ3 2i j k− +

  AB
� ���

⋅ CA
� ���

 = 0

 ஆ்கவே ஒரு வ்கமாணம் 
p
2

. எனவே த்கமாடுக்கபபட்்ட புள்ளி்கள் தெங்வ்கமாண முகவ்கமாணத்தை 

அத்ககும்.

குறிப்பு 8.5
 மூன்று பக்கங்்கள் தேக்டர ேடிவில் த்கமாடுக்கபபட்்டமால், இதே முகவ்கமாணத்தின் பக்கங்்கைமா்க 
இருக்க, 

 (i) இந்ை தேக்டர்களின் கூடுைல் 


0  அல்ைது ஏவைனும் இைண்டு தேக்டர்களின் கூடுைல் 
மூன்றைமாேது பக்கத்திற்கு ெ்ம் என நிறுே வேண்டும்.

 (ii) தெங்வ்கமாண முகவ்கமாணத்தில் ஒரு வ்கமாணம் 
p
2

 எனக ்கமாட்்ட ஏவைனும் இரு தேக்டர்களுககு 

இத்டபபட்்ட புள்ளிப தபருக்கம் 0 என நிரூபிக்க வேண்டும். 

பயிற்சி 8.3
 (1) கீழ்க்கமாணும் 





a b, ககு 




a b. -ஐக ்கமாண்்க.

  (i) ˆˆ ˆ2a i j k= − +


 ்ற்றும் ˆˆ ˆ3 4 2b i j k= − −


    (ii) ˆˆ ˆ2 2a i j k= + −


்ற்றும் ˆˆ ˆ6 3 2b i j k= − +


 (2) கீழ்க்கமாணும் தேக்டர்கள் 




a b, ஆகியதே தெங்குத்து எனில்,  l -ன் ்திபதபக ்கமாண்்க.

  (i) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 3a i j k b i j k= + + = − +


 λ  kw;Wk;      (ii) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 3 2 kwW; k; a i j k b i j kλ= + − = − +




 (3) 
a  ்ற்றும் 



b ஆகிய தேக்டர்களுககு | | ,| |



a b= =10 15  ்ற்றும் 




a b⋅ = 75 2 எனில்,  
a  ்ற்றும் 



b ககு இத்டபபட்்டக வ்கமாணத்தைக ்கமாண்்க.
 (4) கீழ்க்கமாணும் தேக்டர்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணத்தைக ்கமாண்்க.
  (i) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 6 6 3 2 kw;Wk ;i j k i j k+ − − +   (ii) ˆˆ ˆ ˆ kwW; k ;i j j k− −

 (5) 




a b c, ,  எனும் மூன்று தேக்டர்களுககு 








a b c+ + =2 0 ,  | | , | |



a b= =3 4  ்ற்றும் | |c = 7  எனில்  
a  ்ற்றும் 



b ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணத்தைக ்கமாண்்க.

 (6) ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 6 ), (6 2 3 ), (3 6 2 )a i j k b i j k c i j k= + + = + − = − +


 

 ஆகியதே ஒன்றுகத்கமான்று 
தெங்குத்து என நிரூபிக்க.

 (7) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 6 ,2i j k i j k− − − − +  ்ற்றும் ˆˆ ˆ3 5i j k− + +  ஆகிய தேக்டர்கள் ஒரு தெங்வ்கமாண 
முகவ்கமாணத்தை அத்ககும் எனக்கமாட்டு்க.

 (8) | | , | | , | |



a b c= = =5 6 7  ்ற்றும்  








a b c+ + = 0  எனில், 


 

  a b b c c a⋅ + ⋅ + ⋅ -ஐக ்கமாண்்க.

 (9) (2, - 1, 3), (4, 3, 1) ்ற்றும் (3, 1, 2) ஆகிய புள்ளி்கள் ஒவை வ்கமா்டத்ப புள்ளி்கள் எனக ்கமாட்டு்க.

 (10) 




a b, ஆகியதே அைகு தேக்டர்கள் ்ற்றும் θ என்பது இேற்றிற்கு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் எனில்,  

 (i) sin | |θ
2

1
2

= −




a b      (ii)  cos | |θ
2

1
2

= +




a b     (iii) tan | |
| |

θ
2
=

−
+









a b
a b

  எனக்கமாட்டு்க.

 (11) 




a b c, ,  என்றை மூன்று தேக்டர்கள் | | , | | , | |



a b c= = =3 4 5  ்ற்றும் ஒவதேமாரு தேக்டரும் ்ற்றை 

இரு தேக்டர்களின் கூடுைலுககுச் தெங்குத்ைமா்கவும் அத்ந்ைமால் | |



a b c+ + -ஐக ்கமாண்்க.
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 (12) ˆˆ ˆ2 6 3i j k+ + -ன் மீது ˆˆ ˆ3 7i j k+ + -ன்  வீழதைக ்கமாண்்க. 

 (13) ˆˆ ˆ2 6 3b i j k= + +


-ன் மீது ˆˆ ˆ 4  a i j kλ= + +


-ன் வீழல் 4 அைகு்கள் எனில், l-ன் ்திபதபக ்கமாண்்க.

 (14) 




a b, ்ற்றும் 
c  ஆகியதே | | , | | ,| |



a b c= = =2 3 4  ்ற்றும் 








a b c+ + = 0 என அத்ந்ைமால் 

4 3 3

 

  a b b c c a⋅ + ⋅ + ⋅  -ஐக ்கமாண்்க.

8.8.4 வெக்டர் வபருககம் (Vector product)
 இரு தேக்டர்களுககு இத்டவயயமான தேக்டர தபருக்கத்தை ேதையறுக்க 
ேைகத்க முதறை ்ற்றும் இ்டகத்க முதறை ஆகியேற்றின் ்கருத்ைமாக்கம் 
வைதேபபடுகிறைது.

 ேைது த்கயின் விைல்்கதை 
a  உ்டன் ஒன்று்மாறு தேத்து விைல்்கதை  

a -லிருந்து  


b  இருககும் திதெ வேமாககி ்்டககினமால்  (வ்கமாணம் 180°ககு 

குதறைேமா்க இருக்க வேண்டும்), ே்து ்கட்த்ட விைைமானது 




a b´ -ன் திதெதய 

குறிககும். இபவபமாது ேைகத்க முதறையின்படி 


b a´ -ன் திதெயமானது  




a b´ -ககு 

எதிர திதெயில் இருககும் (ப்டம் 8.38-ஐ பமாரக்க).

 வ்லும் ேமாம் 
a -ஐ  



b -ன் திதெதய வேமாககி  θ வ்கமாணம் ( )< π திருபபினமால் 





a b´ -ன் திதெயமானது ேைகத்க முதறையில் அத்ந்ை திருகு ே்கரும் திதெயிவைவய 

அத்யும் எனக ்கமாணைமாம்.
 ஒரு ்கமாரடீசியன் ஆயத்தைமாதை முதறை ஒரு ேைகத்க முதறைதய அத்க்க வேண்டு்மாயின் 

அச்சு்களின் மித்கத் திதெயில் அைகு தேக்டர்கைமான  ˆˆ ˆ, ,i j k  என்பதே ப்டம் 8.39-ல்  உள்ைது வபமான்று 

அத்ய வேண்டும். k̂ -ன் திதெயமானது ப்டம்  8.40-ல் உள்ைேமாறு அத்ந்ைமால் அைதன இ்டகத்க 

முதறை என்கிவறைமாம்.

ெசையசை 8.17
 இரு பூஜ்ஜிய்ற்றை தேக்டர்கள் 

a  ் ற்றும் 


b -ன் ஹவக்்டர் ஹபருக்கம் 




a b´  எனக குறிபபிட்டு

 ˆ| | | | sina b a b nθ× =
 

 

 என ேதையறுக்கபபடுகிறைது. இங்கு θ  

என்பது 
a  ்ற்றும் 



b -்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம், 0 ≤ ≤θ π .

 இங்கு ˆ, ,a b n




 ஆகியதே ேைகத்க முதறைதய அத்ககும்.

 ப்டம் 8.39 ப்டம் 8.40 ப்டம் 8.41 ப்டம் 8.42

b a×
� �

a b×
��

a�
b
�

b
�a�

ப்டம் 8.38

a b×
��

b
�n̂

θ

a�

ப்டம் 8.43

x y

z

î ĵ

k̂
yx

z

î ĵ

k̂

tyf;if ,lf;if ty jpUF ,l jpUF
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a b´  ஆனது | | | | sin



a b θ என்கிறை எண்ணைதேயும் n̂  என்றை திதெதயயும் த்கமாண்்ட ஒரு 

தேக்டர ஆகும்.

 இது்ட்டு்ல்ைமா்ல் 




a b´ ஆனது 
a  ்ற்றும் 



b உள்ை ைைத்திற்குச் தெங்குத்ைமா்க இருககும்.
குறிப்பு 8.6
 (i) n̂ -ன் திதெதயக ்கணிபபைற்கு 

a  ்ற்றும் 


b -ன் ேரிதெ மி்கவும் முககிய்மானைமாகும்.

 (ii) தேக்டர தபருக்கலின் வபமாது கித்டபபது ஒரு தேக்டர. எனவே இைதன தேக்டர 
தபருக்கம் என்று அதழககிவறைமாம். இந்ை தபருக்கத்தை குறிபபி்ட ‘´’ என்றை குறியீட்த்டப 
பயன்படுத்துகின்வறைமாம். எனவே இைதன குறுக்குப் ஹபருக்கம் என்றும் அதழக்கைமாம்.

வெக்டர் வபருககத்தின் ெடிெக கணித விளககம்
(Geometrical interpretation of vector product)

  OA a
� ��� �

=  ்ற்றும்  OB b
� ��� �

=  ஆகியதே அடுத்ைடுத்ை 

பக்கங்்கைமா்கக த்கமாண்டு OACB என்றை இதண்கைத்தைப பூரத்தி 
தெய்க.

 AOB =θ  என்்க.

 ப்டத்திலிருந்து 

   sinθ  = 
BL
OB

 

   BL = (OB)sinθ = | | sin


b θ  

 இபதபமாழுது  | |



a b´  = | | | | sin



a b θ = | | ( )a BL  

    = (அடிபபக்கம்) (உயைம்) =  இதண்கைம் OACB-ன் பைபபைவு

 ஆ்கவே, 




a b´  என்றை தேக்டரின் எண்ணைவு 
a ,


b ஐ அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்க த்கமாண்்ட 

இதண்கைத்தின் பைபபிற்குச் ெ்ம் ஆகும். வ்லும் இைன் திதெ  
n ஆனது 

a  ் ற்றும் 


b தய உள்ை்டககிய 

ைைத்திற்குச் தெங்குத்து ்ட்டு்ல்ைமா்ல் 




a b n, ,  ஆகியதே ஒரு ேைகத்க முதறைதய அத்ககும்.

 எனவே, | |



a b´  என்பது 
a  ்ற்றும் 



b ஐ அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்க த்கமாண்்ட இதண்கைத்தின் 

பைபபு ஆகும்.

 இதிலிருந்து இதண்கைம் OACB-ன் பைபபைவில் பமாதியமானது, முகவ்கமாணம் OAC-ன் பைபபு என 
ேருவிக்கைமாம்.
ெருவித்தல்

 
a  ்ற்றும் 



b ஐ அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்கக த்கமாண்்ட முகவ்கமாணத்தின் பைபபு  = ×
1
2

| |



a b

8.8.5. பண்புகள்

      (i)   தேக்டர தபருக்கம் பரி்மாற்றை விதிககு உட்ப்டமாது. ேதையதறையிலிருந்து,
  
 



b a´   = ˆ| | | | sin ( )b a n−


 θ    


 b a n, ,−












 

Mfpait tyf;if

Kiwia mikg;gjhy; 
  

  = ˆ| | | | sina b n−


 θ  

  = − ×( )



a b  

▲

▲

O L

B
n̂

a� A

C

θ

b
�

| |
� �a b×

ப்டம் 8.44

b
�

θ

a�

n̂

n̂−

ப்டம் 8.45
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  எனவே தேக்டர தபருக்கம் பரி்மாற்றைத்ைக்கைல்ை.

 (ii) இரு தேக்டர்கள் இதணயமா்க அல்ைது ஒவை வ்கமாட்டில் அத்ந்ைமால் 


 

a b× = 0  (எவேமாறு?)

  ஆனமால் 


 

a b× = ⇒0   




a = 0  அல்ைது  
 

b = 0  அல்ைது  
a  ் ற்றும் 



b ஆகியதே இதணயமாகும்.

 (iii) 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகிய ஏவைனும் இரு பூஜ்ஜிய்ற்றை தேக்டர்களுககு 

  


 





a b a b× = ⇔0  kw;Wk; இதணயமானதே. இதிலிருந்து 
 



a a× = 0  என ேருவிக்கைமாம்.

 (iv) ˆˆ ˆ, , i j k  ஆகியேற்றின் ேதையதறையிலிருந்து, (இதே ேைகத்க முதறைதய 
அத்ககும்)

           ˆ ˆi i×  = ˆ ˆˆ ˆ 0j j k k× = × =


 

  ˆˆ ˆi j k× =  ; ˆˆ ˆj k i× =  ; ˆ ˆ ˆk i j× =

  ˆˆ ˆj i k× = −  ; ˆ ˆ ˆk j i× = −  ; ˆˆ ˆi k j× = −    (எவேமாறு?)

 (v)  θ
π

=
2

 எனில், ˆ| | | |a b a b n× =
 

 

  (vi) ஏவைனும் இரு திதெயிலி்கள் m ்ற்றும் n-ககு 

   ma nb



´   = mn a b mna b a mnb na mb( ) ( ) ( )















× = × = × = ×  

 (vii) தேக்டர தபருக்கம் கூட்்டலின் மீது பங்கீட்டு விதிதய நிதறைவு தெயயும். 

  அைமாேது, 




a b c× +( )   = ( ) ( )



 a b a c× + ×  

   ( )



a b c+ ×   = 
 



a c b c×( ) + ×( )  

  இைதன ்கழித்ைல் ்ட்டு்ல்ைமா்ல் இைண்டுககு வ்ற்பட்்ட தேக்டர்களுககும் 
விரிவுபடுத்ைைமாம்.

  அைமாேது, 




a b c× −( )   = ( ) ( )



 a b a c× − ×  

   








a b c d× + +( )   = ( ) ( ) ( )



  



a b a c a d× + × + × . 

 (viii) குறுககுப தபருக்கத்தைக ்கமாணச் தெயல் விதி

   
a   = 1 2 3

ˆˆ ˆa i a j a k+ +  

   


b  = 1 2 3
ˆˆ ˆb i b j b k+ +  

   




a b´  = 1 2 3
ˆˆ ˆ( )a i a j a k+ +  ´ 1 2 3

ˆˆ ˆ( )b i b j b k+ +

    = 1 1 1 2 1 3 2 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )a b i i a b i j a b i k a b j i× + × + × + ×  

    2 2 2 3 3 1 3 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b j j a b j k a b k i a b k j a b k k+ × + × + × + × + ×  

    = 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b a b i a b a b j a b a b k− − − + −  

   




a b´  = 1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k
a a a
b b b

 .

 (ix) 
a  ்ற்றும் 



b -ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் θ எனில்,  θ =
×













−sin
| | | |

1









a b

a b
 .

  (இைன் நிரூபண்மானது பயிற்சிக்கமா்க வி்டபபட்டுள்ைது)

ப்டம் 8.46

▲

▲

▲

ĵ

î

k̂
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குறிப்பு 8.7
 இதில் θ எபதபமாழுதும் குறுங்வ்கமாண்மா்கவே அத்யும். எனவே தேக்டர தபருக்கத்தைப 
பயன்படுத்தி இைண்டு தேக்டர்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணத்தைக ்கமாணும்வபமாது எபதபமாழுதும் 
குறுங்வ்கமாணம் ்ட்டுவ் ே்ககு கித்டககும். ஆ்கவே வ்கமாணங்்கதைக ்கணககி்டப புள்ளிப 
தபருக்கத்தைப பயன்படுத்துேவை சிறைந்ைது. இைன்மூைம் θ அத்யும் இ்டத்தை அறிய முடியும்.

 (x) 
a  ்ற்றும் 



b -ககு  தெங்குத்ைமா்க உள்ை அைகு தேக்டர்கள் 
( )ˆ
| |
a bn
a b
×

± = ±
×









 (எவேமாறு?)

  
a  ்ற்றும் 



b -ககு தெங்குத்ைமா்க λ எண்ணைவுள்ை தேக்டர்கள் 
( )ˆ
| |
a bn
a b

λ λ ×
± = ±

×









 .

எடுத்துககாடடு 8.20
 ˆ ˆ3 4a i j= +



 ்ற்றும் ˆˆ ˆb i j k= + +


 எனில் | |



a b´ -ன் ்திபதபக ்கமாண்்க.

தீர்வு

   




a b´   = 

ˆˆ ˆ

3 4 0
1 1 1

i j k
 = ˆˆ ˆ(4 0) (3 0) (3 4)i j k− − − + −  = ˆˆ ˆ4 3i j k− − .

   | |



a b´  = | |4 3 16 9 1 26
 



i j k− − = + + = .

எடுத்துககாடடு 8.21
 ˆˆ ˆ3 4 7a i j k= − + −

 ்ற்றும் ˆˆ ˆ6 2 3b i j k= + −


 எனில்,  கீழ்க்கமாண்பதே்கதை ெரிபமாரக்க.

  (i)  
 



a a b kw;Wk; ´ ஆகியதே ஒன்றுகத்கமான்று தெங்குத்து

  (ii) 






b a b kw;Wk; ´ ஆகியதே ஒன்றுகத்கமான்று தெங்குத்து
தீர்வு

   




a b´ = 

ˆˆ ˆ

3 4 7
6 2 3

i j k
− −

−
 = ˆˆ ˆ( 12 14) (9 42) ( 6 24)i j k− + − + + − −  = ˆˆ ˆ2 51 30i j k− −  

 (i)  
 



a a b⋅ ×( )  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 3 4 7 ) (2 51 30 )i j k i j k− + − ⋅ − −  = − − + =6 204 210 0  

  எனவே,   
 



a a b kw;Wk; ´  ஆகியதே ஒன்றுகத்கமான்று தெங்குத்து.

 (ii)  






b a b⋅ ×( )   = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(6 2 3 ) (2 51 30 )i j k i j k+ − ⋅ − − = 12 102 90− +  = 0

  எனவே,  






b a b kw;Wk; ´ ஆகியதே ஒன்றுகத்கமான்று தெங்குத்து.

எடுத்துககாடடு 8.22
 ˆˆ ˆ4 3a i j k= − +



்ற்றும் ˆˆ2 2b i j k= − + −


 எனில், இரு தேக்டர்களுககும் தெங்குத்ைமான 6 
எண்ணைவு உள்ை தேக்டர்கதைக ்கமாண்்க.
தீர்வு

   




a b´  = 

ˆˆ ˆ

4 1 3
2 1 2

i j k
−

− −
 = ˆˆ ˆ(2 3) ( 8 6) (4 2)i j k− − − + + −  = ˆˆ ˆ2 2i j k− + +  
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a  ்ற்றும் 



b -ககுதெங்குத்ைமா்க உள்ை அைகு தேக்டர்கள்   
ˆˆ ˆ( ) 2 2

3| |
a b i j k
a b

 × − + +
± = ±  

×  









 
a  ்ற்றும் 



b -ககு தெங்குத்ைமா்க எண்ணைவு 6 உத்டய தேக்டர்கள் . 

எடுத்துககாடடு 8.23
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 2 2a i j k b i j k= + + = − +





 kw;Wk; ஆகியதே்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணத்தின் தென் 

்ற்றும் த்கமாதென் ்திபபு்கதைக ்கமாண்்க.

தீர்வு

 
a  ்ற்றும் 



b -ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் θ என்்க.

   a b
 

⋅  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 ) (4 2 2 )i j k i j k+ + ⋅ − +  = 8 2 6 12− + =  

   | |a


  = ˆˆ ˆ| 2 3 | 14i j k+ + =    ;   | |b


 = ˆˆ ˆ| 4 2 2 | 24i j k− + =  

   cosθ   = 








a b
a b

.
| | | |

= =
12

14 24
3
7

 

   




a b´   = 

ˆˆ ˆ

2 1 3
4 2 2

i j k

−
 = ˆˆ ˆ(2 6) (4 12) ( 4 4)i j k+ − − + − −   = ˆˆ ˆ8 8 8i j k+ −  

   | |



a b´   = ˆˆ ˆ| 8 8 8 |i j k+ −  = 8 3  

   sinθ   = 
| |
| | | |









a b
a b

´
  = 

8 3
14 24

4 3
7 12

2
7

= = .

எடுத்துககாடடு 8.24
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 4  kw;Wk; a i j k b i j k= + + = − +





ஆகியேற்தறை அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்கக த்கமாண்்ட 
இதண்கைத்தின் பைபபைதேக ்கமாண்்க.
தீர்வு

   




a b´   = 

ˆˆ ˆ

3 1 4
1 1 1

i j k

−
 = ˆˆ ˆ(1 4) (3 4) ( 3 1)i j k+ − − + − −  = ˆˆ ˆ5 4i j k+ −  

   | |



a b´  = ˆˆ ˆ| 5 4 | 42i j k+ − =

 இதண்கைத்தின் பைபபைவு  42  ெ.அைகு்கள்.

எடுத்துககாடடு 8.25
 

a  ் ற்றும் 


b என்றை ஏவைனும் இரு தேக்டர்களுககு,  | |



a b´ 2  + ( ) | | | |







a b a b⋅ =2 2 2  என நிரூபிக்க.

தீர்வு

   | |



a b´  = | | | | sin



a b θ  ்ற்றும் 




a b⋅  = | | | | cos



a b θ  என ேமாம் அறிவேமாம்.

   | | ( )







a b a b× + ⋅2 2  = | | | | sin | | | | cos







a b a b2 2 2 2 2 2θ θ+

    = | | | | (sin cos )



a b2 2 2 2θ θ+ = | | | |



a b2 2
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எடுத்துககாடடு 8.26
 A B C( , , ), ( , , ), ( , , )1 0 0 0 1 0 0 0 1  ஆகியேற்தறை முதனபபுள்ளி்கைமா்க த்கமாண்்ட முகவ்கமாணத்தின் 
பைபபைதேக ்கமாண்்க.

தீர்வு

 ேமாம் இபதபமாழுது முகவ்கமாணத்தின் ஏவைனும் இைண்டு பக்கங்்கதைக ்கமாண்வபமாம்.

   AB
� ���

 = ˆˆ ˆ;− + = − +


i j AC i k  

   AB AC
� ��� � ���

´  = 

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ1 1 0

1 0 1

i j k
i j k− = + +

−
 

   | |AB AC
� ��� � ���

´  = 3  

 முகவ்கமாணம் ABC -ன் பைபபைவு  
1
2

3
2

AB AC
� ��� � ���

× =  

குறிப்பு 8.8
 AB

� ���
 ்ற்றும் AC

� ���
-ககு பதிைமா்க எந்ை இைண்டு பக்கங்்கதைக த்கமாண்டும் தீரவு ்கமாணைமாம்.

பயிற்சி 8.4
 (1)  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 3 5 2  kwW; k; a i j k b i j k= + + = + −





எனில்,  




a b´ -ன் எண் ்திபதபக ்கமாண்்க.

 (2) 








   

 

a b c b c a c a b× + + × + + × + =( ) ( ) ( ) 0  எனக ்கமாட்டு்க.

 (3) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 kw;Wk ;i j k i j k+ + + +  என்றை தேக்டர்கள் உள்ை ைைத்திற்கு தெங்குத்ைமா்கவும் 
எண்ணைவு 10 3  உத்டய அைகு தேக்டர்கதைக ்கமாண்்க.

 (4) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 kw;Wk; a i j k b i j k= + + = + +


  எனில்,  kwW; k; a b a b+ −
 

 

 ஆகியேற்றிற்கு 
ைனித்ைனியமா்க தெங்குத்ைமா்க உள்ை தேக்டர்கதைக ்கமாண்்க.

 (5) ˆˆ ˆ2 3i j k+ +  ்ற்றும் ˆˆ ˆ3 2i j k− +  ஆகியேற்தறை அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்க த்கமாண்்ட 
இதண்கைத்தின் பைபபைதேக ்கமாண்்க.

 (6)   A(3, - 1, 2), B(1, - 1, - 3) ்ற்றும் C(4, - 3, 1) ஆகியேற்தறை உச்சிபபுள்ளி்கைமா்கக த்கமாண்்ட 
முகவ்கமாணத்தின் பைபபைதேக ்கமாண்்க.

 (7) முகவ்கமாணம் ABC-ன் உச்சிபபுள்ளி்கள் A, B, C-ன் நிதை தேக்டர்கள் முதறைவய 




a b c, ,

எனில், முகவ்கமாணம்  ABC-ன் பைபபைவு  
1
2

| |

 

  a b b c c a× + × + ×  என நிரூபித்து, இதிலிருந்து 

A, B, C ஆகியதே ஒவை வேரகவ்கமாட்டிைத்ய நிபந்ைதனதயக ்கமாண்்க.

 (8) எந்ைதேமாரு தேக்டர 
a -ககும்  2 2 2 2ˆˆ ˆ| | | | | | 2 | |a i a j a k a× + × + × =� � � �  என நிரூபிக்க.

 (9) 




a b c, ,  என்றை அைகு தேக்டர்களுககு 




 a b a c⋅ = ⋅ = 0  ்ற்றும் 


b -ககும் 
c -ககும் இத்டபபட்்ட 

வ்கமாணம் 
p
3

எனில்,  




a b c= ± ×
2
3

( ) என நிரூபிக்க.

 (10) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 kwW; k; i j k i j k+ − + +  ஆகிய தேக்டர்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணத்தை தேக்டர 
தபருக்கத்தைப பயன்படுத்திக ்கமாண்்க.
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பயிற்சி 8.5
ெரியமான அல்ைது மி்கவும் ஏற்புத்டய வித்டயிதனக த்கமாடுக்கபபட்்ட ேமான்கு ்மாற்று வித்ட்களிலிருந்து 
வைரந்தைடுக்கவும்.

 (1) AB BC DA CD
� ��� � ��� � ��� � ���

+ + +  என்பது

  (1) AD
� ���

  (2) CA
� ���

  (3) 


0   (4) -AD
� ���

 

 (2) 








a b a mb+ +2 3 kw;Wk; ஆகியதே இதண எனில், m-ன் ்திபபு

  (1) 3  (2) 
1
3

  (3) 6 (4) 
1
6

 

 (3) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 kwW; k ;i j k i j k+ − − + ஆகிய தேக்டர்களின் கூடுைலுககு இதணயமா்க உள்ை அைகு 
தேக்டர

  (1) 
ˆˆ ˆ

5
i j k− +   (2) 

ˆ ˆ2
5

i j+  (3) 
ˆˆ ˆ2

5
i j k− +  (4) 

ˆ ˆ2
5

i j−

 (4) ஒரு தேக்டர OP
� ���

 ஆனது x ்ற்றும் y அச்சு்களின் மித்கத் திதெயில் முதறைவய 60° ்ற்றும் 45°-ஐ 

ஏற்படுத்துகின்றைது. OP
� ���

 ஆனது z-அச்சு்டன் ஏற்படுத்தும் வ்கமாணம்

  (1) 45° (2) 60° (3) 90° (4) 30°

 (5) ˆˆ ˆ3 2  BA i j k= + +


்ற்றும் B-ன் நிதை தேக்டர ˆˆ ˆ3i j k+ − எனில் A-ன் நிதைதேக்டர

  (1) ˆˆ ˆ4 2i j k+ +  (2) ˆ ˆ4 5i j+  (3) ˆ4i  (4) ˆ4i−

 (6) ஒரு தேக்டர ஆய அச்சு்களு்டன் ெ்வ்கமாணத்தை ஏற்படுத்தினமால் அகவ்கமாணம்

  (1) cos− 







1 1
3

  (2) cos− 







1 2
3

  (3) cos− 








1 1
3

  (4) cos− 








1 2
3

 

 (7) 
 

  a b b c c a- - -, ,  ஆகிய தேக்டர்கள்

  (1) ஒன்றுகத்கமான்று இதணயமானது (2) அைகு தேக்டர்கள்

  (3) தெங்குத்ைமான தேக்டர்கள் (4) ஒருைை தேக்டர்கள்

 (8) ABCD ஓர இதண்கைம் எனில், AB AD CB CD
� ��� � ��� � ��� � ���

+ + +  என்பது

  (1) 2( )AB AD
� ��� � ���

+  (2) 4AC
� ���

  (3) 4BD
� ���

  (4) 


0

 (9) 
a  ்ற்றும் 



b -ஐ அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்க த்கமாண்்ட இதண்கைம்  ABCD-ன் ஒரு மூதைவிட்்டம் 




a b+  எனில் ்ற்தறைமாரு மூதைவிட்்டம் BD
� ���

ஆனது

  (1) 




a b-  (2) 


b a-  (3) 




a b+  (4) 




a b+
2

 

 (10) A, B-ன் நிதை தேக்டர்கள் 




a b,  எனில், கீழ்க்கமாணும் நிதை தேக்டர்களில் எந்ை நிதை 

தேக்டரின் புள்ளி AB என்றை வ்கமாட்டின் மீது அத்யும்.

  (1) 




a b+  (2) 
2

2





a b-
 (3) 

2
3





a b+
 (4) 





a b-
3
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 (11) 




a b c, ,  ஆகியதே ஒவை வ்கமாட்டிைத்ந்ை மூன்று புள்ளி்களின் நிதைதேக்டர்கள் எனில் 

கீழ்க்கமாண்பதே்களுள் எது ெரியமானது?

  (1) 




a b c= +  (2) 2


a b c= +  (3) 


 b c a= +  (4) 4 0







a b c+ + =

 (12) P என்றை புள்ளியின் நிதை தேக்டர 






r a b
=

+9 7
16

 என்்க. P ஆனது 
a  ்ற்றும் 



b -ஐ  நிதை 

தேக்டர்கைமா்கக த்கமாண்்ட புள்ளி்கதை இதணககும் வ்கமாட்த்டப பிரிககும் விகிைம்
  (1) 7 : 9  உட்புறை்மா்க  (2) 9 : 7 உட்புறை்மா்க
  (3) 9 : 7 தேளிபபுறை்மா்க  (4) 7 : 9 தேளிபபுறை்மா்க

 (13) ˆˆ ˆ2 2i j k+ +λ λ λ  என்பது ஓைைகு தேக்டர எனில், λ-ன் ்திபபு

  (1) 
1
3

  (2) 
1
4

  (3) 
1
9

  (4) 
1
2

 

 (14) ஒரு முகவ்கமாணத்தின் இைண்டு முதனபபுள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் ˆˆ ˆ3 4 4i j k+ −   ்ற்றும்  
ˆˆ ˆ2 3 4i j k+ + .  த்யகவ்கமாட்டு ெந்தியின் நிதை தேக்டர ˆˆ ˆ2 3i j k+ +  எனில், மூன்றைமாேது  முதனப 

புள்ளியின் நிதை தேக்டர

  (1) ˆˆ ˆ2 9i j k− − +  (2) ˆˆ ˆ2 6i j k− − −  (3) ˆˆ ˆ2 6i j k− +  (4) ˆˆ ˆ2 6i j k− + +

 (15) | | ,| |







a b a b+ = − =60 40 ்ற்றும் | | ,


b = 46  எனில், | |a -ன் ்திபபு
  (1) 42 (2) 12 (3) 22 (4) 32

 (16) 
a  ்ற்றும் 



b - ஒவை எண்ணைதேக த்கமாண்டுள்ைது. இேற்றிற்கு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் 60°  

்ற்றும் இேற்றின் திதெயிலிப தபருக்கம் 
1
2

எனில்,  | |a  -ன் ்திபபு

  (1) 2  (2) 3 (3) 7 (4) 1

 (17) ˆ ˆ(sin ) (cos )a i j= +
 θ θ   ்ற்றும் ˆˆ ˆ3 2b i j k= − +



ஆகியதே தெங்குத்ைமா்க அத்ந்து θ
π

∈





0

2
,  

எனில், θ-ன் ்திபபு
  (1) 

p
3

  (2) 
p
6

  (3) 
p
4

  (4) 
p
2

 

 (18) | | ,| |







a b a b= = ⋅ = °13 5 60 kw;Wk; எனில், | |



a b´ -ன் ்திபபு
  (1) 15 (2) 35 (3) 45 (4) 25

 (19) 
a  ்ற்றும் 



b -ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் 120°.  | | ,| |a b= =1 2  எனில், [( ) ( )]







a b a b+ × −3 3 2 -ன் 

்திபபு
  (1) 225 (2) 275 (3) 325 (4) 300

 (20) 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியேற்றின் எண்ணைவு 2, வ்லும் இேற்றிற்கு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் 60°

எனில், 
a  ்ற்றும் 





a b+ ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம்
  (1) 30° (2) 60° (3) 45° (4) 90°

 (21) ˆˆ ˆ3i j kλ+ + -ன் மீது ˆˆ ˆ5 3i j k− − -ன் வீழலும் ˆˆ ˆ5 3i j k− − -ன் மீது ˆˆ ˆ3i j kλ+ + வீழலும் ெ்ம் 

எனில், λ-ன் ்திபபு
  (1) ± 4 (2) ± 3 (3) ± 5 (4) ±1
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 (22) ˆˆ ˆ5 7i j k+ − என்றை தேக்டரின் ஆைம்ப ்ற்றும் இறுதிப புள்ளி்கள் (1, 2, 4) ்ற்றும் (2, - 3λ - 3) 

எனில், λ-ன் ்திபபு

  (1) 
7
3

  (2) -
7
3

  (3) �
5

3
  (4) 

5
3

 

 (23) ˆ ˆ ˆ ˆ10 3 ,12 5i i i j+ - ்ற்றும் ˆ ˆ11ai j+  ஆகிய நிதை தேக்டர்களின் புள்ளி்கள் ஒவை வ்கமாட்டில் 
அத்ந்ைமால் ‘a’-ன் ்திபபு

  (1) 6  (2) 3 (3) 5 (4) 8

 (24) ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 2 , 4 ( ) 70 kwW; k; a i j k b i xj k c i j k a b c= + + = + + = − + ⋅ × =
 

   

எனில் x -ன் ்திபபு
  (1) 5  (2) 7 (3) 26 (4) 10

 (25) ˆˆ ˆ2 2 ,| | 5a i j k b




= + + =  வ்லும் 
a  ்ற்றும் 



b -ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் 
p
6

  எனில், இவவிரு 

தேக்டர்கதை அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்கக த்கமாண்்ட முகவ்கமாணத்தின் பைபபு

  (1) 
7
4

  (2) 
15
4

  (3) 
3
4

  (4) 
17
4

 

பா்டத் வதாகுப்பு

இபபமா்டபபகுதியில் ேமாம் ்கற்றுத் தைளிந்ைதே
 · எண்ணைதேக த்கமாண்டு தீர்மானிக்கபபடும் ்கணியம் திதெயிலி ஆகும்.
 · எண்ணைவு ்ற்றும் திதெ ஆகியேற்தறைக த்கமாண்டு தீர்மானிக்கபபடும் ்கணியம் தேக்டர 

ஆகும்.
 · எந்ைதேமாரு புள்ளிதயயும் ஒரு தேக்டரின் ஆதிபபுள்ளியமா்கத் வைரந்தைடுக்க 

முடியு்மானமால் அது ்கட்டிைமா தேக்டர ஆகும்.  ஆனமால் ஒரு குறிபபிட்்ட புள்ளிதய ்ட்டுவ் 
ஆதிபபுள்ளியமா்கத் வைரந்தைடுக்க முடியு்மானமால் அது அறுதியிட்்ட தேக்டர ஆகும்.

 · ஒவை ைைத்தின் மீது அத்ந்ை அல்ைது அந்ைத் ைைத்திற்கு இதணயமா்க அத்ந்ை இைண்டு 
அல்ைது அைற்கு வ்ற்பட்்ட தேக்டர்கள் ஒவை ைை அத் தேக்டர்கள் ஆகும்.

 · இரு தேக்டர்களின் எண்ணைவு்கள் ெ்்மா்கவும் அதே ஒவை திதெயிதனயும் தபற்றிருந்ைமால் 
அேற்தறைச் ெ்தேக்டர்கள் எனைமாம்.

 · ஒரு தேக்டரின் எண்்திபபு 0 எனில் அது பூஜ்ஜிய தேக்டர ஆகும்.
 · ஒரு தேக்டரின் எண்ணைவு 1 எனில் அது அைகு தேக்டர ஆகும்.

 · a  என்பது ஏவைனும் ஒரு தேக்டர, m  ஒரு திதெயிலியமாயின்ma  என்பது தேக்டர 
a  உ்டன் 

திதெயிலி m-ன் திதெயிலிப தபருக்கம் ஆகும்.

 · 
a  ்ற்றும் 



b என்றை இரு தேக்டர்கள் இதண எனில், 




a b= λ . இங்கு λ ஓர திதெயிலி.

 ·  




a b c, kw;Wk;  ஆகியதே முகவ்கமாணத்தின் ேரிதெயமா்க எடுக்கபபட்்ட பக்கங்்கள் எனில், 








a b c+ + = 0
 · தேக்டர்களின் கூட்்டல், வெரபபுப பண்புககு உட்படும்.

 · எந்ை ஒரு தேக்டர 
a -ககும் 





 



a a a+ = + =0 0

 · எந்ை ஒரு தேக்டர 
a -ககும் 

   



a a a a+ − = − + =( ) ( ) 0
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 · தேக்டர கூட்்டல் பரி்மாற்றுப பண்புத்டயது.
 · இரு தேக்டர்கள் அேற்றின் எண்ணமாலும் திதெயமாலும் ஒரு முகவ்கமாணத்தின் ேரிதெயமா்க 

எடுக்கபபட்்ட இைண்டு பக்கங்்களின் மூை்மா்க குறிபபி்டபபட்்டமால், அேற்றின் கூடுைல் 
அம்முகவ்கமாணத்தின் எதிரேரிதெயில் எடுக்கபபட்்ட மூன்றைமாேது பக்க்மாகும். இதுவே 
தேக்டர கூட்்டலின் முகவ்கமாண விதி.

 · OABC என்றை இதண்கைத்தில் OA
� ���

 ்ற்றும் OB
� ���

 ஆகியதே அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமாயின், 
அைன் மூதைவிட்்டம் OC

� ���
 இேற்றின் கூடுைதைக குறிககும். இதுவே தேக்டர கூட்்டலின் 

இதண்கை விதியமாகும்.

 · α β γ, ,  ஆகியதே திதெக வ்கமாணங்்கள் எனில், cos ,cos ,cosα β γ  ஆகியதே திதெக 

த்கமாதென்்கைமாகும்.

 · ˆˆ ˆr xi yj zk= + +


 என்றை தேக்டரின் திதெ விகிைங்்கள் x y z, , ஆகும்.

 · 




a b c, kw;Wk;  ஆகியதே ஒவை ைைத்தில் அத்யமாை தேக்டர்கள் எனில், தேளியில் 
உள்ை எந்ை ஒரு தேக்டதையும் a mb nc� �  எனத் ைனித்ை ேழியில் எழுைைமாம்.

 ஒரு புள்ளியின் நிதை தேக்டர ˆˆ ˆr xi yj zk= + +


 

 ்ற்றும் 
r -ன் திதெக வ்கமாணங்்கள் α β γ, ,  எனில், 

 (i) 
r  -ன் திதெக த்கமாதென்்களின் ேரக்கங்்களின் கூடுைல் 1. 

 (ii) sin sin sin2 2 2 2α β γ+ + = .

 (iii) 
r -ன் திதெக த்கமாதென்்கள் 

x
x y z

y
x y z

z
x y z2 2 2 2 2 2 2 2 2+ + + + + +

, , .  

 (iv) l, m, n ஆகியதே ஒரு தேக்டரின் திதெக த்கமாதென்்கள் எனில், l m n2 2 2 1+ + = .

 (v) எந்ை ஒரு அைகு தேக்டதையும் ˆˆ ˆcos cos cosi j k+ +α β γ  என எழுைைமாம்.

 · 
a  ்ற்றும் 



b ஆகிய தேக்டர்களின் திதெயிலிப தபருக்கம் 




a b⋅ = | | | | cos



a b θ ஆகும்.

 · 
a  ்ற்றும் 



b ஆகிய தேக்டர்களின் தேக்டர தபருக்கம்  


a b´ எனக குறிபபிட்டு 

   ˆ| | | | sina b a b nθ× =
 

 

 ஆகும். இங்கு θ என்பது 
a  ்ற்றும் 



b -ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம்   

0 ≤ ≤θ π . இங்கு ˆ, ,a b n




 ஆகியதே ேைகத்க முதறைதய அத்ககும்.
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ஹவக்்டர் இயறகணிதைம்91

ெவக்டர் இயற்க�தம்

தெயல்பமாட்டின் இறுதியில்
கித்டக்கப தபறுேது

படி - 1 
கீழ்க்கமாணும் உைலி / விதைவுக குறியீட்த்டப பயன்படுத்தி GeoGebra-வின் “XI standard 
Vector Algebra” பக்கத்திற்குச் தெல்்க. உங்்கள் பமா்டம் ெமாரந்ை பை பணித்ைமாள்்கள் 
இபபக்கத்தில் த்கமாடுக்கபபட்டிருககும்.

படி -2
“Direction Cosines”  பயிற்சித்ைமாதைத்வைரவுதெயதுேழுேல்்கதை ே்கரத்தியதும் 
3-D உருேத்பபு ேைபபக்கம் ்கமாணபபடும். 3-D உருேத்பதபச்சுழ
ற் றை சு ட் டி த ய ே ை ப ப க ்க ம் த ெ மா டு க கி ப ல் வ ே று அ த ் ப பு ்க த ை க ்க மா ண ை மா
ம். ேழுேல்்கதை ே்கரத்தி, அல்ைது x, y ்ற்றும்z ்திபபு்கதைப பதிந்து 
திதெதயண்தண ்மாற்றைைமாம் 

உரலி :
https://ggbm.at/cem3sdq5

*ப்டங்்கள் அத்டயமாைத்திற்கு ்ட்டும்.

இசணயச் வையல்பாடு 8 (a)

படி - 1 படி -2 

ெவக்டர் இயற்க�தம்

தெயல்பமாட்டின் இறுதியில்
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தெயல்பமாட்டின் இறுதியில்
கித்டக்கப தபறுேது

படி - 1 
கீழ்க்கமாணும் உைலி / விதைவுக குறியீட்த்டப பயன்படுத்தி GeoGebra-வின் “XI standard Vector 
Algebra” பக்கத்திற்குச் தெல்்க. உங்்கள் பமா்டம் ெமாரந்ை பை பயிற்சித்ைமாள்்கள் இபபக்கத்தில் 
த்கமாடுக்கபபட்டிருககும்.

படி - 2
“Product of Vectors” பயிற்சித்ைமாதைத்வைரவுதெயதுேழுேல்்கதை ே்கரத்தியதும் 3-D உருேத்பபு 
ேைபபக்கம் ்கமாணபபடும். 3-D உருேத்பதபச்சுழற்றைசுட்டிதயேைபபக்கம்தெமாடுககிபல்வேறு
அத்பபு்கதைக்கமாணைமாம். ேழுேல்்கதை ே்கரத்தி, அல்ைது x, y ்ற்றும்z ்திபபு்கதைப பதிந்து 
திதெதயண்தண ்மாற்றைைமாம் (ேன்றைமா்கப புரிந்து த்கமாள்ை a1, a2,  ்ற்றும் a3  ்திபபு்கதை ்மாற்றை 
வேண்்டமாம்) ABXAC அேற்றின் கூறு்கள் வேரகுத்ைமா்கக  த்கமாடுக்கபட்டுள்ைது.

படி - 1 படி - 2

தெயல்பமாட்டின் இறுதியில்

உரலி :
https://ggbm.at/cem3sdq5

*ப்டங்்கள் அத்டயமாைத்திற்கு ்ட்டும்.

ெவக்டர் இயற்க�தம்

இசணயச் வையல்பாடு 8 (b)
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