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INTEGRAL CALCULUS11அத்தியொயம்

“குறி�டு்கள் புதிய ்கண்டு��ப்பு்ககள எ�கமயகாககு�ன்றன.
வியத்தகு வக்கயில் இகவ சிந்தகனகய எ�கமயகாககு�ன்றன”

- ���ட்ஸ்

11.1 அறிமுைம் (Introduction)
 ்ாட்ஃபியரட் வில்கஹல்ம் லிபினிட்ஸ (1646-1716) 
மறறும்  சர ஐசக் நியூட்்டன்  (1643-1727) ஆகிநைார  
17-ஆம் நூறைாணடின் மததியில் ைனிதைனிைா் 
நுண்ணிைதயை  ்ணடுபிடிதைனர. ைததுவஞானி,  
்ணிைவிைலாைர, அரசிைல் ஆநலாச்ர, மறறும் 
ைரக்்விைலாைர எனப் நபாறைப்பட்்ட க�ரமானிை  
ோட்்டவரான லிபினிட்ஸ,  வய்யி்டல் மறறும் 
கைாய்யி்டல்  நுண்ணிைதயைத ைனிததுவமா் 
்ணடுபிடிதைார.  இநை ்ாலக்்ட்்டததில் இங்கிலாநது 

ோட்ய்டச்  சாரநை  சர ஐசக் நியூட்்டன் ஒரு வயைவயரயின் 
கீழ உளை  பரப்பியனக் ்ாை  நுண்ணிைததின்  

அடிப்பய்டத நைறைதயை உருவாக்கினார.  நியூட்்டன் ்ணிைதநைாடு நிற்ாமல்,  ஒளியிைல் மறறும் 
புவிஈரப்பு  ஆகிைவறறின் ந்ாட்டுபாடு்யையும் உருவாக்கினார.
 வய்யி்டல் மறறும் கைாய்யி்டல் இல்லாமல் இவவுல்தயை ேம்மால் ்றபயன கூ்டச் கசய்ை 
இைலாது. ்ணிைததின் வய்யி்டல் மறறும் கைாய்யி்டல் ஆகிை இரணடு அடிப்பய்டக் கூறு்ளின் 
பைன்பாடு்ைால் இநை நூறைாணடில் அறிவிைல் வைரச்சி குறிப்பி்டதைக்்  அைவில் நமம்பட்டு 
இருப்பயைக் ்ாைலாம்.  இைறபிைல், நவதியிைல், கபாறியிைல், வானிைல், ்னிமவிைல், உயிரிைல் 
மறறும் சமூ் அறிவிைலில்  ஏறபடும் பல்நவறு வய்ைான பிரச்சயன்ளின்  தீரவு்யைக் ் ாணபைறகு 
நமறகூறிை இரணடு அடிப்பய்டக் கூறு்ளின் பைன்பாடு்ள ைவிரக்் முடிைாை ஒன்ைாகும்.
 நுண்ணிைம் க்ாளய் அைவில் இருவய் வடிவிைல் ்ைக்கு்யைப்  பறறிைது.
 (i) ஒரு வயைவயரயின் கைாடுந்ாட்டின் சோய்விலை எல்யல ்ாணும் முயையில் ்றபயை 

வலையிடல் என்கிநைாம்.
 (ii) ஒரு வயைவயரயின் கீழ அயமநதுளை பகுதியின் ்பரப்ப்ளவிலை எல்யல ்ாணும் 

முயையில்  ்றபயைத த�ோலையிடல் என்கிநைாம்.
 ோம் 9 மறறும் 10 ஆகிை அததிைாைங்்ளில்  வய் நுண்ணிைதயைப் படிததுளநைாம். இநை 
அததிைாைததில்  கைாய்யி்டலுக்்ான சில அடிப்பய்ட வழிமுயை்யைக் ்ாணநபாம்.

கீநை விவரிக்்ப்பட்டுளை சில எளியமைான  ேய்டமுயைச் சூழநியல்யைக் க்ாளநவாம்

சூழ்நிலை 1

 A மறறும் B என்ை புளளி்ளுக்கிய்டநைைான (ப்டம் 11.1(a)), மீச்சிறு  தூரம்  அவவிரு புளளி்யை 
இயைக்கும் நேரக்ந்ாட்டுத துண்டாகும்.  ஒரு து்ைானது A யிலிருநது B-க்கு (கசங்குதைா் 
அயமைாை)  வழுக்கிச் கசல்லும்நபாது எடுததுக்க்ாளளும் மி்க்குயைநை நேரம்  க்ாண்ட   
பாயையைக் ்ாை முறபடுவைா்க் க்ாளநவாம்.  கபரும்பாலாநனார  மீச்சிறு தூரம் க்ாண்ட AB  
என்ை நேரக்ந்ாட்டு வழிைா் வநைால் (ப்டம் 11.1(a)) எடுததுக்க்ாளளும் நேரம்  மீச்சிறு நேரம் என 
ேம்புகின்ைனர. 

நியூட்டன் லிபினிட்ஸ்
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 ஆனால், A  யையும் B யையும் இயைக்கும் நேரக்ந்ாடு மீச்சிறு நேரம் க்ாண்ட   பாயைைா் 
இருக்்ாது. ஏகனனில்  A க்கு அருகில்  அதி் சாய்வு   க்ாண்ட வயைவயரயில் (ப்டம் 11.1 (b)) 
இைங்கும் தியசநவ்மானது நேரக் ந்ாட்டில் (ப்டம் 11.1 (a)) இைங்கும் தியசநவ்தயை வி்ட 
அதி்மா் இருக்கும்.  இநை வயைவயரயின்  பாயை மி் நீைமானைா் இருநைநபாதிலும், இநைப் 
பாயையை அதிநவ்மா்    மி்க்குயைநை நேரததில் ்்டக்்லாம். நுண்ணிைதயைப் பைன்படுததித 
இக்்ைக்கிற்ான தீரவு ்ாைலாம் இது  ‘பிராகிஸட்ஸந்டாக்நரான் (Brachistochrone)’ ்ைக்கு என்று 
அயைக்்ப்படுகிைது.   
சூழ்நிலை 2 
 ஆரம்ப வடிவிைலில் அறிைப்பட்்ட சூததிரங்்யைப் பைன்படுததிப் பின்வரும் ஒழுங்்ான 
வடிவங்்ளின் அைவீடு்யைக் ்ாணபயைப் பறறி ஏற்னநவ ோம் படிததுளநைாம்.

ப்டம் 11.2 (a)
 பின்வரும் வயரப்டங்்ளினால்  குறிப்பி்டப்பட்்ட அைவீடு்யை, சாரபு்யைக் க்ாணடு எவவாறு 
்ைக்கி்ட முடியும் ?

ப்டம் 11.2 (b)
 இநைக் ்ைக்கு்ள ்ாணபைறகு ்டினமா் இருநை நபாதிலும் நுண்ணிைத கைாய்யி்டல் மூலம் 
இவறயை எளிைா் தீரக்்லாம்.

சூழ்நிலை 3

 மாைவர ஒருவர ைன் நமாட்்டார யசக்கிளில் 24 மீ/
வினாடி நவ்ததில் கசன்று க்ாணடிருக்கும்நபாது, குறிப்பிட்்ட 
ைருைததில் ைனக்கு முன்பா் 40 மீட்்டர கைாயலவில் இருக்கும் 
ைடுப்பின் மீது நமாையலத ைவிரக்் வா்னதயை நிறுதை 
நவணடியுளைது.  உ்டனடிைா்த ைன்னுய்டை வா்னதயை   
8 மீ/வினாடி2 எதிர முடுக்்ததில் நவ்தயைக் குயைக்கிைார எனில் 
வா்னம் ைடுப்பின் மீது நமாதுவைறகு முன்  நிறகுமா ? ப்டம் 11.3

ப்டம் 11.1 (a) ப்டம் 11.1 (b)
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ேம் அன்ைா்ட வாழய்யில் இைறய்ைா்நவ நி்ழும் பல்நவறு நி்ழவு்யை  ோம் பாரப்நபாம்.
	 ♦		 எநை நவ்ததில் நமல் நோக்கி உநைப்படும் ஒரு கசைறய்ந்ாள மீணடும்  பூமியை   

நோக்கித திரும்பாது?
	 ♦		 க்ாடுக்்ப்பட்டுளை சுறைையவக் (P) க்ாண்ட இருசமபக்் முக்ந்ாைதயை உளை்டக்கிை 

சிறிை வட்்டதை்ட்டின் ஆரம் எவவைவு?
	 ♦		 2r ஆரம் க்ாண்ட திணமக்ந்ாைததின், யமைததிலிருநது r ஆரம் க்ாண்ட ஒரு துயையியன 

உருவாக்கினால் கவளிநைறைப்படும் து்ளின் ்ன அைவு எவவைவு?
	 ♦		 கிருமி்ளின் வைரச்சி விகிைம் அப்நபாயைை கைாய்யைப் கபாறுதது மாறுபடுகிைது 
   மறறும் அைன் வைரச்சி ஒரு மணி நேரததில் இரு ம்டங்்ாகிைது எனில் இரணடு மணிநேரம் 

்ழிதது அைன் வைரச்சி எவவைவா் இருக்கும்?
 நமறகூறிை நி்ழவு்ளுக்குத கைாய்யி்டல் விய்டைளிக்கிைது.

11.2 நியூட்டன்-லிபினிடஸ் த�ொகையி்டல்(Newton-Leibnitz Integral)
 கைாய்யி்டல் நுண்ணிைம் முக்கிைமா் அறுதியி்டப்ப்டாை கைாய் (indefinite	integral)	மறறும் 
வயரைறுதை கைாய் (definite	integral) எனப்  பிரிக்்ப்படுகிைது. இப்பா்டப்பகுதியில் அறுதியி்டப்ப்டாை 
கைாய்யை அைன் வய்யி்டலில் இருநது கபைப்படும் சாரபு்ளின் மூலமா்ப் படிக்கிநைாம். 

 ( , ), ( , ), ( ) ,+ − × ÷ ( )n n  நபான்ை எதிரமயைச் கசைல்முயை ந�ாடி்யைப் பறறி  ோம் ஏற்னநவ 
ேன்கு அறிநதுளநைாம். இநைநபால் கைாய்யி்டலும் வய்யி்டலும் d ,  ∫( )  கூ்ட ஒன்றுக்க்ான்று 
எதிரமயைச் கசைல்முயை்ளின் ந�ாடிைாகும். வய்யி்டலின் எதிரமயைச் கசைல்முயையை  ‘எதிர 
வய்யி்டல்’ என அயைப்நபாம்.

வகையகை 11.1
 I என்னும் இய்டகவளியில் ஒவகவாரு x-க்கும் ′ =F x f x( ) ( )  என இருநைால் F x( )  என்பது 
I -ன் மீைான f x( )  -ன் எதிர்மலை வலையிடல்  (நியூட்்டன்-லிபினிட்ஸ கைாய்யி்டல்) எனப்படும்.

ைறைலின் ந�ோகைஙைள்

இப்பா்டப்பகுதி நியைவுறும்நபாது மாைவர்ள அறிநதிருக்் நவணடிையவ்ைா்
•  அறுதியி்டப்ப்டாை கைாய்யி்டலின் வயரையையை வய்யி்டலின் எதிரச்கசைலாக்்மா் 

புரிநதுக்ாளளுைல்

•  மாறிலியின் ம்டங்கு்ள, கூட்்டல் மறறும் ்ழிதைல் ஆகிை அடிப்பய்டச் சாரபு்ளின் 
அறுதியி்டப்ப்டாை கைாய்யியனக் ்ண்டறிைல்

•  நசரப்புச்  சாரபு்ளின்  கைாய்யியனக்  ்ாைப்  கபாருதைமான வழி முயை்யைப்  
பைன்படுததுைல்

•  ஒரு சாரபின் மாறுவீைம் க்ாடுக்்ப்பட்்டால்  அச்சாரபியனத கைாய்யி்டல் மூலம் ்ாைல்
ஆகிையவ எதிரபாரக்்ப்படுகின்ைன.

ப்டம் 11.4

tifaply;

bjhifaply;
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விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 11.1

 F x x( )= +2 5  எனில், ′ =F x x( ) 2 .                                                              

   f x x( ) ,= 2  என வயரைறுதைால், f x( ) என்பது  

 F x( ) -ன் வய்க்க்ழு எனவும், F x( ) என்பது f x( ) -ன் எதிர 
வய்க்க்ழு எனவும் அயைக்்ப்படும்.

 பின்வரும் அட்்டவயையைக் ்ாண்.

F x( ) ′ =F x f x( ) ( ) f x x( ) = 2 - ன் எதிர வய்யீடு

P x x( ) = 2 + 0

Q x x( ) = +2 2

H x x( ) = −2 1

 ′ =P x x( ) 2

 ′ =Q x x( ) 2       f x x( ) = 2

 ′ =H x x( ) 2
 F x x( ) ?= +2

 F x( ) ,P x( ) ,Q x( ) மறறும்H x( ) ஆகிைவறறின் வய்யி்டல் f x( ) எனப் பாரதநைாம்.  ஆனால் 
f x x( ) = 2 -ன் எதிர வய்யி்டல் ஒருயமதைன்யமைறைது. அைாவது f x( ) -ன் எதிர  வய்யி்டல்்ள 

எணைறை பல சாரபு்ளின் கைாகுப்பாகும்.

த�றைம் 11.1
 ஒரு இய்டகவளி I -ல் F x( ) என்பது f x( ) -ன் ஒரு குறிப்பிட்்ட எதிர வய்யி்டல் எனில் I-ல், 
f x( ) - ன் ஒவகவாரு எதிர வய்யி்டலும் f x dx F x c( ) ( )= +∫  எனக் கிய்டக்்ப்கபறும். இங்கு  

c என்பது  ைன்னிச்யச மாறிலி (arbitrary constant) மறறும் f x( ) -ன் அயனதது எதிர வய்யி்டயலயும் 
c -ன் குறிப்பிட்்ட மதிப்பு்ள மூலம் ்ாைலாம்.
 சாரபு f x( ) -ஐ த�ோலைச் சோரபு (Integrand) என அயைக்கிநைாம். 
 dx -ல் உளை  x-ஐ த�ோலையிடல் ்மோறி  அல்லது த�ோலையீட்டு ்மோறி (Integrator)	 என  
அயைக்்லாம்.   கைாய் ்ாணும் முயையைத த�ோலையிடல் அல்லது எதிர  வலையிடல்  என 
அயைக்்லாம்.
  Sum என்ை கசால்லின் முைல் எழுதைான S ஆனது நமலும் கீழுமா் நீட்்டப்பட்டு ò  என்ை 
வடிவம் கபறறுத கைாய்யீட்டுக் குறிைானது.  
       வய்யி்டயல  உளை்டக்கிை ் ைக்கு்ளில்  ஒரு  குறிப்பிட்்ட  நிபநையனயைப் பூரததி கசய்ைக்கூடிை 
எதிர  வய்யீட்டின் தீரயவக் ்ாை விரும்புகிநைாம். இக் குறிப்பிட்்ட நிபநையனயைத  கைா்டக்் 
நிபநையன அல்லது எல்யல நிபநையன என அயைக்கிநைாம்.

எடுதது்ாட்்டா், dy
dx

-ஐ உளை்டக்கிை சமன்பாட்டில் கைா்டக்் நிபநையன்ைா் x x= 1  மறறும் y y= 1  

எனக் க்ாடுக்்ப்பட்டிருப்பின், அைன் எதிர வய்யி்டயலக் ் ணடு,  அதில் அயமநதுளை    ைன்னிச்யச 
மாறிலிைான  c -ஐ  x x= 1  மறறும் y y= 1  எனப் பிரதியிட்டுக் ்ாைலாம்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 11.2

  x = 2  எனும்நபாது y =10  என்ை  ஆரம்ப நிபநையனயு்டன் கூடிை 
dy
dx

x= 2  எனும் 

சமன்பாட்ய்டப் பூரததி கசய்யும் ஒரு குறிப்பிட்்ட எதிர  வய்யி்டயலக் ்ாை வியைகிநைாம்.

க்ாடுக்்ப்பட்டுளை சமன்பாட்டின்படி,  

                         
dy
dx

x= 2

ப்டம் 11.5

(
)

2

5

F
x

x=
+

2

(
)

P
x

x=
(

)

2
2

Q x
x=
+

 

2
1

(
)

H
x

x=
−

x

y









05_11 Integral Calculus.indd   197 25-03-2019   13:52:34



198XI - கணிதவியல்

  
y x dx= ∫ 2

  y x c= +2
 

  y =10  மறறும் x = 2 , என நமநல உளை சமன்பாட்டில் பிரதியிட்்டால்

   10 2 62= + ⇒ =c c

 c = 6 எனப் பிரதியி்ட  y x= +2 6  என்ை  நையவைான எதிரவய்யி்டல் சாரயபப் கபைலாம்.

11.3 த�ொகையி்டலின் அடிப்பக்ட விதிைள்(Basic Rules of Integration)

அடிப்பலடச் சூத்திரஙைள்: 

 கைாய்யி்டலானது வய்யி்டலின் எதிரமயைச் கசைல்முயைைானைால், கீநை க்ாடுக்்ப்பட்டுளை  
அடிப்பய்டத கைாய்யி்டலின் சூததிரங்்யை அைறந்றை வய்யி்டலின் சூததிரங்்யைப் பைன்படுததி  
வருவிக்்லாம்.

வக்கயிடல் எதிரவக்கயிடல்

d
dx
c( ) ,= 0    c  ஒரு மாறிலி 0dx c∫ = , c  ஒரு மாறிலி

d
dx
kx k( ) ,=   k  ஒரு மாறிலி

k dx kx c∫ = +  c   ஒரு ைன்னிச்யச மாறிலி

d
dx

x
n

x
n

n
+

+








 =

1

1
x dx x

n
c nn

n

=
+

+ ≠ −
+

∫
1

1
1,

 
(அடுக்கு விதி )

d
dx

x
x

(log ) = 







1 1
x
dx x c= +∫ log

d
dx

x x−( ) =cos sin sin x dx x c= − +∫ cos 

d
dx

x xsin cos( ) =
cos sinx dx x c= +∫  

d
dx

x xtan sec( ) = 2 sec tan2 x dx x c= +∫

d
dx

x x−( ) =cot cosec2 cosec2x dx x c= − +∫ cot
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199 த�ொகை நுணைணி�ம்

d
dx

x x xsec sec tan( ) = sec tan secx x dx x c= +∫  

d
dx

x x x−( ) =cosec cosec cot cosec cosecx x dx x ccot = − +∫  

d
dx
e ex x( ) = e dx e cx x= +∫

 

d
dx

a
a

a
x

x

log








 = a dx a

a
cx

x

= +∫ log  

d
dx

x
x

sin−( ) =
−

1

2

1
1

1
1 2

1

−
= +−∫ x

dx x csin  

d
dx

x
x

tan−( ) =
+

1
2

1
1

1
1 2

1

+
= +−∫ x

dx x ctan  

எடுத்துகைொடடு 11.1
 கைாய்யிடு் :

  (i)  x10  (ii) 1
10x

 (iii) x  (iv) 
1
x

 

தீரவு

   (i)   x dxnò  =  x
n

c n
n+

+
+ ≠ −

1

1
1, .

    n =10 எனப்பிரதியி்ட,

   x dx10ò  =   x c x c
10 1 11

10 1 11

+

+
+ = +

   (ii) 1
10 1

1
910

10
10 1

9x
dx x dx x c

x
c∫ ∫= =

− +
+ =− +−

− +

  (iii) xdx x dx x c x c x c= =
+
+ = + = +

+

∫∫
1
2

1
2

1 3
2 3

2
1
2

1 3
2

2
3

 

  (iv)  1
1
2

1
2

1
2

1
2

1

x
dx x dx x x c= =

− +
= +

−
− +

∫∫  
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200XI - கணிதவியல்

எடுத்துகைொடடு 11.2

 கைாய்யிடு் :

  (i) 1
2cos x

           (ii)  
cot
sin

x
x

              (iii)  
sin

cos
x
x2           (iv) 

1
1 2− x

  

தீரவு 

  (i) 1
2

2

cos
sec tan

x
dx x dx x c∫ ∫= = +  

  (ii) 
cot
sin

cosec cotx
x
dx x x dx x c∫ ∫= =− +cosec

  (iii) 
sin

cos
sin
cos

.
cos

tan sec secx
x
dx x

x x
dx x x dx x c2

1∫ ∫ ∫= = = +

   (iv) 
1

1 2

1

−
+∫ −

x
dx x c = sin

 
எடுத்துகைொடடு 11.3

 கைாய்யிடு் :

  (i) 1
e x−             (ii) 

x
x

2

3  (iii) 
1

3x
 (iv)  1

1 2+ x
தீரவு

  (i) 1
e

dx e dx e cx
x x

−∫ ∫= = +   (ii) x
x
dx

x
dx x c

2

3

1
∫ ∫= = +log

  (iii) 1
3 1

1
23

3
3 1

2x
dx x dx x c

x
c∫ ∫= =

− +
+ = − +−

− +

 (iv) 1
1 2

1

+
= +−∫ x

dx x ctan

பயிற்சி 11.1
கீழக்்ாணபனவறயைத  கைாய்யிடு் : 

 (1) (i)  x11  (ii) 
1

7x
  (iii) x43  (iv) ( )x5

1
8

 (2) (i) 
1

2sin x  (ii) tan
cos

x
x

 (iii) 
cos
sin

x
x2  (iv) 1

2cos x

 (3) (i) 123  (ii) x
x

24

25  (iii) ex  

 (4) (i) ( )1 2 1+ −x   (ii) 1 2
1
2−( )−x

11.4  f ax b dx( )+∫  (தேரிய வடிவிலுள்்ள த�ொகைச்ொர்பு) வடிவம்

  

d
dx

x a x a x a dx x a c( ) ( ) ( ) ( )−







 = − ⇒ − =

−
+∫

10
9 9

10

10 10

  

d
dx

x k x k x k dx x k c[sin( )] cos( ) cos( ) sin( )+ = + ⇒ + = + +∫
   

 நமற்ண்ட எடுததுக்்ாட்டு்ளிலிருநது நேரிை வடிவம் க்ாண்ட ைன்னிச்யச மாறி x  உ்டன் 
எநை  ஒரு மாறிலியைக் கூட்டினாலும் அல்லது ் ழிதைாலும் அடிப்பய்டத கைாய்யீட்டுச் சூததிரததில் 
எவவிை மாறைமும் ஏறபடுவதில்யல என்பது கைளிவாகிைது.
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ஆனால்,

   
d
dx l

elx m1( )+





 = e e dx
l
e clx m lx m lx m+ + +⇒ = +∫

1 ( )

   
d
dx a

ax b1 sin( )]+





 = cos( ) cos( ) sin( )ax b ax b dx
a

ax b c+ ⇒ + = + +∫
1

 இந்த எடுத்துக்ாட்டு்ளின் மூலம் நாம் அறிவது யாத்தனில் மாறி x உடன் ஏத்தனும் ஒரு 
மாறிலியயப் தெருககினால்  அடிப்ெயடத் த்தாய்யீட்டு சூத்திரத்ய்த அத்த மாறிலியால் வகுத்துத் 
த்தயவயான சார்புககுரிய த்தாய்யயப் தெற முடியும். 

                                  
f x dx g x c f ax b dx

a
g ax b c( ) ( ) ( ) ( )= + + = + +∫∫  vdpy;;. 

1

 தமலுள்ள சூத்திரத்ய்தப் பிரதியிடல் மூலமும் வருவிக்லாம் என்ெ்தயனப் பின்னர் ொர்ப்தொம்.

எடுத்துக்காட்டு 11.4
 கீழ்ாணெவற்றின் மதிப்யெக ்ாண் :

  (i) 4 5 6x dx+( )∫  (ii) 15 2−( )∫ x dx  (iii) 
1

3 7 4x
dx

+( )∫
தீர்வு

  (i) 4 5 1
4

4 5
6 1

4 5
28

6
6 1 7

x dx
x x

c+( ) =
+( )
+

=
+( )

+∫
+

  (ii) 15 2 15 2 1
2

15 2
1 2 1

15 21
2

1
2

1

−( ) = −( ) =
−








−( )
( ) +

= −
−(

∫ ∫
+

x dx x dx
x x))

+

3
2

3
c

  (iii) 1
3 7

3 7 1
3

3 7
4 1

1
9 3 74

4
4 1

3x
dx x dx

x
x

c
+( )

= +( ) =
+( )
− +

= −
+( )

+∫ ∫
−

− +

எடுத்துக்காட்டு 11.5
 கீழக்ாணெவற்யறத் த்தாய்யிடு்.

  (i) sin( )2 4x +   (ii) sec ( )2 3 4+ x  (iii) cosec( )cot( )ax b ax b+ +

தீர்வு

  (i) sin( ) cos( ) cos( )2 4 1
2

2 4 1
2

2 4x dx x c x c+ = 





 − +( ) + = − + +∫

  (ii) sec ( ) tan( )2 3 4 1
4

3 4+ = + +∫ x dx x c

  (iii) cosec  cosec cosec( )cot( ) ( )ax b ax b dx
a

ax b c
a

+ + = 





 − +( ) + = −∫

1 1 (( )ax b c+ +

எடுத்துக்காட்டு 11.6
 கீழக்ாணெவற்யறத் த்தாய்யிடு்.

  (i) e x3  (ii) e x5 4−   (iii) 
1

3 2( )x −   (iv) 1
5 4( )− x
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தீரவு

 (i) e dx e cx x3 31
3

= +∫  (ii) e dx e cx
x

5 4
5 4

4
−

−

∫ − + 
 

 =

 (iii) 1
3 2

1
3

3 2
( )

log ( )
x

dx x c
−

= − +∫  (iv) 1
5 4

1
4

5 4
( )

log ( )
−

= − − +∫ x
dx x c

எடுத்துகைொடடு 11.7
 கீழக்்ாணபவறயைத கைாய்யிடு்.

 (i) 
1

1 2 2+ ( )x
 (ii) 

1

1 9 2− ( )x
 (iii) 

1
1 25 2− x

தீரவு

  (i) 
1

1 2
1
2

22
1

+ ( )
= ( ) +∫ −

x
dx x ctan  (ii) 

1

1 9

1
9

9
2

1

− ( )
= ( ) +∫ −

x
dx x csin

  (iii) 
1

1 25
1

1 5

1
5

5
2 2

1

−
=

− ( )
= ( ) +∫ ∫ −

x
dx

x
dx x csin

பயிற்சி 11.2
x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1) (i) ( )x + 5 6  (ii) 
1

2 3 4( )− x
 (iii) 3 2x +  

 (2) (i) sin 3x (ii) cos( )5 11− x  (iii) cosec2 5 7( )x −

 (3) (i) e x3 6−   (ii) e x8 7−   (iii) 1
6 4− x

 (4) (i) sec2

5
x   (ii) cosec(5x + 3) cot(5x + 3) (iii) sec( ) tan( )2 15 2 15− −x x

 (5) (i) 
1

1 4 2− ( )x
 (ii) 1

1 81 2− x
 (iii) 1

1 36 2+ x

11.5 த�ொகையி்டலின் ்பண்புைள்

 (1) k ஒரு மாறிலி எனில், k f x dx k f x dx( ) ( )= ∫∫ ஆகும்.

 (2) ( ( ) ( )) ( ) ( )f x f x dx f x dx f x dx1 2 1 2± = ± ∫∫∫    

குறிப்பு 11.1

 ந்மநை உள்்ள இரண்டு ்பண்புைல்ள இலைத்துப பின்வரு்மோறு விரிவு்படுத்�ைோம்.   

 
( ( ) ( ) ( ) ( ))k f x k f x k f x k f x dxn n1 1 2 2 3 3± ± ± ±∫ 

 
   = k f x dx k f x dx k f x dx k f x dxn n1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) .∫ ∫ ∫ ∫± ± ± ±  

 அைாவது முடிவுறு எணணிக்ய்யுளை சாரபு்ளின் நேரிைல் நசரக்ய்யின் கைாய்யி்டல் 

அவறறின் கைாய்யி்டலின் நேரிைல் நசரக்ய்க்குச் சமமா் இருக்கும்.
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எடுத்துகைொடடு 11.8
 கீழக்்ாணபவறயைத கைாய்யிடு்.

   (i) 5 4x   (ii) 5 4 7 22x
x x

− + +  (iii) 2 4 5 2 2cos sin secx x x x− + + cosec  

தீரவு

  (i)           45x dx∫  = 5 5
4 1

5
5

4
4 1 5

5∫ =
+

+ =








 + = +

+

x dx x c x c x c.

  (ii)  2 7 25 4x dx
x x

 
− + +  ∫  = 2 1 15 4 7 2x dx dx dx dx

x x
− + +∫ ∫ ∫ ∫  

    = 

1 12 1 2
5 4 7 log 2 12 1 1

2

− ++

− + + +
+ − +

x xx x c  

    = 
5
3

4 7 43x x x x c− + + +log  

  (iii) ∫ − + +( cos sin sec )2 4 5 2 2x x x x dxcosec  

   = 2 4 5 2 2∫ − ∫ + ∫ +∫cos sin secx dx x dx x dx x dxcosec  

   = 2 4 5sin cos tan cot .x x x x c+ + − +  

எடுத்துகைொடடு 11.9
 கீழக்்ாணபவறயைத கைாய்யிடு்.

  (i)  
12

4 5 3( )x −
 + 6

3 2x +
+16e x4 3+   (ii) 

15
5 4

8 4 2 4 2
x

x x
−

− + +cot( ) ( )cosec

தீரவு
 (i) 

12
4 5

6
3 2

163
4 3

( )x x
e dxx

−
+

+
+









+∫
    = 12 1

4 5
6 1

3 2
163

4 3

( )x
dx

x
dx e dxx

−
+

+
+∫∫ ∫ +

    = 12 1
4

1
2 4 5

6 1
3

3 22






 − −






+





 + +

( )
log

x
x 116 1

4
4 3





 ++e cx

    = −
−

+ + + ++3
2 4 5

2 3 2 42
4 3

( )
log .

x
x e cx

 (ii) 15
5 4

8 4 2 4 2
x

x x dx
−
− + +







∫ cot( ) ( )cosec

    = 15 1
5 4

8 4 2 4 2
x

dx x x dx
−

− + +∫∫ cot( ) ( )cosec

    = 15 1
5

2 5 4 8 1
4

4 2





 − −






 − + +( ) ( ( ))x x ccosec

    = 6 5 4 2 4 2x x c− + + +cosec( ) .
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பயிற்சி 11.3
x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1) ( )
( )

( )x
x

x+ +
−

− −4 5
2 5

3 15
4

2cosec  (2) 4 5 2 9 24
6 4

3 6cos( )− + +
−

−x e
x

x  

 (3) sec cos sec( ) tan( )2

5
18 2 10 5 3 5 3x x x x+ + + +  (4) 

8

1 4

27
1 9

15
1 252 2 2

− ( )
+

−
−

+x x x

 (5)  
6

1 3 2
12

1 3 42 2+ +
−

− −( ) ( )x x
  (6) 

1
3 3

4 7
7 9

5
3

cos x
x

e
x

−





 + +

+
+

 

11.6 எளிய ்பயன்்பொடுைள்(Simple applications)
 இதுவயர ோம்  x- ஐ கைாய்யீட்டு மாறிைா்ப் பைன்படுததிநனாம். பல நேரங்்ளில்  கைாய்யி்டலில் 
நவறுபட்்ட  மாறியைப் பைன்படுததுவது அவசிைமா் இருக்கும். எடுதது்ாட்்டா் இைக்்ச் சமன்பாட்டில் 
சாராமாறிைா் உளை ்ாலம் t ஆனது கைாய்யீட்டில் கைாய்யீட்டு மாறி t  ஆ் மாறும்.

     க்ாடுக்்ப்பட்்ட ஒரு கபாருளின் முடுக்்ம்  ைரப்பட்டிருநைால் அப் கபாருளின் நியல மறறும் 
தியசநவ்ம் ்ாை கைாய்யி்டயல எவவாறு பைன்படுதைலாம் என்பையனயும் மறறும் இதுநபான்ை  
்ைக்கு்யையும் விவாதிக்் உளநைாம். ் ணிை ரீதிைா்க் ் ாணும் நபாது  ஒரு சாரபின் வய்யி்டலில் 
கைா்டங்கி அைன் அசல் சாரயப ்ாணபைாகும். வீைம், வைரச்சி, நைய்மானம், இறுதிநியல, மாறைம், 
மாறுபாடு்ள, உைரததுைல் மறறும் குயைதைல் நபான்ை கபாதுவான கசாற்ள வய்யிடுையலக் 
குறிக்கின்ைன.

எடுத்துகைொடடு 11.10
  ′ = − + =f x x x f( ) ( ) ,3 4 5 1 32

 kw;Wk; எனில் ( )f x -ஐக் ்ாண்.
தீரவு

   ′ = ( ) = − +f x d
dx

f x x x( ) ( ) 3 4 52  எனக் க்ாடுக்்ப்பட்டுளைது.

      இருபுைமும் கைாய்யீடு ்ாை, 
                  ′ = − +∫∫ f x dx x x dx( ) ( )3 4 52

                         f x x x x c( ) = − + +3 22 5

 f ( )1 3=  எனும் க்ாடுக்்ப்பட்்ட ை்வயலப் பைன்படுததி, கைாய் மாறிலி  c  -ன் மதிப்யபத 
தீரமானிக்்லாம்.

                           f c c( ) ( ) ( ) ( )1 3 3 1 2 1 5 1 13 2= ⇒ = − + + ⇒ = −

      எனநவ,            f x x x x( ) = − + −3 22 5 1.

எடுத்துகைொடடு 11.11
 ஒரு கைா்டரவணடி மதுயர சநதிப்பிலிருநது ந்ாைம்புததூர நோக்கி பிறப்ல் 3 
மணிக்கு, v t t( ) = +20 50  கிமீ/மணி என்னும் தியச நவ்ததில் புைப்படுகிைது, இங்கு t  ஆனது 
மணி்ளில் ்ைக்கி்டப்படுகிைது எனில், மாயல 5 மணிக்கு அதகைா்டர வணடி எவவைவு தூரம் 
பைணிததிருக்கும்?  
தீரவு

 நுண்ணிைப் பைன்பாட்டில், தியச நவ்ம் v ds
dt

 =  என்பது ்ாலதயை கபாறுதது அைன் 

நியலயில் மாறும் வீைம் ஆகும். இங்கு  s  என்பது கைாயலவியனக் குறிக்கிைது. கைா்டரவணடியின் 

தியசநவ்ம்
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   v t t( ) = +20 50

          
Mfnt 

ds
dt

t= +20 50

 கைாயலததூரச் சாரபு  s-ஐ ்ாணபைறகு வய்யி்டல் சாரயபத கைாய்யி்ட நவணடும்.  
                   அைாவது,  s t dt= +( )∫ 20 50

                                    s t t c= + +10 502

 ்ாலம் பூஜ்ஜிைமா் இருநைால் கைா்டரவணடி பைணிததிருக்கும் தூரம் பூஜ்ஜிைமாகும்.  
ஆரம்ப ்ால நிபநையன  t = 0  எனும் நபாது 0=s  எனப் பைன்படுததித கைாய் மாறிலி c-ஐக் 
்ைக்கி்டலாம்.  

                            ⇒ = + + ⇒ =s t t c c10 50 02

 எனநவ, 210 50s t t= +
 2 மணி நேரததில் கைா்டர வணடி பைணிதை தூரம் ்ாை 2t =  என s t t= +10 502 -ல் 
பிரதியி்டநவணடும்.
 ஆ்நவ,  s = + =10 2 50 2 1402( ) ( ) கிமீ. மாயல 5 மணிக்கு அதகைா்டர வணடி 140 கி.மீ 
தூரம் பைணிததிருக்கும்.

எடுத்துகைொடடு 11.12

 ஒரு ேபரின் உைரம் h கச.மீ  மறறும் எய்ட w கி.கி. அவரின் எய்டயின் மாறும் வீைம் 

உைரதயைப் கபாறுததுத நைாரைமா் 
dw
dh

h= × −4 364 10 5 2.  எனக் க்ாடுக்்ப்பட்டுளைது எனில், 

எய்டயை உைரததின் சாரபா்க் ்ாண். நமலும் ஒரு ேபரின் உைரம்  150 கச.மீ -ஆ் இருக்கும் 
நபாது எய்டயைக் ்ாண்.

தீரவு
 உைரதயைப் கபாறுதது எய்டயின் மாறுவீைம்

         
dw
dh

h= × −4 364 10 5 2.

        
w h dh= × −∫ 4 364 10 5 2.

     
w h c= ×









 +

−4 364 10
3

5
3

.
 

 உைரம் பூஜ்ஜிைம் எனும்நபாது அநேபரின் எய்ட பூஜ்�ைமா் இருக்கும்  என்பது கைளிவு. 
கைா்டக்்  நிபநையன h = 0   எனும்நபாது w = 0,  என்பயை நமநல உளை சமன்பாட்டில் 
பிரதியிட்்டால், கைாய்யீட்டு மாறிலியை c-ஐக்  ்ைக்கி்டலாம்.

        w = ×








 + ⇒ =−4 364 10

3
05

3

. h c c

 ஒரு ேபரின் எய்ட மறறும் உைரம்  ஆகிைவறறுக்கிய்டநைைான கைா்டரபானது

     w h
= ×











−4 364 10
3

5
3

. ஆகும்

 h =150 கச.மீ எனில்,  w = ×










−4 364 10 150
3

5
3

.

 உைரம் h =150 கச.மீ எனும்நபாது, எய்ட நைாரைமா்  w = 49fp/fp ஆகும்.
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எடுத்துகைொடடு 11.13

 ஒரு மரததின் வைரச்சி t ஆணடு்ளில்
18

t
 கச.மீ/ஆணடு எனும் வீைததில் வைரகிைது.  t = 0 

என இருக்கும்நபாது உைரம் 5 கச.மீ இருக்கும் என  எடுததுக்க்ாண்டால்.
 (அ) ோன்கு ஆணடிறகுப் பிைகு மரததின் உைரதயைக் ்ாண்.
 (ஆ) எதையன ஆணடு்ளுக்குப் பிைகு மரததின் உைரம் 149 கச.மீ வைரநது இருக்கும்.

தீரவு
 ்ாலம் t -ஐ  கபாறுதது உைரம் h -ன் மாறு வீைம் என்பது ் ாலம் t-ஐ  கபாறுதது h -ஐ வய்யீடு 
கசய்வைாகும்.   

   எனநவ, dh
dt

 = 
18 18

1
2

t
t=
−

  எனநவ உைரததிற்ான கபாது வடிவம் கபறுவைறகு நமநல உளை சமன்பாட்ய்டத 

கைாய்யி்டநவணடும்.

   h = 18 18 2
1
2

1
2t dt t c

−

∫ = +( ) = +36 t c

 t = 0 என இருக்கும்நபாது உைரம் 5 கச.மீ எனக்  க்ாடுக்்ப்பட்டுளைது.

   5 = 0 5+ ⇒ =c c

     h = 36 5t + .

 (i) ோன்கு  ஆணடிறகுப் பிைகு மரததின் உைரதயை ோம் ்ாை நவணடும்.  

   t = 4  எனில்,
   h = 36 5 36 4 5 77t h+ ⇒ = + =

  ோன்கு ஆணடிறகுப் பிைகு மரததின் உைரம் 77 கச.மீ ஆ் இருக்கும்.

(ii)    h = 149கச.மீ எனில், t -ஐ ்ாை நவணடும்.

   h = 36 5 149 36 5t t+ ⇒ = +

   t  = 
149 5

36
4 16−

= ⇒ =t

   எனநவ உைரம் 149 கச.மீ வைர, மரம் 16 ஆணடு்ள எடுததுக்க்ாளகிைது.

எடுத்துகைொடடு 11.14
  மாைவன் ஒருவர ைன் நமாட்்டார யசக்கிளில்  
24 மீ/வினாடி நவ்ததில் கசன்று   க்ாணடிருக்கும்நபாது, 
குறிப்பிட்்ட ைருைததில் ைனக்கு முன்பா் 40 மீட்்டர கைாயலவில் 
இருக்கும் ைடுப்பின் மீது நமாையலத ைவிரக்்  வா்னதயை நிறுதை 
நவணடியுளைது. உ்டனடிைா்த ைன்னுய்டை வா்னதயை   
8  kP tpdho/ 2  எதிர முடுக்்ததில் நவ்தயைக் குயைக்கிைார 
எனில் வா்னம் ைடுப்பின் மீது நமாதுவைறகு முன்  நிறகுமா ? 

தீரவு
 நமாட்்டார யசக்கிளின் தியசநவ்ம் v  எனவும் மறறும் முடுக்்ம் a எனவும் எடுதது 

க்ாளநவாம்,  s என்பது தூரதயை குறிக்கிைது. நுண்ணிைததில் v -ஐ v ds
dt

 =  எனவும் a-ஐ dva
dt

=  
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எனவும் குறிப்நபாம். நமாட்்டார யசக்கிளின் நவ்தயைக் குயைக்கும் நபாது அைன் முடுக்்ம் 

நமாட்்டார யசக்கிளின் இைக்்ததின் எதிர தியசயில் கசைல்படுகிைது. ஆய்ைால் 

முடுக்்தயைக் குயைக் குறியீடு்டன் எழுதுநவாம்.

நமாட்்டார யசக்கிளின் எதிரமுடுக்்ம் 8 kP tpdho/ 2 எனத ைரப்பட்டுளைது.

   எனநவ,  a = 
dv
dt

= −8 2
 kP tpdho/  

      v = a dt dt t c= − = − +∫∫ 8 8 1

   v = − +8 1t c .

 பிநரக்ய்ப் பைன்படுததும்நபாது

   t =  0,  மறறும் v  = 24 மீ/வி. 

     24 = − + ⇒ =8 0 241 1( ) c c

 எனநவ,              v  =  − +8 24t .

 அைாவது,        ds
dt

 = − +8 24t .

 தூரம் ந்ட்்ப்பட்டுளைைால் அையனக் ் ாணபைற்ா் நமலும் ஒருமுயை கைாய்யீடு ் ாை 
நவணடிைது அவசிைமாகிைது. 

   s = v dt t dt= − +∫∫ ( )8 24

   s = − + +4 242
2t t c

 2c -ஐ தீரமானிக்், பிநரக்ய் எங்ந் உபநைாகிக்கின்நைாநமா, அங்கிருநது நிறுததும்  
தூரம் s அைவி்டப்படுகிைது. அைாவது, t s= =0 0,  எனில்

    s = − + + ⇒ = − + + ⇒ =4 24 0 4 0 24 0 02
2

2
2 2t t c c c( ) ( )

   s = − +4 242t t

பிநரக்ய்ப் பைன்படுததிை பின்பு நமாட்்டார யசக்கிள நிறபைற்ான நேரம் அறிநதிருநைால், 
நிறுததுைல் தூரதயை மதிப்பி்டலாம். தியசநவ்ச் சமன்பாட்டிலிருநது நேரம் தீரமானிக்்ப்படுகிைது.

 வா்னம் நிறுதைப்படும் நபாது,  v = 0   ஆகும். 

 ⇒ = − +v t8 24    ⇒ = − +0 8 24t  ⇒ =t 3.
 t = 3 , எனில்,
   s = − + ⇒ = − +4 24 4 3 24 32 2t t s ( ) ( )
   s = 36 மீட்்டர < 40 மீட்்டர
       எனநவ வா்னம் ைடுப்பிறகு  4 மீட்்டர முன்நப நிறகும்.

பயிற்சி 11.4

 (1) ′ = − =f x x f( ) ( )4 5 2 1kw;Wk;  எனில், f x( ) ்ாண்.

 (2) ′ = − = −f x x x f( ) ( )9 6 0 32
kw;Wk;  எனில் f x( ) ்ாண். 

 (3) ′′ = − =f x x f( ) ( )12 6 1 30kw;Wk; ′ =f ( )1 5  எனில் f x( ) ்ாண்.
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 (4) ஒரு பநது 39.2 மீ/வினாடி ஆரம்ப தியசநவ்ததில் ையரயிலிருநது நமல்நோக்கி கசங்குதைா் 
எறிைப்படுகிைது. இங்கு முடுக்்தயை ஈரப்பு வியசயைப் கபாறுதது மட்டும் ்ருதும்நபாது

             (அ) எவவைவு நேரம் ்ழிததுப் பநது ையரயை வநது நமாதும்.

             (ஆ) எநை நவ்ததில் பநைானது ையரயை நமாதும்.
             (இ) பநைானது எவவைவு தூரம் நமல் நோக்கிச் கசல்லும் என்பையனக் ்ாண்.

  (5) ஒருவருக்கு ஏறபட்்ட ்ாைம் ஆனது −
+
6
2 2( )t

 கசமீ2/ ோள, 0 < t ≤ 8, என்ை வீைததில் 

ஞாயிறறுக்கிையம முைல் ்ாைததின் பரப்பு குயைகிைது. திங்்ட்கிையம அன்று ்ாைப்பகுதியின் 

பரப்பு 1.4 கசமீ2 எனில்  (இங்கு t என்பது ோட்்யைக் குறிக்கிைது)
            (அ)     ஞாயிறறுக்கிையமைன்று ்ாைப்பகுதியின் பரப்பைவு எவவைவா் இருநதிருக்கும் ?
     (ஆ)  இநை வீைததில் கைா்டரநது குைமாகிக் க்ாணடிருக்கும் நபாது     

 விைாைக்கிையமைன்று எதிரபாரக்கும் ்ாைப் பகுதியின் பரப்பு எவவைவு?

11.7 த�ொகை ைொண வழிமுகைைள்(Methods of Integration)
 வய்யிடுையலப் நபான்று கைாய்யி்டல் ்ாணபது அவவைவு எளிைானைன்று. ஒரு  
சாரபியன வய்யி்டநவணடுகமனில் அைறக்ன்று விதிமுயை்ள மறறும் கசைல்பாடு்ள 
வய்யி்டலில் திட்்டவட்்டமா்வும் கைளிவா்வும் உளைன.  ோம் f(x) -ன் வய்யிடுையல          

 lim
( )

∆

∆
∆x

f x x f x
x→

+( ) −
0

 எனத கைளிவா் வயரைறுக்்ப்பட்டுளையை அறிநதுளநைாம். 

இவவயரையையைப் பைன்படுததி  logx-ன் வய்யிடுையலக் ் ாை முயைைான வழிமுயை்ள ேமக்குத 
கைரியும். ஆனால், logx–ன் கைாய்யைக் ்ாை முயைைான வழிமுயை்ள இல்யல. 

    வய்யிடுைலில், அைன் விதி்யைப் பைன்படுததி பல்நவறு சாரபு்ளின் கூட்்டல், கபருக்்ல், வகுதைல், 
சாரபு்ளின் நசரக்ய் ஆகிைவறறின் வய்யிடுையலக் ்ாைலாம். 

 சாரபின் கைாய்யி்டயலக் ்ாை ஒரு சில கைாய்யீட்டு விதி்நை உளைன. மறறும் 
இவவிதி்யைப் பைன்படுதைப் பல ்ட்டுப்பாடு்ள உளைன.

  கைாய்யி்டலில் மி்ப் கபாருதைமான முயையைத நைரவு கசய்து,  அையன எளியமைா் 
எவவாறு பைன்படுததுவது என்பையனக் ்ண்டறியும் திைன் பல்நவறு தீவிரப் பயிறசி்ளுக்குப் பிைந் 
கிய்டக்கும்.

   கைாய்யிடுைலில் இரணடு முக்கிை பணபு்யைப் பறறி ஏற்னநவ ோம் பாரததுளநைாம். 
கைாய்யிடுைலில் பின்வரும் ோன்கு முக்கிை முயை்ளஉளைன.

 (1) கூட்்டல் அல்லது ்ழிதைலா்ப் பிரிததுத கைாய்யிடுைல்.

 (2) பிரதியிடுைல் முயையில் கைாய்யிடுைல்.

 (3) பகுதித கைாய்யிடுைல்.

 (4) அடுக்கு்யைப் படிப்படிைா்ச் சுருக்கித கைாய்யிடுைல்.

இங்கு நமறகூறிை முைல் மூன்று முயை்யை ோம் படிப்நபாம்.  
ோன்்ாவது முயையை நமல் வகுப்பில் படிக்் உளநைாம்.

11.7.1 பிரித்�ல் முகை

 சில சமைங்்ளில் க்ாடுக்்ப்பட்்ட சாரபினுக்கு, நேரடிைா்த கைாய்யிடுைல் ்ாணபது மி்வும் 

்டினம். ஆனால் அவறயைச் சாரபு்ளின் கூடுைல் அல்லது ்ழிதைலா் பிரிதது ஏற்னநவ ேமக்குத 
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கைரிநை கைாய்யிடுைல் வாயிலா்க் ்ாைலாம். எடுதது்ாட்்டா  ் 1 3 2
−( )x ,

x x
x

2

3

1− +
,cos sin5 3x x

cos ,3 x  
e
e

x

x

2 1−
,  ஆகிைவறயை நேரடிைா்த கைாய்யிடுவைற்ான சூததிரம் கிய்டைாது. அவறயைத 

கூடுைல் அல்லது ்ழிதைலா்ப் பிரிதது பிைகு கிய்டக்்ப்கபறும் ைனிப்பட்்ட கைாய்யிடுைல் ேமக்கு 
கைரிநையவநை. கபரும்பாலான க்ாடுக்்ப்பட்்ட கைாய்யீடு்ள இைற்ணிைம், முக்ந்ாைவிைல் 
அல்லது அடுக்குவடிவு மறறும் சில சமைங்்ளில்  இவறறின்  நசரப்பு்ள ஆகிைவறறில் ஏநைனும் 
ஒன்றியன க்ாணடிருக்கும்.

எடுத்துகைொடடு 11.15
 x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

  (i)   1 3 2
−( )x          (ii)

x x
x

2

3

1− +
 

தீரவு

 (i)  1 3 2
−( )∫ x dx  = ( )1 2 3 6− +∫ x x dx

    = dx x dx x dx− + ∫∫∫ 2 3 6

    = x
x x c− + +

4 7

2 7
.

 (ii)  
x x
x

dx
2

3

1− +∫  = ( )x
x

x
x x

dx
2

3 3 3

1
− +∫

    = 
1 1 1

2 3x
dx

x
dx

x
dx∫ ∫ ∫− + .

    = log .x
x x

c+ − +
1 1

2 2

எடுத்துகைொடடு 11.16

  x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

  (i) cos sin5 3x x        (ii) cos .3 x
தீரவு

  (i)  cos sin5 3x x dxò  = 
1
2

2 5 3cos sinx x dxò

    = 
1
2

8 2sin sinx x dx−( )∫

   cos sin5 3x x dxò  = 1
2

8
8

2
2

− +





 +

cos cos .x x c

        

  (ii) cos3 x dxò  = 
1
4

3 3cos cosx x dx+( )∫

    = 
1
4

3 3
3

sin sinx x c+





 +
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எடுத்துகைொடடு 11.17
 x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

  (i) e
e

x

x

2 1−             (ii) e ex x3 2 1−( ).
தீரவு

  (i) e
e

dx
x

x

2 1−
∫  = e

e e
dx

x

x x

2 1
−









∫

    = e e dx e e cx x x x−( ) = + +− −∫ .

  (ii) e e dxx x3 2 1−( )∫  = e e dx e e cx x
x x

5 3
5 3

5 3
−( ) = − +∫ .

        

எடுத்துகைொடடு 11.18

 மதிப்பிடு் : 
1

2 2sin cos
.

x x
dxò

தீரவு

         
1

2 2sin cosx x
dxò  = sin cos

sin cos

2 2

2 2

x x
x x

dx+∫  

    = 
1 1

2 2cos sinx
dx

x
dx∫ ∫+

    = sec2 2xdx xdx+ ∫∫ cosec  

    = tan cot .x x c− +  

எடுத்துகைொடடு 11.19

 மதிப்பிடு் : 
sin

sin
.x

x
dx

1+∫
தீரவு

   
sin

sin
x
x
dx

1+∫  = 
sin

sin
sin
sin

x
x

x
x
dx

1
1
1+








−
−






∫  

    = sin sin
sin

sin sin
cos

sin
cos

sin
cos

x x
x
dx x x

x
dx x

x
dx x−

−
= − = −

2

2

2

2 2

2

1 22 x
dx∫∫∫∫  

    = tan sec tanx xdx xdx− ∫∫ 2  

    = tan sec (sec )x xdx x dx− −∫∫ 2 1

    = sec tan .x x x c− + +  

எடுத்துகைொடடு 11.20

 மதிப்பிடு்: 1 2+∫ cos .x dx

தீரவு
   1 2+∫ cos x dx  = 2 2 22cos cos sinx dx xdx x c= = +∫∫  
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எடுத்துகைொடடு 11.21

 மதிப்பிடு் :  ( ) .x
x x

dx−
+∫ 1 2

3

தீரவு

       
( )x
x x

dx−
+∫ 1 2

3  = 
x x
x x

dx
2

2

1 2
1

+ −
+∫ ( )  

    = 
( )
( ) ( )
x
x x

x
x x

dx
2

2 2

1
1

2
1

+
+

−
+









∫  

    = 
1 2 1

1 2x
dx

x
dx−

+∫∫  

    = log | | tan .x x c− +−2 1  

எடுத்துகைொடடு 11.22

 மதிப்பிடு்:  (tan cot ) .x x dx+∫ 2

தீரவு

   (tan cot )x x dx+∫ 2  = (tan tan cot cot )2 22x x x x dx+ +∫  

    = [(sec ) ( )]2 21 2 1x x dx− + + −∫ cosec  

    = (sec )2 2x x dx+∫ cosec  
    = tan ( cot )x x c+ − +  
    = tan cot .x x c− +  

எடுத்துகைொடடு 11.23

 மதிப்பிடு் :  
1
1
−
+∫

cos
cos

.x
x
dx

தீரவு

   
1
1
−
+∫

cos
cos
x
x
dx  = 

2
2

2
2

2

2

2

2
sin

cos
tan

x

x dx
x dx= ∫∫  

    = sec
tan

2

2
1 2

1
2

x dx

x

x c−






 = − +∫

    = 2
2

tan .x x c− +  

எடுத்துகைொடடு  11.24

 மதிப்பிடு்:  1 2+∫ sin .x dx
தீரவு

   1 2+∫ sin x dx  = (cos sin ) ( sin cos )2 2 2x x x x dx+ +∫  

    = (cos sin ) (cos sin )x x dx x x dx+ = +∫∫ 2  

    = sin cosx x c− +  
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எடுத்துகைொடடு 11.25

  மதிப்பிடு்:  
x
x

dx
3 2

1
+
−∫ .

தீரவு

   
x
x

dx
3 2

1
+
−∫  = 

x
x

dx x
x x

dx
3 31 3

1
1
1

3
1

− +
−

= −
−
+
−









∫∫  

    = 
( )( )x x x

x x
dx− + +

−
+

−








∫

1 1
1

3
1

2

 

    = x x
x

dx2 1 3
1

+ + +
−







∫   

    = x x x x c
3 2

3 2
3 1+ + + − +log | ( ) | .  

எடுத்துகைொடடு 11.26

 மதிப்பிடு்:  (i) a e dxx xò         (ii) e e dxx xlog .2ò
   தீரவு 

 (i)  a e dxx xò  = ( ) ( )
log( )

ae dx ae
ae

cx
x

= +∫  

 (ii)  e e dxx xlog 2ò  = e e dx e dx
x x x xlog 2 2= ∫∫  

    =  ( ) ( )
log( )

.2 2
2

e dx e
e

cx
x

= +∫

எடுத்துகைொடடு 11.27

 மதிப்பிடு்:  ( ) .x x dx− +∫ 3 2

தீரவு

   ( )x x dx− +∫ 3 2  = ( )x x dx+ − +∫ 2 5 2  

    = ( )x x dx x dx+ + − +∫∫ 2 2 5 2  

    = ( ) ( )x dx x dx+ − +∫∫ 2 5 2
3
2

1
2  

    = 
( ) ( )x x c+

−
+

+
2

5
2

5 2
3
2

5
2

3
2

 

    = 2
5

2 10
3

2
5
2

3
2( ) ( ) .x x c+ − + +  

எடுத்துகைொடடு 11.28

 மதிப்பிடு் :  
1
1x x

dx
+ +∫ .
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தீரவு

   
1
1x x

dx
+ +∫  =  

1
1

1
1x x

x x
x x

dx
+ +

+ −
+ −









∫

    = 
x x

x x
dx+ −

+( ) − ( )∫
1

1
2 2  

    = x x
x x

dx x x dx+ −
+ −

= + −( )∫∫ 1
1

1  

    = x dx x dx x dx x dx+ − = + −∫∫∫∫ 1 1
1
2

1
2  ( )  

    = 
( )x x c+

− +
1

3
2

3
2

3
2

3
2

 

    = 2
3

1
3
2

3
2( ) .x x c+ −











 +  

11.7.2 ்பகுதி பின்்னஙை்ளொைப பிரித்�ல்(Decomposition by Partial Fractions)

 கைாய்யிடுைலில் பகுதி பின்னமா்ப் பிரிததுத கைாய்யிடுைல் ஒரு முக்கிைமான முயைைாகும். 
கைாய்யி்டப்ப்ட நவணடிையவ இைற்ணிைப் பின்ன வடிவில் இருநைால் அையன எளிைா்த 
கைாய்யி்ட முடிைாது,  கைாய்யி்டல் ்ாணபைறகு முன்பு பின்னதயைப் பகுதி பின்னங்்ைா்ப் பிரிதது 

எழுை நவணடும். விகிைமுறு சாரபு p x
q x

q x( )
( )

, ( ) ≠( )0 படிைானது, p (x) < q (x)-ன் என இருக்் 

நவணடும்.  அவவாறு இல்யலகைனில், அையன வகுதது அைன்பிைகு பகுதி பின்னமா்ப் பிரிததுத 

கைாய் ்ாை  நவணடும். 

எடுத்துகைொடடு 11.29

  மதிப்பிடு் :  (i)  
3 7

3 22

x
x x

dx+
− +∫  (ii)  

x
x x

dx+
+ +∫ 3

2 12( ) ( )
.

தீரவு

 (i)   
3 7

3 22

x
x x

dx+
− +∫  = 

13
2

10
1x

dx
x

dx
−

−
−∫∫                         (பகுதி பின்னங்்ைா் பிரிக்்) 

                                  = 13 2 10 1log logx x c− − − +

 (ii)  
x

x x
dx+

+ +∫
3

2 12( ) ( )  = 
−
+

−
+

+
+∫∫∫ 2

2
1

2
2

12x
dx

x
dx

x
dx

( )  (பகுதி பின்னங்்ைா் பிரிக்்)

    = − +
−

+
+

+∫∫∫2 1
2

1
2

2 1
12x

dx
x

dx
x

dx
( )

    = − + − + + + +−∫2 2 2 2 12log ( ) logx x dx x c

    = − + +
+

+ + +2 2 1
2

2 1log log | | .x
x

x c
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பயிற்சி 11.5
x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1) x x x
x

3 2

2

4 3 2+ − +   (2) x
x

+









1
2

 (3) ( )( )2 5 36 4x x− +  

 (4) cot tan2 2x x+  (5) 
cos cos

cos cos
2 2x

x
−
−

α
α   (6) cos

sin cos
2

2 2

x
x x

 (7) 
3 4

2

+ cos
sin

x
x

 (8) sin
cos

2

1
x
x+

 (9)  
sin
sin

4x
x

 

 (10) cos3x cos2x (11) sin2 5x  (12) 
1 4+

−
cos

cot tan
x

x x

 (13) e ex a xlog  (14) ( )3 4 3 7x x+ +  (15) 8 4
2

1 1+ −+x x

x

 (16) 1
3 4x x+ − −

 (17) 
x

x x
+

+ +
1

2 3( )( )
 (18) 

1
1 2 2( )( )x x− +

 (19) 3 9
1 2 12

x
x x x

−
− + +( )( )( )

 (20)  x
x x

3

1 2( )( )− −

11.7.3 பிைதியி்டல் முகை அல்்லது மொறிகய மொறறி அகமககும் முகை

 கைாய்யி்டலில் பிரதியி்டல் முயைைானது வய்யி்டலில் சாரபின் சாரபு்ளுக்கு வய்யிடுைல் 
நபான்ைைாகும். கபாருதைமான பிரதியி்டயலப் பைன்படுததித கைாய்யி்டலின் மாறியைப் புதிை 
மாறிைா் மாறறி அயமதது எளிை முயையில் கைாய்யி்டலாம்.

 u ஆனது  x-ஆல் ஆன சாரபு  எனில், du
dx

u= ′  என ேமக்குத கைரியும்.

 எனநவ  f u u dx f u du( ) ( )′ = ∫∫  என எழுைலாம்.

 ஆ்நவ, f g x g x dx f u du u g x[ ( )] ( ) ( ) , ( )′ = =∫∫ இ��  

 x = f(u) அல்லது u = g(x) என்ை கபாருதைமான பிரதியி்டயல நைரவு கசய்வயைச் சாரநது நமநல 
கசால்லப்பட்்ட முயை எளிைாகிைது. 

குறிப்பு 11.2
 கைாய்யி்டல் மாறியின் பிரதியி்டல் முக்ந்ாைவிைல் சாரபு்ைா் இருநைால் அைன் 
மறுபிரதியி்டலின் மதிப்யபக் ்ாணபைறகு மாதிரி வயரப்ப்டதயை பைன்படுதைலாம்.  கைாய் மாறி  
x-ஐ x = tanθ எனப் பிரதியி்ட,  கைாய்யி்டலுக்கு பிைகு தீரவு secθ θ+ cosec எனக் கிய்டதைால்,  

secθ θ+ = + +
+







cosec 1 12

2

x x
x

 என்ைாகும்.   

x = tanθ எனில் ப்டததிலிருநது,

cosecθ = +









1 2x
x

,

secθ = +









1
1

2x 1

x

2
1 x+

θ
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எடுத்துகைொடடு 11.30
    கீழ்ாணபனவறயை மதிப்பிடு் :

  (i)  2 1 2x x dx+∫  (ii) e x dxx−∫
2

 (iii) 
sin

cos
x
x
dx

1+∫  

 (iv) 
1

1 2+∫ x
dx  (v) x a x dx−( )∫ 8

தீரவு

 (i) 2 1 2x x dx+∫
                                 1 22+ = =x u x dx du vdpy;  

   2 1 2x x dx+∫  = u duò

    = u du u c u c x c
1
2

3
2 3

2 2
3
2

3
2

2
3

2
3

1= + = + = + +∫ ( ) .

 (ii) e xdxx−∫
2

                                  x u x dx du2 2= =  vdpy; 

                         எனநவ,   e x dxx−∫
2

 = e duu−∫ 2  

    = 1
2

1
2

1
2

1
2

2

e du e c e c e cu u u x− − − −= − + =− + =− +∫ ( ) .

 (iii) sin
cos
x
x
dx

1+∫
                      1+ = − =cos sinx u x dx du vdpy; 

   vdnt.
sin

cos
x
x
dx

1+∫  = 
−

= − + = − + +∫
du
u

u c x clog | | log | cos | .1     

 (iv) 1
1 2+∫ x

dx

                    x u dx u du= =tan sec vdpy;  
2

   
1

1 2+∫ x
dx  = sec

tan
sec
sec

2

2

2

21
u
u
du u

u
du du u c

+
= = = +∫∫∫

   
1

1 2+∫ x
dx  = tan .− +1 x c  

        (v) x a x dx−( )∫ 8

     u a x du dx= − = −vdpy;

           x a x dx−( )∫ 8
 = x a x dx−( )∫ 8

    
= −( )( ) −( )∫ a u u du8

    
= − ( ) +( )∫ a u u du8 9
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= −∫ ∫u du a u du9 8

    
= − +
u a u c

10 9

10 9

   x a x dx−( )∫ 8
 = 

( ) ( ) .a x a a x c−
−

−
+

10 9

10 9          

11.7.4 சி்ல முககியமொ்ன த�ொகையி்டல்ைள்

 (1)  
′

∫
f x
f x

dx( )
( )

 = log | ( ) |f x c+  

 (2)  ′∫ f x f x dxn( )[ ( )]  = 
[ ( )] ,f x
n

c n
n+

+
+ ≠−

1

1
1   

நிரூ்பணம்

 (1)  I = 
( )
( )

f x dx
f x
¢

ò  என்்.

                            f x u f x dx du( ) ( )= ′ = vdpy; 

   எனநவ,   I = du
u

u c= +∫ log | |  

   ஆ்நவ,  
′

∫
f x
f x

dx( )
( )

  = log | ( ) | .f x c+  

 (2)  I = ′∫ f x f x dxn( )[ ( )]  என்். 

                                                         f x u f x dx du( ) ( )= ′ = vdpy; 

                                                    ஆ்நவ,  I u du u
n

cn
n

= =
+

+
+

∫
1

1

                    
vdnt. ′ =

+
+∫

+

f x f x dx f x
n

cn
n

( )[ ( )] [ ( )] .
1

1

எடுத்துகைொடடு 11.31
 பின்வருவனவறயை மதிப்பிடு்.

  (i) ò tan x dx  (ii) ò cot x dx   (iii) ò cosec x dx  (iv) ò sec x dx
தீரவு 

  (i)                 I x dx x
x
dx= ∫ = ∫tan sin

cos
 

                 cos sinx u x dx du= − =  vdpy;. 

                
vdpy;. I

u
du u c x c x c= − = − + = − + = +∫

1 log | | log | cos | log | sec | .

 (ii)                      I x dx x
x
dx= ∫ = ∫cot cos

sin
 என்்.

                   sin cosx u x dx du= =  vdpy;. 

                         
I

u
du u c x c= = + = +∫

1 log | | log | sin | .
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 (iii)   I = ò cosec xdx  = 
cosec cosec

cosec
x x x

x x
dx( cot )

cot
−

−∫  

    = cosec cosec
cosec

 
2x x x

x x
dx−

−∫ cot
cot

 

        cosec x x u− =cot எனில், ( )cosec cosec cot2x x x dx du− =

   எனநவ,  I = 1
u
du u c x x c= + = − +∫ log | | log | cot | .cosec  

 (iv)        I = ∫ = +
+

= +
+

sec sec (sec tan )
sec tan

sec sec tan
sec tan

xdx x x x
x x

dx x x x
x x

2

ddx∫∫  என்்.

            sec tanx x u+ =  எனில் (sec sec tan )2 x x x dx du+ =

       ஆ்நவ,   I = 1
u
du u c x x c= + = + +∫ log log sec tan

     vdpy;. ∫ = + +sec log sec tan .xdx x x c
               
 
 இவவாைா்ப் பின்வரும் முக்கிைமான முடிவு்யைப் கபறுகிநைாம்.

(1)  ò tan x dx  = log sec x c+  
 

(2)  cot x dxò  = log sin x c+

(3)          cosecx dxò  = log cotcosec x x c− +  

(4)  ò sec x dx  = log sec tanx x c+ +  

எடுத்துகைொடடு 11.32
    பின்வருவனவறயை மதிப்பிடு் :

  (i) 
2 4

4 62

x
x x

dx+
+ +∫   (ii) 

e
e

dx
x

x−∫ 1   (iii) 
1

x x
dx

logò   

 (iv) 
sin cos
sin cos
x x
x x

dx+
−∫   (v) 

cos
(sin cos )

2
2

x
x x

dx
+∫    

தீரவு

 (i)                                       I = 2 4
4 62

x
x x

dx+
+ +∫  என்்.

                         x x u2 4 6+ + = ( )2 4x dx du+ =எனில்       

               vdnt. I du
u

u c x x c= = + = + + +∫ log log 2 4 6                                         

  எனநவ,  
2 4

4 62

x
x x

dx+
+ +∫ = log .x x c2 4 6+ + +  

 
 (ii)                                        I  =  e

e
dx

x

x−∫ 1
 என்்.
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                                    e u e dx dux x− = =1  vdpy; 

                     ஆ்நவ,   I = du
u

u c e cx= + = − +∫ log log 1

                            எனநவ,  e
e

dx
x

x −∫ 1
= log .e cx− +1

 (iii)                                        I  = 
1

x x
dx

logò

                                     
log x u

x
dx du= = vdpy; 

1

                             ஆ்நவ, I du
u

u c x c= = + = +∫ log log log

         எனநவ,   
1

x x
dx

logò = log | log | .x c+

 (iv)                                          I
x x
x x

dx=
+
−∫

sin cos
sin cos

   என்்

                           sin cos (cos sin )x x u x x dx du− = + =  vdpy;  

                                   ஆ்நவ,  I = 
du
u

u c x x c= + = − +∫ log log sin cos  

       எனநவ, 
sin cos
sin cos
x x
x x

dx+
−∫ = log | sin cos |x x c− +

 (v)                                         I = 
cos

(sin cos )
2

2

x
x x

dx
+∫  = 

cos
sin

2
1 2

x
x
dx

+∫  

                             1 2 2 2+ = =sin cosx u x dx du vdpy; 

                            எனநவ, I = du
u

u c x c
2

1
2

1
2

1 2= + = + +∫ log log sin .  

பயிற்சி 11.6
 கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1) 
x

x1 2+
 (2) 

x
x

2

61+
  (3) 

e e
e e

x x

x x

−
+

−

−   (4) 10 10 10
10

9

10

x
x

x
e

x

+
+

log  

 (5) sin x
x

  (6) 
cot

log(sin )
x

x
 (7) cosecx

xlog tan
2









 (8) sin
sin
2

2 2 2

x
a b x+

 (9) sin−

−

1

21
x

x
 (10)  x

x1+
 (11) 1

x x xlog log(log )
 (12) αβ α β α

x e x− −1

       (13) tan secx x  (14)  x x( )1 17-  (15) sin cos5 3x x    (16) 
cos

cos( )
x
x a−
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11.7.5 ்பகுதித் த�ொகையி்டல் (Integration by parts)

 கைாய்ச் சாரபானது இரணடு சாரபு்ளின் கபருக்்லா்நவா அல்லது ஒநர ஒரு ம்டக்ய் 
சாரபா்நவா அல்லது ஒநர ஒரு நேரமாறு முக்ந்ாைவிைல் சாரபா்நவா அல்லது நேரடிைா்த 
கைாய்யி்ட முடிைாை சாரபா்நவா இருநைால் கபாதுவா் பகுதித கைாய்யி்டயல பைன்படுததி 
கைாய்யைக் ்ாைலாம். இரணடு சாரபு்ளுக்்ான கபருக்்ல் வய்யி்டல் சூததிரததிலிருநது  இநைப் 
பைனுளை  கைாய்யீட்டு முயையைப் கபறுகிநைாம்.

   u  மறறும்  v  ஆகிையவ இரணடு வய்யி்டதைக்் சாரபு்ள எனில்,

                                    d uv vdu udv( ) = +

                                      udv d uv vdu= −( )
 கைாய்யீடு ்ாை,

                                     
udv d uv vdu∫ ∫∫= −( )

                                     
udv uv vdu∫ ∫= −

 udvò  -லிருநது மறகைாரு கைாய்யீடு  vduò  வடிவில் கிய்டக்கிைது நமலும் udvò -க்கு இறுதி 
வடிவம் கிய்டக்்ப் கபைவில்யல. இது udvஎன்னும் கபருக்்ததின் கைாய்யிடுைலில் ஒரு பகுதியை 
மட்டும் தீரக்கிைது. இையன ஐநராப்பிை ோடு்ளில் கைாய்யி்டலின் ஒரு பகுதி என்கிைார்ள. பிை 
ோடு்யைப் நபான்நை ோமும் பகுதித கைாய்யி்டல்  என அயைக்கிநைாம். 

 u-ன்  முயைைான நைரயவப் கபாறுதது இநை முயை கபாருதைமாகிைது. அைாவது,

	 (i)	 logx, tan−1 x  நபான்ை கைாய்ச் சாரபு்யை நேரடிைா்த கைாய்யி்ட முடிைாது. கைாய்ச் 
சாரபு்யை  u எனவும் மறையை  dv எனவும் க்ாளைவும்.

 (ii) கைாய்யீட்டுச் சாரபு்ள இரணடுநம கைாய்ச் சாரபு்யை உளை்டக்கி இருநது மறறும் 
அதில் ஒன்று  xn  (n ஒரு மிய் முழுகவண) ஆ் இருநைால் அையன  u xn=  எனக் 
க்ாளைவும்.

 (iii) மறயைை நியல்ளில் u - ன் நைரவு ேம்முய்டை விருப்பதயைப் கபாறுதைது.

எடுத்துகைொடடு 11.33

 மதிப்பிடு்

 (i)   xe dxxò                 (ii) x x dxcosò     (iii) log x dxò   (iv) sin−∫ 1 x dx

தீரவு

   (i)     I xe dxx= ∫
  இங்கு x ஒரு இைற்ணிை சாரபு மறறும்  ex ஒரு அடுக்குக்குறிச்சாரபு ஆைலால்,
      u = x எனில்,     du = dx            
   dv = e dx v ex x⇒ =  
  பகுதித கைாய்யி்டல் முயையைப் பைன்படுதை,

   udvò  = uv vdu−∫
   ⇒∫ xe dxx  = xe e dxx x− ∫
  அைாவது, xe dxxò  = xe e cx x− +  

 (ii)    I = x x dxcosò  என்்.

      x ஒரு இைற்ணிை சாரபு cos x ஒரு முக்ந்ாைவிைல் சாரபு ஆைலால்,
     u = x எனில்,  du = dx  
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   dv = cos sinx dx v x⇒ =  
  பகுதித கைாய்யி்டல் முயையைப் பைன்படுதை,

   udvò  = uv vdu−∫
   ⇒∫ x x dxcos  = x x x dxsin sin− ∫
   ⇒∫ x x dxcos  = x x x csin cos+ +  

 (iii)    I = log x dxò  என்்.

   u	=	 log	x என்்.   du
x
dx=

1  
   dv = dx ⇒ v = x
   பகுதித கைாய்யி்டல் முயையைப் பைன்படுதை,

   udvò  = uv vdu−∫
   ⇒ log x dxò  = x x x

x
dxlog −∫ 1

 

   ⇒ log x dxò  = x x x clog − +

 (iv)  I = sin−∫ 1 x dx  என்்.

   u = sin ( ),− =1 x dv dx  என்்.

   எனநவ,  du = 
1

1 2−
=

x
dx v x,

   sin−∫ 1 x dx  = x x x
x
dxsin− −

−
∫1

21

   sin−∫ 1 x dx  = x x dt
t

t xsin ,− + = −∫1 21
2

1 ,';F 

    = x x t csin− + +1

    = x x x csin− + − +1 21

எடுத்துகைொடடு 11.34

 மதிப்பிடு் :  tan−
−






∫ 1

2

2
1
x
x
dx  

தீரவு

                                 I = tan−

−






∫ 1

2

2
1
x
x

dx   என்்.

                                 x = tan secθ θ θ⇒ =dx d2  

                     எனநவ, I = tan tan
tan

sec−

−






∫ 1

2
22

1
θ
θ

θ θd  
 
                                   = tan (tan )sec−∫ 1 22q q qd   

                                                = 2 2θ θ θsec d∫  

                                    = 2 2( )(sec )q q qdò

x

2
1 x+

2

tan

sec 1

x

x

θ

θ

=

= +

1

θ
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 பகுதித கைாய்யி்டல் முயையைப் பைன்படுதை,

     I = 2 q q q qtan tan−



∫ d   

    
    = 2 θ θ θtan log sec−( ) + c  

                    tan−

−






∫ 1

2

2
1
x
x

dx= 2 2 11 2x x x ctan log− − + +

11.7.6 ்பகுதித் த�ொகையி்டலுகைொ்ன த்பர்த்னொலியின் சூத்திைம்

  u மறறும் v  ஆகிையவ  x - ன் சாரபு்ள எனில் கபரநனாலியின் சூததிரமானது     
udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 ஆகும்.

 இங்கு ′ ′′ ′′′u u u, , ,...    என்பன u -ன் அடுதைடுதை  வய்யி்டல்்ள ஆகும் மறறும்   
       v v v v, , , ,1 2 3   என்பன  dv -ன் அடுதைடுதை கைாய்யி்டல்்ள ஆகும்.

u xn=  (n ஒரு மிய் முழுகவண) எனக் எடுததுக்க்ாளளும் நபாது கபரநனாலியின் சூததிரதயைப்  
பைன்படுததுவது எளிைா் இருக்கும் .

 பின்வரும் ்ைக்கு்ளின்  தீரவு ்ாணபைறகு இரணடு அல்லது அைறகு நமறபட்்ட முயையில் 
பகுதித கைாய்யி்டயலப் பைன்படுதை நவணடும். இநநியலயில் கபாதுவா்ப் கபரநனாலியின் 
சூததிரம் உைவுகிைது. 

எடுத்துகைொடடு 11.35
 கீழக்்ாணபவறயைத கைாய்யிடு்.
  (i) x e x2 5          (ii) x x3 cos              (iii)  x e x3 −

தீரவு
 (i) x e dxx2 5ò .   

  கபரநனாலியின் சூததிரதயைப் பைன்படுதை,

             
udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 

                   

x e dx x e x e ex
x x x

2 5 2
5 5

2

5

35
2

5
2

5
0∫ = ( )







 −









 +









 −( ) ( ) ( ) ee c

x5

45
0 0









 + + + +

                                  
= − + +
x e xe e c

x x x2 5 5 5

5
2

25
2
125

.

 (ii) x x dx3 cos .ò
              கபரநனாலியின் சூததிரதயைப் பைன்படுதை,

                         
udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 

 

              
x x dx x x x x x x x c3 3 2

3 6 6cos sin cos sin cos∫ =( )( )− ( ) −( ) +( ) −( )− ( )( )+

                                   
x x x x x x x c3 2

3 6 6sin cos sin cos .=

 

dv x dx
u x v x
u x v x
u x v x
u v

cos

, sin

, cos

, sin

,

3

2

1

2

3

6

6
33

cos x

dv e dx

u x v e

v e

x

x

x

5

2
5

1

5

2

5

u x2
5

e x

2

5

3
u v2

5

0u v e x

3

5

4
5
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    (iii) x e dxx3 −∫ .

  கபரநனாலியின் சூததிரதயைப் பைன்படுதை,

 
udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 

           

x e dx x e x e x e e cxx x x x3 3 2
3 6 6

                  

=− − − − +− − − −x e x e xe e cx x x x3 23 6 6 .

              

பயிற்சி 11.7
 பின்வருவனவறறின் கைாய் ்ாண். 
  (1)      (i)  9 3xe x              (ii) x xsin 3         (iii)  525 xxe−                   (iv)   x x xsec tan   
 (2) (i) x xlog             (ii) 27 x e x2 3     (iii)   x2 cosx                   (iv)  x x3 sin  

 (3) (i) 
x x

x
sin−

−

1

21
       (ii) x ex5 2         (iii)  tan−

−








1
2

8
1 16

x
x

    (iv)   sin−

+








1
2

2
1

x
x

11.7.8  (i) e bxdxax sinò   (ii) e bxdxax cosò  வடிவஙைளின் த�ொகைை ைொணல்

  e bx e bxax axsin cos kw;Wk;  ஆகிை கைாய்ச்  சாரபு்ளின்  கைாய்யி்டல்்ள கைா்டரநது 
கசல்வைால், கீழக்்ாணும்  எடுததுக்்ாட்டு்ளில் கைாய்யி்டயல இருமுயை பைன்படுததி, இருபுைமும் 
ஒநர கைாய்ைா்க்  க்ாணடு வநது தீரவு ்ாை நவணடும். 

முடிவு 11.1

 (i)  e bx dxax sinò  = e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]

 (ii) e bx dxax cosò  = 
e

a b
a bx b bx c

ax

2 2+
+ +[ cos sin ]

நிரூ்பணம் (i)

                          I = e bx dxax sinò  என்்.

                          u bx du b bx dx= =sin , cos  என்்.  

                       
dv e dx v e

a
ax

ax

= ⇒ =   

 பகுதித கைாய்யி்டல் முயையை பைன்படுதை,

                                       I = 
e
a

bx e
a
b bx dx

ax ax

sin cos− ∫

                                       I = 
e
a

bx b
a

e bx dx
ax

axsin cos− ∫
                          u = cos , sinbx du b bx dx  = −  என்்.

                       dv = e dx v e
a

ax
ax

; ,=

3

2

1

2

3

,

3 ,

6 ,

6,

x

x

x

x

x

dv e dx
u x v e
u x v e
u x v e
u v e

−

−

−

−

−

=
= = −

′ = = +
′′ = = −
′′′ = =
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 மீணடும்  பகுதித கைாய்யி்டல் முயையைப் பைன்படுதை,

   I = 
e
a

bx b
a
e
a

bx e
a
b bx dx

ax ax ax

sin cos sin− +










∫  

   I = e
a

bx b
a
e
a

bx b
a

e bx dx
ax ax

axsin cos sin− − ∫
2

2  

   I = 
e
a

bx b
a
e bx b

a
I

ax
axsin cos− −2

2

2  

   1
2

2+










b
a

I  = ae bx be bx
a

ax axsin cos−
2

   
a b
a

I
2 2

2

+







  = 

e a bx b bx
a

ax[ sin cos ]−
2

    I = e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]

 எனநவ, sinaxe bx dxò  = e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]

 இநைநபால்,  e bx dxax cosò  = 
e

a b
a bx b bx c

ax

2 2+
+ +[ cos sin ]

   e bx dxax sinò  = e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]

   e bx dxax cosò  = 
e

a b
a bx b bx c

ax

2 2+
+ +[ cos sin ]  

நிலைவில் தைோள்ை :

 பகுதித கைாய்யி்டயல பைன்படுததும் நபாது u மறறும் dv யை அடுதைடுதது வரும் 
கைாய்யி்டல்்ளில் ஒநர மாதிரிைா்த நைரவு கசய்ை நவணடும். நமநல குறிப்பிட்்ட இரணடு 
எடுதது்ாட்டு்யைக் ்ாண். ந�ாடி்ளில் வரக்கூடிை சாரபு்யை மாறறி அயமதைல் கூ்டாது.

எடுத்துகைொடடு 11.36

 மதிப்பிடு் .

  (i) e x dxx3 2cosò         (ii) e x dxx−∫ 5 3sin  

தீரவு

 (i) e x dxx3 2cosò
          e bx dxax cosò  = e

a b
a bx b bx c

ax

2 2+
+ +[ cos sin ]   என்ை சூததிரததில் a = 3, b = 2 

எனப்பிரதியி்ட

05_11 Integral Calculus.indd   223 25-03-2019   13:56:33



224XI - கணிதவியல்

    e x dxx3 2cosò = 
e x x c
x3

2 23 2
3 2 2 2

+








 +( ) +cos sin

                     = 
e x x c
x3

13
3 2 2 2









 +( ) +cos sin .

     

 (ii) e x dxx−∫ 5 3sin  
       

    e bx dxax sinò  = e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]  என்ை சூததிரததில் a	=	−5	,	b = 3 எனப்பிரதியி்ட

       e x dxx−∫ 5 3sin  = 
e x x c

x−

−( ) +












− −( ) +

5

2 25 3
5 3 3 3sin cos

    e x dxx−∫ 5 3sin  = −






 +( ) +

−e x x c
x5

34
5 3 3 3sin cos .

பயிற்சி 11.8
x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1) (i) e bxax cos  (ii) e xx2 sin  (iii) e xx− cos 2  
 (2) (i) e xx−3 2sin   (ii) e xx−4 2sin   (iii)  e xx−3 cos  

முடிவு 11.2

   e f x f x dxx[ ( ) ( )]+ ′∫  = e f x cx ( ) +  
நிரூ்பணம்

   I = e f x f x dxx[ ( ) ( )]+ ′∫ என்்.

    = e f x dx e f x dxx x( ) ( )+ ′∫∫  

   முைல் கைாய்யில்  u =  f x du f x dx( ); ( )= ′  எனக் க்ாள்.

   dv = e dx v ex x; =

   அைாவது,  I = e f x e f x dx e f x dx cx x x( ) ( ) ( )− ′ + ′ +∫∫  

   எனநவ,   I = e f x cx ( ) .+  

எடுத்துகைொடடு 11.37
 மதிப்பிடு்

 (i) e
x x

dxx 1 1
2−






∫     (ii) e x x dxx (sin cos )+∫  (iii) e x

x
dxx 1

1 2

2−
+






∫

  

தீரவு

 (i)  I = e
x x

dxx 1 1
2−







∫  என்்.
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                                           f(x) = 
1 1

2x
f x

x
 vdpy;. ′ =

−( )  என்்.

 I ஆனது e f x f x dxx[ ( ) ( )]+ ′∫  எனும் வடிவில் உளைது.

                           2

1 1xe dx
x x

 − 
 ∫  = 

1 .+xe c
x

 

 (ii)                                             I =  (sin cos )xe x x dx+∫ என்்.

                                          f(x) =  sin ( ) cos vdpy;. x f x x′ =  

  I ஆனது [ ( ) ( )]xe f x f x dx′+∫  எனும் வடிவில் உளைது

                   (sin cos )xe x x dx+∫  = sin .+xe x c

       (iii) 
2

2

1
1

x xe dx
x

− 
 + ∫

  I = e
x

x
dxx 1

1

2

2 2

−( )
+( )∫  என்்.

  = e
x x

x
dxx

1 2

1

2

2 2

+ −( )
+( )∫

    = e
x

x

x
dxx 1

1
2

12 2 2+( )
−

+( )












∫

    f x( )  = 
1

1
2

12 2 2+( )
′( ) = −

+( )x
f x x

x
vdpy;                 

       e f x f x dx e f x cx x( ) + ′( )( ) = ( ) +∫  எனும் சூததிரதயைப் பைன்படுதை,

   e x
x

dxx 1
1 2

2−
+







∫  = e x

x

x
dx e

x
cx x1

1
2

1

1
12 2 2 2+( )

−
+( )















=
+( )

+∫ .

பயிற்சி 11.9
x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1) e x xx (tan logsec )+  (2) e x
x

x −







1
2 2         

 (3) e x xx sec ( tan )1+  (4) e x
x

x 2 2
1 2
+
+









sin
cos

   

 (5) e x x
x

xtan− + +
+











1 1
1

2

2
 (6) 

log
( log )

x
x1 2+
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11.7.9 விகி�முறு இயறைணி� ்ொர்பின் த�ொகையி்டல்

 இப்பிரிவில்  விகிைமுறு இைற்ணிை சாரபு்ள கைாகுதி மறறும் பகுதி்ளில் மாறிலிக் 
குை்தயையும் x ஆனது முழு எண அடுக்கு்யைப் கபறறிருக்கும்.
வய் I 

  
dx

a x
dx

x a
dx
a x

dx
x a2 2 2 2 2 2 2± − ± −2∫∫∫∫ , , ,    எனும் வடிவில் உளை கைாய்்யைக் ்ாைல்

 (i) 
dx

a x2 2−∫     = 
1

2a
a x
a x

clog +
−

+

 (ii) 
dx

x a2 2−∫     =  
1

2a
x a
x a

clog −
+

+

 (iii) 
dx

a x2 2+∫     = 1 1

a
x
a

ctan− 





 +

 (iv) 
dx
a x2 2−∫  = sin− 






 +

1 x
a

c

 (v) 
dx
x a2 2−∫  =  log x x a c+ − +2 2

 (vi) 
dx
x a2 2+∫  =  log x x a c+ + +2 2

நிரூ்பணம்

 (i)                   I =
dx

a x2 2−∫ என்்.

                      = 
dx

a x a x( )( )− +∫

                      = 
1

2
1 1

a a x a x
dx

+
+
−











∫  (பகுதி பின்னங்்ைா் மாறை)

                      =  
1

2a
a x a x clog log+ − −  +

                                = 
1

2a
a x
a x

clog +
−

+  

               
dx

a x2 2−∫  = 
1

2a
a x
a x

clog +
−

+

 (ii)                  I = 
dx

x a2 2−∫ என்்.

                      = 
dx

x a x a( )( )− +∫  

                               = 
1

2
1 1

a x a x a
dx

−
−
+











∫  (பகுதி பின்னங்்ைா் மாறை)  
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                              = 1
2a

x a x a clog log− − +  +  

                               = 
1

2a
x a
x a

clog −
+

+  

    எனநவ, ∴ −∫
dx

x a2 2 = 
1

2a
x a
x a

clog −
+

+

 (iii)  I = dx
a x2 2+∫  என்்.

     x = a
x
a

tan tanθ θ⇒ = −1

   dx = a dsec2 q q

   I = a
a a

d a
a

d a
a

d
a

dsec
tan

sec
( tan )

sec
sec

2

2 2 2

2

2 2

2

2 21
1q

q
q

q
q

q
q
q

q
+

=
+

= = qq∫∫∫∫

    = 
1 1 1

a a
x
a

cc tan  

     எனநவ, 
dx

a x2 2+∫  = 1 1

a
x
a

ctan− 





 +

 (iv)                     I = 
dx
a x2 2−∫

                            x = a x
a

sin sinθ θ⇒ = 







−1  

                    dx = a dcosq q

                     I = 
a

a a
d a

a
d a

a
d dcos

sin
cos

( sin )
cos
cos

θ

θ
θ

θ

θ
θ

θ
θ

θ θ
2 2 2 2 21−

=
−

= = ∫∫∫∫

                        = θ =






 +

−sin 1 x
a

c  

எனநவ,  
dx
a x2 2−∫  = sin− 






 +

1 x
a

c  

 (v)                      I = 
dx
x a2 2−

∫ என்்.

                            x = a
x
a

sec secθ θ⇒ = 







−1     ;    dx = a dsec tanq q q  

                               I = 
a
a a

d a
a

d a
a

sec tan
sec

sec tan
(sec )

sec tan
tan

θ θ

θ
θ

θ θ

θ
θ

θ θ
2 2 2 2 2 1−

=
−

=
θθ

θ θ θd d= ∫∫∫∫ sec

                                  = log | sec tan |θ θ+ +c
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    = log x
a

x a
a

c+
−

+
2 2

  = log logx x a a c+ − − +2 2

  = log logx x a c c c a+ − + = −2 2
1 1.,';F  

 எனநவ, 
dx
x a2 2−

∫  = log x x a c+ − +2 2
1

 (vi) I = 
dx
a x2 2+∫ என்்.

 x = a tan tanθ θ⇒ = 







−1 x
a

 

 dx = a dsec2 q q

 I = 
a

a a
d a

a
dsec

tan
sec

(tan )

2

2 2 2

2

2 2 1
q

q
q

q

q
q

+
=

+∫∫

  = a
a

d dsec
sec

sec
2 q
q

q q q= ∫∫
  = log | sec tan |θ θ+ +c

  = log x
a

x
a

c+ + +
2

2 1

  = log logx x a a c+ + − +2 2

  = log logx x a c c c a+ + + = −2 2
1 1. ,';F 

        
dx
a x2 2+

∫  = log x x a c+ + +2 2
1  

குறிபபு:  a x a x x a2 2 2 2 2 2− + −,  kw;Wk; என்ை வடிவஙைளுககு எளி�ோைத் த�ோலைக ைோைப 
்பயன்்படககூடிய கீழ்கைோணும் ்பயனுள்்ள பிரதியிடலை நிலைவில் தைோள்ை .

வடிவம் பிரதியி்டல்

a x2 2− x = a sinq

a x2 2+ x = a tanq

x a2 2− x = a secq

எடுத்துகைொடடு 11.38
 பின்வருவனவறயை மதிப்பிடு் :

  (i) 
1
2 12( )x

dx
− +∫   (ii) x

x
dx

2

2 5+∫   (iii) 
1

1 4 2+∫ x
dx       (iv) 

1
4 252x

dx
−

∫  

2 2

tan
x a

a
θ −
=

sec
x
a

θ =

x

a

2 2x a−

θ

2 2

sec
a x

a
θ +
=

tan
x
a

θ =

2 2a x+
x

a
θ
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தீரவு

 (i)  I = 
1
2 1

1
2 12 2 2( ) ( )x

dx
x

dx
− +

=
− +∫ ∫

   x - 2 = t   என்்.          ⇒  dx = dt

   எனநவ,  I = 1
1

22 2
1 1

t
dt t c x c

+
= + = − +− −∫ tan ( ) tan ( )  

 (ii)  I = 
x
x

dx
2

2 5+∫ என்்.

    = x
x

dx
x

dx dx
x

dx
2

2 2 2

5 5
5

1 5
5

5
5

+ −
+

= −
+







 = −

+∫ ∫∫∫

    = x
x

dx−
+ ( )∫5

1

52
2  

    = x
x c− 







 +

−5 1
5 5

1tan  

     I = x
x c− 







 +

−5
5

1tan  

 (iii) I =  
1

1 4
1

1 22 2+
=

+
∫∫ x

dx
x
dx

( )   

                               2x =  t  என்்.       ⇒ 2 dx = dt   ⇒   dx = 
1
2

dt  

                      எனநவ,  I = 
1
2

1
12 2+∫ t

dt  

                                      I =  
1
2

1 1
2

2 2 12 2log log ( )t t c x x c+ + + = + + +  

                                       I = 
1
2

2 4 12log x x c+ + +

 (iv)                          I = 
1

4 25
1

2 252 2x
dx

x
dx

−
=

−∫ ∫ ( )  

                                    2x =  t  என்்.       ⇒ 2 dx = dt  ⇒ dx = 
1
2
dt  

                        எனநவ,  I = 
1
2

1
52 2t
dt

−∫  

                                         = 
1
2

52 2log t t c+ − +  

                                       I =  
1
2

2 4 252log x x c+ − +  

வய்  II 

  
dx

ax bx c
dx

ax bx c2 2+ + + +
∫∫  kw;Wk;  எனும் வடிவில் உள்்ள த�ோலைைல்ளக ைோைல் :
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230XI - கணிதவியல்

 முைலில் ax bx c2 + +  -ஐ இரு வரக்்ங்்ளின் கூடுைல் அல்லது ் ழிதைலா்ப் பிரிதகைழுதி  வய்-
I ன் ஏநைனும் ஒரு வடிவததுக்குக்   க்ாணடு வநது கைாய்யீடு ்ாைலாம்.  கீழ்ாணும் விதியை 
பைன்படுததி  ax bx c2 + +  -ஐ இரணடு வரக்்ங்்ளின் கூடுைலா்நவா அல்லது ்ழிதைலா்நவா 
எழுைலாம்.

 (1)   x2 -ன் குை்தயை 1 ஆ் மாறைவும்.

 (2)  x -ன் குை்தயை இரண்டால் வகுதது அைன் வரக்்ததியனக் கூட்டிநைா அல்லது  ் ழிதநைா 
முழு வரக்்மா் மாறைவும்.

   அைாவது,  ax bx c2 + +  = a x
b
a
x c
a

2 + +





  = a x b
a

ac b
a

+





 +

−









2

4
4

2 2

2  

எடுத்துகைொடடு 11.39
 பின்வருவனவறயை மதிப்பிடு் :

 (i) 1
2 52x x

dx
− +∫                (ii) 

1
12 112x x

dx
+ +∫  (iii) 1

12 4 2+ −
∫ x x

dx

தீரவு

 (i)  1
2 52x x

dx
− +∫  = 

1
2 1 1 42 2x x

dx
− + +∫ ( ) ( )  

    = 
1

1 22 2( )x
dx

− +∫  

   2

1
2 5

dx
x x− +∫  = 

1
2

1
2

1tan− −





 +

x c  

     

 (ii) 
1
12 112x x

dx
+ +

∫  = 
1
6 252( )x

dx
+ −

∫  

    = 
1
6 52 2( )x

dx
+ −

∫  

    = log | ( ) |x x c+ + + − +6 6 52 2  

   எனநவ,  
1
12 112x x

dx
+ +

∫  = log | |x x x c+ + + + +6 12 112  

 (iii) 1
12 4 2+ −

∫ x x
dx  =

− −
∫

1
12 42( )x x

dx

              

=
− − −{ }∫

1

12 2 42( )x
dx

    
=

− −
∫

1
4 22 2( )x

dx

    
=

−





 +

−sin 1 2
4
x c
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பயிற்சி 11.10
x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1)   (i)  
1

4 2− x
 (ii) 2

1
25 4x−

 (iii) 
1

9 42x −

       (2) (i) 2

1
6 7x x− −

 (ii) 2

1
( 1) 25x + −

 (iii)
1
4 22x x+ +

 (3)  (i) 2

1  
(2 ) 1x+ −

 (ii) 1
4 52x x− +

 (iii)  1
9 8 2+ −x x  

வய் III 

 
px q

ax bx c
dx px q

ax bx c
dx+

+ +
+
+ +∫∫ 2 2

 kw;Wk;  எனும் வடிவில் உளை கைாய்்யைக் ்ாைல்.

 நமற்ண்ட கைாய்யை மதிப்பி்ட, முைலில் ோம் கீழ்ண்டவாறு எழுைவும்

     px q+  = A
d
dx
ax bx c B( )2 + + +

   px q+  = A ax b B( )2 + +  
 இரு பக்்ங்்ளிலும் x - ன் க்ழுக்்யையும் மறறும் மாறிலி்யையும் ைனிதைனிநை              
   சமப்படுததி A மறறும் B ன் மதிப்பு்யைக் ்ைக்கி்டலாம். 

 (i) க்ாடுக்்ப்பட்்ட முைல் கைாய்யைக் கீழ்ண்டவாறு எழுது்.   

     
px q

ax bx c
dx+

+ +∫ 2  = 
A ax b B
ax bx c

dx( )2
2

+ +
+ +∫  

    = A
ax b

ax bx c
dx B

ax bx c
dx2 1

2 2

+
+ +

+
+ +∫∫  

  ( முைல் கைாய் 
′

∫
f x
f x

dx( )
( )

எனும் வடிவில் உளைது)

      = A ax bx c B
ax bx c

dxlog | |2
2

1+ + +
+ +∫  

  முநயைை வய்்யைப் பைன்படுததி வலதுபுைததில் உளை முைல் கைாய்யை மதிப்பி்டலாம்.

 (ii) க்ாடுக்்ப்பட்்ட இரண்டாவது கைாய்யைக் கீழ்ண்டவாறு எழுது். 

       
px q

ax bx c
dx+

+ +
∫ 2  = 

A ax b B
ax bx c

dx( )2
2

+ +
+ +∫

     = A
ax b

ax bx c
dx B

ax bx c
dx2 1

2 2

+
+ +

+
+ +∫∫  

  (முைல் கைாய் ′∫ f x f x dxn( )[ ( )]  எனும் வடிவில் உளைது) 

    = A ax bx c B
ax bx c

dx2 12

2
+ +( )+

+ +∫
 முநயைை வய்யைப் பைன்படுததி வலதுபுைததில் உளை இரண்டாவது கைாய்யை மதிப்பி்டலாம்.
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எடுத்துகைொடடு 11.40
 பின்வருவனவறயை மதிப்பிடு்.

 (i) 3 5
4 72

x
x x

dx+
+ +∫   (ii) x

x x
dx+

− +∫ 1
3 12    (iii) 

2 3
12

x
x x

dx+

+ +
∫      (iv) 

5 7
3 22

x
x x

dx−
− −∫  

தீரவு

 (i)  I = 
3 5

4 72

x
x x

dx+
+ +∫ என்்.

   3x + 5 = A 
d
dx

x x B( )2 4 7+ + +

   3x + 5 = A x B( )2 4+ +
 ஒதை உறுப்பு்ளின் க்ழுக்்யைச் சமப்படுதை ,

   2A = 3 ⇒ A =  
3
2

4 5 1; A B B+ = ⇒ = −  

   I = 
3
2

2 4 1

4 72

( )x

x x
dx

+ −

+ +∫  

   I = 
3
2

2 4
4 7

1
4 72 2

x
x x

dx
x x

dx+
+ +

−
+ +∫∫  

    = 
3
2

4 7 1

2 3
2

2 2log
( )

x x
x

dx+ + −
+ +( )∫+ c  

    = 
3
2

4 7 1
3

2
3

2 1log tanx x x c+ + − +





+

−  

 (ii)    I = 
x

x x
dx+

− +∫ 1
3 12 என்்.

   x + 1 = A
d
dx

x x B( )2 3 1− + +  

   x + 1 = A x B( )2 3− +

  ஒதை உறுப்பு்ளின் க்ழுக்்யைச் சமப்படுதை ,

   2A = 1 ⇒ A A B B= − + = ⇒ =
1
2

3 1 5
2

;  

   I = 
1
2

2 3 5
2

3 12

( )x

x x
dx

− +

− +∫  

   I = 
1
2

2 3
3 1

5
2

1
3 12 2

x
x x

dx
x x

dx−
− +

+
− +∫∫  
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    = 
1
2

3 1 5
2

1

3
2

5
2

2

2 2log x x

x

dx− + +

−






 −









∫  

    = 
1
2

3 1 5
2

1

2 5
2

3
2

5
2

3
2

5
2

2log logx x
x

x
c− + +











− −

− +
+  

    = 1
2

3 1 5
2

2 3 5
2 3 5

2log logx x x
x

c− + +
− −
− +

+  

 (iii)  I = 
2 3

12

x
x x

dx+
+ +∫ என்்.

   2x + 3 = A
d
dx

x x B( )2 1+ + +  

   2x + 3 = A(2x + 1) + B
  ஒதை உறுப்பு்ளின் க்ழுக்்யைச் சமப்படுதை 

   2A = 2 ⇒ A = 1;   A + B = 3  ⇒  B = 2

   I = 
( )2 1 2

1
x
x x

dx+ +

+ +2∫  

   I = 
2 1

1
2 1

12 2

x
x x

dx
x x

dx+
+ +

+
+ +∫∫  

    = 
2 1 2 1

1
2

3
2

2

2 2
x x

x

dx+ + +

+






 +









∫
 

    = 2 1 2 1
2

1
2

3
2

2
2 2

x x x x c+ + + + + +





 +









 +log  

   எனநவ,   I = 2 1 2 1
2

12 2x x x x x c+ + + + + + + +log  

 (iv)    I = 
5 7

3 22

x
x x

dx−
− −∫ என்்.

                             5 7x −  = A
d
dx

x x B( )3 22− − +  

                                   5x - 7 = A x B( )3 2− +  
  ஒதை உறுப்பு்ளின் க்ழுக்்யைச் சமப்படுதை ,
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   2A−  = 5 5
2

3 7 1
2

⇒ = − + = − ⇒ =A A B B;  

   I = 
− − +

− +∫
5

2
3 2 1

2
3 22

( )x

x x
dx  

   I = −
−
− +

+
− +∫∫5

2
3 2

3 2
1
2

1
3 22 2

x
x x

dx
x x

dx

    
=

 
−





 − + +









 − −








5
2

2 3 2 1
2

1

17
2

3
2

2

2 2
x x

x

dxx∫  

    = − − + +
−













+−5 3 2 1
2

3
2

17
2

2 1x x
x

csin  

   எனநவ,   I = − − + + −





+

−5 3 2 1
2

2 3
17

2 1x x x csin

பயிற்சி 11.11
x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1) (i) 
2 3

4 122

x
x x

−
+ −

 (ii) 
5 2

2 2 2

x
x x
−

+ +
 (iii) 

3 1
2 2 32

x
x x

+
− +

       (2) (i) 2 1
9 4 2

x
x x
+

+ −
 (ii) 

x
x
+

−

2
12

 (iii) 
2 3

4 12

x
x x

+

+ +
வய் IV 

  a x dx x a dx2 2 2 2± −∫∫ ,  எனும் வடிவில் உளை கைாய்்யைக் ்ாைல்.

முடிவு 11.3

 (1) a x dx x a x a x
a

c2 2 2 2
2

1

2 2
− = − +






+

−∫ sin

 (2) x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
− = − − + − +∫ log  

 (3) x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
+ = + + + + +∫ log  

நிரூ்பணம்

 (1)                       I = a x dx2 2−∫ என்்.   

                            u =  a x2 2− எனில், du
x

a x
dx=

−

−

2
2 2 2

                                dv = dx v x⇒ =
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  பகுதித கைாய்யி்டல் முயையை பைன்படுதை,

   udvò  = uv vdu−∫
   ⇒  I = x a x x

a x
dx2 2

2

2 2
− − −

−∫  

    = x a x a x a
a x

dx2 2
2 2 2

2 2
− − − −

−∫
    = x a x a x

a x
a

a x
dx2 2

2 2

2 2

2

2 2
− −

−

−
+

−

−









∫

( )

    = x a x a x dx a
a x

dx2 2 2 2
2

2 2
− − − +

−
∫∫  

    = x a x I a
a x

dx2 2 2

2 2

1
− − +

−
∫

   2I = x a x a x
a

2 2 2 1− + 







−sin  

   எனநவ,   I = 
x a x a x

a
c

2 2
2 2

2
1− + 





 +

−sin  

 இநை நபால் மறை இரு முடிவு்யையும் நிறுவலாம்.

குறிப்பு 11.3
  x a= sinθ எனப் பிரதியிட்டும் நமற்ண்டமுடிவு்யை நிரூபிக்்லாம்.

எடுத்துகைொடடு 11.41
 பின்வருவனவறயை மதிப்பிடு் :

 (i) 4 2−∫ x dx   (ii)   25 92x dx−∫  (iii) x x dx2 1+ +∫   (iv) ( )( )x x dx− −∫ 3 5  
தீரவு

 (i)  I = 4 2- x dx  என்்.

    = 22 2−∫ x dx

    = 
x x x c
2

2 2
2 2

2 2
2

1− + 





 +

−sin

   எனநவ, I = 
x x x c
2

4 2
2

2 1− + 





 +

−sin

 (ii)  I = 25 92x dx−∫  என்்.

    = ( )5 32 2x dx−∫  

    = 
1
5

5
2

5 3 3
2

5 5 32 2
2

2 2x x x x c( ) log ( )− − + −










 +  

   எனநவ,  I = 
1
5

5
2

25 9 9
2

5 25 92 2x x x x c− − + −




+log  
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 (iii)                  I = x x dx2 1+ +∫  என்்.

                                 = x dx+






 +








∫ 1

2
3

2

2 2

 

          =  
x

x x x
+

+





 +









 +











+ + +







1
2

2
1
2

3
2

3
2
2

1
2

1
2

2 2

2

2

log ++

























+

3
2

2

c

                 எனநவ, I = 
2 1

4
1 3

8
1
2

12 2x x x x x x c+
+ + + + + + + +log  

 (iv)                  I = ( )( )x x dx− −∫ 3 5  என்்.

                                 = 8 152x x dx− −∫
                                  = 1 42 2− −∫ ( )x dx

                                 =  
x

x
x

c
−

− − +
−






 +

−4
2

1 4
1
2

4
1

2 2 1( ) sin  

                 எனநவ, I =  
x x x x c−

− − + − +−4
2

8 15 1
2

42 1sin ( )  

பயிற்சி 11.12

 பின்வரும் சாரபு்ளின் கைாய்க் ்ாண்.

 (1) (i)  x x2 2 10+ +      (ii)  x x2 2 3- -  (iii) 6 4−( ) −( )x x   

        (2) (i) 9 2 5 2− +( )x     (ii) 81 2 1 2+ +( )x    (iii) ( )x+ −1 42

பயிற்சி 11.13

சரிைான அல்லது மி்வும் ஏறபுய்டை  விய்டயியனக் க்ாடுக்்ப்பட்்ட ோன்கு மாறறு விய்ட்ளில் 
இருநது நைரநகைடுக்்வும்.
 (1) f x dx g x c( ) ( )∫ = + எனில், ∫ ′f x g x dx( ) ( ) என்பது
  (1) ò ( ( ))f x dx2   (2) ò f x g x dx( ) ( )   (3) ∫ ′f x g x dx( ) ( )   (4) ò ( ( ))g x dx2  

 (2) 
3 3

1

2

1x
x

x
dx k c= +∫ ( ) எனில், k -ன் மதிப்பு

	 	 (1)	log	3				(2)		-log3    (3) −
1

3log
     (4) 

1
3log

 (3) ′ = − +∫ f x e dx x e cx x( ) ( )
2 2

1  எனில்,  f(x) என்பது

  (1) 2
2

3
2

x x x c− + +  (2) x x x c
3

2

2
3 4+ + +    (3) x x x c3 24 6+ + +    (4) 

2
3

3
2x x x c− + +
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 (4) (x, y) என்ை ஏநைனும் ஒரு புளளியில் ஒரு வயைவயரயின் சாய்வு x
x

2

2

4−  ஆகும்.

 .   இவவயைவயர (2, 7) என்ை புளளி வழிைா்ச் கசன்ைால் , வயைவயரயின் சமன்பாடு   

(1) y x
x

= + +4 3   (2) y x
x

= + +
4 4  (3) y x x= + +2 3 4   (4) y x x= − +2 3 6  

 (5) e x
xe

dx
x

x

( )
cos ( )

1
2

+∫  =

  (1) cot( )xe cx +   (2) sec( )xe cx +   (3) tan( )xe cx +   (4) cos( )xe cx +  

 (6)  
tan

sin
x
x
dx

2ò =

  (1) tan x c+   (2) 2 tan x c+   (3) 
1
2

tan x c+   (4) 
1
4

tan x c+  

 (7) sin3 x dx ò  =

  (1) − − +3
4

3
12

cos cosx x c   (2) 3
4

3
12

cos cosx x c+ +

  (3) − + +
3

4
3

12
cos cosx x c   (4) 

−
− +

3
4

3
12

sin sinx x c  

 (8) e e
e e

dx
x x

x x

6 5

4 3

log log

log log

−
−∫  =

  (1) x c+   (2) 
x c

3

3
+   (3) 

3
3x
c+   (4) 

1
2x
c+  

 (9) 
sec
cos
x
x
dx

2ò  =

  (1) tan (sin )− +1 x c   (2) 2 1sin (tan )− +x c     (3) tan (cos )− +1 x c    (4) sin (tan )− +1 x c

 (10) tan cos
cos

− −
+









∫ 1 1 2

1 2
x
x
dx  =

  (1) x c2 +   (2) 2 2x c+   (3) x c
2

2
+   (4) − +

x c
2

2
 

 (11) 23 5x dx+∫  =

  (1) 3 2
2

3 5( )
log

x

c
+

+  (2) 
2

2 3 5

3 5x

x
c

+

+
+

log( )
 (3) 

2
2 3

3 5x

c
+

+
log  (4) 

2
3 2

3 5x

c
+

+
log

 (12) sin cos
sin cos

8 8

2 21 2
x x
x x

dx−
−∫  =

  (1) 1
2

2sin x c+   (2)  − +
1
2

2sin x c  (3) 1
2

2cos x c+   (4) − +
1
2

2cos x c  
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238XI - கணிதவியல்

 (13) e x x x
x

dx
x ( tan tan )2 1 1

2

1
1

− −+ +
+∫  =  

(1) e x cx tan ( )− + +1 1  (2) tan ( )− +1 e cx   (3) e x cx (tan )−

+
1 2

2
  (4) e x cx tan− +1  

 (14) x x
x

xdx
2 2

2
2

1
+
+∫ cos cosec  =

  (1) cot sinx x c+ +−1
   (2) − + +−cot tanx x c1

 

  (3) − + +−tan cotx x c1
 (4) − − +−cot tanx x c1

 (15) x x dx2 cosò  =

  (1) x x x x x c2 2 2sin cos sin+ − +   (2) x x x x x c2 2 2sin cos sin− − +

  (3) − + + +x x x x x c2 2 2sin cos sin  (4) − − + +x x x x x c2 2 2sin cos sin

 (16) 
1
1
−
+∫ x
x
dx  =

  (1) 1 2 1− + +−x x csin   (2) sin− − − +1 21x x c

  (3) log | |x x x c+ − − − +1 12 2   (4) 1 12 2− + + − +x x x clog | |

 (17) 
dx
ex−∫ 1 =

  (1)  log | | log | |e e cx x− − +1  (2) log | | log | |e e cx x+ − +1

  (3) log | | log | |e e cx x− − +1  (4) log | | log | |e e cx x+ − +1

 (18) e x dxx−∫ 4 cos =

  (1)
e x x c

x−

− +
4

17
4[ cos sin ]   (2) e x x c

x−

− + +
4

17
4[ cos sin ]

  (3) e x x c
x−

+ +
4

17
4[ cos sin ]  (4) e x x c

x−

− − +
4

17
4[ cos sin ]

(19) 
sec

tan

2

2 1
x
x

dx
−∫ =

  (1) 2 1
1

log tan
tan

−
+

+
x
x

c   (2) log tan
tan

1
1
+
−

+
x
x

c

  (3) 
1
2

1
1

log tan
tan
x
x

c+
−

+   (4) 
1
2

1
1

log tan
tan
x
x

c−
+

+
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 (20)  e x dxx−∫ 7 5sin =

  (1) e x x c
x−

− − +
7

74
7 5 5 5[ sin cos ]   (2) e x x c

x−

+ +
7

74
7 5 5 5[ sin cos ]

  (3) e x x c
x−

− +
7

74
7 5 5 5[ sin cos ]  (4) e x x c

x−

− + +
7

74
7 5 5 5[ sin cos ]

 (21) x e dx
x

2 2ò  =

  (1) x e xe e c
x x x

2 2 2 24 8− − +  (2) 2 8 162 2 2 2x e xe e c
x x x

− − +

  (3) 2 8 162 2 2 2x e xe e c
x x x

− + +  (4) x e xe e c

x x x

2
2 2 2

2 4 8
− + +

 (22) 
x
x

dx+
−∫ 2

12  =

  (1) x x x c2 21 2 1− − + − +log | |   (2)  sin log | |− − + − +1 22 1x x x c

  (3) 2 12 1log | | sinx x x c+ − − +−  (4) x x x c2 21 2 1− + + − +log | |

 (23) 
1

52x x
dx

(log ) −∫ =

  (1) log | |x x c+ − +2 5   (2) log | log log |x x c+ − +5  

  (3) log | log (log ) |x x c+ − +2 5   (4) log | log (log ) |x x c− − +2 5

 (24) sin xdxò  =

  (1) 2 − +( ) +x x x ccos sin  (2) 2 − −( ) +x x x ccos sin  

  (3) 2 − −( ) +x x x csin cos  (4) 2 − +( ) +x x x csin cos

 (25) e dxxò =

  (1) 2 1x e cx( )− +    (2) 2 1x e cx( )− +  

  (3) 2 1e x cx ( )− +   (4) 2 1e x cx ( )− +
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்பொ்டத் த�ொகுபபு

வய்யி்டல் எதிரவய்யி்டல்

( ) 0,d c
dx

=    இங்கு c  ஒரு மாறிலி 0dx c=∫ , இங்கு  c  ஒரு மாறிலி

( ) ,d kx k
dx

= இங்கு k  ஒரு மாறிலி
k dx kx c∫ = +  c  ஒரு ைன்னிச்யச மாறிலி

1

1

n
nd x x

dx n

+ 
= + 

1

, 1
1

n
n xx dx c n

n

+

= + ≠ −
+∫       (அடுக்குக் விதி) 

1logd x
dx x

 =  
 

1 logdx x c
x

= +∫

( )cos sind x x
dx

− = sin cosx dx x c= − +∫

( )sin cosd x x
dx

= cos sinx dx x c= +∫  

( ) 2tan secd x x
dx

= 2sec tanx dx x c= +∫

( ) 2cot cosecd x x
dx

− = 2cosec cotx dx x c= − +∫

( )sec sec tand x x x
dx

= sec tan secx x dx x c= +∫  

( )cosec cosec cotd x x x
dx

− = cosec cot cosecx x dx x c= − +∫  

( )x xd e e
dx

= x xe dx e c= +∫  

log

x
xd a a

dx a
 

= 
  log

x
x aa dx c

a
= +∫

 

( )1

2

1sin
1

d x
dx x

− =
−

1

2

1 sin
1

dx x c
x

−= +
−∫

 

( )1
2

1tan
1

d x
dx x

− =
+

1
2

1 tan
1

dx x c
x

−= +
+∫  
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(1)  k ஒரு மாறிலி எனில், ( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫
(2) 1 2( ( ) ( ) )f x f x dx±∫  = 1 2( ) ( )f x dx f x dx±∫ ∫

f x dx g x c( ) ( )= +∫ எனில், f ax b
a
g ax b c( ) ( )+ = + +∫

1

(1)  tan x dx∫  = log sec x c+   

(2)  cot x dx∫  = log sin x c+

(3)        cosecx dxò  = log cosec cotx x c− +  
(4)  sec x dx∫  = log sec tanx x c+ +  

 பகுதித கைாய்யி்டலுக்்ான  கபரநனாலியின் சூததிரம்
  u மறறும் v  ஆகிையவ  x - ன் சாரபு்ள எனில் கபரநனாலியின் சூததிரமானது      

 udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 ஆகும்.

 இங்கு ′ ′′ ′′′u u u, , ,...    என்பன u -ன் அடுதைடுதை  வய்யி்டல்்ள ஆகும் மறறும்    
      v v v v, , , ,1 2 3   என்பன  dv -ன் அடுதைடுதை கைாய்யி்டல்்ள ஆகும்
u xn=  ( n ஒரு மிய் முழுகவண) என எடுததுக்க்ாளளும்நபாது கபரநனாலியின் சூததிரதயைப்  
பைன்படுததுவது எளிைா் இருக்கும் 

  sinaxe bx dx∫  = 2 2 [ sin cos ]
axe a bx b bx c

a b
− +

+

cosaxe bx dx∫  = e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
+ +[ cos sin ]

dx
a x2 2−∫ =

1
2a

a x
a x

clog +
−

+
dx
a x2 2−

∫ = sin− 





 +

1 x
a

c

dx
x a2 2−∫ =

1
2a

x a
x a

clog −
+

+
dx

a x2 2+∫ =
1 1

a
x
a

ctan− 





 +

dx
x a2 2−

∫ = log x x a c+ − +2 2
dx
x a2 2+

∫ = log x x a c+ + +2 2

a x dx x a x a x
a

c2 2 2 2
2

1

2 2
− = − + 






 +

−∫ sin

x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
− = − − + − +∫ log

x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
+ = + + + + +∫ log
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கசைல்பாட்டின் இறுதியில்

கிய்டக்்ப் கபறுவது

்படி - 1 
கீழக்்ாணும் உரலி / வியரவுக் குறியீட்ய்டப் பைன்படுததி GeoGebra-வின் “XI 
standard Integration”  பக்்ததிறகுச் கசல்். உங்்ள பா்டம் சாரநை பல பணிதைாள்ள 
இப்பக்்ததில் க்ாடுக்்ப்பட்டிருக்கும்.

்படி - 2 
“Simple Integration” என்ை பணிதைாயைத நைரவு கசய்ைவும். f(x) என்ை கபட்டியில் எநை 
சாரபு்யையும் உளளீடு கசய்ைலாம். அவவாறு உளளீடுகசய்யும் நபாது f(x)-ற்ான 
வயரப்டம் இ்டது பக்்ததிலும், கைாய்ப்படுதைப்பட்்டது வலது பக்்ததிலும்நைான்றும். 
(குறிப்பு : x5 என்பைறகு x^5 என்று உளளீடு கசய்ைவும்). “integration constant” என்னும் 
ேழுவயல ே்ரததி கைாய்யீட்டு மாறிலி மதிப்யப மாறைவும்.

உரலி :
https://ggbm.at/c63hdegc
*ப்டங்்ள அய்டைாைததிறகு மட்டும்.

்படி - 1 ்படி - 2 

இகணயச த்யல்்பொடு 11 (a)

ெதகாக்க நுண்்க�தம்
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கசைல்பாட்டின் இறுதியில்

கிய்டக்்ப் கபறுவது

்படி - 1 
கீழக்்ாணும் உரலி / வியரவுக் குறியீட்ய்டப் பைன்படுததி GeoGebra-வின்“XI 
standard Integration” பக்்ததிறகுச் கசல்். உங்்ள பா்டம் சாரநை பல பணிதைாள்ள 
இப்பக்்ததில் க்ாடுக்்ப்பட்டிருக்கும்.

்படி - 2
“Algebraic type-1” என்பயைத நைரவு கசய்். கசைலுக்்ான வயரப்டம் இ்டது பக்்ததிலும், 
கைாய்ப்படுதைப்பட்்டது வலது பக்்ததிலும்நைான்றும். வயரப்டதயைக்்ாை 
இரணய்டயும் கசாடுக்்வும். ேழுவயலே்ரததி (a)-ன்  மதிப்பியன மாறை முடியும்.
இநை நபான்று க்ாடுக்்ப்பட்டிருக்கும் மறை Algebraic type ்யையும் கசய்து 
மாறைங்்யைஉறறு நோக்கு்.

உரலி :
https://ggbm.at/c63hdegc
*ப்டங்்ள அய்டைாைததிறகு மட்டும்.

கசைல்பாட்டின் இறுதியில்

்படி - 1 ்படி - 2

இகணயச த்யல்்பொடு 11 (b)

ெதகாக்க நுண்்க�தம்
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