
“நிற்பதறகு ஓர் இடம் தநததால் 
பூமியைக் கூட என்தால் நகர்்தத இைலும்”

-  ஆர்க்கிமெடிஸ்

9.1 அறிமுகம் (Introduction)
   வடிவியல் ப�ொருட்களின் �ரப�ளவவவயயும், ்கன அளவவவயயும் 
்கணிக்க வியத்தகுமுவை்களில் ்கண்டுபிடிபபு்கவளத அளித்த முன்்னொடி 
்கணி்தவியலொளர்களில் ஆரககிமிடிஸ் ஒருவர ஆவொர.  ஒரு �ரவவளயம் மற்றும் 
ஒரு ்ேரக்்கொட்ொல் சூழப�ட் �ரபபு உளவவரயப�ட் முக்்கொணததின் 
�ரபவ�ப ்�ொல் 4

3
 ம்ங்கு ஆகும் என்�வ்த 

நிரூபித்தொர. (�்ம் 9.1 ஐ ்கொண்்க).
 அவர �ரபவ� எண்ணற்ை �ல கூறு்களொ்கப 
பிரிதது அ்தன் ப்தொவ்கவயக ்கணிப�து மூலம் 

�ரப�ளவவவய ்கணித்தொர. இத்தகு எல்வலநிவலக 
்்கொட�ொடு ேொம் உருவொக்கப்�ொகும் வவரயறுத்த 
ப்தொவ்கயின் வவரயவையில் உளளடிங்கி  உளளது. 
்மலும் அ்தன் மூலம் சில வடிவியல் ப�ொருட்களின் 

�ரப�ளவவவயயும் ்கன அளவவவயயும் ்கண்்றி்வொம். 

கற்றலின் ந�ோககஙகள்

 இப�ொ்ப�குதி நிவைவுறும்்�ொது மொணவர்கள அறிந்திருக்க ்வண்டியவவ:

	 ●	 ப்தொவ்கயி்வல ப்தொவ்கயின் எல்வலயொ்க வவரயறுத்தல்

	 ●	 ப்தொவ்கயி்வல வடிவியல் ரீதியொ்க பெயல் விளக்கமளித்தல்

	 ●	 ப்தொவ்கயி்லின் அடிப�வ்த ்்தற்ைதவ்தப �யன்�டுதது்தல்

	 ●	 வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்வல எதிர வவ்கயி்லொ்க மதிபபிடு்தல்

	 ●	 வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்லின் சிலப �ண்பு்கவள நிறுவு்தல்

	 ●	 முவையற்ை ப்தொவ்கயி்வல இனங்்கொணு்தல் மற்றும் ்கொமொ ப்தொவ்கயி்வலப 
�யன்�டுதது்தல்

	 ●	 குவைபபுச் சூததிரம் ்தருவித்தல்

	 ●	 வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததி ்தளப�குதியின் �ரப�ளவவக ்கண்்றி்தல்

	 ●	 வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததி தி்பப�ொருள சுழற்சியின் ்கன அளவவ 
மதிபபிடு்தல்.

�்ம்  9.1

சிரதாகுயைச் சதார்நத 
ஆர்க்கிமெடிஸ்  

(288கிமு(ம்பதா. ஆ. மு)- 
212கிமு(ம்பதா. ஆ. மு)) 

ஒரு கிரரக்க கணிதவிைலதாளர்,  
இைறபிைலதாளர், ம்பதாறிைலதாளர், 

கண்டுபிடிப்பதாளர்

B( , )2 4

C
1

2

1

4
,









( , )−1 1 A
1

2

3

4

−2 −1 O 1 2
x

y

y
x=
2

94

9
த�ோகக நுணகணி�த்தின் பயன்போடுகள்

Chapter 9 Applications of Integration.indd   94 26-02-2020   17:54:45



த�ொகை நுணைணி�த்தின் பயன்பொடுைள்95

 ப்கொடுக்கப�டடுளள f x( )  என்ை ெொரபின் எதிர வவ்கயி்லிவனப �ற்றிக ்கற்ைவ்த சுருக்கமொ்க 

நிவனவு கூர்வொம். d
dx
F x f x( ) ( )=  எனும்�டி ஒரு ெொரபு   அவமயு்மயொனொல் அச்ெொரபு F x( ) -வன 

f x( ) -ன்  எதிர் வயகயிடல் என்�ர.

 இது ்தனித்தன்வம வொய்ந்தது அல்ல. ஏபனனில், ஏ்்தொ ஒரு ப�ொது மொறிலி C -ககு, 

d
dx
F x C d

dx
F x f x[ ( ) ] [ ( )] ( )� � �  எனப ப�ைப�டுகிைது. அ்தொவது, f x( ) -ன் எதிர வவ்கயி்ல் F x( )  

என்ைொல் F x C( ) +  என்�து அ்்த ெொரபிற்கு எதிர வவ்கயி்லொகும். f x( ) -ன் அவனதது எதிர 

வவ்கயி்ல்்களும் மொறிலிவயப ப�ொருத்்த ்வறு�டுகின்ைன. f x( ) -ன் எதிர வவ்கயி்வல x-ஐப 

ப�ொருதது f x( ) -ன் வயரைறதா்த மததாயகயிடல் என்�ர. ் மலும் அ்தவன  f x dx( )ò  எனக குறிபபிடுவர. 

 வவரயைொத ப்தொவ்கயி்லின் ேன்கு அறியப�ட் ஒரு �ண்பு அ்தன் ரநரிைல் ்பண்்பதாகும் :

 � � � �f x g x dx f x dx g x dx( ) ( ) ( ) ( )�� � � �� �� , இங்கு α  மற்றும் β  ஆகியவவ மொறிலி்களொகும்.

 சில ெொரபு்கவளயும் அ்தன் எதிர வவ்கயி்ல்்கவளயும் இங்்்க �டடியலிடு்வொம். (வவ்கயைொத 
ப்தொவ்க்கள) : 

சதார்பு f x( ) வயரைறதா மததாயகயிடல் f x dx( )ò
K , ஒரு மொறிலி Kx C+  

( )ax b n+ , இங்கு  a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன 
மொறிலி்கள; மற்றும் n � �1

1

1

1

a
ax b
n

C
n( )�

�
�

�
�

�

�
� �

�

 

1
ax b+

, இங்கு a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன மொறிலி்கள
1

a
ax b Celog ( )+ +  

eax  , இங்கு a  ஒரு பூச்சியமற்ை மொறிலியொகும்
e
a

C
ax

+

sin( )ax b+ , இங்கு a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன 
மொறிலி்களொகும்.

�
�

�
cos( )ax b

a
C

 
cos( )ax b+ , இங்கு a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன 
மொறிலி்களொகும்

sin( )ax b
a

C+
+

 
tan( )ax b+ , இங்கு a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன 
மொறிலி்களொகும்

1

a
ax b Clog sec( )+ +

 

cot( )ax b+ , இங்கு a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன 
மொறிலி்களொகும்

1

a
ax b Clog sin( )+ +

sec( )ax b+ , இங்கு a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன 
மொறிலி்களொகும்

1 log | sec( ) tan( ) |ax b ax b C
a

+ + + +

cosec( )ax b+ , இங்கு a ¹ 0  மற்றும் b  ஆகியன 
மொறிலி்களொகும்  

� � � � �
1

a
ax b ax b Clog ( ) cot( )cosec
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96XII - கணிதவியல்

சதார்பு f x( )  வயரைறதா மததாயகயிடல் f x dx( )ò  

1
2 2a x+

,  இங்கு a ¹ 0  ஆகியன மொறிலி்களொகும் 1 1

a
x
a

Ctan� �
�
�

�
�
� �

 
1

2 2a x−
,  இங்கு a ¹ 0  ஒரு மொறிலியொகும் 1

2a
a x
a x

Celog
�
�

�
 

1
2 2x a−

,  இங்கு a ¹ 0  ஒரு மொறிலியொகும் 1

2a
x a
x a

Celog
�
�

�

1

2 2a x+
,  இங்கு a  ஒரு மொறிலியொகும் loge x a x C+ + +2 2

 

1

2 2a x−
,  இங்கு a ¹ 0  ஒரு மொறிலியொகும் sin� �

�
�

�
�
� �

1 x
a

C  

1

2 2x a−
,  இங்கு a  ஒரு மொறிலியொகும் loge x x a C� � �2 2

 

a x2 2+ ,  இங்கு a  ஒரு மொறிலியொகும் x a x a x a x Ce

2 2 2
2 2

2 2

+
+ + + +log

 

a x2 2− , இங்கு a  ஒரு மொறிலியொகும் x a x a x
a

C
2 2 2

1

2 2

�
� �

�
�

�
�
� �
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x a2 2− , இங்கு a  ஒரு மொறிலியொகும் x x a a x x a Ce

2 2 2
2 2

2 2

�
� � � �log

 

9.2  வகையறுத் த�ோககயீடகடை ஒரு கூடடைலின் எலகலையோக கோணல

        (Definite Integral as the Limit of a Sum)

9.2.1  ரீமன் த�ோககயீடு (Riemann Integral)
 [ , ],a b a b <  எனும் மூடிய வரம்புககுட�ட் 
இவ்பவளியில் வவரயறுக்கப�டும் ஒரு பமய் மதிபபுவ்ய 

ெொரபு f x( )  என்்க. [ , ]a b  இவ்பவளியில் f x( )  ெொர�ொனது 

ஒ்ர குறியி்ன் இருக்க ்வண்டியதில்வல; அ்தொவது  [ , ]a b
-ல் f x( ) -ன் மதிபபு்கள மிவ்கபயண்ணொ்க்வொ அல்லது 
குவைபயண்ணொ்க்வொ இருக்கலொம். �்ம் 9.2 இல் ்கொண்்க. 
[ , ]a b  எனும் இவ்பவளிவய n  உள இவ்பவளி்களொ்க, 

a x x x x x bn n� � � � � � ��0 1 2 1  எனுமொறு [ , ],[ , ], ,[ , ],[ , ]x x x x x x x xn n n n0 1 1 2 2 1 1 − − −  எனப 

பிரிக்கவும். 
 ஏ்்தனும் ஒரு பமய்பயண் ξi , x xi i i� � �1 �  எனும்�டி, [ , ], , , ,x x i ni i� �1 1 2   என்றியிருககுமொறு 
்்தரந்ப்தடுக்கவும். இ்தன் கூடு்தல்,

    f x xi i i
i

n

( )( )� � �
�
� 1

1

 = f x x f x x f x xn n n( )( ) ( )( ) ( )( )� � �1 1 0 2 2 1 1� � � � � � �  ….(1)

x a=
x b=

xx1 x2

xn

y
f x

=
(

)

xi xn−1

x3
xi−1x0

ξ3

�்ம்  9.2
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 என எடுதது ப்கொள்க. கூடு்தல் (1) என்�து [ , ]a b -ல்  [ , ],[ , ], ,[ , ]x x x x x xn n0 1 1 2 1 −  எனும் 

பிரிவு்களில்  f x( )  என்�து ரீென கூடடல் எனப�டும். 
 x xi i i� � �1 � எனும் நி�ந்்தவனவய பூரததி பெய்யமொறு  எண்ணற்ை �ல ξi  மதிபபு்கள  

இருப�்தொல், [ , ]a b -ல்  [ , ],[ , ], ,[ , ]x x x x x xn n0 1 1 2 1 −  எனும் அ்்த பிரிவிவன்களுவ்ய f x( ) -ககு 

எண்ணற்ை �ல ரீமன் கூடு்தல் உண்டு. ்கடடுப�டுததும் பெயல்�ொடடின் கீழ்  n ��  மற்றும் 

max xi xi� �� ��1
0  எனில், கூடடுத ப்தொவ்க (1) ஆனது, முடிவுறு மதிபபிவன அ்தொவது A  என 

வவததுக ப்கொண்்ொல், மதிபபு  A -யிவன  [ , ]a b -ல் x -ஐப ப�ொருதது  f x( ) -ன் ரீென மததாயகயீடு 

என்�ர. ்மலும் a -லிருந்து b -ககு x -ஐப ப�ொருதது  f x dx
a

b

( )ò  எனக குறிபபி்ப�டுகிைது. a b=  

எனில்  f x dx
a

a

( ) =∫ 0  ஆகும். 

குறிப்புகை

 இந்்த அததியொயததில் [ , ]a b -ல் ப்தொ்ரச்சியொன வரம்புககுட�ட் f x( ) -இன் ெொரபு்கவள 
மடடு்ம ்கருததில் ப்கொளகி்ைொம். இருபபினும், துண்டுவொரி ப்தொ்ரச்சியொன வரம்புககுட�ட் 
ெொரபு்களுககும் [ , ]a b -ல் f x( ) -ன் ரீென மததாயகயீடு உளள்தொகும். வவரயறுத்த ப்தொவ்கயீடடிற்கும் 
எதிரமவை  வவ்கயி்லுககும் (வவரயைொ ப்தொவ்கயீடு) ஒ்ர குறியீ்ொன ò �யன்�டுத்தப�டுகிைது. 
ப்தொவ்கயீடுக்கொன அடிப�வ்த ்்தற்ைதவ்த நிறுவிய பிை்்க இ்தன் ்கொரணம் ப்தளிவொ்க விளங்கும். 
மொறிலி x  ்�ொலிபயனும் அரத்தம் ்தரும்�டி ேம் விருப�ப�டி ்்தரந்ப்தடுக்கப�டுகிைது. என்வ 

 f x dx
a

b

( )ò  என்�்தவன f u du
a

b

( )ò  எனவும் எழு்தலொம். ஆவ்கயொல்,  f x dx f u du
a

b

a

b

( ) ( )∫ ∫=  ஆகும்.  

[ , ]x xi i−1 , i n=1 2, , ,   எனும் ஒவபவொரு �குதி இவ்பவளியிலும் உளள xi i�1,�  மற்றும் xi  ஆகிய 

மூன்று புளளி்களும் max xi xi� �� ��1
0  என்�்தொல் ஒ்ர புளளியில் குவிகின்ைன. �i ix = �1 , 

i n=1 2, , ,  எனத ்்தரந்ப்தடுப�்தன் மூலம்

    
 and max(x

f x dx f x x x
a

b

n x i i i
i

n

i i

( ) lim ( )( )
)

� �� ��� � �
� �

��1 0
1 1

1

     ..(2) 

 ஆகும்.  ெமன்�ொடு (2) ரீமன் ப்தொவ்கயீடடிவன மதிபபிடுவ்தற்்கொன இடது-முய் விதி என்�ர.
 ξi ix = , i n=1 2, , ,  எனத ்்தரந்ப்தடுப�்தன் மூலம்,

     
 and max (x

f x dx f x x x
a

b

n x i i i
i

n

i i

( ) lim ( )( ).
)

� �� ��� � �
�

��1 0
1

1

   ...(3)

 எனக கிவ்ககிைது. ெமன்�ொடு (3)-ஐ ரீமன் ப்தொவ்கயீடடிவன மதிபபிடுவ்தற்்கொன 

 வலது-முய் விதி என்�ர.

 �i
i ix x

 = � �1

2
, i n=1 2, , ,  எனத ்்தரந்ப்தடுப�்தன் மூலம் 

   
 and max

f x dx f x x x x
a

b

n x x

i i
i i

i i

( ) lim (
( )

�
��

�
�

�
�
� �� �� � �

�

�1 0

1

2
��

�
� 1

1

).
i

n

 ...(4)

 எனக கிவ்ககிைது. ெமன்�ொடு (4) ரீமன் ப்தொவ்கயீடடிவன மதிபபிடுவ்தற்்கொன நடு-முய் விதி 
என்�ர. 
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குறிப்புகை

 (1) ஒவபவொரு x a b∈[ , ] -ககும் ரீமன் ப்தொவ்கயீடு  f x dx
a

b

( )ò  உளளது எனில், ரீமன் ப்தொவ்கயீடு 

f u du
a

x

( )ò  என்�து ேன்கு வவரயறுக்கப�ட் பமய்பயண்ணொகும். என்வ 

F x f u du x a b
a

x

( ) ( ) , [ , ]= ∈∫  எனும்�டி [ , ]a b -ல் F x( ) -இன் ெொரபு வவரயறுக்கப�டுகிைது.

 (2) அவனதது x a b∈[ , ] -ககும் f x( ) ≥ 0  எனில், ரீமன் ப்தொவ்கயீ்ொன 

f x dx
a

b

( )ò  என்�து  x a=  மற்றும் x b=  ்்கொடு்கள, y f x= ( )  

எனும் வவளவவர மற்றும் x-அச்சின் வரம்பிற்குட�ட் �குதியின் 
வடிவியல் �ரப�ளவவத ்தரும். �்ம் 9.3 இல் ்கொண்்க.

 (3) அவனதது x a b∈[ , ] -ககும் f x( )£ 0  எனில் ரீமன் 

ப்தொவ்கயீ்ொன f x dx
a

b

( )ò  என்�து x a=  மற்றும் x b=  

்்கொடு்கள  y f x= ( )  எனும் வவளவவர மற்றும் x-அச்சின் 

வரம்பிற்குட�ட் �குதியில் வடிவியல் �ரப�ளவு குவை 
மதிபவ�த ்தரும். �்ம் 9.4இல் ்கொண்்க. இத்தவ்கய 
்தருணததில், x a=  மற்றும் x b=  ் ்கொடு்கள, y f x= ( )  எனும் வவளவவர மற்றும் x-அச்சின் 

வரம்பிற்குட�ட் �குதியின் வடிவியல் �ரப�ளவு f x dx
a

b

( )ò  ஆகும்.

 (4) [ , ]a b -ல் f x( )  மிவ்க மதிபபு்கவளயும் அ்்த ெமயததில் குவை மதிபபு்கவளயும் ப�றும்  
எனில்,  [ , ]a b  எனும் இவ்பவளிவய f x( ) -இன், ஒவபவொரு உள இவ்பவளியிலும் 

ப்தொ்ரந்து ஒ்ர குறியு்ன் இருககுமொறு [ , ]a c1 , [ , ]c c1 2 , , [ , ]c bk  எனப �குதி 

இவ்பவளி்களொ்கப பிரிக்கப�டுகிைது. என்வ, f x dx
a

b

( )ò -க்கொன ரீமன் ப்தொவ்கயீடு

f x dx
a

b

( )ò = f x dx f x dx f x dx
a

c

c

c

c

b

k

( ) ( ) ( )

1

1

2

∫ ∫ ∫+ + +  ஆகும். 

  இத்தருணததில் x a=  மற்றும் x b=  ்்கொடு்கள,  y f x= ( )  எனும் வவளவவர மற்றும் 

x-அச்சின் வரம்பிற்குட�ட் �குதியின் வடிவியல் �ரப�ளவு 

f x dx f x dx f x dx
a

c

c

c

c

b

k

( ) ( ) ( )

1

1

2

∫ ∫ ∫+ + +  ஆகும்.

 ெொன்ைொ்க, ெொரபு f x x a b( ), [ , ]∈ -க்கொன கீழ்க்கொணும் வவளவவரவயக ்கருது்வொம். �்ம்   

9.5 இல் ்கொண்்க. இங்கு, A1 , A2  மற்றும் A3  ஆகியவவ ்தனித்தனியொன வடிவியல் �ரப�ளவு்களொகும். 

என்வ வவரயறுத்த ப்தொவ்கயீடு f x dx
a

b

( )ò  என்�து

�்ம்  9.4

y

O

x a= x b=
− f x( )

∆x
x

�்ம்  9.3

y

x
x a=

x b=

y f x= ( )

∆x

f
x(
)

O
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f x dx

a

b

( )ò
 
=  f x dx f x dx f x dx

a

c

c

c

c

b

( ) ( ) ( )

1

1

2

2

∫ ∫ ∫+ +

  =  A A A1 2 3� � .

 x a=  மற்றும் x b=  ்்கொடு்கள, y f x= ( )  எனும் 
வவளவவர மற்றும் x − அச்சின் வரம்பிற்குட�ட் 

�குதியின் வடிவியல் �ரப�ளவு A A A1 2 3+ +  ஆகும். 
்மற்்கண்் ஆய்விலிருந்து, வடிவியல் �ரப�ளவவ 
ரீமன் ப்தொவ்கயீடு குறிக்கொது என்�து புலனொகிைது.

குறிப்பு

 பவளிப�வ்யொ்க குறிபபி்ொமல் இருபபினும் �ரப�ளவு ெதுர அலகு்களொ்கவும், ்கன அளவு ்கன 
அலகு்களொ்கவும் ்கணககி்ப�டுகின்ைது என்�து ேன்கு ப்தளிவொகிைது.

எடுத்துககோடடு 9.1
 5 ெம அளவு �குதி இவ்பவளி்களொ்கப பிரிதது மற்றும் (i) இ்து-முவன விதி  

(ii) வலது-முவன விதி (iii) ேடு-முவன விதி ஆகியவற்வை ரீமன் கூட்லில் �யன்�டுததி x dx2

0

0 5.

ò -ன் 

மதிபவ�க ்கணககிடு்க.
தீர்வு

   இங்கு a  =  0 0 5 5 2, . , , ( )b n f x x= = =  

 என்வ, ஒவபவொரு �குதி இவ்பவளியின் அ்கலம்,

   h  =  �x b a
n

�
�

�
�

�
0 5 0

5
0 1

.
.  ஆகும்.

 இவ்பவளியின் துண்டு்கவளத ்தரும் புளளி்கள,

   x0  =  0,

   x1  =  x h0 0 0 1 0 1� � � �. .  

   x2  =  x h1 0 1 0 1 0 2� � � �. . .

   x3   = x h2 0 2 0 1 0 3� � � �. . .

   x4  =  x h3 0 3 0 1 0 4� � � �. . .

   x5  =  x h4 0 4 0 1 0 5� � � �. . .  ஆகும்.

 (i) ெம அளவு Dx ப்கொண்் ரீமன் கூட்லுக்கொன இ்து முவன விதியொனது,

   S  =  f x f x f x xn0 1 1� � � � � � � � ��� �� �� .

    ∴S  =  f f f f f0 0 1 0 2 0 3 0 4 0 1� � � � � � � � � � � � � ��� ��. . . . ( . )

    =  0 00 0 01 0 04 0 09 0 16 0 1 0 03. . . . . ( . ) .+ + + +[ ] =

   ∴ ∫ x dx2

0

0 5.

 -ன் ்்தொரொய மதிபபு 0 03.  ஆகும்.

�்ம்  9.5

y f x
= ( )

x

y

x b=x a=

a Oc1
c2

A2

b

A1

A3
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100XII - கணிதவியல்

 (ii) ெம அளவு Dx ப்கொண்் ரீமன் கூட்லுக்கொன வலது முவன விதியொனது

   S  =  f x f x f x xn1 2� � � � � � � � ��� �� � .

   ∴ S  =  f f f f f0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 1. . . . . ( . )� � � � � � � � � � � � � ��� ��

    =  0 01 0 04 0 09 0 16 0 25 0 1 0 055. . . . . ( . ) .� � � �� � � .

  ∴ ∫ x dx2

0

0 5.

-ன் ்்தொரொய மதிபபு 0 055.  ஆகும்.

 (iii) ெம அளவுDx ப்கொண்் ரீமன் கூட்லுக்கொன ேடு-முவன விதியொனது

   S  =  f x x f x x f x x xn n0 1 1 2 1

2 2 2

��
�
�

�
�
� �

��
�
�

�
�
� � �

��
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� �

�
  

   ∴ S  =  f f f f f0 05 0 15 0 25 0 35 0 45 0 1. . . . . ( . )� � � � � � � � � � � � � ��� ��  
    =  0 0025 0 0225 0 0625 0 1225 0 2025 0 1. . . . . ( . )� � � �� �
    =  0 04125. .

   ∴ ∫ x dx2

0

0 5.

-ன் ்்தொரொய மதிபபு 0 04125.  ஆகும்.

பயிறசி 9.1

 1. 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5. , . , . , . , .� �  எனும் பிரிவிவனயு்ன் இ்து-முவன விதிவயப �யன்�டுததி  

xdx
1

1 5.

ò  -ககு ்்தொரொய மதிபபு ்கொண்்க.

 2. 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5. , . , . , . , .� �எனும் பிரிவிவனயு்ன் வலது-முவன விதிவயப �யன்�டுததி 

x dx2

1

1 5.

ò -ககு ்்தொரொய மதிபபு ்கொண்்க.

 3. 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5. , . , . , . , .� �  எனும் பிரிவிவனயு்ன் ேடு-முவன விதிவயப �யன்�டுததி

( )

.

2

1

1 5

−∫ x dx -ககு ்்தொரொய மதிபபு ்கொண்்க.

9.2.2  f x dx
a

b

( )ò -ஐ மதிப்பிடை எலகலை சூத்திைம்  (Limit Formula to Evaluate  f x dx
a

b

( )ò ) 

 [ , ]a b  எனும் இவ்பவளிவய a x x x x x bn n� � � � � � ��0 1 2 1�  எனுமொறு 

[ , ],[ , ], ,[ , ],[ , ]x x x x x x x xn n n n0 1 1 2 2 1 1� − − −  என n  ெமப�குதி இவ்பவளி்களொ்கப பிரிக்கப�டுகிைது. 

என்வ x x x x x x b a
nn n1 0 2 1 1� � � � � � �
�

��  ஆகும்.  h b a
n

�
�

 என்்க. இனி x a ih i ni � � �, , , ,1 2�  
எனக கிவ்ககிைது.

 வவரயறுத்த ப்தொவ்கயீடடின் வவரயவைப�டி

 
lim ( )( )

( )n x x i i i
i

n

i i

f x x x
�� � �

�
��

��
 and max 1 0

1

1

(வலது முவன விதி)
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  =  limn i

nb a
n

f a i b a
n��

�

�
�

��
�
�

�
�
��

1

.

 ∴      f x dx
a

b

( )ò  

 
=  lim ( )
n r

nb a
n

f a b a r
n��

�

�
� ��

�
�

�
�
��

1

.

குறிப்பு

 lim ( )
n r

nb a
n

f a b a r
n��

�

�
� ��

�
�

�
�
��

0  
= lim ( ) ( )
n r

nb a
n

f a b a
n

f a b a r
n��

�

�
�

�
� ��

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
��

1

  =  lim ( )
n r

nb a
n

f a b a r
n��

�

�
� ��

�
�

�
�
��

1

  =  f x dx
a

b

( )ò .

 ∴ f x dx
a

b

( )ò
 
=  lim ( )

n
r

nb a
n

f a b a r
n→∞

=

− + −



∑

1

  
=  lim ( )
n r

nb a
n

f a b a r
n��

�

�
� ��

�
�

�
�
��

0

.

  a = 0 மற்றும் b =1 எனில்,    =f x dx
n

f r
n n

f r
nn

r

n

n
( ) lim lim=












∫ ∑

→∞
=

→∞
0

1

0

1 1 
=
∑
r

n

1

 ஆகும்.

எடுத்துககோடடு 9.2

 கூட்லின் எல்வலயொ்க xdx
0

1

ò -ஐ மதிபபிடு்க.

தீர்வு

 இங்கு  f x x a( ) ,= = 0  மற்றும் b =1 . என்வ

   
 f x dx
a

b

( )ò
 
=  lim lim

n r

n

n r

n

n
f r
n

xdx
n

r
n��

�
��

�

�
�
�

�
�
�� �� � �1 1

1 0

1

1

    =  limn n
n

��
� � �� �1

1 2
2

�

     =  lim
( )

lim
n nn

n n
n�� ��

�
��

�
�

�
�
� �

1 1

2

1

2
1

1 1

22
= .

எடுத்துககோடடு 9.3

 கூட்லின் எல்வலயொ்க x dx3

0

1

ò -ஐ மதிபபிடு்க.

தீர்வு

 இங்கு f x x a( ) ,= =3 0  மற்றும் b =1 . என்வ   

   
 f x dx
a

b

( )ò
 
=  lim lim

n r

n

n r

n

n
f r
n

x dx
n

r
n��

�
��

�

�
�
�

�
�
�� �� � �1 1

1

3

0

1 3

3
1

     =  lim lim
( )

n nn
n

n
n n

�� ��
� � ��� �� �

�1
1 2

1 1

44

3 3 3

4

2 2

�

     =  lim
n n��

��
�
�

�
�
� �

1

4
1

1 1

4

2

.
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எடுத்துககோடடு 9.4

 கூட்லின் எல்வலயொ்க 2 32

1

4

x dx+( )∫ -ஐ மதிபபிடு்க.

தீர்வு

 கீழ்க்கொணும் சூததிரதவ்தப �யன்�டுதது்வொம்.

 
 f x dx
a

b

( )ò
 
=  lim ( )

n r

nb a
n

f a b a r
n��

�

�
� ��

�
�

�
�
��

1

 இங்கு f x x a( ) ,� � �2 3 12   மற்றும் b = 4 . 
 என்வ,

 
f a b a r

n
� ��

�
�

�
�
�( )

 
=  f

r
n

1 4 1� ��
�
�

�
�
�( ) = f r

n
1

3
��

�
�

�
�
� = 2 1

3
3

2

��
�
�

�
�
� �
r
n

= 5
18 122

2
+ +

r
n

r
n

.

 ஆவ்கயொல்,

 
( )2 32

1

4

x dx+∫
 
=  lim lim

n r

n

n r

n

n
r
n

r
n n n

r
��

�
��

�

� �
�

�
�

�

�
� � � �� �3

5
18 12 15

1
54 362

2
1 1

3

2

nn
r

r

n

r

n

2
11 ��
���

��
�

��

   =  limn n
n

n
n

n
n

��
� � � �� � � � � �� ��

��
�
��

15 54
1 2

36
1 2

3

2 2 2

2
� �

  =  lim
( )( ) ( )

n n
n n n

n
n n

��
�

� �
�

��
��

�
��

15
54 1 2 1

6

36 1

23 2

  =  limn n n n��
� ��

�
�

�
�
� ��
�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�15 9 1

1
2

1
18 1

1

  =  15+9 1 0 2 0 18 1 0�� � �� � � �� � = 51.

பயிறசி 9.2
 1. கீழ்க்கொணும் ப்தொவ்கயீடு்கவள கூட்லின் எல்வல்களொ்க ்கணககிடு்க:

   (i) ( )5 4
0

1

x dx��   (ii) ( )4 12

1

2

x dx��  

9.3  த�ோகக நுணகணி� அடிப்பகடைத் ந�ற்றஙகள் மறறும் அவறறின் பயன்போடுகள்
       (Fundamental Theorems of Integral Calculus and their Applications)

 ெொரபு மி்க எளிவமயொ்க இருபபினும்  f x dx
a

b

( )ò -இன் மதிபவ� ப்தொவ்கயீடு்களின் கூட்லின் 

எல்வல்களொ்க தீரவு ்கொண்�து மி்கவும் ்கடினம் என்�வ்த ்ம்ல உளள எடுததுக்கொடடு்களில் ேொம் 
்கண்்்ொம்  வொயிலொ்க �ொரத்்தொம். நியூட்ன் (Newton) மற்றும் லிபினிடஸ் (Leibnitz) இருவரும் 
கிட்்தட் ஒ்ர ்கொலததில் வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்வல ஓர எளிய முவையில் ்கொண வழிவகுத்தனர. 
இம்முவையொனது முதல் ெறறும் இரண்டதாம் நுண்கணித அடிப்பயட்த ரதறற்தயத அடிப�வ்யொ்கக 
ப்கொண்்து. இத்்தற்ைங்்கள ஒரு ெொரபிற்கும் அ்தன் எதிர வவ்கயி்லுககும் (முடியும்பமனில்) உளள 
ப்தொ்ரவ� நிவலநிறுததுகிைது. இத்்தற்ைங்்கள வவ்க நுண்்கணி்தததிற்கும் ப்தொவ்க 
நுண்்கணி்தததிற்கும் உளள ஒரு ப்தொ்ரவ� ஏற்�டுததுகிைது.

 பின்வரும் முககிய ்்தற்ைங்்கள நிரூ�ணயின்றி கீ்ழ ப்கொடுக்கப�டடுளளன
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ந�ற்றம் 9.1 (மு�ல த�ோகக நுணகணி� அடிப்பகடைத் ந�ற்றம்)

  f x( )  என்�து [ , ]a b என்ை மூடிய இவ்பவளியில் வவரயறுக்கப�ட் ப்தொ்ரச்சியொன ெொரபு 

மற்றும் F x f u du a x b
a

x

( ) ( ) ,= < <∫    எனில்,  
d
dx
F x f x( ) ( )= . அ்தொவது F x( ) -ஆனது  f x( )  -இன்  

எதிர வவ்கயீடு ஆகும். 

ந�ற்றம் 9.2 (இைணடைோவது த�ோகக நுணகணி� அடிப்பகடைத் ந�ற்றம்)

 f x( )  என்�து [ , ]a b  என்ை மூடிய இவ்பவளியில் வவரயறுக்கப�ட் ப்தொ்ரச்சியொன ெொரபு 

மற்றும் F x( ) -ஆனது  f x( )  -இன்  எதிர வவ்கயீடு எனில்,  f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( ).= −∫

குறிப்பு

 F b F a( ) ( )−  ஆனது   f x dx
a

b

( )ò  என்ை வவரயறுக்கப�ட் ப்தொவ்கயி்லின் (ரீமன் ப்தொவ்கயி்ல்) 

மதிப�ொன்தொல் எதிரமுவை வவ்கயீடு F x( )  உ்ன்  ் ெரக்கப�டும் ்தன்னிச்வெ மொறி நீக்கப�டடு விடும். 
என்வ வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்லின் மதிபபு ்கொணும்்�ொது எதிர வவ்கயீடு்ன் ்தன்னிச்வெ 
மொறிவய ் ெரக்கத ் ்தவவயில்வல.  F b F a( ) ( )− -ஐ சுருக்கமொ்க F x

a

b
( )� � என எழு்தலொம். வவரயறுத்த 

ப்தொவ்கயி்லின் மதிபபு ஒருவமத ்தன்வம உவ்யது.

 இரண்்ொவது ப்தொவ்க நுண்்கணி்த ்்தற்ைததின் வொயிலொ்க பின்வரும் வவரயறுத்த  
ப்தொவ்கயி்லின் �ண்பு்கவளப ப�றுகி்ைொம். அவற்வை நிரூ�ணமின்றி இங்கு ்கொண்்�ொம்.

 ்பண்பு 1 : f x dx f u du
a

b

a

b

( ) ( )=∫ ∫ , a < b

 அ்தொவது எல்வல்கள மொைொமல் இருககும்்�ொது மொறிவய மொற்றுவ்தொல் ப்தொவ்கயி்லின் மதிபபு 
மொைொது.

 ்பண்பு 2 : f x dx f x dx
b

a

a

b

( ) ( )= −∫∫

 அ்தொவது வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்லில் எல்வல்கவள  இ்மொற்ைம் பெய்யும்்�ொது வவரயறுத்த 
ப்தொவ்கயி்லின் குறியீடு ’-’ ஆ்க மொறும்.

 ்பண்பு 3 :  f x dx f x dx f x dx
a

c

a

b

c

b

( ) ( ) ( )= +∫∫ ∫ , a < c < b

 ்பண்பு 4 :  � � � �f x g x dx f x dx g x dx
a

b

a

b

a

b

( ) ( ) ( ) ( )+[ ] = +∫ ∫∫  இங்கு, α  மற்றும் β

மொறிலி்கள.

 ்பண்பு 5 : x g u= ( ) எனில்,   f x dx f g u dg u
du

du
c

d

a

b

( ) ( ( ))
( )

� ��  இங்கு g c a( ) =  மற்றும் 

g d b( ) = . 

 இப�ண்�ொனது வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்லில் பிரதியி்ல் முவைவயப �யன்�டுத்த உ்தவுகிைது. 
்மற்கூறிய �ண்பு்கவள பின்வரும் எடுததுக்கொடடு்களில் �யன்�டுதது்வொம்.
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எடுத்துககோடடு 9.5

 மதிபபிடு்க :  ( )3 4 52

0

3

x x dx� �� .

தீர்வு

   ( )3 4 52

0

3

x x dx� ��  =  3 4 52

0

3

0

3

0

3

x dx x dx dx� � ���

    =  3 4 52

0

3

0

3

0

3

x dx x dx dx� �� � �

    =  3
3

4
2

5
3

0

3
2

0

3

0

3x x x
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� � � �

    =  ( ) ( ) ( )27 0 2 9 0 5 3 0� � � � �

    =  27 18 15� � = 24 .
எடுத்துககோடடு 9.6

 மதிபபிடு்க :  2 7

5 92

0

1 x
x

dx�
��  .

தீர்வு

   

2 7

5 92

0

1 x
x

dx�
��

 
=  2

5 9
7

5 32

0

1

2 2

0

1x
x

dx
x�

�
�� � ( )

=
1

5
5 9

7

5 3

5

2

0

1

2

2

0

1

log[ ]x dx

x
� �

� �
�
�

�
�
�

�

    =  1

5
14 9

7

5

5

3 3

5

1

5

14

9

1

0

1

[log log ] tan log� � �
�
��

�
��

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

� �� x 77

3 5

5

3

1tan� .

எடுத்துககோடடு 9.7

 மதிபபிடு்க :  [ ]2

0

1

x dxò , [ ]⋅  என்�து மீபப�ரு முழுக்கள ெொரபு.

தீர்வு

  [ ]2

0

1

x dxò =  [ ] [ ]2 2

0

1

2

1

2

1

x dx x dx+∫ ∫ = 0 1
1

2

1

0

1

2

dx dx+∫∫ = 0 1

2

1+ [ ]x = 1
1

2
− =

1

2
.

எடுத்துககோடடு 9.8

 மதிபபிடு்க :  sec tan

sec

x x
x
dx

1 2

0

3

��
�

.

தீர்வு

  I  =  sec tan

sec

x x
x
dx

1 2

0

3

��
�

 என்்க.           sec x = u என்்க. என்வ sec tanx x dx = du .
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 x =0  எனில்,  u = =sec0 1   மற்றும்  x =
p
3

 எனில்  u = =sec
p
3

2 .

   ∴ I  =  
du
u1 2

1

2

�� = [tan ]−1

1

2u =  tan ( ) tan− −−1 12 1 = tan ( )� �1 2
4

� .

எடுத்துககோடடு 9.9

 மதிபபிடு்க :  1

0

9

x x
dx

�� .

தீர்வு

 x = u  என்்க. என்வ  x u= 2 , மற்றும் dx = 2u du .

 x = 0  எனில், u = 0  மற்றும் x = 9  எனில்,  u = 3 .

 �
��
1

0

9

x x
dx =

1
2

2

0

3

u u
u du

�� ( ) =  2
1

1
0

3

�� u
du = 2 1

0

3

log ��� ��u = 2 4 0[log ]− = log16 .

எடுத்துககோடடு 9.10

 மதிபபிடு்க :  x
x x

dx
( )( )� �� 1 2

1

2

.

தீர்வு

   I  =  x
x x

dx
( )( )� �� 1 2

1

2

 என்்க.

   I  =  �
�

�
�

�

�
�

�

�
��

1

1

2

2
1

2

( )x x
dx

 
(�குதி பின்னமொககு்தல் �யன்�டுததி)

     =  � � � �� �log( ) log( )x x1 2 2
1

2

    =  log
( )x

x
�
�

�

�
�

�

�
�

2

1

2

1

2

    =  log log
16

3

9

2
−

    =  log
32

27
.

எடுத்துககோடடு 9.11

 மதிபபிடு்க :  cos

( sin )( sin )

�
� �

�

�

1 2
0

2

� �� d .

தீர்வு

   I  =  cos

( sin )( sin )

�
� �

�

�

1 2
0

2

� �� d என்்க.    

 u = 1� sin� எனப பிரதியி்க கிவ்ப�து du d� cos� � .
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   θ  =  0  எனில் u =1  மற்றும் �
�

�
2

எனில் u = 2 .

   ∴ I  =  
du

u u( )1
1

2

�� =  ( )

( )

1

1
1

2 � �
��
u u

u u
du  =  

1 1

1
1

2

u u
du�

�
�
�
�

�
�
�� = log log( )u u� �� �1

1

2

    =  (log log ) (log log )2 3 1 2− − − = 2 2 3log log− = log
4

3
.

எடுத்துககோடடு 9.12

 மதிபபிடு்க :  sin

( )

�

�
�

1

2

3

20

1

2

1

x

x
dx .

தீர்வு

 I  =  
sin

( )

�

�
�

1

2

3

20

1

2

1

x

x
dx  என்்க. 

 u  =  sin−1 x  எனப பிரதியி்க கிவ்ப�து.  , x u= sin  மற்றும் du = 1

1 2− x
dx .

 x  =  0  எனில் u = 0  மற்றும் x  =  
1

2
எனில் u �

�
4

.

 ∴ I  =  u
u
du

cos2

0

4

�

� = u u dusec2

0

4

�

�  =  [ tan ] tan tan log cosu u u du u u u0
4

0

4

0
4

0
4

�
�

� �

� � � � � � ��

  = �
4

1

2
� log =

�
4

1

2
2� log .

எடுத்துககோடடு 9.13

 மதிபபிடு்க :  tan cotx x dx�� ��
0

2

�

.

தீர்வு

 I  =  tan cotx x dx�� ��
0

2

�

 என்்க. 

 I  =  sin

cos

cos

sin

x
x

x
x
dx�

�

�
��

�

�
���

0

2

�

 =  sin cos

sin cos

x x
x x

dx�
�
0

2

�

= 2
20

2 sin cos

sin cos

x x
x x

dx�
�
�

  =  2
1 2

0

2 (sin cos )

(sin cos )

x x dx
x x
�

� �
�
�

.

 u  =  sin cosx x−  எனப பிரதியி்,  du x x dx� �(cos sin ) .

 x  =  0  எனில் u � �1  மற்றும் x =  p
2

எனில்  u =1 .

 ∴ I  = 2
1 2

1

1 du
u��

� = 2 1

1

1[sin ]−
−u  = 2 1 11 1sin ( ) sin ( ))� �� ��� �� = p 2 .
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எடுத்துககோடடு 9.14

 மதிபபிடு்க :  x dx2

0

1 5

�� ���  

.

,  இங்கு [ ]x  என்�து மீபப�ரு முழுக்கள ெொரபு.

தீர்வு

 மீபப�ரு முழுக்கள ெொரபு [ ]x  என்�து x-ஐ வி் மிவ்கப�்ொ்த 
அல்லது ெமமொன மதிபவ� ப�றும் ெொரபு என ேொம் அறி்வொம். 
அ்தொவது n என்�து ஒரு முழுக்கள மற்றும் n x n� � �( )1 எனில் 
[ ]x n=   என்வ, ேொம் ப�றுவது

[ ]

,

,

, .

x

x

x

x

2

0 0 1

1 1 2

2 2 1 5

=

≤ <

≤ <

≤ ≤










 

 இச்ெொர�ொனது [ , . ]0 1 5  என்ை இவ்பவளியில் ப்தொ்ரச்சியற்ைது.

 ஆனொல், ஒவபவொரு பிரிவு இவ்பவளி [ , )0 1 , [ , )1 2  மற்றும் [ , . ]2 1 5 -்களில் ப்தொ்ரச்சி 

உவ்யது. அ்தொவது [ , . ]0 1 5  என்ை இவ்பவளியில் துண்டு வொரியொ்க (piece-wise) ப்தொ்ரச்சி 

உவ்யது. �்ம்  9.6-ஐ �ொரக்கவும்.

   x dx2

0

1 5

�� ���  

.

 =  x dx x dx x dx dx dx2

0

1

2

1

2

2

2

1 5

0

1

1

2

0 1 2�� �� � �� �� � �� �� � � �� � � � �     

.

22

1 5.

� dx

     =  0 2 2 1 3 2 2 2 2
1

2

2

1 5� � � � � � � �� � � �� � � �x x .
.  

எடுத்துககோடடு 9.15

 மதிபபிடு்க :  | |x dx�
�
� 3
4

4

 .

தீர்வு

 வவரயவைப�டி ேமககுக கிவ்ப�து,

 | |
,

,
x

x x
x x

+ =
+ ≥−
− − <−






3
3 3

3 3 

 � � �4 4x -ல்  y x� �| |3  என்�்தன் வவர�்தவ்த 

  �்ம்  9.7-ல் �ொரக்கவும்.

 ∴ | |x dx�
�
� 3
4

4

 

 
=  | | | |x dx x dx� � �

�

�

�
� �3 3
4

3

3

4

  = ( ) ( )� � � �
�

�

�
� �x dx x dx3 3
4

3

3

4

  

  =  � �
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

�

�

�

x x x x
2

4

3
2

3

4

2
3

2
3

  =  � ��
�
�

�
�
� � � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
�

9

2
9

16

2
12

16

2
12

9

2
9 =

9

2
4 20

9

2

�
�
�

�
�
� � � � �

�
�

�
�
� = 25 .

 �ண்பு 5-இன் �யன்�ொடடிற்்கொன எடுததுக்கொடடு்கவளப �ொரப்�ொம்.

�்ம்  9.7

x

y

( , )�3 0 O ( , )4 0( , )−4 0

y
x�
� 3

y
x

� �
�

(

)3

�்ம்  9.6

y

xO

1

2

1 2 1 5.
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எடுத்துககோடடு 9.16

  dx
x e

4 5

1

3
2

0

2

�
�� sin

log

�

 எனக்கொடடு்க.

தீர்வு

  u = tan
x
2

 என்்க. sin

tan

tan

, secx

x

x
u
u
du x dx dx du

u
�

�
�

�
� � �

�

2
2

1
2

2

1

1

2 2

2

12
2

2

2
.

           x =  0  எனில் u = =tan 0 0  மற்றும் x � �
2

 எனில் u � �tan
�
4

1

 ∴ I  =  
0

2

0

1
2

2
0

1

24 5

2

1

4 5
2

1

2 5 2

1

2

�

� � ��
�

�
�

�
�
�

�
�
�

�
� �

�
dx

x

du
u
u
u

du
u u

du

usin 22
0

1

5

2
1� �

�
u

=
0

2

0

1
2

2
0

1

24 5

2

1

4 5
2

1

2 5 2

1

2

�

� � ��
�

�
�

�
�
�

�
�
�

�
� �

�
dx

x

du
u
u
u

du
u u

du

usin 22
0

1

5

2
1� �

�
u

  = 
1

2 5

4

3

4

1

2

1

2
3

4

5

4

3

0

1

2 2�
��

�
�

�
�
� � �

�
�

�
�
�

� �
��
�
�

�
�
�

��
�
�

�
�
� �du

u

u
log

44

5

4

3

4

1

3

1

2

2

0

1

u

u

u��
�
�

�
�
� �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�
�

�

�

�

�
�log

��

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

0

1

1

3
2log  .

குறிப்பு

 dx
a x b x ccos sin� ��  என்ை அவமபபில் உளள ப்தொவ்கயி்ல்்களின் மதிபபு ்கொண  u x

= tan
2

 

எனப பிரதியி் ்வண்டும் மற்றும் cos ,sin ,x u
u

x u
u
dx du

u
�

�
�

�
�

�
�

1

1

2

1

2

1

2

2 2 2
 என்�வ்த அறி்க. 

எடுத்துககோடடு 9.17

 sin

sin cos

2
4 4

0

4 x dx
x x

 

��
�

=
p
4

 என நிறுவு்க.

தீர்வு

 I  =  
sin

sin cos

2
4 4

0

4 x dx
x x

 

��
�

=
sin

sin cos sin cos

2

22 2
2

2 2
0

4 x dx

x x x x

 

�� � �
�
�

  =  
sin

sin cos

2

1
1

2
2

2
0

4 x dx

x x

 

� � �
�
�

=
0

4

2

2 2

2 2

�

� �
sin

sin

x dx
x

 
=

0

4

2

2 2

1 2

�

� �
sin

cos

x dx
x

 
.

 u  =  cos 2x  என்்க.  du x dx� �2 2sin  . 

 x  =  0  எனில், u = =cos 0 1  மற்றும் x � �
4

  எனில் u � �cos
�
2

0 .

 ∴ I  =  
−
+

=
+

=   =∫ ∫ −du
u

du
u

u
1 1 421

0

20

1
1

0

1

tan
π .
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எடுத்துககோடடு 9.18

 
dx

a x b x2 2 2 2

0

4

sin cos��
�

=
1 1

ab
a
b

tan� �
�
�

�
�
� , இங்கு a b,  > 0  என நிறுவு்க.

தீர்வு

 I  =  
dx

a x b x2 2 2 2

0

4

sin cos��
�

=
sec

tan

2

2 2 20

4
x dx

a x b
 

+∫
π

 என்்க.

 u  =  tan x  என்்க.  என்வ du x dx= sec2  . 

 x  =  0  எனில்,   u = =tan 0 0  மற்றும் x � �
4

 எனில், u � �tan
�
4

1. 

 ∴ I  =  
du

a u b2 2 2

0

1

�� =
1

2

2

2

0

1

a
du

u b
a

� �
�
�

�
�
�

� =
1

2

1

0

1

a
a
b

au
b

tan� �
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� =

1 1

ab
a
b

tan� �
�
�

�
�
� .

 ்மலும் சில வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்லின் �ண்பு்கவள வருவிப்�ொம்.

பணபு 6

 f x dx f a b x dx
a

b

a

b

( ) ( )= + −∫∫
நிரூபணம்
   u  =  a b x� �  என்்க. என்வ, dx du� � .
   x  =  a  எனில் u a b a b� � � �  மற்றும் x b=  எனில்,  u a b b a� � � � .

   ∴ f x dx
a

b

( )ò  
=  f a b u du

b

a

( ) ( )+ − −∫ = f a b u du
a

b

( )+ −∫

    
=  f a b x dx

a

b

( )+ −∫ .

குறிப்பு

 a -ககு �தில்  0  மற்றும் b -ககு �தில்  a  என ்ம்ல உளள �ண்பில் பிரதியி், 

 
0 0

a a

f x dx f a x dx� �� �( ) ( ) என்ை �ண்பு கிவ்ககும்.

எடுத்துககோடடு 9.19

 மதிபபிடு்க : 
1

0

4

sin cosx x
dx

��
�

.

தீர்வு

   I  =  
1

0

4

sin cosx x
dx

��
�

=
1

2
1

2

1

2

0

4

sin cosx x
dx

��
�
�

�
�
�

�
�

    =  
1

2

1

4 4
0

4

cos cos sin sin
� �

�

x x
dx

��
�
�

�
�
�

� =
1

2

1

4
0

4

cos
�

�

��
�
�

�
�
�

�
x
dx
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    =  1

2

1

0

4

cos x
dx

�

�   ∵ f x dx f a x dx
a a

( ) ( )
0 0

� �� �
�

�
�

�

�
�

    =  1

2

1

2
0
4

0

4

sec log(sec tan )x dx x x� �� ��
�

�

    =  1

2
2 1 1 0log( ) log( )� � ��

�
�
�  

    =  1

2
2 1log( )+ .

பணபு 7

 f x dx f x f a x dx
aa

( ) ( ) ( )� � �� ��� 2
00

2

.

நிரூபணம்

 �ண்பு 3-லிருந்து ேொம் ப�றுவது,  f x dx
a

( )

0

2

ò =  f x dx f x dx
a

aa

( ) ( )+∫∫
2

0

. ... (1)

 x  =  2a u−  என f x dx
a

a

( )

2

ò என்�தில் பிரதியி்க கிவ்ப�துdx du� � .

 x  =  a  எனில், u a a a� � �2  மற்றும் x a= 2  எனில், u a a� � �2 2 0 . என்வ ேமககு கிவ்ப�து,

 
f x dx

a

a
( )

2

ò  
=  f a u du

a
( )2

0

− −( )∫ = f a u du
a

( )2
0

−∫ = f a x dx
a

( )2
0

−∫ . ... (2)

 ெமன்�ொடு  (2) -ஐ (1)-ல் �யன்�டுத்தக கிவ்ப�து, 

 
f x dx

a
( )

0

2

ò  
=  f x dx f a x dx

a a
( ) ( )

0 0
2∫ ∫+ −

  
=  f x f a x dx

a
( ) ( )+ −[ ]∫ 2

0
.

பணபு 8
 f x( )  ஓர இரடவ்ப�வ்ச் ெொரபு எனில்,  f x dx f x dx

a

a a
( ) ( ) .

−∫ ∫= 2
0

 ( f x( )  ஓர இரடவ்ப�வ்ச் ெொரபு  எனில் f x f x( ) ( )� �  என அறி்வொம்)

நிரூபணம்

 �ண்பு 3-ன் �டி

 f x dx
a

a
( )

−∫  =  f x dx f x dx
a

a
( ) ( )

−∫ ∫+
0

0
. ... (1)

 x u� �  என f x dx
a

( )
−∫
0

 என்�தில்  பிரதியிடு்வொம். என்வ, dx du� � .

 x  =  −a  எனில்,  u a=  மற்றும் x = 0  எனில்  u = 0 . என்வ ேொம் ப�றுவது

 
 

f x dx
a

( )
−∫
0

 
=  f u du

a
( )( )− −∫

0

= f u du
a

( )−∫0
= f x dx

a
( )−∫0

= f x dx
a

( )
0
ò . ... (2)

 ெமன்�ொடு (2)-ஐ ெமன்�ொடு  (1)-ல் பிரதியி்க கிவ்ப�து 

 f x dx
a

a
( )

−∫  =  f x dx f x dx f x dx
a a a

( ) ( ) ( )
0 0 0

2∫ ∫ ∫+ = .
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பணபு 9

 f x( )  ஓர ஒற்வைப�வ்ச் ெொரபு எனில்,  f x dx
a

a
( ) .

−∫ = 0

 ( f x( )  ஓர ஒற்வைப�வ்ச் ெொரபு எனில், f x f x( ) ( )� � � என ேொம் அறி்வொம்)

நிரூபணம்

 �ண்பு 3-ன் �டி

 f x dx
a

a
( )

−∫  =  f x dx f x dx
a

a
( ) ( )

−∫ ∫+
0

0
. ... (1)

 x u� �  என f x dx
a

( )
−∫
0

 என்�தில் பிரதியிடு்வொம்.  என்வ, dx du� � .

 x  =  −a  எனில்,  u a=  மற்றும் x = 0  எனில்,  u = 0 . என்வ ேொம் ப�றுவது

 
f x dx

a
( )

−∫
0

 
=  f u du

a
( )( )− −∫

0

= f u du
a

( )−∫0
= f x dx

a
( )−∫0

= −∫ f x dx
a

( )
0

. ... (2)

 ெமன்�ொடு (2)-ஐ ெமன்�ொடு  (1)-ல் பிரதியி்க கிவ்ப�து 

 f x dx
a

a
( )

−∫  =  f x dx f x dx
a a

( ) ( )
0 0

0∫ ∫− =  

பணபு 10

 f a x f x( ) ( )2 � �  எனில்,  f x dx f x f a x dx
a a

( ) ( ) ( )
0

2

0
2� �� � �� �f x dx f x f x dx f x dx

a a a
( ) ( ) ( ) ( ) .

0

2

0 0
2∫ ∫ ∫= +[ ] =

நிரூபணம்

 �ண்பு 7-ன் �டி 

 
f x dx f x f a x dx

a a
( ) ( ) ( ) .

0

2

0
2∫ ∫= + −[ ]        ...(1)

 f a x f x( ) ( )2 � �  என ெமன்�ொடு (1)-ல் பிரதியி்க கிவ்ப�து,

 
f x dx f x f x dx f x dx

a a a
( ) ( ) ( ) ( ) .

0

2

0 0
2∫ ∫ ∫= +[ ] =

பணபு 11

 f a x f x( ) ( )2 � � �  எனில்,  f x dx
a

( )
0

2

0� �  ஆகும்.
நிரூபணம்

 �ண்பு 7-ன் �டி,

 
f x dx f x f a x dx

a a
( ) ( ) ( ) .

0

2

0
2∫ ∫= + −[ ]        ...(1)

 f a x f x( ) ( )2 � � �  என ெமன்�ொடு (1)-ல் பிரதியி் ேமககுக கிவ்ப�து,

 
f x dx f x f x dx

a a
( ) ( ) ( ) .

0

2

0
0∫ ∫= −[ ] =

பணபு 12

   f a x f x( ) ( )− =  எனில் x f x dx a f x dx
a a

( ) ( )=∫ ∫2
0 0

.

நிரூபணம்

   I  =  x f x dx
a

( )

0

ò  என்்க. ... (1)
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     I  =  ( ) ( )a x f a x dx
a

� ��
0

 (∵  g x dx g a x dx
aa

( ) ( )� ���
00

)

    =  ( ) ( )a x f x dx
a

��
0

 (∵  f a x f x( ) ( )� � ).

   ∴ I  =  ( ) ( )a x f x dx
a

��
0

  ... (2)

 ெமன்�ொடு (1)-ம்,  (2)-ம் கூட் கிவ்ப�து,

   2I  =  ( ) ( )x a x f x dx
a

� ��
0

    =  a f x dx
a

( )

0

ò .

   ∴ I  =  a f x dx
a

2
0

( )ò .

குறிப்பு

இ்து புைததில் உளள ப்தொவ்கச்ெொரபில் உளள x  என்ை ்கொரணிவய நீக்க இப�ண்பு உ்தவுகிைது

எடுத்துககோடடு 9.20

 g x dx g x dx(sin ) (sin )=∫ ∫0 0

22
π π

 என நிறுவு்க. இங்கு  g x(sin )  என்�து sin x -ஐ ப்கொண்் ெொரபு.

தீர்வு

     f a x f x( ) ( )2 � �  எனில் f x dx
a

( )
0

2

ò  =  2
0
f x dx

a
( )ò

   2a  = p  மற்றும் f x g x( ) (sin )=  என எடுததுக ப்கொள்க.

   என்வ, f a x( )2 −  =  g x g x f x(sin( )) (sin ) ( )� � � � .

    ∴∫ f x dx
a

( )
0

2

 =  2
0
f x dx

a
( )ò .

    g x dx(sin )
0

π

∫  =  2
0

2 g x dx(sin )

π

∫ .

முடிவு

 g x dx g x dx(sin ) (sin ) .=∫ ∫0 0

22
π π

குறிப்பு

 g x dx(sin )
0

π

∫ என்ை அவமபபில் உளள வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்ல்்கவள ்கொண ்ம்ல உளள 

முடிவு �யன்�டும்.

எடுத்துககோடடு 9.21

 மதிபபிடு்க : 
x
x
dx

10 +∫ sin

π
.
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தீர்வு

    I  =  x
x
dx

10 +∫ sin

π
 என்்க.

   =  x
x
dx1

10 +∫ sin

π

   f x( )  =  1

1+ sin x
  எனில் f x

x x
f x( )

sin( ) sin
( )�

�
� �

� �
�

�
�

1

1

1

1
 

  ∴
+∫ x

x
dx

10 sin

π
 =  π π

2

1

10 +∫ sin x
dx ,    f a x f x( ) ( ))� �  எனில்  x f x dx a f x dx

a a

( ) ( )=∫ ∫2
0 0

   =  π
π

1

10

2

+∫ sin x
dx ,   (  g(sin ) g(sin )x dx x dx=∫ ∫0 0

22
π π

)

   = π
π

π
1

1
2

0

2

+ −








∫
sin x

dx   ( f x dx f a x dx
a a

( ) ( )
0 0∫ ∫= − )

   =  π π
ππ π π

1

1

1

2
2

2 20

2

20

2 2

0

2

+
= =∫ ∫ ∫cos

cos

sec
x
dx x dx

x dx  

   =  p p
p

p

p

tan tan tan
x
2 4

0
0

2










= −











= .

எடுத்துககோடடு 9.22

  g x dx g x dx(cos ) (cos )=∫ ∫0

2

0
2

π π

 எனக ்கொடடு்க.  இங்கு g x(cos )  என்�து cos x -ல் அவமந்்த 

ெொரபு.
தீர்வு

   2a  =  2p   மற்றும் f x g x( ) (cos )=  என்்க.

   என்வ,  f a x( )2 −  =  f x g x g x f x( ) (cos( )) (cos ) ( )2 2� �� � � � �

   ∴ ∫ f x dx
a

( )
0

2

 =  2
0
f x dx

a
( )ò .

   ∴ ∫ g x dx(cos )
0

2p

 =   2
0
g x dx(cos )

π

∫ .
முடிவு

 g x dx g x dx(cos ) (cos ) .=∫ ∫0

2

0
2

π π

குறிப்பு

 g x dx(cos )
0

2�

�  என்ை அவமபபில் உளள வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்ல்்கவள ்கொண ்ம்ல உளள 

முடிவு �யன்�டும்.
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எடுத்துககோடடு 9.23

  f x f a x( ) ( )� �  எனில் f x dx
a

( )
0

2

ò = 2
0
f x dx

a
( )ò

தீர்வு

 f x dx
a

( )
0

2

ò = f x dx f x dx
a

a

a
( ) ( )

0

2

∫ ∫+  என எழுது்வொம்.        ... (1)

 f x dx
a

a
( )

2

ò  என்�தில்,

 x  =  a u+  எனப பிரதியி்க கிவ்ப�து  dx du= ; x a=  எனில் u = 0 , x a= 2  எனில், 

u a= .

 ∴∫ f x dx
a

a
( )

2

 =  f a u du f u du
a a

( ) ( )+ =∫ ∫0 0
,  (∵  f x f a x( ) ( )� � )

  =  f x dx
a

( )
0
ò .     ... (2)

 ெமன்�ொடு (2)-ஐ (1)-ல் �யன்�டுத்தக கிவ்ப�து,

   f x dx
a

( )
0

2

ò  
=  2

0
f x dx

a
( )ò .

எடுத்துககோடடு 9.24

 மதிபபிடு்க : x x dxcos . 

�

�
�

�

2

2

தீர்வு

 f x( )  =  x xcos  என்்க. f x x x x x f x( ) ( ) cos( ) cos ( )� � � � � � � �

என்வ, f x( )  =  x xcos  ஓர ஒற்வைப �வ்ச் ெொர�ொகும். f x( )  என்ை ஒற்வைப �வ் ெொரபிற்கு

  f x dx
a

a

( )
�
�  =  0  என்ை �ண்வ� �யன்�டுத்தக கிவ்ப�து x x dxcos . 

�

� �
�

�

2

2

0

எடுத்துககோடடு 9.25

 மதிபபிடு்க : e dxx�

�
� | |

log

log

2

2

 .

தீர்வு

   f x( )   =   e
x−| |  என்்க.  f x e e f xx x( ) ( )| | | |� � � �� � �

 என்வ f x( )  என்�து ஓர இரடவ்ப �வ்ச் ெொர�ொகும்.

 ஆ்க்வ e dxx�

�
� | |

log

log

2

2

 =  2 2 2 2 2
0

2

0

2

0

2 2 0e dx e dx e e e ex x x� � � �� �� � � � � � � �| |

log log

log log( ) ( )
llog

1

2 1�
�

�
�

�

�
�

    =  2
1

2
1 1� ��

�
�

�
�
� � .
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எடுத்துககோடடு 9.26

 மதிபபிடு்க : f x
f x f a x

dx
a ( )

( ) ( )
.

+ −∫0

தீர்வு

     I  =  f x
f x f a x

dx
a ( )

( ) ( )+ −∫0
 என்்க. ... (1)

 f x dx f a x dx
a a

( ) ( )= −∫ ∫0 0
 என்�வ்த (1)-ல் �யன்�டுத்தக கிவ்ப�து,

   I  =  f a x
f a x f a a x

dx
a ( )

( ) ( ( ))

−
− + − −∫0

    =  
f a x

f x f a x
dx

a ( )

( ) ( )

−
+ −∫0

. ... (2)

 ெமன்�ொடு்கள (1)-ம் (2)-ம் கூட்க கிவ்ப�து,

   2I  =  
f x

f x f a x
dx f a x

f x f a x
dx

a a( )

( ) ( )

( )

( ) ( )+ −
+ −

+ −∫ ∫0 0
 

    =  
f x f a x
f x f a x

dx
a ( ) ( )

( ) ( )

+ −
+ −∫0

    =  dx a
a

0∫ = .

என்வ ேொம் ப�றுவது  I  =  a
2

.

எடுத்துககோடடு 9.27

 log( tan ) log1
8

2
0

4 � �� x dx ��

.

தீர்வு

  I  =  log( tan )1
0

4 +∫ x dx
π

 என்்க. ... (1)

  f x dx
a

( )
0
ò  =  f a x dx

a
( )−∫0

 என்ை �ண்வ� ெமன்�ொடு (1)-ல் �யன்�டுத்தக கிவ்ப�து,

  I  =  log tan1
40

4 + −









∫ ππ

x dx = log

tan tan

tan tan

1 4

1
4

0

4 +
−

+

















∫
π

π

π x

x
dx

   =  log
tan

tan
1

1

10

4 + −
+





∫ x
x
dx

π

= log
tan tan

tan

1 1

10

4
+ + −

+




∫ x x

x
dx

π

   =  log
tan

2

10

4

+




∫ x
dx

π

= − +[ ]∫ log log( tan )2 1
0

4 x dx
π

   =  log log( tan )2 1
0

4

0

4dx x dx
π π

∫ ∫− +
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   =  �
4

2log � I

  2I  =  p
4

2log .  என்வ, I � �
8

2log .

எடுத்துககோடடு 9.28

 tan tan ( ) log− −+ −( ) = −∫ 1 1

0

1

1
2

2x x dx e 
π

 எனக்கொடடு்க.

தீர்வு

   I  =  tan tan ( )− −+ −( )∫ 1 1

0

1

1x x dx 

    =  tan tan ( )− −∫ ∫+ −1

0

1
1

0

1

1x dx x dx  

    =  tan tan ( ( ))− −∫ ∫+ − −1

0

1
1

0

1

1 1x dx x dx  , (∵ f x dx f a x dx
a a

( ) ( )
0 0∫ ∫= − )

    =  tan tan− −∫ ∫+1

0

1
1

0

1

x dx x dx  

    =  2 1

0

1

tan−∫ x dx 

    =  2
0

1

udv��� �
� , இங்கு u x� �tan 1  மற்றும் dv dx=

    =  2
0

1

uv vdu��
�

�
�� , �குதி ப்தொவ்கயி்லின் சூததிரதவ்தப �யன்�டுத்த,

    =  2
1

2
1

2
1

2

1

2

0

1

1 2

0

1

x x x dx
x

x x xtan tan log� ��
�

�
�
�

�
�
� � � �� ��

�
�

�
�
� � ��

�
llog 2  

எடுத்துககோடடு 9.29

 மதிபபிடு்க : x
x x

dx
52

3

− +∫ .

தீர்வு

  I  =  x
x x

dx
52

3

− +∫  என்்க. ... (1)

 f x dx
a

b
( )ò  =  f a b x dx

a

b
( )+ −∫  என்ை �ண்வ� �யன்�டுத்த,

 I  =  
( )

( ) ( )

2 3

5 2 3 2 3

5

52

3

2

3+ −
− + − + + −

= −
+ −∫ ∫

x
x x

dx x
x x

dx   ... (2)

ெமன்�ொடு (1)-யும் (2)-யும் கூட்க கிவ்ப�து, 

 2I  =  x x
x x

dx dx x+ −
+ −

= = [ ] = − =∫ ∫5

5
3 2 1

2

3

2

3

2

3 .

 என்வ, ேொம் ப�றுவது I  =  1

2
.
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எடுத்துககோடடு 9.30

 மதிபபிடு்க : cos2

1

x
a
dxx��

�
�

�

தீர்வு

    I  =  cos2

1

x
a
dxx��

�
�

�

 என்்க. ... (1)

   f x dx
a

b

( )ò  =  f a b x dx
a

b

( )� ��  என்�வ்த �யன்�டுத்த,

   I  =  cos ( )2

1

� �
� �

�

� � �
� � �

�
�

x
a

dxx  

    =  cos ( )2

1

�
� �

�
�

x
a

dxx
�

�

     =  a x
a

dxx
x

cos2

1�
�

�
�

�

�
�

�
�
�

�

 ... (2) 

 ெமன்�ொடு (1)-யும்  (2)-யும் கூட்க கிவ்ப�து

   2I  =  cos
( )

2

1
1

x
a

a dxx
x

�
�

�
�
�

�

= cos2 x dx
�
�
�

�

    =  2 2

0

cos x dx 

�

�  ( cos∵ 2 x ஓர இரடவ்ப �வ்ச் ெொரபு)

   என்வ,  I  =  ( cos )1 2

2
0

�
�

x dx
�

=
1

2

2

2 0

x x
��

��
�
��

sin
�

= 1

2
[ ]p =

p
2

 .

பயிறசி 9.3
 1. பின்வரும் வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்லின் மதிபபு ்கொண்்க :

   (i)  
dx
x2

3

4

4��   (ii)   
dx

x x2

1

1

2 5� ��
�   (iii) 

1

1
0

1 �
��
x
x
dx  

  (iv) e
x
x
dxx 1

1
0

2 +
+





∫ sin

cos

π

  (v) cos sin� � �

�

0

2
3� d   (vi)  

1

1

2

2
2

0

1 �

�� ��
x

x
dx

 2. பின்வரும் வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்ல்்கவள, ப்தொவ்கயி்லின் �ண்பு்கவளப �யன்�டுததி 
மதிபபு ்கொண்்க:

   (i)  x e
e

dx
x

xcos
�
�

�

�
�

�

�
�

�
�

1

1
5

5

 (ii)  ( cos tan )x x x x dx5 3

2

2

1� � �
�

�
�

�

 

   (iii) sin2

4

4

x dx
�

�
�

�

 (iv) x x
x
dxlog

cos

cos

3

3
0

2 �
�

�
�
�

�
�
��

�
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   (v) sin cos4

0

2

3x x dx
π

∫  (vi) 5 3
0

1

x dx��

   (vii) sin cos

cossin

� �� �� 1 1

00

22

t dt t dt
xx

  (viii) log( )1

1 2

0

1 �
��

x
x

dx  

   (ix)  x x
x
dxsin

sin1
0
��

�

  (x) 1

18

3

8

+∫
tan x

dxπ

π

 

   (xi) x x x dxsin (sin ) cos (cos )2 2

0

��� ���
�

9.4  தபர்நனோலி சூத்திைம் (Bernoulli’s Formula)
 u x( ) என்�து �ல்லுறுபபுக ்்கொவவ ெொர�ொ்கவும் (அ்தொவது, u x a x a x an n

n( ) � � � ��
0 1

1 � )  v x( )  

என்�து எளிதில் ப்தொ்ரச்சியொ்க ப்தொவ்கயீடு ்கொணககூடிய்தொ்க ெொர�ொ்கவும் இருபபின்  u x v x dx( ) ( )ò  

என்ை வடிவில் உளள வவரயறுக்கப�்ொ்த ப்தொவ்கயிடு்தவல எளிதில் மதிபபி்லொம். இவ்த 
ப்தொ்ர�டுத்தககூடிய சூததிரமொனது ம்பர்ர்தாலி சூ்ததிரெதாகும். இச்சூததிரமொனது உண்வமயில் 
�குதித ப்தொவ்கயிடு்தலின் (Integration by parts) விரிவொக்கம் ஆகும். இச்சூததிரதவ்த வருவிக்க 
பின்வரும் குறியீடு்கவள ேொம் �யன்�டுதது்வொம்:

   u ( )1

 =  
du
dx

,   u ( )2 =
du
dx

( )1

,     u ( )3 =
du
dx

( )2

, 

   v( )1  =  
vdxò , v( )2 = v dx( )1ò , v( )3 = v dx( )2ò ,

 என்வ ேொம் ப�றுவது

   dv( )1  =  vdx , dv( )2 = v dx( )1 , dv( )3 = v dx( )2 , 

 �குதித ப்தொவ்கயிடு்தல் மூலமொ்க ேொம் ப�றுவது 

   
uvdxò  

=
 

udv( )1ò = uv( )1 �� v du( )1 = uv( )1 �� v
du
dx
dx( )1

    =  uv( )1 ��u dv( )

( )

1

2

    =  uv( )1 � �� ��u v v du( )

( ) ( )

( )1

2 2

1

    =  uv( )1 � � �u v v du
dx
dx( )

( ) ( )

( )
1

2 2

1

    =  uv( )1 � � �u v u dv( )

( )

( )

( )

1

2

2

3

    =  uv( )1 � � �� ��u v u v v du( )

( )

( )

( ) ( )

( )1

2

2

3 3

2

    =  uv( )1 � � � �u v u v v du( )

( )

( )

( ) ( )

( )1

2

2

3 3

2 .

 இ்்த்�ொல் ப்தொ்ர ேொம் ப�றுவது,
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uvdxò  

=
 
uv( )1

− + − +u v u v u v( )

( )

( )

( )

( )

( )

1

2

2

3

3

4  .

 இச்சூததிரமொனது மததாயகயிடுதலில் இரு சதார்புகளின ம்பருக்கல் ம்பர்ர்தாலி சூ்ததிரம் 
எனப�டும்.
குறிப்பு

 u  என்�து x -ன் �ல்லுறுபபுக ்்கொவவ ெொரபு ஆ்தலொல்  u m( )  என்�து ஒரு குறிபபிட் m  என்ை 
முழு எண்ணிற்கு பூச்சியதவ்த அவ்ந்து விடுவ்தொல் அ்தற்கு ்ம்ல வவ்கயி்ல் பெய்்தொல் மதிபபு 
பூச்சியம் மடடு்ம கிவ்ககும். என்வ சூததிரததின் வலது புைததிலுளள உறுபபு்கள எண்ணிகவ்க 
ஒரு முடிவுறு எண்ணொ்க இருககும்.

எடுத்துககோடடு 9.31

 மதிபபிடு்க : x nx dx2

0

π

∫ cos , n  என்�து ஓர மிவ்க முழுக்கள ஆகும் .
தீர்வு

 u x= 2 மற்றும் v nx= cos என எடுததுக ப்கொண்டு ப�ர்னொலி சூததிரதவ்தப �யன்�டுத்த ேொம் 
ப�றுவது. 

   I  =  x nx dx2

0

π

∫ cos = x nx
n

x nx
n

nx
n

2

2 3
2 2� ��

�
�

�
�
� � � � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�

sin cos
( )

sin
��

0

�

    =  
2 1

2

� ( )� n

n
 (∵ cos ( )n n� � �1 மற்றும் sin n� � 0 ).

எடுத்துககோடடு 9.32

 மதிபபிடு்க : e ( )− + −∫ 2 3

0

1

1 2x x x dx . 
தீர்வு

 u x x= + −1 2 3 மற்றுவம v x� �e 2  என எடுததுகப்கொண்டு ப�ர்னொலி சூததிரதவ்தப �யன்�டுத்த 
ேொம் ப�றுவது. 

   I  =  e ( )− + −∫ 2 3

0

1

1 2x x x dx

    =  ( ) ( )1 2
2

1 6
4

12
8

3
2

2
2 2

� �
�

�

�
�

�

�
� � �� ��

�
�

�

�
� � �

�
�

�
�

�

�

� � �

x x e x e x ex x x

�� � �
�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

( )12
16

2

0

1

e x

    =  
e x x x

x�

� �� ��

�
�

�

�
�

2
3 2

0

1

16
16 24 16

    =  
7

2 2e
.

எடுத்துககோடடு 9.33

 மதிபபிடு்க : x nx dx2

0

2π

∫ sin , n  என்�து ஓர மிவ்க முழுக்கள ஆகும்.

தீர்வு

 u x= 2 மற்றும் v nx= sin  என எடுததுக ப்கொண்டுப�ர்னொலி சூததிரதவ்தப �யன்�டுத்த ேொம் 
ப�றுவது,  

   I  =  x nx dx2

0

2π

∫ sin = x nx
n

x nx
n

nx
n

2

2 3
2 2� � ��

�
�

�
�
� � � � ��

�
�

�
�
� �

�
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�

cos sin
( )

cos
��

0

2�
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    =  4
1

0 2
1

0 0 2
12

3 3
�� � ��

�
�

�
�
� � � �

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� � � � �

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�n n n

( ) ( )  (∵ cos 2 1n� �  மற்றும் sin 2 0n� � )

    =  � � �
4 2 22

3 3

�
n n n

= �
4 2�

n
.

எடுத்துககோடடு 9.34

 மதிபபிடு்க : e ( )−

−
−∫ λx x dx1 2

1

1

. 

தீர்வு

 u x= −1 2  மற்றும் v x� �e �  என்்க. ப�ர்னொலி சூததிரதவ்தப �யன்�டுத்த ேொம் ப�றுவது 

   I  =  e ( )−

−
−∫ λx x dx1 2

1

1

= ( ) ( )1 2 22

2 3
�

�
�

�
�

�

�
� � �� ��

�
�

�

�
� � �

�
�

�
�

�

�
�

�

�
�

�� � �

x e x e ex x x� � �

� � � ��
�
�1

1

    =  2 2 2 2
2 3 2 3

e e e e� ��

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

� � � �

� � � �

    =  
2 2

2 3� �
� � � �e e e e�� � � �� �� � .

பயிறசி 9.4
பின்வருவனவற்வை மதிபபிடு்க:

 1. x e dxx3 2

0

1

��  2. sin( tan ) tan3

1

1 1

2

0

1 � �

��
x x
x

dx   3. e x
x

dx
xsin sin

− −

−∫
1 1

2
0

1

2

1

 4. x x dx2

0

2

2cos

�

�

9.5  முக்றயற்ற த�ோககயீடுகள் (Improper Integrals)

 ரீமன் ப்தொவ்கயிடு்தல் f x dx
a

b
( )ò -ஐ வவரயறுககும்்�ொது [ , ]a b  என்ை இவ்பவளியில் 

ப்தொவ்கயிடு்தலின் மதிபபு முடிவுறு எண்ணொ்க இருககும். f x( )  என்�து [ , ]a b -ன் ஒவபவொரு 

புளளியிலும் முடிவுறு எண்ணொ்க இருககும். இயற்பியல் �யன்�ொடு்களில் �ல இ்ங்்களில்

f x dx
a

( )
∞

∫ , f x dx
a

( )
−∞∫ , f x dx( )

−∞

∞

∫  எனும் ப்தொவ்கயீடு்கள வருகின்ைன.

இங்கு a  என்�து ஒரு பமய் எண் மற்றும் f x( )  ஆனது ப்தொவ்கயீடு ்கொணககூடிய இவ்பவளியில் 

ஒரு ப்தொ்ரச்சியொன ெொர�ொகும். இவவவ்க ப்தொவ்கயீடு்கவள ரீமன் ப்தொவ்கயி்லின் எல்வல்கள 
ஆகும். அவவ:

 (i) f x dx
a

( )
∞

∫  
=  lim ( )

t
a

t

f x dx
�� �  (ii) f x dx

a
( )

−∞∫  
=  lim ( )

t
t

a

f x dx
��� �

 (iii) f x dx( )
−∞

∞

∫  
=  lim ( )

t
t

t

f x dx
��

�
�
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 இவவவ்க ப்தொவ்கயீடு்கள முயறைறற மததாயகயிடுதலின முதல் வயகைதாகும். எல்யல கதாண 
முடியுமெனில் முயறைறற மததாயகயிடல்கள் ஒருங்கும் எனர்பதாம்.
குறிப்பு

 அடிப�வ்த ப்தொவ்க நுண்்கணி்தத ்்தற்ைததின்�டி F t( )  எனும் ெொரபிற்கு 

   
f x dx

a

t
( )ò  =  F t F a( ) ( )−  எனப ப�ைலொம்.

   ∴ f x dx
a

( )
∞

∫  
=  lim ( ) lim[ ( ) ( )] ( )

t a

t

t a
f x dx F t F a f x dx

→∞ →∞

∞

∫ ∫= − = 



 .

எடுத்துககோடடு 9.35

 மதிபபிடு்க : 
1

2 2a x
dx

b �

�

� , a b> ∈0,  .

தீர்வு

 1
2 2a x

dx
b �

�

� =
1 1

a
x
a b

tan�
�

�
��

�
��

=
1 11 1

a a
b
a

tan tan� �� � =
1

2

1

a
b
a

�
��

��
�
��

�tan .

குறிப்பு

 ்ம்ல உளள எடுததுக்கொடடிலிருந்து ேொம் ப�றுவது

 (i) 1
2 2

0
a x

dx
�

�

�
 
=  1

2
01

a
�
��

��
�
��

�tan =
p
2a

.

 (ii) 1
2 2a x

dx
a �

�

�
 
=  1

2
11

a
�
��

��
�
��

�tan =
1

2 4a
� �
��

��
�
��
=

p
4a

.

 (iii) 1
2 2a x

dx
���

�

�  =  lim lim
t t

t

t

t

a x
dx

a x
dx

→∞ − →∞+
=

+∫ ∫1
2

1
2 2 2 20

, 

(


1
2 2a x+

 என்�து ஓர இரடவ்ப �வ்ச் ெொரபு

   = 2
1

2 2

0
a x

dx
�

�

� = 2
2
�
a

�
�
�

�
�
� =

p
a

.

எடுத்துககோடடு 9.36

  மதிபபிடு்க : 
dx
x x4 52 2

0

2

sin cos��
�

.

தீர்வு

 I  =  dx
x x x4 52 2

0

2

sin cos��
�

 என்்க.

  =  
sec

tan

2

2

0

2

4 5

x
x

dx
+∫

π

 
(

cos )

bjhFjpiaa[k; gFjpiaa[k;

My; tFf;f
2 x

�
�
�

  u  =  tan x என்்க. du x dx= sec2

 x  =  0 எனில் u = =tan 0 0

  x  =  
p
2

எனில் u � � �tan
�
2

.
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 ∴ I  =   du
u4 52

0
�

�

� (இது ஒரு முவையற்ை ப்தொவ்கயி்ல்)

  = 1

4 5

2

20

du

u �
�

�
�

�

�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�  = 1

4

2

5

1

0

5
2

×






















−

∞

tan
u =

1

2 5
01 1(tan tan )� �� � =

1

2 5 2

��
�
�

�
�
� =

p
4 5

.

பயிறசி 9.5
1. பின்வருவனவற்வை மதிபபிடு்க: 

 (i) dx
x1 5 2

0

2

�� cos

�

   (ii)  dx
x5 4 2

0

2

�� sin

�

9.6  குக்றப்புச் சூத்திைஙகள் (Reduction Formulae)
 சில வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்ல்்களில் ப்தொவ்கயி் ்வண்டிய ெொரபின் அடுகவ்க குவைதது 
ப்தொவ்கயி்ல் ்கொண முடியும். இப�குதியில்

 
sinnx dx

0

2

π

∫  , cosnx dx
0

2

π

∫  , sinm nx x dx
0

2

π

∫  cos  , x x dxm n

0

1

1∫ −( )  என்ை வவரயறுத்த  

ப்தொவ்கயி்ல்்களின் மதிபபு்கவளயும் e x dxx n−∞

∫0
 என்ை முவையற்ை ப்தொவ்கயி்லின் மதிபவ�யும் ்கொணலொம்.

 குவைபபுச் சூததிரதவ்த ்கொண்�்தற்குரிய வழிமுவை்கள பின்வரும் �டி்களில் ்கொணலொம் :

 ்படி 1 : ப்தொவ்கயி்லுககுரிய ெொரபின் அடுககு (மிவ்க முழு எண்) n -ஐ அவ்யொளம் ்கொண்்க. 

 ்படி  2 : ப்தொவ்கயி்வல In  என்்க.

 ்படி  3 : �குதித ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததி In  ெமன்�ொடவ் In−1 அல்லது  In−2  உவ்ய 
உறுபபு்களொ்க மொற்று்க.

 இறுதியொ்க கிவ்ககும் ெமன்�ொடு In -இன் குவைபபுச் சூததிரமொகும்.

 இங்கு சில குவைபபுச் சூததிரங்்கள நிரூ�ணமின்றி �டடியலி்ப�டடுளளது :

 குயறபபுச் சூ்ததிரம் I : In = sinn xdx
0

2

p

ò , எனில் In =
( )n
n

In
−

−

1
2 , n ≥ 2 .

 குயறபபுச் சூ்ததிரம் II : In = cosn xdx
0

2

p

ò , எனில் In =
( )n
n

In
−

−

1
2 n ≥ 2 .

 குயறபபுச் சூ்ததிரம் III : Im n, = sin cosm nx x dx 
0

2

p

ò , எனில் Im n, =
( )

,

n
m n

Im n
�
� �

1
2 , n ≥ 2 .

 குயறபபுச் சூ்ததிரம் IV : Im n, = x x dxm n

0

1

1ò  ( - ) , எனில் Im n, =
n

m n
Im n� � �

1
1, , n ≥1.

 குவைபபுச் சூததிரங்்கள I மற்றும் II-்கவளப �யன்�டுததி ேொம் ப�றும் முடிவொனது 

(நிரூ�ணமின்றி):   

 sin cosn nx dx x dx
0

2

0

2

p p

� �� �  

( ) ( )

( )
, , , ,

( ) ( )

( )

n
n

n
n

n

n
n

n
n

−
×
−
−
× × × =

−
×
−
−
×

1 3

2

1

2 2
2 4 6

1 3

2

 

p
vdpy;

 × =











2

3
3 5 7, , ,vdpy; n
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குறிப்பு

 எடுததுக்கொட்ொ்க

   
cos5

0

2

π

∫ x dx 
 
=  sin5

0

2

π

∫ x dx =
4

5

2

3
1× ×

   
sin6

0

2

π

∫ x dx 
 
=  cos6

0

2

π

∫ x dx =
5

6

3

4

1

2 2
� � �

�

எடுத்துககோடடு 9.37

 மதிபபிடு்க :  sin cos2 4

0

2 x x dx+( )∫
π

தீர்வு

I = sin cos2 4

0

2 x x dx+( )∫
π

= sin2

0

2 x dx 

π

∫ + cos4

0

2 x dx 

π

∫ =
1

2 2
�
�

+
3

4

1

2 2
� �

�
=

7

16

p
.

எடுத்துககோடடு 9.38

 மதிபபிடு்க :  
cos

sin

4

50

2
7

3

x
x

dx
π

∫ .

தீர்வு

   I  =  3 74 5

0

2 cos sinx x dx−( )∫
π

= 3 4

0

2 cos x dx 

π

∫ − 7 5

0

2 sin x dx 

π

∫

    =  3
3

4

1

2 2
� � �

�
− 7

4

5

2

3
× × =

9

16

p
−

56

15
.

 குவைபபுச் சூததிரம் III-ஐ திரும்�த திரும்� �யன்�டுததி பின்வரும் முடிவு்கவள (நிரூ�ணமின்றி) 
ேொம் ப�ைலொம் :
 (i) n இரடவ் எண் மற்றும் m இரடவ் எண் எனில்

  sin cos
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

(m nx x dx n
m n

n
m n

n
m n m

m
�

�
�

�
� �

�
� � �

�1 3

2

5

4

1

2

1
�

)) ( )

( )

( )

( )m
m
m

m
m

�
�

�
��

3

2

5

4

1

2 2
0

2

�

p

p

  (ii) n  ஒற்வை எண் மற்றும் m  மிவ்க முழுக்கள (இரடவ் எண் அல்லது ஒற்வை எண்),  

எனில்

   sin cos
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

m nx x dx n
m n

n
m n

n
m n m

�
�
�

�
� �

�
� � ��

0

2 1 3

2

5

4

2

3

�

�
11

1( )m �
குறிப்பு

 m  மற்றும் n  ஏ்தொவது ஒன்று ஒற்வை எண் எனில் cos x  ெொரபின் பின் அடுககிவன ஒற்வை எண் ஆ்க 

மொற்ை ்வண்டும். எடுததுக்கொட்ொ்க m  ஒற்வை எண் மற்றும் n  இரடவ் எண் எனில்

sinm nx x dx
0

2

π

∫  cos  = sinn mx x dx
0

2

π

∫  cos  =
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

m
n m

m
n m

m
n m n n

�
�

�
� �

�
� � � �

1 3

2

5

4

2

3

1

1
� .

எடுத்துககோடடு 9.39

 பின்வரு�னவற்றின் மதிபவ�க ்கொண்்க:

  (i) sin5

0

2 4

π

∫ x x dx cos    (ii) sin4

0

2 6

π

∫ x x dx cos  
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தீர்வு

 (i)   sin4

0

2 6

π

∫ x x dx cos  
 
=  

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

6 1

6 4

6 3

6 4 2

6 5

6 4 4

4 1

4

4 3

4 2

−
+

⋅ −
+ −

⋅ −
+ −

⋅ − ⋅ −
−

⋅ π
22

 

    =  
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

5

10

3

8

1

6

3

4

1

2 2

p
=

3

512

p

   ்மலும், sin4

0

2 6

π

∫ x x dx cos  
 
=  sin6

0

2 4

π

∫ x x dx cos  =
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

3

10

1

8

5

6

3

4

1

2 2

p
=

3

512

p

 (ii)   sin5

0

2 4

π

∫ x x dx cos  
 
=  ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

3

9

1

7

4

5

2

3
=

( )

( )

( )

( )

( )

( )

4

9

2

7

1

5
=

8

315

   ்மலும், sin5

0

2 4

π

∫ x x dx cos  
 
=  sin4

0

2 5

π

∫ x x dx cos  =
( )

( )

( )

( )

( )

( )

4

9

2

7

1

5
=

8

315

எடுத்துககோடடு 9.40

 மதிபபிடு்க :  x ax x dx
a

2 2

0

2

2 −∫ .
தீர்வு

 x  =  2 2a cos θ என்்க.  dx a d� �4 cos sin� � � . 

 x  =  0  எனில் 2 02a cos � �  என்வ � �
�

2
.  x a= 2  எனில் 2 22a acos � � . என்வ � � 0 . 

  I  =  x ax x dx
a

2 2

0

2

2 −∫  என்்க.

   = 4 4 4 42 2 2 2 2 4

2

0

a a a a dcos cos cos ( cos sin )θ θ θ θ θ θπ − −∫

   =  4 2 42 2

0

2 a a a dcos cos sin ( cos sin )θ θ θ θ θ θ
π

∫

   =  32 4 4 2

0

2a dcos sinθ θ θ
π

∫

   =  32
1

6

3

4

1

2 2

4a � � � �
�

= pa4 .

எடுத்துககோடடு 9.41

 மதிபபிடு்க :  x x dx5 2
5

0

1

1−( )∫ .

தீர்வு

    x  =  sinθ என்்க.  dx d� cos� � . 

  x  =  0  எனில் sin� � 0  மற்றும்  � � 0 . x =1  எனில் sin� �1 . என்வ�
�

�
2

. 

  என்வ, I  =  sin sin cos5 2
5

0

2 1θ θ θ θ
π

−( )∫ d

   =  sin cos5

0

2 11θ θ θ
π

∫ d =
10

16

8

14

6

12

4

10

2

8

1

6
× × × × × =

1

336
.
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 குவைபபுச் சூததிரம் III-ஐ திரும்�த திரும்� �யன்�டுததி பின்வரும் முடிவவ (நிரூ�ணமின்றி) 

ேொம் ப�ைலொம்:

 
x x dxm n

0

1

1ò  ( - )
 
=  

m n
m n

! !

( )!

×
+ +1

, m  மற்றும் n என்�ன மிவ்க முழுக்கள.

எடுத்துககோடடு 9.42

 மதிபபிடு்க :  x x dx3 4

0

1

1−( )∫ .
தீர்வு

 x x dxm n
1

0

1

−( )∫  
=  

m n
m n

! !

( )!

×
+ +1

.

 ∴ x x dx3 4

0

1

1−( )∫  
=  

3 4

3 4 1

! !

( )!

�
� �

=
3 4

8

! !

!

×
=

3 2 1 4 3 2 1

8 7 6 5 4 3 2 1

× × × × × ×
× × × × × × ×

=
1

280
.

பயிறசி 9.6
1. பின்வருவனவற்வை மதிபபிடு்க : 

 (i) sin10

0

2

x dx

�

�
 

(ii) cos7

0

2

x dx

�

�  (iii) sin6

0

4

2x dx

�

�
 

(iv) sin5

0

6

3x dx

�

�

 (v) sin cos2 4

0

2

x x dx

�

�
 

(vi) sin7

0

2

4

x dx
�

�  (vii) sin cos3 5

0

2 θ θ θ
π

d∫  (viii)  x x dx2 3

0

1

1( )−∫   

9.7 கோமோ த�ோககயிடைல (Gamma Integral)

 இப�குதியில் e x dxx n−∞ −∫0

1 , n  ஓரு  மிவ்க முழுக்கள என்ை சிைபபு வவ்க முவையற்ை 

ப்தொவ்கயி்வலப �ற்றி �டிப்�ொம்.
   e¥  =  lim

x

xe
��

� �  and e e
ex

x

x

x
−∞

→∞

−

→∞

= = =
∞

=lim
lim

1 1
0   என ேொம் ப�ைலொம்.

 ்லொபி்தொலின் விதிப�டி m  என்ை முழுக்களின் ஒவபவொரு எண்ணிற்கும் ேொம் ப�றுவது

   lim
x

m xx e
��

�  =  lim lim
!

x

m

x x x

x
e

m
e�� ��

� � 0 .

எடுத்துககோடடு 9.43

 n  ஓர மிவ்க முழுக்கள எனில் e x dx nx n−∞

∫ =
0

! என நிறுவு்க.

தீர்வு

 �குதித ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுத்த ேொம் ப�றுவது

  
e x dxx n−∞

∫0
 =  x e e nx dxn x x n−( )  − −( )( )− ∞ −∞ −∫0 0

1 = n e x dxx n� ��

� 1

0
e x dx nx n−∞

∫ =
0

!n e x dxx n� ��

� 1

0
.

  In  =  e x dxx n−∞

∫0
. என்வ,  I nIn n� �1  என்்க.

  ்மலும்,  In  =  n n In( )− −1 2  
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 இ்்த வழிவய பின்�ற்ை ்கவ்சியொ்க ேொம் ப�றுவது

  In  =  n n n I( )( ) ( )( )− −1 2 2 1 0� . 

  ஆனொல், I0  =  e x dx ex x−∞ − ∞

∫ = −( ) = + =
0

0

0
0 1 1 . என்வ ேொம் ப�றுவது 

  In = n n n n( )( ) ( )( ) !� � �1 2 2 1� .  
முடிவு

 e x dxx n−∞

∫0
= n!, n  என்�து மிவ்க முழுக்கள.

குறிப்பு

     e x dxx n−∞ −∫0

1  என்ை ப்தொவ்கயி்லொனது ஒ்ர ஒரு மிவ்க முழு எண் n ≥1-ககு வவரயறுக்கப�டடு 

உளளது.

வகையக்ற 9.1

e x dxx n−∞ −∫0

1  என்�து கதாெதா மததாயகயிடல் (gamma integral) என அவழக்கப�டும். இவ்த Γ( )n  

என்ை  குறியீடடில் எழுது்வொம் மற்றும் “்கொமொ n ” எனப �டிப்�ொம்.

குறிப்பு
  �( )n �1  =  n nΓ( ) .

  Γ( )1  =  e x dx ex x−∞ − ∞

∫ = −( ) = + =
0

0

0
0 1 1 ,

           Γ( )n  =   e x dxx n−∞ −∫ 0

1 .

   =  ( )!n −1 , n =  1, 2, 3, ...
எடுத்துககோடடு 9.44

 மதிபபிடு்க :  e x dxax n−∞

∫0
, a > 0 .

தீர்வு

 t ax=  என்்க.  dt adx= . x t� � �0 0  மற்றும் x t� �� � �

 என்வ, ேொம் ப�றுவது

  
e x dxax n−∞

∫0  
=  e t

a
dt
a

t
n

−∞ 



∫0

=
1

1 0a
e t dtn
t n

+
−∞

∫

   =  
1

1 0a
e x dxn
x n

+
−∞

∫ =
n
an

!
+1

.

    இவவொைொ்க   e x dxax n−∞

∫0
 =  n
an

!
+1

எடுத்துககோடடு 9.45

 �( )n e x dxx n� � �
�

�2
2 2 1

0

 என நிறுவு்க.

தீர்வு

 x  =  u  எனப பிரதியி், ேொம் ப�றுவது dx
u
du=

1

2
.

 x  =  0  எனில்,  u = 0  மற்றும் x � �  எனில்  u � � .

 ∴ 2
2 2 1

0

e x dxx n� �
�

�
 
=  2

1

2

2 1

0

e u
u
duu n

�
��

� �� � � �
�

� e u duu n 1

0

= Γ( )n .

Chapter 9 Applications of Integration.indd   126 26-02-2020   17:58:40



த�ொகை நுணைணி�த்தின் பயன்பொடுைள்127

எடுத்துககோடடு 9.46

 மதிபபிடு்க  :  
x
n
dx

n

x
0

�

� , n என்�து மிவ்க முழு எண் ≥ 2 . 

தீர்வு
 n  =  e e nlog  என்ை சூததிரதவ்தப �யன்�டுததி ேொம் ப�றுவது

 I  =  
x
n
dx

n

x
0

�

� = n x dxx n�
�

�
0

= e x dxn x nlog� ��
�

�
0

= e x dxx n n�
�

� log

0

.

  u  =  x nlog  எனப பிரதியி்க கிவ்ப�து dx du
n

=
log

.

 x  =  0  எனில், u = 0  மற்றும் x � �  எனில் u � � .

 ∴ I  =  e u
n

du
n

u
n

�
� �

�
�

�

�
�� log log

0

  =  
1

1

1 1

0
(log )

( )

n
e u dun
u n

�
� � �

�

� =
�( )

(log )

n
n n
�

�

1
1
=

n
n n
!

(log ) +1
.

பயிறசி 9.7
பின்வருவனவற்வை மதிபபிடு்க :

 1. (i) x e dxx5 3

0

�
�

�  (ii)  
e

x
dx

x�

�
tan

cos6

0

2

�

 2. e x dxx−
∞

= >∫ a a
2 3

0

32 0, ,  எனில் α -ன் மதிபவ�க ்கொண்்க.

9.8  வைம்பிறகுடபடடை �ளத்தின் பைப்கப த�ோககயிடைல மூலைம் கோணல
        (Evaluation of a Bounded Plane Area by Integration)
 இந்்த அததியொயததின் ப்தொ்க்கததில் வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்வல வடிவியல் அணுகுமுவை 
வழியொ்க அறிமு்கப�டுததி்னொம். அவவொறு அணுகும்்�ொது ப்தொவ்கயி்லின் ப்தொவ்கச் ெொரபு 
குவையற்ை எண்ணொ்க இருந்்தொல் வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்ல் மூலம் �ரபவ� ்கொணலொம். இப�ொ்ப 
�குதியில் ்தளததில் உளள வவளவவர்கவள வரம்பிற்குட�டுததும் ்தளங்்களின் �ரப�ளவு்கவள ்கொண 
வடிவியல் அணுகுமுவைவயக ்கவ்பிடிப்�ொம்.

9.8.1  நகோடுகள் x = a,  x = b மறறும் x – அச்சு ஆகியவற்றோல அகடைபடும் 

அைஙகத்தின் பைப்பு கோணல

         (Area of the region bounded by a curve, x – axis and the lines x = a and  x = b)
நியல (i)
 x a=  மற்றும் x b=  ஆகிய ்்கொடு்களுககு இவ்ப�ட்  
x − அச்சிற்கு ்மற்�குதியில் (அ்தொவது மு்தல் அல்லது இரண்்ொம் 
்கொற்�குதியில்) உளள ப்தொ்ரச்சியொன வவளவவரயின் ெமன்�ொடு 
y f x a x b� � �( ),   என்்க.  �்ம் 9.8-ல் ்கொண்்க. என்வ 

வவளவவரயின் ஒவபவொரு �குதியிலும் உளள புளளி்களில்,  y ≥ 0  
ஆகும். ்்கொடு்கள x a=  மற்றும் x b=   x − அச்சு மற்றும் 
வவளவவரயின் வரம்பிற்குட�ட் (அரங்்கததின்) �குதியிவனக 
்கொண்்�ொம். இப�குதியில் y -ன் குறி மொைொதிருப�து 
குறிபபி்த்தக்கது. என்வ A -ன் �ரபவ� பின்வருமொறு ்கணிக்கலொம்:

�்ம்  9.8

y f x= ( )

x a=
x b=

∆x

y

x
O
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 y −அச்சின் மிவ்கபயண் திவெயில் ்ேொககும்்�ொது, அரங்கிவன சின்னஞ்சிறு 
�டவ்்களொ்க(குறுகிய பெவவ்கங்்களொ்க) உயரம் y  ஆ்கவும் அ்கலம் Dx  ஆ்கவும் இருககுமொறு 
�குக்கலொம். என்வ,  A  என்�து பெங்குதது �டவ்்களின் �ரபபு்களின் கூட்ற்ப்தொவ்கயின் 

எல்வலயொகும். என்வ  A = lim y x
a x b

�
� �
� = y dx y dx

a

b

a

b

∫ ∫= எனக கிவ்ககிைது.
நியல (ii)
 x a=  மற்றும் x b=  ஆகிய ்்கொடு்களுககு இவ்ப�ட், 
x − அச்சிற்கு கீழ்ப�குதியில் (அ்தொவது மூன்ைொவது அல்லது 
ேொன்்கொம் ்கொற்�குதியில்) உளள ப்தொ்ரச்சியொன 
வவளவவரயின் ெமன்�ொடு y f x a x b� � �( ),   என்்க. இங்கு  
y ≤ 0 என்�து வவலவவரயின் �குதியில் உளள அவனதது 
புளளி்களுககும் ப�ொருந்தும். x a=  மற்றும் x b=  ஆகிய 
்்கொடு்கள  x − அச்சு மற்றும் வவளவவரயின் வரம்பிற்குட�ட் 
(அரங்்கததின்)  �குதியிவனக ்கொண்்�ொம். �்ம் 9.9-ல் ்கொண்்க.  
இப�குதியில் y  ≤ 0 மற்றும் y  -யின் குறி மொைொதிருப�து 
குறிபபி்த்தக்கது. என்வ, A -யின் �ரபவ� பின்வருமொறு ்கணிக்கலொம்:
 y −அச்சின் குவைபயண் திவெயில் ்ேொககும்்�ொது, அரங்கிவன சின்னஞ்சிறு  

�டவ்்களொ்க(குறுகிய பெவவ்கங்்களொ்க) உயரம் y y= −  ஆ்கவும் அ்கலம்  Dx ஆ்கவும் இருககுமொறு 

�குக்கலொம். என்வ, A  என்�து பெங்குததுப �டவ்்களின் �ரபபு்களின் கூட்ல் ப்தொவ்கயின் 

எல்வலயொகும். என்வ A = lim − ∆
≤ ≤
∑ y x
a x b

= − =∫ ∫ydx ydx
a

b

a

b
 ஆகும்.

நியல (iii)
 x a=  மற்றும் x b=  ஆகிய ்்கொடு்களுககு இவ்ப�ட்,  
x − அச்சிற்கு ்மற்�குதியிலும் அ்்த ெமயததில் 
கீழ்ப�குதியிலும் (அ்தொவது அவனதது ்கொற்�குதி்களிலும் 
இருக்கலொம்) உளள ப்தொ்ரச்சியொன வவளவவரயின் 
ெமன்�ொடு y f x a x b� � �( ),   என்்க.  xy-்தளததில்  y f x= ( )  
வவளவவரவய வவர்க. x − அச்சிற்கு ்மலும் கீழும் மொறி 

மொறி அவமயும் வவளவவர x a=  மற்றும் x b=  
்்கொடு்களுககிவ்்ய அவமகின்ைது. [ , ]a b  எனும் 

இவ்பவளி ஒவபவொரு �குதி இவ்பவளியிலும்  f x( )  
ஒ்ர குறியில் இருககுமொறு  [ , ]a c1 , [ , ]c c1 2 ,� , [ , ]c bk  எனும் 
�குதி இவ்பவளி்களொ்க வகுக்கப�டுகிைது. நிவல (i) மற்றும் (ii) ஆகியவற்வைப �யன்�டுததி, �குதி 
இவ்பவளி்களுக்கொன அரங்கு்களின் வடிவியல் �ரபவ�த ்தனித்தனியொ்க ேொம் ப�ைலொம். என்வ 
y f x= ( ) , x-அச்சு, x a=  மற்றும் x b=  ்்கொடு்களொல் சூழப�ட் �குதியின் வடிவியல் �ரபபு  

f x dx f x dx f x dx
a

c

c

c

c

b

k

( ) ( ) ( )
1

1

2

� � �� � �� . 

 எடுததுக்கொட்ொ்க �்ம் 9.10-ல் உளள நிழலி்ப�ட்ப �குதிவயக ்கொண்்�ொம். இங்கு  

A1 , A2 , A3 , மற்றும் A4  ஆகியவவ ்தனித்தனிப �குதி்களின் �ரபபு்களொகும். என்வ பமொத்தப �ரப�ொனது 

A = A A A A1 2 3 4+ + + = f x dx f x dx f x dx f x dx
a

c

c

c

c

c

c

b

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

2

2

3

3

� � � �� � �  ஆகும்.

�்ம்  9.9

y

x
∆x

x a= x b=

O

−y

�்ம்  9.10

c1 O
A2

c2

A3

A4 b x

y

x b=
x a=

a
A1
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9.8.2   ஒரு வகளவகை, y–அச்சு மறறும் நகோடுகள் y = c, y = d ஆகியவற்றோல 
         அகடைபடும் அைஙகத்தின் பைப்பு 

          (Area of the region bounded by a curve, y– axis and the lines y = c and y = d)
நியல (iv)

 y −அச்சிற்கு வலப�க்கம் அவமயும் ப்தொ்ரச்சியொன 
வவளவவரயின் �குதியின் (அ்தொவது மு்தலொவது ்கொற்�குதி அல்லது 
ேொன்்கொவது ்கொற்�குதியின் �குதியொகும்) ெமன்�ொடு  x f y c y d� � �( ),  

என்்க. இனி, வவளவவரப �குதியின் ஒவபவொரு புளளியிலும x ≥ 0  
ஆகும். இப�குதியில் x -ன் குறி மொைொ்தது குறிபபி்த்தக்கது.
 வவளவவர  y −அச்சு, y c=  மற்றும் y d=  ்்கொடு்களொல் 
சூழப�ட் �குதியிவனக ்கருது்க. �்ம்  9.11-ல் ்கொண்்க. �குதி 
வவரயப�டடுளளது. என்வ �குதி A -இன் �ரப�ளவு கீழ்க்கொணுமொறு 
்கணிக்கப�டுகிைது:
 x − அச்சின் மிவ்கபயண் திவெ வழியொ்க ்ேொககும்்�ொது, அரங்்கததிவன x நீளம் மற்றும் 
அ்கலம் Dy  ஆ்கவும் உளள கிவ்மட்ப �டவ்்களொ்க �குக்கப (அ்கலம் குவைந்்த நீளமொன 
பெவவ்கங்்களொ்க) �டுகிைது. இனி A  என்�து கிவ்மட் பெவவ்கப �டவ்்களின் �ரப�ளவு்களின் 

கூட்ல் எல்வலயொகும். என்வ, A = lim x y
c y d

�
� �
� = xdy

c

d

ò  ஆகும்.

நியல (v)
 y −அச்சிற்கு இ்ப�க்கம் அவமயும் ப்தொ்ரச்சியொன 
வவளவவரயின் �குதியின் (அ்தொவது இரண்்ொவது ்கொற்�குதி 
அல்லது மூன்ைொவது ்கொற்�குதியின் �குதியொகும்) ெமன்�ொடு  
x f y c y d� � �( ),  என்்க. இனி, வவளவவரப �குதியின் 
ஒவபவொரு புளளியிலும் x £ 0  ஆகும். இப�குதியில் x -ன் 
குறி மொைொ்தது குறிபபி்த்தக்கது. வவளவவர,  y −அச்சு, 
y c=  மற்றும் y d=  ்்கொடு்களொல் சூழப�ட் �குதியிவனக 

்கருது்க. இப�குதி �்ம் 9.12-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. என்வ 
�குதி A -இன் �ரப�ளவு கீழ்க்கொணுமொறு ்கணிக்கப�டுகிைது:
 x − அச்சின் மிவ்கபயண் திவெ வழியொ்க ்ேொககும்்�ொது, 
அரங்்கததிவன x x� �  நீளம் மற்றும் அ்கலம் Dy ஆ்கவும் உளள கிவ்மட்ப �டவ்்களொ்க �குக்கப 

(அ்கலம் குவைந்்த நீளமொன பெவவ்கங்்களொ்க)�டுகிைது. இனி,  A  என்�து கிவ்மட் பெவவ்கப 
�டவ்்களின் �ரப�ளவு்களின் கூட்ல் எல்வலயொகும். 

 என்வ, A = lim �� ��
� �
� x y
c y d

= −∫ x dy
c

d
= x dy

c

d

ò  ஆகும்.

நியல (vi)
 y −அச்சிற்கு வலப�க்கம் அவமயும் அ்்த ெமயததில் இ்ப�க்கமும் அவமயும் ப்தொ்ரச்சியொன 
வவளவவரயின் �குதியின் (அ்தொவது அவனதது ்கொற்�குதியிலும் வவளவவர அவ்யும்) ெமன்�ொடு 
x f y c y d� � �( ),   என்்க. xy-்தளததில் x f y= ( )  எனும் வவளவவரவய வவர்க. y −அச்சுககு 
வலப�க்கமும் இ்ப�க்கமும் மொறி மொறி அவமயும் வவளவவரயொனது y c=  மற்றும் y d=
்்கொடு்களொல் பவட்ப�டுகிைது.  [ , ]c d இவ்பவளிவய [ , ]c a1 , [ , ]a a1 2 ,� , [ , ]a dk  எனும் �குதி 
இவ்பவளி்களொ்க, ஒவபவொரு �குதி இவ்பவளியிலும் f y( )  குறி மொைொது இருககுமொறு �குக்க 
்வண்டும். நிவல்கள  (iii) மற்றும் (iv) ஆகியவற்வைப �யன்�டுததி, �குதி இவ்பவளி்களுக்கொன 
அரங்்கங்்களின் �ரபபு்களின் வடிவியல் �ரபபு்கவளத ்தனித்தனியொ்கப ப�ைலொம். 

y

x
O

x f y= ( )

y c=

x
∆y

y d=

�்ம்  9.12

y

x
O

x
f

y
=

(
) y c=

−x ∆y

y d=

�்ம்  9.11

Chapter 9 Applications of Integration.indd   129 26-02-2020   17:59:00



130XII - கணிதவியல்

 என்வ x f y= ( ) , y-அச்சு, y c=  மற்றும் y d=  ்்கொடு்களொல் 
சூழப�ட் �குதியின் வடிவியல் �ரபபு 

A = f y dy f y dy f y dy
c

a

a

a

a

d

k

( ) ( ) ( )
1

1

2

� � �� � ��  எனப ப�றுகி்ைொம்.

     ெொன்ைொ்க �்ம் 9.13-ல் உளள நிழலி்ப�ட்ப �குதியிவனக 
்கருது்வொம். இங்கு  B1 , B2 , B3  மற்றும் B4  ஆகியவவ ்தனித்தனியொனப 
�குதி்களின் வடிவியல் �ரபபு்களொகும். இனி, வவளவவர x f y= ( ) ,  
y-அச்சு மற்றும் y c=  மற்றும் y d= ஆகியவற்ைொல் சூழப�ட் �ரபபின் 
பமொத்த �ரப�ளவு 
 B    =  B B B B1 2 3 4+ + +

  =  f y dy f y dy f y dy f y dy
c

a

a

a

a

a

a

d

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

2

2

3

3

� � � �� � �  ஆகும்.

எடுத்துககோடடு 9.47
 6 5 30x y� � , x − அச்சு, x � �1  மற்றும் x = 3  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�க 

்கொண்்க.
தீர்வு

 ்்தவவயொன அரங்்கததின் �ரப�ொனது �்ம் 9.14-ல் 
நிழலி்ப�டடுளளது. இப�ரப�ொனது x − அச்சின் ்மல் உளளது. 
என்வ ்்தவவயொன �ரபபு,  

 A  =  y dx
−∫ 1

3

=
30 6

51

3 −



−∫
x dx = 30 3

5

2

1

3

x x��

�
�

�

�
�
�

  =  
90 27

5

30 3

5

��
�
�

�
�
� �

� ��
�
�

�
�
� =

96

5
.

எடுத்துககோடடு 9.48

 7 5 35x y� � , x − அச்சு மற்றும் ்்கொடு்கள x � �2  மற்றும் x = 3  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் 
அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.
தீர்வு

 ்்தவவயொன அரங்்கததின் �ரப�ொனது �்ம் 9.15-ல் 
நிழலி்ப�டடுளளது. இப�ரப�ொனது x − அச்சின் ்மல் 
உளளது. என்வ ்்தவவயொன �ரப�ொனது, 

 A  =  y dx x dx
− −∫ ∫= −



2

3

2

3 7 35

5
 

  =  
1

5
7

2
35

2

2

3

x x
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�
�

 

  =  
1

5

63

2
105 84

63

2

�
�
�

�
�
� �

�

�
�

�

�
� � �( ) .

�்ம்  9.14

x=− 1

∆x

y

x( , )5 0

x= 3

O

(6,0)

6

5

30

x
y

�
�

�்ம்  9.15

O x

y

y x
=

−7 35

5

x=− 2

( , )5 0

x= 3

( , )0 7−

∆x (3,0)

( , )−2 0

�்ம்  9.13

y

x

y d=

y c=

O

a3

a2

a1

d

B1

B2

B3

B4
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எடுத்துககோடடு 9.49

 x
a

y
b

2

2

2

2
1� �  என்ை நீளவட்ததினொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.

தீர்வு

 நீளவட்மொனது பேட்ச்சு மற்றும் குற்ைச்சு்கவளப 
ப�ொருதது ெமச்சீரொ்க உளளது. �்ம் 9.16-ல் நீளவட்ம் 
வவரயப�டடுளளது. y -அச்சின் மிவ்கப�குதியின் திவெயில்  
�ொரககும்்�ொது ்்தவவயொன �ரபபு A ஆனது நீளவட்ததின் 

மு்தல் ்கொல் வட்ப �குதியில் y b
a
a x x a� � � ��

�
�

�
�
�

2 2 0, ,  

x -அச்சு, x = 0  மற்றும் x a=  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் 
அரங்்கததின் �ரபவ�ப ்�ொல் ேொன்கு ம்ங்்கொகும். பெங்குத்தொன 
�டவ்்கவளப �யன்�டுததி �ரபபு ்கொணக கிவ்ப�து,

 A =  4 4
0

2 2

0
y dx b

a
a x dx

a a
= −∫ ∫

  =  
4

2 2

4

4

2 2 2
1

0

2b
a
x a x a x

a
b
a

a ab
a

�
� �

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�
� � ��sin

�
�  

குறிப்பு

 x -அச்சின் மிவ்கப �குதிவய திவெயில் �ொரககும்்�ொது 

்்தவவயொன �ரபபு A ஆனது நீளவட்ததின் மு்தல்  ்கொல் வட்ப 

�குதியில் x a
b
b y y b� � � ��

�
�

�
�
�

2 2 0,  y-அச்சு, y = 0  மற்றும் 

y b=  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�ப ்�ொல் 
ேொன்கு ம்ங்்கொகும். கிவ்மட்ப �டவ்்கவளப �யன்�டுததி 
(�்ம் 9.17-ல்) �ரபபு ்கொணக கிவ்ப�து, 

   A =  x dy a
b
b y dy

ba
= −∫∫ 4 2 2

00

    =  
4

2 2

4

4

2 2 2
1

0

2a
b

y b y b y
b

a
b

b ab
b

�
� �

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�
� � ��sin

p
p .

குறிப்பு

 ்ம்ல  உளள முடிவில் b a=  என பிரதியி்க கிவ்ப�து x y a2 2 2� � என்ை வட்த்தொல் 
அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபபு pa2 ஆகும்.

எடுத்துககோடடு 9.50
 y ax2 4=  என்ை �ரவவளயததிற்கும் அ்தன் பெவவ்கலததிற்கும் அவ்�டும் அரங்்கததின் 

�ரபவ�க ்கொண்்க.
தீர்வு

 பெவவ்கலததின் ெமன்�ொடு x a=  ஆகும். இச்பெவவ்கலம் �ரவவளயதவ்த  L a a( , )2  மற்றும் 

L a a1 2( , )−  என்ை புளளி்களில் பவடடுகிைது. ்்தவவயொன �ரபபு �்ம்  9.18ல் நிழலி்ப�டடுளளது. 

x a
b

b y= −2 2

y= 0 (a,0)

y b=

∆y

y

x
O

( , )0 b

�்ம்  9.17

�்ம்  9.16

y

x
O

y
b

a
a

x

=

−2

2

∆x

x= 0

x a=

(a,0)( , )−a 0

( , )0 b

( , )0 −b
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�ரவவளயம் ெமச்சீரொ்க இருப�்தொல் ்்தவவயொன �ரபபு A ஆனது  

y a x= 2  என்ை �ரவவளயததின் �குதி  x -அச்சு, x = 0   மற்றும் x a=  
ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் �ரபவ�ப ்�ொல் இரு ம்ங்்கொகும்.
 என்வ பெங்குத்தொன �டவ்்கவளப �யன்�டுததி �ரபபு ்கொண 
ேமககுக கிவ்ப�து

   A  =  2 2 2 4
2

3

3

2

00
0

y dx a x dx a x
aa

a

= =








∫∫  

    =  4
2

3

8

3

3

2

2

a a a
� � . 

குறிப்பு

 x -அச்சின் மிவ்கப �குதியின் திவெயில், �ரபபு ்கொண 

கிவ்மட் �டவ்்கவள �யன்�டுத்த (�்ம் 9.19-ல் ்கொண்்க) 
ேமககுக கிவ்ககும் �ரப�ொனது

     A =  2 2
4

2

0

2

0

2

( )a x dy a y
a
dy

aa
− = −





∫∫  

  =  2
12

2 2
8

12

8

3

3

0

2

2
3 2

ay y
a

a a
a

a
a

−






= −






= .

குறிப்பு

 ்மற்்கொணும் �ரப�ொனது �ரவவளயததின் பெவவ்கலதவ்த அடிப�க்கமொ்கவும் மற்றும் 
�ரவவளயததின் குவியததிற்கும் முவனககும் உளள தூரதவ்த உயரமொ்கவும் ப்கொண்் �ரபபில் 
மூன்றில் இரண்டு �ங்கு ஆகும். இது �ரவவளயததிற்கு கீழ் உளள �ரப�ளவொனது இவவவளவின் 
அடிப�குதிவய நீளமொ்கவும் வவளவின் உயரதவ்த அ்கலமொ்கவும் ப்கொண்் பெவவ்கததின் �ரபபில் 
மூன்றில் இரண்டு �ங்கு என்ை ஆரககிமிடிஸ் சூததிரதவ்த நிவைவு பெய்கிைது. ்மலும் இப�ரப�ொனது 
பெவவ்கலதவ்த அடிப�க்கமொ்கவும், முவனககும் குவியததிற்கும் உளள தூரதவ்த உயரமொ்கவும் 
ப்கொண்் முக்்கொணததின் �ரபபில்  மூன்றில் ேொன்கு �ங்கிற்குச் ெமம்.
எடுத்துககோடடு 9.51
 x y y� � �5 4 2  என்ை �ரவவளயததிற்கும் y -அச்சிற்கும் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�க 
்கொண்்க.
தீர்வு
 �ரவவளயததின் ெமன்�ொ்ொனது ( ) ( )y x� � � �2 92 . இது  y -அச்சில் 
( , )0 5−  மற்றும் ( , )0 1  வழிச் பெல்கிைது. இ்தன் முவன ( , )9 2− மற்றும் 
�ரவவளயததின் அச்ெொனது y � �2 . ்்தவவயொன �ரபபு �்ம் 9.20-ல் 
நிழலி்ப�டடுளளது.  
 x − அச்சின் மிவ்கப�குதியின் திவெயில் ்ேொககி �ரபபு ்கொண, கிவ்மட்ப 
�டவ்்கவளப �யன்�டுத ேமககுக கிவ்ககும் �ரப�ொனது, 

 A = xdy
�
�
5

1

= ( )5 4 2

5

1

� �
�
� y y dy = 5 2

3

2
3

5

1

y y y
� �

�

�
�

�

�
�
�

=
8

3

100

3
� ��
�
�

�
�
� = 36 .

குறிப்பு

 �ரவவளய வவளவின் �ரப�ொனது அவவவளவின் அடிப�க்கததின் நீளதவ்தப ்�ொல் மூன்றில் 
இரண்டு ம்ங்கின் உயரததின் ம்ங்கு என ்ம்ல உளள ்கணககில் உளளது ்�ொல் ஆரககிமிடிஸ் 
சூததிரதவ்த ெரி பெய்கிைது.

y

x
O

( , )a a2

( , )a 0

( , )a a−2

∆x

y= 0

x a=

y a= 2

�்ம்  9.19

( , )9 2�

(0,1)

x

y

( , )0 5�

O

�்ம்  9.20

�்ம்  9.18

y

x
O

y a x= 2

( , )a a2

( , )a 0

( , )a a−2

∆x

x= 0

x a=
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எடுத்துககோடடு 9.52
 y x= sin  என்ை வவளவவர, x − அச்சு, ்்கொடு்கள x = 0  மற்றும் x � 2�  ஆகியவற்ைொல் 

அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.
தீர்வு

 ்்தவவயொன �ரபபு �்ம் 9.21-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. 
�ரபபின் ஒரு �குதியொனது x − அச்சின் ்மல் x = 0  மற்றும் 

x � �  ஆகியவற்றுககு இவ்யில் அவமந்துளளது. மற்பைொரு 

�குதியொனது x −அச்சின் கீழ் x � �  மற்றும் x � 2�  

ஆகியவற்றுககு இவ்்ய அவமந்துளளது. என்வ ் ்தவவயொன 
�ரப�ொனது.

 A  =  ydx ydx
0

2�

�

�

� �� = sin sinxdx xdx
0

2�

�

�

� �� = �� � � �� �cos cosx x
0

2�

�

�

  =  � �� �� � �� �cos cos cos cos� � �0 2 = 2 2� � = 4 .

குறிப்பு

 sin xdx
0

2�

�  என்ை ப்தொவ்கயி்லின் மதிபபு ்கொண்்�ொம்.  

 
sin xdx

0

2�

� = �� �cos x
0

2� = �� �� �� �cos cos2 0� = 0 .

 என்வ f x dx( )
0

2�

�  என்�து y x= sin , x − அச்சு, ்்கொடு்கள x = 0  மற்றும் x � 2� ஆகியவற்றுககு 

இவ்்ய அவமயும் அரங்்கததின் �ரபவ�க குறிப�தில்வல.

எடுத்துககோடடு 9.53

 y x= cos  என்ை வவளவவர x − அச்சு, ் ்கொடு்கள x = 0  மற்றும் x � �  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் 

அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.

தீர்வு

 ப்கொடுக்கப�ட் வவளவவரயொனது y
x x

x x
�

� �

� � �

�

�
��

�
�
�

  cos ,

cos ,

0
2

2

�

�
�

 வவளவவரயொனது x − அச்சின் ்மல் உளளது. ்்தவவயொன 

�ரபபு, �்ம் 9.22-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. என்வ ் ்தவவயொன �ரபபு

 A  =  ydx
0

�

� = cos cosxdx x dx
0

2

2

�

�

�

� �� �� � = sin sinx x� � �� �
0
2

2

�

�
�

  =  1 0 0 1�� �� �� � = 2 .

O ππ
2

x= 0

x

y

x= π
2

x= π

�்ம்  9.22

�்ம்  9.21

x

y

x = 0 x = 2π

O ( , )π 0

x = π

( , )2 0π
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9.8.3  இரு வளைவளைகைால் அளைபடும் அைஙகத்தின் பைப்பு

         (Area of the region bounded between two curves)

நிளை (i)
 y f x= ( )  மற்றும் y g x= ( )  என்ற இரு வளைவளைகளின 

சமன்பாடுகள் மற்றும் xoy-தைத்தில் f x g x( ) ( )≥ ∀ x a b∈[ , ]  

எனக.  இவ்விரு வளைவளைகளுக்கும்  x a=  மற்றும் x b=  என்ற 

ககபாடுகளுக்கும் இளைகே அளை்டும் அைஙகத்தின ்ைப்பு A -ஐ 

நபாம் கபாணக்பாம்.

 கதளவேபான ்ைப்பு  ்ைம் 9.23-ல் நிழலிைப்்ட்டுள்ைது. ்ைப்பு 
A -ஐக் கபாண அைஙகத்தின ்ைப்ள் அகலம்  Dx என இருக்குமபாறு 

சிறு ்ட்ளைகைபாகப் பிரித்துக் ககபாள்கவபாம். உேைம் f x g x( ) ( )−  எனக் ககபாள்கவபாம்.  

f x g x( ) ( )� � 0  ∀ x a b∈[ , ]  என்ளத கவனத்தில் ககபாள்கவபாம். எல்ளலகளின கூடுதலபாக கசஙகுத்து 

்ட்ளைகளைக் ககபாணடு முனபு கணக்கிட்ை முள்றயில் ்ைப்ள்க் கபாணக்பாம். எனகவ நபாம் க்றுவது,  

A = [ ( ) ( )]f x g x dx
a

b

�� .

குறிப்பு

 y −அச்சின மிளகப் ்குதியின திளசயில் ்பார்க்கும்க்பாது y f x= ( )  என்ற வளைவளைளே கமல் 
வளைவளை (U) மற்றும் y g x= ( )  என்ற வளைவளைளே கீழ் வளைவளை (L) என அளழப்க்பாம். 

இவ்வபா்றபாக நபாம் க்றுவது A y y dxU L
a

b

� ��[ ] .

நிளை (ii) 
 x f y= ( )  மற்றும் x g y= ( ) என்ன இரு வளைவளைகளின 

சமன்பாடுகள் மற்றும் xoy-தைத்தில் f y g y( ) ( )≥ ∀ y c d∈[ , ]  

எனக. இவ்விரு வளைவளைக்கும்  y c=  மற்றும் y d=  என்ற 

ககபாடுகளுக்கும் இளையில் உள்ை அைஙகத்தின ்ைப்பு A -ஐ நபாம் 

கபாணக்பாம். கதளவேபான ் ைப்பு ் ைம்  9.24-ல் நிழலிைப்்ட்டுள்ைது. 
்ைப்பு A -ஐக் கபாண அைஙகத்தின ்ைப்ள் x −அச்சின மிளகப்்குதிளே 

கபாண, Dy  அகலம் உளைே சிறு ்ட்ளைகைபாகப் பிரிப்க்பாம். 
உேைம் f y g y( ) ( )−  எனக் ககபாள்கவபாம். 

 f y g y( ) ( )� � 0 ∀ y c d∈[ , ] என்ளத கவனத்தில் ககபாள்கவபாம். 

எல்ளலகளின கூடுதலபாக கிளைமட்ைப் ் ட்ளைகளைக் ககபாணடு முனபு கணக்கிட்ை முள்றயில் ் ைப்ள்க் 

கபாணக்பாம். எனகவ நபாம் க்றுவது A = [ ( ) ( )]f y g y dy
c

d

−∫ .

குறிப்பு

 x − அச்சின மிளகப் ்குதியின திளசயில் ்பார்க்கும்க்பாது x f y= ( ) என்ற வளைவளை வலது 
வளைவளை (R) எனறும், மற்றும் x = f(y) என்ற வளைவளை இைது வளைவளை (L) எனறும் 

அளழக்கப்்டும் . இவ்வபா்றபாக நபாம் க்றுவது A x x dyR L
a

b

� ��[ ] .

்ைம்  9.23

( , ( ))x f x
y f x= ( )

y g x= ( )

x b=
( , ( ))x g xx a=

y

x
O

y

x

( ( ), )f y y

y d=

( ( ), )g y y

x g y= ( )
x f y= ( )

y c=

O

்ைம்  9.24
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எடுத்துககோடடு 9.54
 y x2 4=  மற்றும் x y2 4=  என்ை �ரவவளயங்்களொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.
தீர்வு

 மு்தலில் வவளவவர்கள பவடடும் புளளி்கவளக ்கொண்்�ொம். இ்தற்கு 
y x2 4=  மற்றும் x y2 4=   என்ை ெமன்�ொடு்கவளத தீரக்க ்வண்டும். 

 இரு ெமன்�ொடு்களிலும் y -ஐ நீக்கக கிவ்ப�து x x4 64= . என்வ  

x = 0  மற்றும் x = 4 . என்வ பவடடும் புளளி்கள ( , )0 0  மற்றும் ( , )4 4  

ஆகும்.  ் ்தவவயொன அரங்கததின் �ரபபு �்ம் 9.25-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. 

 y -அச்சின் மிவ்கப�குதியின் திவெயில் �ொரககும்்�ொது, ்மற்புை 
எல்வலயின் ெமன்�ொடு y x= 2 . 0 4£ £x  மற்றும் கீழ் எல்வலயின் 
ெமன்�ொடு 

 y x
=

2

4
, 0 4£ £x . என்வ ்்தவவயொன �ரபபு,

A y y dx x x dx x x
U L= − = −







=






−








∫ ∫( )

/

0

4
2

0

4
3 2 3

0

2
4

2
2

3 12

44

2
2 8

3

64

12
0

16

3
= ×





−





− =  .

குறிப்பு

 x -அச்சின் மிவ்கப�குதியின் திவெயில் �ொரககும்்�ொது வலது 

எல்வலயின் வவளவவரயின் ெமன்�ொடு  2 4x y= . மற்றும்  இ்து 

எல்வலயின் வவளவவரயின் ெமன்�ொடு  y x2 4= . �்ம் 9.26 

�ொரக்கவும்.  வலது எல்வலயின் ெமன்�ொடு x y= 2 , 0 4£ £y  

மற்றும் இ்து எல்வலயின் ெமன்�ொடு x y
=

2

4
. 0 4£ £y . என்வ 

்்தவவயொன �ரபபு A  என்�து

A x x dx y y dy y y
R L= − = −







=






−








∫ ∫( )

/
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4
2

0

4
3 2 3

0

2
4

2
2

3 12

44

2
2 8

3

64

12
0
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3
= ×





−





− =  .

எடுத்துககோடடு 9.55
 �ரவவளயம் x y2 =  மற்றும் வவளவவர y x=  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் 
�ரபவ�க ்கொண்்க.
தீர்வு

 இரு வவளவவர்களும் y -அச்வெப ப�ொருதது 
ெமச்சீரொ்க உளளன. 

 வவளவவர y x=  ஆனது y
x x
x x

�
�

� �
�
�
�

,  0

0,
.

 இவவவளவவரயொனது �ரவவளயம் x y2 = -ஐ ( , )1 1  
மற்றும் ( , )−1 1  என்ை புளளி்களில் பவடடும். 
 இரு வவளவவர்களுககும் அவ்ப�ட் அரங்்கததின் 
�ரபபு �்ம் 9.27-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. இப�ரப�ொனது 
மு்தல்  மற்றும் இரண்்ொவது ்கொல் வட்ப �குதியில் 
அவமந்துளளன. �ரவவளயம் ெமச்சீரொ்க இருப�்தொல் 
்்தவவயொன �ரபபு மு்தல்்கொல் �குதியில் உளளவ்த ்�ொல் 
இரு ம்ங்்கொகும்

( , )0 0

( , )4 4y
x

= 2

y
x
=

2

4

x= 0

x= 4

y

x
( , )4 0

�்ம்  9.25

�்ம்  9.26

( , )0 0

( , )4 4

x y= 2

x
y
=

2

4

y

x

y = 4( , )0 4

�்ம்  9.27

y
x=

2

y
x

=(
, )

−1
1

( , )1 1y
x

= −

y

x
O (1,0)( , )−1 0
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 முதல் கால் வட்டப் பகுதியில் y x x� � �,0 1  என்ற வளைவளை மேல் உளைது ேற்றும் 

y x x� � �2 0 1,  என்ற வளைவளை கீழ் உளைது. எனமவ மதளவயான பைப்பானது 

   A  =  2 2
0

1
2

0

1

[ ] [ ]y y dx x x dxU L− = −∫ ∫  

    =  2
2 3

2 3

0

1

x x
�

�

�
�

�

�
�  

    =  2 1

2

1

3

1

3
��

�
�

�
�
� � .

எடுத்துக்காட்டு 9.56
 y x= cos  ேற்றும்  y x= sin என்ற வளைவளைகள x = p

4
 ேற்றும் x = 5

4

p என்ற மகாடுகள 

ஆகியவற்றுக்கு இள்டமய உளை அைஙகத்தின பைப்ளபக் காணக.
தீர்வு

 மதளவயான அைஙகத்தின பைப்பு ப்டம் 9.28-ல் நிழலி்டப்படடுளைது. அைஙகத்தின மேல் எல்ளலை 

y x= sin , 
p p
4

5

4
£ £x  ேற்றும் அைஙகத்தின கீழ் எல்ளலை y x= cos  , 

p p
4

5

4
£ £x .  மதளவயான 

பைப்பு, 

 A  =  y y dx x x dx x xU L−( ) = − = − −[ ]∫∫ (sin cos ) cos sinπ

π

π

π

π

π

4

5
4

4

5
4

4

5
4

  =  � ��
�
�

�
�
� � � ��

�
�

�
�
�sin cos sin cos

5

4

5

4 4 4

� � � �   

  =  � ��
�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� � ��

�
�

�
�
� �

�
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�

1

2

1

2

1

2

1

2
 

  =  2
2

2
2

2 2� � .

எடுத்துக்காட்டு 9.57
 x y a2 2 2+ =  என்ற வட்டத்தில் உளை அைஙகத்தின பைப்ளப x h=  என்ற மகாடு இரு பகுதிகைாக 
பிரிக்கின்றது எனில் சிறிய பகுதியின பைப்ளபக் காணக.

தீர்வு

 சிறிய பகுதியின பைப்பு ப்டம் 9.29-ல் நிழலி்டப்படடுளைது. இஙகு 0< <h a  வட்டம்  x -அசளசைப் 

பபாருத்து சைேசசீைாக இருப்பதால் சிறிய பகுதியின பைப்பு,

 A  =  2 2
2 2

2 2
2 2 2

1a x dx x a x a x
ah

a

h

a

− = − + 

















−∫ sin  

  =  2 0
2

1 2
2 2

2
1

2 2 2
1�

�

�
�

�

�
� �

�
� �

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

� �a h a h a h
a

sin ( ) sin  

ப்டம்  9.28

O π
4

π
2

x= 5

4

π

5

4

π3

4

π
π

y

x

x= π
4

x

y

x h=

O
x a=

( , )a 0

ப்டம்  9.29
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  =  a h a h a h
a

2 2 2 2 1

2

��
�
�

�
�
� � � � �

�
�

�
�
�

�sin  

  =  a
h
a

h a h2 1 2 2

2

�
� �

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� � ��sin  

  =  a
h
a

h a h2 1 2 2cos�
�
�
�

�
�
� � � .

எடுத்துககோடடு 9.58
 �ரவவளயம் y x2 4= , ்்கொடு x y� � 3  மற்றும் y -அச்சு ஆகியவற்ைொல் மு்தல் ்கொல் வட்ப 
�குதியில் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.
தீர்வு

 மு்தலில் x y� � 3  மற்றும் y x2 4−  பவடடிக ப்கொளளும் புளளி்கவள ்கொண்்�ொம்.

 x y� � 3  ⇒  y x� �3 .

 � �y x2 4  ⇒  ( )3 42� �x x

  ⇒  x x2 10 9 0� � �

  ⇒  x x= =1 9, .

 x =1 என x y+ = 3 -ல் பிரதியி்க கிவ்ப�து y = 2 . 

 x = 9  என  x y+ = 3  பிரதியி்க கிவ்ப�து y=−6
 என்வ பவடடும் புளளி்கள ( , )1 2 மற்றும் ( , )9 6- ஆகும்.
 ்்கொடு x y� � 3  என்�து y -அச்வெ ( , )0 3  எனும் புளளியில் 

ெந்திககின்ைது. ்்தவவயொன �ரபபு �்ம்  9.30-ல் நிழலி்ப�டடுளளது
 y -அச்சின் மிவ்கப�குதிவய ்ேொககிப �ொரககும்்�ொது வலது 
எல்வலயில் அவமந்துளள வவளவவரயொனது

  x  =  
y y

y y

2

4
0 2

3 2 3

,

,

� �

� � �

�
�
�

��
 

  ∴A  =  x dy x dy y dy y dy+ = + −∫∫∫ ∫
2

0

2

2

3

0

2

2

3

4
3( )

   =  y y y3

0

2
2

2

3

12
3

2

8

12
0 9

9

2
6

4

2

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

��
�
� �

7

6
.

எடுத்துககோடடு 9.59
 ்்கொடு்கள 5 2 15x y� � ,  x y� � �4 0  மற்றும் x-அச்சு ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் 

�ரபவ� ப்தொவ்கயி்ல் மூலம் ்கொண்்க.
தீர்வு

 ்்கொடு்கள 5 2 15x y� � ,  x y� � �4 0  பவடடும் புளளி 1 5,�� � . 5 2 15x y� �   என்ை ்்கொடு 

x-அச்வெ ெந்திககும் புளளி 3 0,� � .  ் ்கொடு x y� � �4 0 , x-அச்வெ �� �4 0,  -ல் ெந்திககிைது. ் ்தவவயொன 
�ரபபு �்ம் 9.31-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. இப�ரப�ொனது x-அச்சின் ்மல் �குதியில் உளளது. 
இப�ரபவ� பெங்குததுப �டவ்்கள அல்லது கிவ்மட்ப �டவ்்கவளப �யன்�டுததி ்கணககி்லொம்.

 பெங்குததுப �டவ்்கவளப �யன்�டுததி அரங்்கததின் �ரபபு ்கொண அரங்்கதவ்த x =1  ்்கொடு 

வழியொ்க இரு பிரிவு்களொ்கப பிரிக்க ்வண்டும்.

( , )0 3

( , )0 2

y

y x2 4�

x

( ,
)

9
6�

x y� � 3

( , )1 2

O

�்ம்  9.30
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 என்வ ேமககு கிவ்ப�து,

   A  =  ydx ydx
�
� ��
4

1

1

3

 

    =  � �� � �
��

�
�

�
�
�

�
� �4

5 15

2
4

1

1

3

x dx x dx

    =  � �
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

�

4
2

5

4

15

2

2

4

1
2

1

3

x x x x  

    =  ��
�
�

�
�
� � � � � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
�

9

2
8

45

4

25

4
 

    =  25

2
5+

    =  35

2
.

 
கிவ்மட்ப �டவ்்கவளப ப்கொண்டு  �ரபபு ்கொணும்்�ொது அரங்கதவ்த இரு �குதி்களொ்கப 

பிரிக்கத ்்தவவயில்வல. இம்முவையில் �ரபபின் வலது �க்க எல்வல 5 2 15x y� �  என்ை ்்கொடு 
மற்றும் இ்து �க்க எல்வல x y� � �4 0  என்ை ்்கொடு ஆகும்.  என்வ ேமககு கிவ்ப�து,

   A  =  x x dy y y dyR L�� � �
�

� � �� ��
��

�
��� �

� �
5

0

5

0
15 2

5
4

    =  7
7

5
7

7

10
5

0 2

5

0

��
��

�
��

� �
�

�
�

�

�
�

� �
�

y dy y y

    =  0 35
35

2

35

2
� � ��
��

�
��
� .

குறிப்பு

 முக்்கொண வடிவததில் உளள அரங்்கததின் அடிப�க்கம் 7 அலகு்களொகும் மற்றும் உயரம்  5 

அலகு்களொ்கவும் உளளது. என்வ ப்தொவ்கயி்வல �யன்�டுத்தொம்ல அ்தன் �ரப�ொனது 
35

2
 என 

்கொணலொம்.
எடுத்துககோடடு 9.60
 �� �1 1, ,  3 2,� � , 0 5,� �  என்�ன A, B, மற்றும் C-யின் புளளி்கள எனில் முக்்கொணம் ABCஆல் 

அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�த ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததி ்கொண்்க.
தீர்வு

 �்ம் 9.32-ஐ �ொரக்க.

 AB -யின் ெமன்�ொடு 
y x�
�

�
�
�

1

2 1

1

3 1
  அல்லது y x� �� �1

4
5

 BC-யின் ெமன்�ொடு 
y x�
�

�
�
�

5

2 5

0

3 0
  அல்லது y x� � � 5

�்ம்  9.31

(
, )

−4 0

( , )1 5−

∆y

y

O
x( , )3 0

( , )1 0

x + y + 4 = 0 5x −2y = 15

A( , )−1 1

B( , )3 2

O ED

C( , )0 5
y

x

�்ம்  9.32
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 AC-யின் ெமன்�ொடு 
y x�
�

�
�
�

1

5 1

1

0 1
  அல்லது y x� �4 5

   ∴ என்வ DABC -யின் �ரபபு
    =  DACO-யின் �ரபபு+ OCBE-யின் �ரபபு −  DABE-யின் �ரபபு

    =  4 5 5
1

4
5

1

0

0

3

1

3

x dx x dx x dx+( ) + − +( ) − +( )
−

−∫ ∫ ∫  

    =  4

2
5

2
5

1

4 2
5

2

1

0
2

0

3
2

1

3

x x x x x x�
�

�
�

�

�
� � � �

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

� �

 

    =  0 2 5
9

2
15 0

1

4

9

2
15

1

4

1

2
5

15

2
− + −( ) + − +





− − +





+ −





=

எடுத்துககோடடு 9.61

 x y2 2 4� �  என்ை வட்ததில்  1 3,� �  எனும் புளளியில் ப்தொடு்்கொடு, பெங்்்கொடு மற்றும் x-அச்சு 

ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ� ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததி ்கொண்்க.

தீர்வு

 x y a2 2 2� �  என்ை வட்ததிற்கு x y1 1,� �  எனும் புளளியில் 

ப்தொடு்்கொடடின் ெமன்�ொடு xx yy a1 1

2� �  என ேொம் 

அறி்வொம். என்வ x y2 2 4� �  என்ை வட்ததிற்கு 1 3,� �  

எனும் புளளியில் ப்தொடு்்கொடடின் ெமன்�ொடு x y+ =3 4 ;  

 அ்தொவது  y x= − −1

3
4( ) . ப்தொடு்்கொடு (4,0) எனும் 

புளளியில் x-அச்வெ ெந்திககிைது. என்வ ப்தொடு்்கொடடின் 
ெொய்வு − 1

3
.  என்வ பெங்்்கொடடின் ெொய்வு − 1

3 . பெங்்்கொடடின் ெமன்�ொடு y x− = −3 3 1( ) ; அ்தொவது 

y x= 3 . இக்்கொடு ஆதி வழிச் பெல்கிைது. ்்தவவயொன �ரப�ொனது அருகில் உளள �்ததில் 

நிழலி்ப�டடுளளது. இப�ரபபிவன இரு வழி்களில் ்கொணலொம்.

முயற 1
 y-அச்சின் மிவ்க திவெயில் ்ேொககி �ொரககும் ்�ொது, ்்தவவயொன அரங்்கததின் �ரப�ொனது 

x-அச்சு, y x= 3  மற்றும் x y� �3 4  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் �ரப�ொகும். இ்தற்கு ydx
a

b

ò  என்ை 

சூததிரதவ்தப �யன்�டுதது்வொம். இ்தற்குத ்்தவவயொன அரங்்கததின் �ரபவ� இரு �குதி்களொ்க 

பிரிததுக ்கொண்்�ொம். ஒரு �குதியொனது x-அச்சு, பெங்்்கொடு y x= 3  மற்றும் x =1ஆகியவற்ைொல் 
அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபபு மற்பைொரு �குதியொனது x-அச்சுத ப்தொடு்்கொடு x y� �3 4  மற்றும் 
x =1 ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபபு ஆகும்.

    ∴  ்்தவவயொன �ரபபு =  y dx y dx x dx x dx
0

1

1

4

0

1

1

4

3
1

3
4∫ ∫ ∫ ∫+ = + − −( )
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முயற 2
 x-அச்சின் மிவ்க திவெயில் ்ேொககி �ொரககும் ்�ொது, ்்தவவயொன அரங்்கததின் �ரப�ொனது 

y x= 3 , x y� �3 4 , y = 0  மற்றும் y = 3  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் �ரப�ொகும். இப�ரபவ�க 

்கொண x x dyR Lc

d
−( )∫  என்ை சூததிரதவ்தப �யன்�டுத்த ்வண்டும். 

 இங்கு c = 0 , d = 3 , xR   என்�து ப்தொடு்்கொடு x y� �3 4   மற்றும் xL  என்�து பெங்்்கொடு 

y x= 3  இன் x  மதிப�ொகும்.

   ∴ ்்தவவயொன �ரபபு =  x x dy y y dyR Lc

d
−( ) = −( ) −



∫ ∫ 4 3

30

3

 

    =  4
2

3
2 3
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�
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� �
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�
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3

2 3
2 3� � � .

y = f1(x), y = f2(x) ரகதாடுகள் x a==  ெறறும் x b== , a b<<  ஆகிைவறறதால் அயட்படும் அரங்க்ததின 
்பரபய்பக் கதாண வழிமுயறகள்:
 y-அச்சுககு இவணயொ்க அரங்்கததின் ்தளதவ்த பவடடும் வவ்கயில் ்தன்னிச்வெயொ்க ஒரு ்்கொடு 
வவர்க. மு்தலில் அரங்்கததிற்குள நுவழயும் ்்கொடடின்  y-புளளிவயக ்கொண்்க. இவ்த yENTRY   என 

அவழக்கவும். அடுத்தொ்க அரங்்கததிற்குள இருந்து பவளி்யறும் ்்கொடடின் y-புளளிவயக ்கொண்்க. 
இவ்த yEXIT  என அவழக்கவும். வவளவவர்களின் எல்வலச் ெமன்�ொடு்கவளக ப்கொண்டு yENTRY  

மற்றும் yEXIT  ்கொண முடியும். என்வ ்்தவவயொன �ரபபு 
[ ]x xEXIT ENTRY−

 .

x = g1(y), x = g2(y) ரகதாடுகள்  y c==  ெறறும் y d== , c d<<  ஆகிைவறறதால் அயட்படும் அரங்க்ததின 
்பரபய்ப கதாண வழிமுயறகள்:
 x-அச்சுககு இவணயொ்க அரங்்கததின் ்தளதவ்த பவடடும் வவ்கயில் ்தன்னிச்வெயொ்க ஒரு ்்கொடு 
வவர்க. 
 மு்தலில் அரங்்கததிற்குள நுவழயும் ்்கொடடின் x-புளளிவயக ்கொண்்க. இவ்த xENTRY  என 

அவழக்கவும். 
 அடுத்த்தொ்க அரங்்கததிற்குள இருந்து பவளி்யறும் ்்கொடடின் x-புளளிவயக ்கொண்்க. இவ்த xEXIT  

என அவழக்கவும். வவளவவர்களின் எல்வலச் ெமன்�ொடு்கவளக ப்கொண்டு  xENTRY  மற்றும் xEXIT  

்கொண முடியும். என்வ ்்தவவயொன �ரபபு [ ( ) ( )]f y g y dy
c

d

−∫ [ ]x xEXIT ENTRY− dy. 

பயிறசி 9.8

 1. 3 2 6 0x y� � � , x � �3 , x =1 மற்றும் x-அச்சு ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் 
�ரபவ�க ்கொண்்க.

 2. 2 1 0x y� � � , y � �1, y = 3  மற்றும் y-அச்சு ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் 

�ரபவ�க ்கொண்்க.
 3. வவளவவர, 2 02� � � �x x y , x-அச்சு, x � �3 மற்றும் x = 3  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் 

அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.
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 4. ்்கொடு y x� �2 5  மற்றும் �ரவவளயம் y x x� �2 2  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் 
�ரபவ�க  ்கொண்்க.

 5. வவளவவர்கள y x= sin , y x= cos  மற்றும் ்்கொடு்கள x = 0  மற்றும் x � � ஆகியவற்றுககு 

இவ்்ய அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.

 6. y x= tan , y x= cot  மற்றும் ்்கொடு்கள x = 0 , x � �
2

, y = 0 ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் 

அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.

 7. �ரவவளயம் y x2 =   மற்றும் ்்கொடு y x� � 2  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் 

�ரபவ�க ்கொண்்க.

 8. ஒரு குடும்�த ்தவலவர, x = 0 , x = 4 , y = 4  மற்றும் y = 0  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் ெதுர 

நிலததின் �ரபவ�  y x2 4=  மற்றும் x y2 4=  என்ை வவளவவர்களின் வொயிலொ்க ்தன்னுவ்ய 
மவனவி, ம்கள  மற்றும் ம்கன் ஆகி்யொர்களுககு மூன்று ெம�ொ்கங்்களொ்கப பிரிக்க 
விரும்புகிைொர. அவவொறு பிரிக்க இயலுமொ? பிரிக்க இயலும் எனில் ஒவபவொருவருககும் 
கிவ்ககும் �ரபவ�க ்கொண்்க.

 9. P என்�து y x� �� � �2 1
2  என்ை வவளவவரககு ஒரு மீச்சிறு புளளி. Q என்ை புளளியொனது,  

PQ-ன் ெொய்வு  2 உளளவொறு வவளவவரயின் ்மல் உளளது எனில் வவளவவரககும் ேொண்  
PQ-ககும் இவ்யில் அவ்�டும் �ரபவ�க ்கொண்்க.

 10. x y2 2 16� �  என்ை வட்ததிற்கும் y x2 6=  என்ை �ரவவளயததிற்கும் ப�ொதுவொன 
அரங்்கததின் �ரபவ�க ்கொண்்க.

9.9  ஒர் அச்கசைப் தபோருத்து பைப்கப சுழறறுவ�ோல அகடைய தபறும் 
திடைப்தபோருளின் கனஅளவு 

       (Volume of a solid obtained by revolving area about an axis)
 ஒரு நிவலயொன அச்வெப ப�ொருதது சுழற்று்தலில் அவ்யபப�றும் தி்பப�ொருள்களின் ்கன 
அளவு்கவளக ்கண்்றிய வவரயறுத்த ப்தொவ்கயி்ல் �யன்�டுகிைது. ஒரு 
நிவலயொன அச்வெப ப�ொருதது சுழற்சியொல் அவ்யப ப�றும் 
தி்பப�ொருள என்�து ப்கொடுக்கப�டடுளள ்தளததில் உளள 
அரங்குப�குதிவய ஒரு நிவலயொன அச்வெப ப�ொருதது ்தளததில் முழு 
சுற்று சுற்றுவ்தொல் தி்பப�ொருள ஒன்று உருவொகிைது எனப 
ப�ொருள�டுகிைது. உ்தொரணமொ்க x-அச்சிற்கு ்மல் x y a2 2 2� � எனும் 
வட்ததின் உட�குதியில் அவமந்்த அவரவட்ப �குதியிவனக 
்கருது்வொம். ்கொண்்க �்ம் 9.34.

 x-அச்வெ ப�ொருதது, இப�குதிவய ஒரு முழு சுழற்சிககு உட�டுததினொல்   
( 360° -க்கொன சுழற்சி 2p ஆவரயன்்கள ஆகும்) உருவொகும் ப�ொருள 
்்கொளமொகும். 
 அ்்த ் �ொல் a ஆரம் மற்றும் h உயரம் ப்கொண்் ஒரு ் ேரவட் உருவளவயப 
ப�ை xy-்தளததில் y = 0 , y a= , x = 0  மற்றும் x h=  ்்கொடு்களொல் சூழப�ட் 
பெவவ்கப �குதிவய ்கருது்வொம். �்ம் 9.35-ல் ்கொண்்க.  இப�குதிவய x-அச்வெப 
ப�ொருதது ஒரு முழு சுழற்சிககு உட�டுததினொல் (360° -க்கொன சுழற்சி 2p
ஆவரயன்்கள ஆகும்) உருவள எனப�டும் தி்பப�ொருள உருவொகிைது.

 சுழற்சியில் ஏற்�டும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவிவன x-அச்வெப ப�ொருதது அல்லது y-அச்வெப 
ப�ொருதது மடடு்ம இப�ொ்ப�குதியில் ்கண்்றி்வொம். 

x a= −
y

xO

x y a2 2 2+ =

x a=

�்ம்  9.34

y a�

x 0�

y 0�

x h�
O x

y

�்ம்  9.35
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 x-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்சியொல் ஏற்�டும் தி்ப ப�ொருவளக ்கருதும்்�ொப்தல்லொம் x-அச்சிற்கு 
்மல் உளள x-அச்சில் சுழலும் ்தளம் அரங்்கமொகும். என்வ, இவவரங்கில் y ≥ 0  ஆகும். y-அச்வெப 
ப�ொருதது சுழற்சியொல் ஏற்�டும் தி்பப�ொருவளக ்கருதும்்�ொப்தல்லொம் y-அச்சிற்கு ்மல் உளள 
y-அச்சில் சுழலும் ்தளம் அரங்்கமொகும். என்வ, இவவரங்கில் x ≥ 0  ஆகும். y f x� � � , x-அச்சு 

மற்றும் x a=  மற்றும் x b a� �  ஆகியவற்றின் வரம்பிற்குட�டடு x-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்சியொல் 
மு்தல் ்கொற்�குதியில் ஏற்�டும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவு ்கொணும் சூததிரம் ்கொண்்�ொம்.  r ஆரமும் 
h உைரமும் மகதாண்ட ஒரு உருயளயின் அய்்தது க்அளவுகளும் கணக்கிடப்படுகினற் க்அளவு 
சூ்ததிரம்  pr h2  என்பரத ஆகும். 

 x a=  மற்றும் x b a� �  ஆகிய இரு ்்கொடு்களுககிவ்்ய y-அச்சிற்கு இவணயொ்க இருககும் 

ஒவபவொரு ்்கொடும் y f x� � �  வவளவவரவய மு்தல் ்கொற்�குதியில் ஒ்ர ஒரு புளளியில் மடடு்ம 

பவடடும் எனக ்கருது்வொம். a b,� �  இவ்பவளிவய 

a x x x x x bn n� � � � � � ��0 1 2 1... , x x x b a
ni i� � �
�

�1 � , i n=1 2, ,...,  எனும்�டி

 n  துண்டு்களொ்க x x xn1 2 1, ,..., −  என வகுப்�ொம்.

   xy-்தளததிலுளள அரங்்கததிலுளள ஒவபவொரு i n� �0 1 2 1, , ,..., -ககும்,  

xi  மற்றும் x xi � � -ககு இவ்ப�ட் அரங்்கமொனது ்்தொரொயமொ்க  x-அச்சு 

மற்றும் y f x� � �  வவளவவரககு இவ்ப�டடு அவமந்்த x xi= -ல் உளள 
ஒவபவொரு எண்ணற்ை சிறு பெவவ்கங்்களின் சுழற்சியொல் ஏற்�டும் ஒரு 
அடிப�வ்யொன தி்பப�ொருள ்்தொரொயமொ்க yi  ஆரமொ்கவும் Dx
உயரமொ்கவும் ப்கொண்டிருககும் ஒரு பமல்லிய உருவளத ்தடடிவன உருவொககும். �்ம் 9.36-ல் ்கொண்்க. 
x xi= -ல் உளளஉருவளத ்தடடின் ்கன அளவு � y xi

2� , i n� �0 1 2 1, , ,...,  ஆகும். இந்்த அடிப�வ்யொன 
்கன அளவு்கள அவனததும் கூட், சுழற்சியொல் ஏற்�டும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவின் ்்தொரொய 

மதிபபு � y xi
i

n
2

0

1

�
�

�

�  எனக கிவ்ககும்.

 Dx சிறிய்தொ்க ்மலும் சிறிய்தொ்க எனும்�டி �x �� �0 , n ப�ரிய்தொ்க ்மலும் ப�ரிய்தொ்க ஆகிைது. 

n ��� �  இனி � y xi
i

n
2

0

1

�
�

�

�  என்�து சுழற்சியொல் ஏற்�டும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவவ அணுகும். 

என்வ சுழற்சியொல் ஏற்�டும் தி்ப ப�ொருளின் ்கன அளவுπ y dx
a

b
2∫  ஆகும்.

 அ்்த்�ொன்று y-அச்சு ப�ொருதது வவளவவர x f y� � � , y-அச்சு, மற்றும் 
y c=  மற்றும் y d c� �  ்்கொடு்கள ஆகியவற்றின் வரம்பிற்குட�டடு சுழலும் 

தி்பப�ொருளின் ்கன அளவு ்கொணும் சூததிரம் ்கண்்றி்வொம்.
  y c=  மற்றும் y d c� �  ஆகிய ்்கொடு்களுககிவ்்ய வவளவவர 

x f y� � � , yஅச்சிற்கு வலப�க்கமொ்க அவமகிைது.

 y c=  மற்றும் y d c� �  ஆகிய ்்கொடு்களுககிவ்்ய x-அச்சிற்கு இவணயொ்க இருககும் 

ஒவபவொரு ்்கொடும் y f x= ( )  வவளவவரவய மு்தல் ்கொற்�குதியில் ஒ்ர ஒரு புளளியில் மடடு்ம 
பவடடும் எனக ்கருது்வொம். �்ம் 9.37-ல் ்கொண்்க. என்வ சுழற்சியொல் ஏற்�டும் தி்பப�ொருளின் 

்கன அளவு π x dy
c

d
2∫  ஆகும்.

x

y

x a=
O ∆x

y f x= ( )

x b=
�்ம்  9.36

x

y

∆y

y d=

y c=
x f y= ( )

O

�்ம்  9.37
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எடுத்துககோடடு 9.62
 ஆரம் a உவ்ய ்்கொளததின் ்கன அளவவக ்கொண்்க.
தீர்வு

 x y a2 2 2� �  என்ை வட்ததிற்கும் x-அச்சுககும் இவ்்ய அவமயும்  

்மல் அவர வட்ததின் அரங்்கததின் �ரபவ� x-அச்வெப ப�ொருதது  
சுழற்றினொல் ஆரம் a உவ்ய ்்கொளததின் ்கன அளவவக ்கொணலொம்.  
�்ம் 9.38ஐ �ொரக்க.

 அரங்்கததின் எல்வல்கள y a x� �2 2 ,  x-அச்சு, ்்கொடு்கள x a� �  மற்றும் 

x a= . 
 என்வ ்்கொளததின் ்கன அளவு, V y dx a x dx

a

a

a

a
= = −( )

− −∫ ∫π π2 2 2  

  =  2 2 2

0
π a x dx

a
−( )∫ , ப்தொவ்க ெொரபு a x2 2�� �  ஆனது இரடவ்ப �வ்ச் ெொரபு

  =  2
3

2
3

4

3

2
3

0

3
3

3� � �a x x a a a
a

�
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� � .

எடுத்துககோடடு 9.63
 ஆரம் r மற்றும் உயரம் h  உவ்ய ்ேரவட்க கூம்பின் ்கன அளவவக ்கொண்்க. 
தீர்வு

 மு்தல் ்கொற்வட்ப�குதியில் உளள  முக்்கொண அரங்்கததின் 

�ரப�ொனது y r
h
x=  , x-அச்சு, ்்கொடு்கள x = 0  மற்றும் x h= . x-அச்வெப 

ப�ொருதது சுழற்றினொல் அடிப�க்க ஆரம்  r மற்றும் உயரம் h உவ்ய 
்ேரவட்க கூம்வ� ப�ைலொம். �்ம் 9.39-ல் ்கொண்்க. 
 என்வ கூம்பின் ்கன அளவொனது,

V y dx r
h
x dx r

h
x dx r

h
xh

= = 





= 





= 













∫π π π π2

0

2 2

2

2 3

3
 =∫∫

0
00

2

3

h
hh r hπ

எடுத்துககோடடு 9.64
 ஆரம் r மற்றும் உயரம்  h உவ்ய ்்கொள வடிவ ப்தொபபியின் ்கன அளவவக ்கொண்்க.
தீர்வு

 வட்ம் x y r2 2 2� � , x-அச்சு, ்்கொடு்கள x r h� �  மற்றும் 
x r=  ஆகியவற்ைொல் சூழப�ட் மு்தல் ்கொல் வட்ப �குதியில் 
உளள அரங்்கததின் �ரபவ�  x-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றும்்�ொது 
உருவொகும் தி்பப�ொருளொனது , ஆரம் r, உயரம் h உவ்ய ்்கொள 
வடிவத ப்தொபபியொகும். �்ம்  9.40-ல் ்கொண்்க.  என்வ ் ்தவவயொன 
்கன அளவு

   V  =  π π πy dx r x dx r x x
r h

r

r h

r

r h

r
2 2 2 2

3

3
= −( ) = −





−

−
− ∫∫

    =  � �r r r h
r r h

r h
r r r h rh h

2

3 3

2

3 3 2 2

3

3 3
� �� �� � �

� �� �� ��

�

�
��

�

�

�
��
� �

� � � � 33

3

� �� ��

�

�
�

�

�

�
�

 

    =  � �
3

3

1

3
3

2 3
2rh h h r h��

�
�

�

�
� � �� � .

�்ம்  9.38

y

xO

y
a

x

=

−2

2

x a=x a=−

z = 0

O h
r

y
r

h
x

=x h=

x

y

�்ம்  9.39

x

x
r
=

x
y

h
=

−

r
O

S

y

h S

O r

�்ம்  9.40
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குறிப்பு

 ்ம்ல உளள ்்கொள வடிவத ப்தொபபியின் ்கன அளவவ ப்தொபபியின் ஆரம் மூலமும் எழு்தலொம். 
ρ  என்�து ்்கொள வடிவத ப்தொபபியின் ஆரம் எனில் � 2 2 2� �� � �r h r .

 என்வ r h
h

�
�� 2 2

2
. ்ம்ல உளள ்கன அளவில் r-ன் மதிபவ� பிரதியி், ேொம் ப�றுவது

V h h
h

h h h h�
��

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

1

3
3

2

1

3

3

2

1

6

2
2 2 2 2

�
�

�
�

� 33 2 2� �� h .

எடுத்துககோடடு 9.65
 �ரவவளயம் y x= 2 , x-அச்சு, ்்கொடு்கள x = 0  மற்றும் x = 1 ஆகியவற்ைொல் 
அவ்ப�டடுளள அரங்்கததின் �ரபவ� x-அச்வெப ப�ொருததுச் சுழற்றினொல் உருவொகும் 
தி்பப�ொருளின்  ்கன அளவவக ்கொண்்க..
தீர்வு

 x-அச்வெப ப�ொருததுச் சுழற்ைப�டும் அரங்்கததின் �ரப�ொனது 
�்ம் 9.41-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. என்வ, ்்தவவயொன ்கன 
அளவொனது

   =  π πy dx2

0

1

=∫

    =  π x dx2
2

0

1

( )∫

    =  p x5

0

1

5










  

    =  p p1

5
0

5
−











= .

எடுத்துககோடடு 9.66

 x
a

y
b

a b
2

2

2

2
1� � �,  என்ை அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபபிவன பேட்ச்வெப ப�ொருததுச் 

சுழற்றினொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கனஅளவவக ்கொண்்க.
தீர்வு

 நீள வட்மொனது இரு அச்சுக்கவள ப�ொருதது ெமச்சீர ஆகும். 
x-அச்ெொனது பேட்ச்சு ஆகும். சுழற்ைப�டும் அரங்்கததின் �ரப�ொனது �்ம் 
9.42-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. என்வ ்்தவவயொன ்கன அளவொனது,

   V  =  π πy dx b
a
a x dx

a

a

a

a2
2

2
2 2

− −∫ ∫= −( )
    =  2 2

2

2 2

0

πb
a

a x dx
a

−( )∫  (  ப்தொவ்கச் ெொர�ொனது இரடவ்ப�வ்ச் ெொரபு)

    =  2

3

2

3

2 2

3

2

2

2
3

0

2

2

3
3 2

2

3� � �b
a

a x x b
a

a a b
a

a
a

�
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

44

3

2�ab  

குறிப்பு

 x
a

y
b

2

2

2

2
1� �   என்ை நீளவட்ததிற்குள அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ� y-அச்வெப ப�ொருதது 

சுழற்றினொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவொனது 4

3

2πa b . இததி்பப�ொருள நீளவட் 

திண்மம் (ellipsoid) என அவழக்கப�டும்..

x
O

y x= 2

x= 0
x= 1

y

�்ம்  9.41

O

y

x

(0, b)

(a,0)(-a,0)

�்ம்  9.42
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எடுத்துககோடடு 9.67
 �ரவவளயம் x y� �2 1, y-அச்சு, மற்றும் ்்கொடு்கள y =1 மற்றும் y � �1 ஆகியவற்ைொல் 
அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ� y-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் 
்கன அளவவத ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததி ்கொண்்க.
தீர்வு

 �ரவவளயம் x y� �2 1 ஆனது y x2 1� �  ஆகும். இது  x-அச்வெப 

ப�ொருததுச் ெமச்சீர மற்றும் இ்தன் முவன 1 0,� �  மற்றும் குவியம் 
5

4
0,

�
�
�

�
�
�  

ஆகும். சுழற்ைப�டும் அரங்்கததின் �ரபபு �்ம் 9.43-ல் நிழலி்ப�டடுளளது. 

என்வ ்்தவவயொன ்கன அளவு

  V  =  π x dy2

1

1

−∫

   =  π y dy2
2

1

1

1+( )
−∫

   =  2 2 14 2

0

1

π y y dy+ +( )∫ , (  ப்தொவ்கச் ெொர�ொனது இரடவ்ப�வ்ச் ெொரபு)

   =  2
5

2
3

2
1

5

2

3
1

56

15

5 3

0

1

� � �
y y y� �

�

�
�

�

�
� � � ��

�
�

�
�
� � .

எடுத்துககோடடு 9.68

 வவளவவர y x� �
3

4
162 , x ≥ 4 , y-அச்சு, மற்றும் ் ்கொடு்கள y =1 மற்றும் y = 6  ஆகியவற்ைொல் 

அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ�  y-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் 
்கனஅளவவ ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததிக ்கொண்்க.
தீர்வு

 ப்கொடுக்கப�ட்து y x x y
� � � � �

3

4
16

16 9
12

2 2

. என்வ ப்கொடுக்கப�ட் 

வவளவவரயொனது அதி�ரவவளயம் 
x y2 2

16 9
1� �  மற்றும் ்்கொடு்கள y =1 

மற்றும் y = 6  ஆகியவற்றுககு இவ்ப�ட் ஒரு �குதியொகும். இப�குதி 

x-அச்சில் ்மல் உளளது. 

 சுழற்ைப�டும் அரங்்கததின் �ரப�ொனது �்ம் 9.44-ல் நிழலி்ப�டடுளளது.

 y-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் அதி�ரவவளயததின் ஒரு �குதியின் ெமன்�ொ்ொனது

x y� �
4

3
9 2 . உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவு

   V  =  π π πx dy y dy y dy2

1

6
2

2

1

6
2

1

64

3
9

16

9
9∫ ∫ ∫= +





= 





+( )

    =  π π16

9
9

3

16

9
54 72 9

1

3

563

1
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= 





+( ) − +





=y y
( )

000

27
π  

x y� �2 1

x

y

y = 1

y = -1

�்ம்  9.43

�்ம்  9.44

y 6=

y =1
x

y
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எடுத்துககோடடு 9.69
 வவளவவர y x= log , y = 0 , x = 0  மற்றும் y = 2  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் 
�ரபவ�  y-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கனஅளவவத 
ப்தொவ்கயி்வலப �யன்�டுததிக ்கொண்்க.
தீர்வு

 சுழற்ைப�டும் அரங்்கததின் �ரபபு �்ம் 9.45-ல் நிழலி்ப�டடுளளது.
 y-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் 
்கனஅளவொனது

 V =  π π πx dy e dy e dyy y2
2

0

2

0

2
2

0

2

= ( ) =∫∫ ∫  = p
pe e

y2

0

2

4

2 2
1










 = −( ) .

பயிறசி 9.9
 1. y x= 2 2 , y = 0  மற்றும் x = 1  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ� x-அச்வெப 

ப�ொருததுச் சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கனஅளவவக ்கொண்்க.
 2. y e x= −2  y = 0,   x = 0 மற்றும் x = 1 ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ� x-அச்வெப 

ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கனஅளவவக ்கொண்்க.

 3. x y2 1� �  மற்றும் y = 3  ஆகியவற்ைொல் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ� y-அச்வெப 
ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்ப ப�ொருளின் ்கனஅளவவக ்கொண்்க.

 4. y x=  மற்றும் y x= 2  என்ை வவளவவர்களுககுள அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபபு R எனில் 
�ரபபு R-ஐ,  x-அச்வெப ப�ொருதது  360°  சுழற்றும்்�ொது உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கன 
அளவவக ்கொண்்க.

 5. ஒரு ப்கொள்கலன் (container) ஆனது ்ேரவட்க கூம்பின் 
இவ்க்கண்்ம்  (frustum of a cone) வடிவில் �்ம் 9.46-ல் உளளவொறு 
அவமந்துளளது எனில் அ்தன் ்கனஅளவவத ப்தொகுதியி்வலப 
�யன்�டுததி ்கொண்்க.

 6. ஒரு ்தரபூெணியொனது நீளவட் திண்ம வடிவில் (ellipsoid shape) 
உளளது. இந்்த நீளவட் தின்மதவ்த  ப�ை பேட்ச்சின் நீளம் 20 பெ.மீ . குற்ைச்சின் நீளம் 10 
பெ.மீ ப்கொண்் நீளவட்தவ்த பேட்ச்வெப ப�ொருதது சுழற்ை ் வண்டும் எனில் ்தரபூெணியின் 
்கனஅளவவ ப்தொகுதியி்வலப �யன்�டுததி ்கொண்்க.

பயிறசி 9.10

மகதாடுக்கப்படட நதானகு ெதாறறு வியடகளிலிருநது சரிைதா் அல்லது மிகவும் ஏறபுயடை 
வியடயிய்்த ரதர்நமதடுக்கவும் :

 1.  dx
x4 9 2

0

2

3

�
�  இன் மதிபபு 

(1) p
6

  (2) p
2

  (3) p
4

  (4) p  

 2. x dx
−∫ 1

2

  இன் மதிபபு 

(1) 1

2
 (2) 3

2
 (3) 5

2
 (4) 7

2

y = 0
x = 0

O

y

x
y = 2

y x= log

�்ம்  9.45

1 m

2 m

2 m

�்ம்  9.46
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 3. ஒவபவொரு n∈ -ககும்  e n x dxxcos cos ( )
2 3

0
2 1�� ��

�
 இன் மதிபபு 

  (1) p
2

  (2) p   (3) 0 (4) 2

 4. sin cos2

2

2

x x dx
−

∫
π

π

 இன் மதிபபு 

  (1) 
3

2
 (2) 

1

2
 (3) 0 (4) 

2

3

 5. tan tan− −

− +






+ +













∫ 1

2

4

1
4

24

4

1

1x
x

x
x

dx  இன் மதிபபு

  (1) p  (2) 2p  (3) 3p  (4) 4p

 6. 2 3 7 17 5 3

2

4

4
x x x x

x
dx− + − +



−∫ cos

π

π

 இன் மதிபபு 

  (1) 4 (2) 3 (3) 2 (4) 0

 7. f x t t dt
x

( ) cos= ∫  
0

, எனில் 
df
dx

=

  (1) cos sinx x x−  (2) sin cosx x x+  (3) x xcos  (4) x xsin

 8. y x2 4=  என்ை �ரவவளயததிற்கும் அ்தன் பெவவ்கலததிற்கும் இவ்்ய �ரப�ொனது

  (1) 
2

3
 (2) 

4

3
 (3) 

8

3
 (4) 

5

3

 9.  x x dx( )1 99

0

1

−∫  இன் மதிபபு 

  (1) 1

11000
 (2) 1

10100
 (3) 1

10010
 (4) 1

10001

 10.  dx
x1 50 +∫ cos

π
  இன் மதிபபு 

  (1) p
2

 (2) p  (3) 3

2

p  (4) 2π

 11. If 
Γ

Γ
( )

( )

n
n
+ =2

90  எனில் n  இன் மதிபபு 

  (1) 10 (2) 5 (3) 8 (4) 9

 12.  cos3

0

6 3x dx 

π

∫  இன் மதிபபு 

  (1) 2

3
 (2) 2

9
 (3) 1

9
 (4) 1

3

 13.  e n x dxxcos cos ( )
2 3

0
2 1�� ��

�
sin4

0
x dx 

�

� � இன் மதிபபு 

  (1) 3

10

p  (2) 3

8

p  (3) 3

4

p  (4) 3

2

p
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 14. e x dx nx n−∞

∫ =
0

!e x dxx��
�� 3 2

0
 இன் மதிபபு 

  (1) 7

27
 (2) 5

27
 (3) 4

27
 (4) 2

27

 15. 1

4 820 +
=∫ x

dx
a π  எனில் a  இன் மதிபபு 

  (1) 4 (2) 1 (3) 3 (4) 2

 16. y x a x2 � �( )  என்ை வவளவவரயில் அவ்�டும் அரங்்கததின் �ரபவ� x-அச்வெப ப�ொருதது 
சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவு

  (1) pa3  (2) 
pa3

4
 (3) 

pa3

5
 (4) 

pa3

6

 17. If f x e
u
du x

ux
( ) ,

sin

= >∫ 1
1

 மற்றும் 
e
x
dx f a f

xsin

( ) ( )

2

1

2
1

1

3

� �� ��   எனில்  a ப�ைககூடிய ஒரு 

மதிபபு
  (1) 3 (2) 6 (3) 9 (4) 5

 18.  sin−( )∫ 1
2

0

1

x dx  இன் மதிபபு 

  (1) �
2

4
1�  (2) �

2

4
2�  (3) �

2

4
1�   (4) �

2

4
2�

 19. a x dx
a

2 2

0

3

−( )∫  இன் மதிபபு 

  (1) pa3

16
  (2) 3

16

4pa   (3) 3

8

2pa   (4) 3

8

4pa  

 20. f t dt x t f t dt
x

x
( ) ( )� � ��

1

0
எனில் f ( )1  இன் மதிபபு 

  (1) 1

2
  (2) 2 (3) 1 (4) 3

4
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போடைச்சுருககம்

(1) வகையறுத் த�ோககயிடைலின் கூடடைலின் எலகலை

   (i) f x dx
a

b

( )ò =  lim ( )
n

r

nb a
n

f a b a r
n→∞

=

− + −



∑

1

   (ii)    =f x dx
n

f r
n n

f r
nn

r

n

n
( ) lim lim=












∫ ∑

→∞
=

→∞
0

1

0

1 1 
=
∑
r

n

1

.

(2) வகையறுத்� த�ோககயிடைலின் பணபுகள்

   (i)  f x dx f u du
a

b

a

b

( ) ( )=∫ ∫  (ii) f x dx f x dx
b

a

a

b

( ) ( )= −∫∫

   (iii) f x dx f x dx f x dx
a

c

a

b

c

b

( ) ( ) ( )= +∫∫ ∫   (iv) f x dx f a b x dx
a

b

a

b
( ) ( )∫ ∫= + −

   (v) f x dx f a x dx
a a

( ) ( )
0 0∫ ∫= −  (vi) f x dx f x f a x dx

a a
( ) ( ) ( ) .

0

2

0
2∫ ∫= + −[ ]

   (vii) f (x) ஓர  இரடவ்ப �வ்ச் ெொரபு எனில் f x dx f x dx
a

a a
( ) ( ) .

−∫ ∫= 2
0

  (viii)  f (x) ஓர  ஒற்வைப �வ்ச் ெொரபு எனில் f x dx
a

a
( ) .

−∫ = 0

   (ix)   f a x f x( ) ( ),2 − =  எனில் f x dx f x dx
a a

( ) ( ) .
0

2

0
2∫ ∫=

   (x) f a x f x( ) ( ),2 − = −  எனில் f x dx
a

( ) .
0

2

0∫ =

   (xi) f a x f x( ) ( )− =  எனில் x f x dx a f x dx
a a

( ) ( )=∫ ∫2
0 0

 

(3) தபர்நனோலி சூத்திைம்

  uvdxò =
 
uv( )1

− + − +u v u v u v( )

( )

( )

( )

( )

( )

1

2

2

3

3

4  .

(4) குக்றப்புச் சூத்திைஙகள்

  (i)  sinn x dx
0

2

π

 ∫ = cosn x dx
0

2

π

∫ =

( ) ( )

( )
, , , ,

( ) ( )

( )

n
n

n
n

n

n
n

n
n

−
×
−
−
× × × =

−
×
−
−
×

1 3

2

1

2 2
2 4 6

1 3

2

 

p
vdpy;

 × =











2

3
3 5 7, , ,vdpy; n

 (ii) n இரடவ்ப�வ் எண் மற்றும் m  இரடவ்ப�வ் எனில்

  sin cos
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

(m nx x dx n
m n

n
m n

n
m n m

m
�

�
�

�
� �

�
� � �

�1 3

2

5

4

1

2

1
�

)) ( )

( )

( )

( )m
m
m

m
m

�
�

�
��

3

2

5

4

1

2 2
0

2

�

p

p
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  (iii) n  ஒற்வைப�வ் எண் மற்றும் m மிவ்க முழு எண் (இரடவ்ப�வ் அல்லது ஒற்வைப�வ்), 

எனில்

    sin cos
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

m nx x dx n
m n

n
m n

n
m n m

�
�
�

�
� �

�
� � ��

0

2 1 3

2

5

4

2

3

�

�
11

1( )m �
(5) கோமோ த�ோககயிடைலகள்

   (i) Γ( )n  =  e x dxx n−∞ −∫ 0

1  = −( )!n 1

   (ii) e x dxax n−∞

∫0
 =  n

an
!
+1

(6) ஒரு வகளவகைககும் நகோடுகளுககு இகடைநய அகடைபடும் அைஙகத்தின் பைப்பு

   (i) ஒரு வவளவவரககும் ்்கொடு்கள x a=  மற்றும் x b=  ஆகியவற்றுககும் இவ்்ய 

அவ்�டும் x -அச்சின் ்மல் உளள �ரப�ொனது, A =  ydx
a

b

ò .

   (ii) ஒரு வவளவவரககும் ்்கொடு்கள x a=  மற்றும் x b=  ஆகியவற்றுககும் இவ்்ய 

அவ்�டும் x -அச்சின் கீழ் உளள �ரப�ொனது,  A = − =∫ ∫ydx ydx
a

b

a

b
.

   (iii) ஒரு வவளவவரககும் ்்கொடு்கள y c=  மற்றும் y d=   ஆகியவற்றுககும் இவ்்ய 

அவ்�டும் y -அச்சின் வலதுபுைததில் உளள �ரப�ொனது,  A = x dy
c

d

ò .

   (iv) ஒரு வவளவவரககும் ்்கொடு்கள y c=  மற்றும் y d=  ஆகியவற்றுககும் இவ்்ய 

அவ்�டும்  y -அச்சின் இ்து புைததில் உளள �ரப�ொனது, A = − =∫ ∫xdy xdy
c

d

c

d
.

(7) சுழறறுவ�ோல உருவோகும் திடைப்தபோருளின் கன அளவு

   (i) x-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவு V =  π y dx
a

b
2∫

   (ii) y-அச்வெப ப�ொருதது சுழற்றுவ்தொல் உருவொகும் தி்பப�ொருளின் ்கன அளவு V =  π x dy
c

d
2∫
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