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அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்1

7.1 அறிமுகம் (Introduction)
	 அணிகள்	மற்றும்	அணிக்கோவைகளின்	கருத்ோககம்	கி.மு(ப�ோ.ஆ.மு)	நோன்கோம்	நூற்்ோண்டில்	
்்ோன்றிய்ோகப்	 �திவுகள்	 இருப்பினும்	 கி.மு(ப�ோ.ஆ.மு)	 இரண்்ோம்	 நூற்்ோண்டில்்ோன்	 அ்ன்	
�யன்�ோடு	 ப்ோ்ங்கிய்ோகக	 கரு்ப்�டுகி்து.	 பின்்னர்	
�தி்்னழோம்	 நூற்்ோண்டின்	 இறுதியில்	 அணிகள்	 மற்றும்	
அணிக்கோவைகளின்	கருத்ோககம்	மீண்டும்	�யன்�ோட்டுககு	
ைந்து	 ைளர்ச்சியவ்ந்்து	 எ்னலோம். �ோபி்லோனியர்கள்	
்நரியல்	சமன்�ோடுகள்		ப்ோ்ர்�ோ்ன	கணககுகவள	ஆரோய்ந்து	
அைற்வ்க	களிமண்	்ட்டுகளில் (claytablet)  �திந்துள்ள்னர்.	
்நரியல்	 சமன்�ோட்டுத	 ப்ோகுப்புகளின்	 தீர்வுகவளச்	
சுருககமோகக	கோண	முற்�ட்்்�ோது	அணிகளின்	்கோட்�ோடு	
்மலும்	ைளர்ச்சியவ்ந்்து	என்�து	ஏற்றுகபகோள்ளககூடிய	
ஒன்்ோகும்.	ைடிவியல்	உருமோற்்ங்கள்	 �ற்றிய	ஆய்விற்கும்	
அணிகளின்	கருத்ோககம்	அடிப்�வ்யோக	அவமகி்து.

	 	 ‘அணி’	 (இலததீன்	 பமோழியில்	 M a ter 	 என்�து	 ‘்ோய்’	 எ்னப்	 ப�ோருள்�டும்)	 என்்	 பசோல்	
ைழககறிஞரும்,	 கணி்வியலோளருமோ்ன	 ்ேம்ஸ்	 ்ேோசப்	 சில்ைஸ்்ர்	 என்�ைரோல்	 மு்ன்மு்லில்	
1850-ல்	 அறிமுகப்�டுத்ப்�ட்்து.	 அணிகள்	 கணி்வியலில்	 ஒரு	 முககியமோ்ன	 கருவியோகப்	
�ோர்ககப்�டுகி்து.	
  அணி	என்�து	பசவைக	ைடிவில்	உறுப்புகவள	ைரிவசப்�டுததும்	ஓர்	அவமப்பு	ஆகும்.	இரோணுை	
அணிைகுப்பு,	�ள்ளி	மோணைர்களின்	அணிைகுப்பு	மற்றும்	�யிரிடு்ல்	்�ோன்்	நவ்முவ்	ைோழகவக	

நிகழவுகளில்	 அணிகள்	 �யன்�டுைவ்க	
கோண்கி்்ோம்.
 Disquisitiones arithmeticae (1801)	 என்்	 நூலில்	
கோர்ல்	 எஃப்	 கோஸ்	 என்்	 கணி்வியலோளர்	
இரு�டி	 ைடிைங்கவள	 ஆய்வு	 பசய்யும்்�ோது	
அணிக்கோவை	 என்்	
பசோல்வல	 மு்ன்மு்லில்	
�யன்�டுததி்னோர்.	 ஆ்னோல்,	
இைருவ்ய	 கருத்ோககம்	
்ற்்�ோது	 �யன்�டுத்ப்�டும்	

அணிக்கோவைகளின்	கருத்ோககததிலிருந்து	மோறு�ட்்து,	இரு�டி	ைடிைங்களின்	
பகழுககவளச்	 பசவைக	 ைடிவில்	 ைரிவசப்�டுதது்லில்	 அணிகளின்	 ப�ருககல்	
குறிதது	விைரிததுள்ளோர்,

 1812-ல்	 ்கோஷி	 என்்	 கணி்வியலோளர்	 அணிக்கோவையிவ்ன	 புதிய	
்கோணததில்	 அணுகியது	 மட்டுமல்லோமல்	 சிற்்ணிக	 ்கோவைகள்	 மற்றும்	

7அத்தியாயம்

அணிகளும் 
அணிக்காவைகளும்

(Matrices and Determinants)

“காரணஙகளின் இசையே கணிதமாகும்”
- சில்வஸ்டர்

சில்வஸ்டர்
(1814 - 1897)
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2XI - கணிதவியல்

்சர்ப்பு	 அணி	 �ற்றி	 ஏற்க்ன்ை	 �யன்�ோட்டில்	 இருந்்	 முடிவுகவள	 மறுநிரூ�ணம்	 பசய்து	 புதிய	
முடிவுகவளக	பகோடுத்ோர்.	ஆர்்ர்	பகய்லி	என்�ோர்	அணிகளின்	இயற்கணி்ம்	என்்	கருத்ோககதவ்	
்மம்�டுததியதில்	 முககிய	 �ங்கோற்றியுள்ளோர்.	 அணிக்கோவைகளின்	 ்கோட்�ோடுகவள	 
1841-ல்	 இைர்	 பைளியிட்்ோர்.	 அணிக்கோவைவயக	 குறிப்பி்த	 	 ்ற்்�ோது	 �யன்�டுத்ப்�டும்	
வி்மோக	ைரிவசப்�டுத்லின்	இருபு்மும்	இரு	பசங்குத்ோ்ன	்கோடுகவளப்	�யன்�டுததி்னோர்.	1858-
ல்	இைரோல்	பைளியி்ப்�ட்்	“Memoir on the theory of matrices”	என்்	புத்கததில்	அணிகளுககோ்ன	
மு்ல்	 ைவரயவ்	 சுருககமோக	 பகோடுககப்�ட்டிருந்்து	 குறிப்பி்த்கக்ோகும்.	 ்மலும்	 ஏற்க்ன்ை	
நவ்முவ்யில்	 இருந்்	 இரு�டி	 ைடிைங்கள்	 மற்றும்	 ்நரியல்	 உருமோற்்ங்களில்	 �டிககப்�ட்்	
பகழுககளின்	ைரிவசப்�டுத்லோ்னது	இைரோல்	கூ்ப்�ட்்	ப�ோதுக	கருத்ோககததின்	சி்ப்பு	நிவலக்ள	
எ்னவும்	நிரூபிததுக	கோட்டி்னோர்.	கடி்னமோ்ன	கணககீடுகவளக	பகோண்்	மற்்	் நரிவ்யோ்ன	முவ்கவள	
வி்க	 கணககீடுகவள	 எளிவமயோககியது	 இைருவ்ய	 �ணியோகும்.	 ்ேம்ஸ்	 ்ேோசப்	 சில்ைஸ்்ர்	 
(1814-1897),	விலலிேம் யரா்வன் ஹாமில்டன்	(1805-1865)	மற்றும்	ஆர்தர் ககய்லி (1821-1895)  ்�ோன்்	
கணி்வியலோளர்கள்	 அணிகளின்	 கருத்ோககதவ்	 ்மம்�டுததுைதில்	 முககிய	 �ங்கோற்றியைர்கள்	
ஆைர்.	அணிகவள	அவ்ப்புககுறிககுள்	எழுதும்	குறியீட்டு	முவ்வய	ஆங்கி்ல்ய	கணி்வியலோர்	
கலலிஸ (Cullis)	என்�ோர்	1913-ல்	மு்ன்மு்லில்	�யன்�டுததி்னோர்.	அணிகள்	கணி்வியலில்	உள்ள	
பிரிவுகளில்	மட்டுமல்லோமல்,	அறிவியல்,	மரபியல்,	ப�ோருளியல்,	சமூகவியல்,	நவீ்ன	உளவியல்	மற்றும்	
ப்ோழில்துவ்	்மலோண்வம	்�ோன்்	துவ்களிலும்	அதிக	அளவில்	�யன்�டுத்ப்�டுகின்்்ன.

	 ்நரியல்	 சமன்�ோட்டுத	 ப்ோகுப்புகளின்	 பகழுககவளக	 குறிப்பி்	 அணிகள்	 �யன்�டுகின்்்ன.	
வியோ�ோரத	ப்ோ்ர்�ோ்ன	�ட்பேட்	் யோரித்ல்,	விற்�வ்னததிட்்ம்	விவல	நிர்ணயம்	மற்றும்	அறிவியலில்	
ஒரு	 ்சோ்வ்னயின்	 முடிவுகவள	 ஆரோய்்ல்	 ்�ோன்்	 �ல்்ைறு	 பிரிவுகளில்	 கணினி	 மின்்னணுப்	
�ரைல்்ோள்	்யோரிகக	அணிககுறியீடுகளும்	அ்ன்	பசயல்�ோடுகளும்	�யன்�டுகின்்்ன.

	 ைடிவியல்	 உருமோற்்ங்களோ்ன	 உருப்ப�ருககம்,	 சுழற்சி	 மற்றும்	 ஒரு	 ்ளததின்	 மீது	
பிரதி�லிப்பு	்�ோன்்	பசயல்�ோடுகவள	கணி்முவ்யில்	குறிப்பி்வும்,	ப�ோருளோ்ோர	நிபுணர்களோல்	
சமூகக	 கணககீடு,	 உள்ளீடு-பைளியீடு	 அட்்ைவண	 ்யோரித்ல்	 மற்றும்	 ப்ோழில்	 ப�ோருளோ்ோர	
ஆய்வு	 ்�ோன்்ைற்றிலும்,	 மின்	 ப�ோறியியலில்	 ்கைல்	 ப்ோ்ர்புக	 ்கோட்�ோடு	 மற்றும்	 பிவணயப்	
�குப்�ோய்விலும்,	சங்்க்	பமோழியிலும்	அணிகள்	�யன்�டுகின்்்ன.

	 இப்�ோ்ப்�குதியில்	 அணிகள்	 மற்றும்	 அைற்றின்	 �ல்்ைறு	 �ண்புகவளப்	 �ற்றி	 மு்லில்	
�டிப்்�ோம்.		பின்்னர்,	3ஆைது	ைரிவச	அணிக்கோவைகள்,	அைற்றின்	அடிப்�வ்ப்	�ண்புகள்,	சிற்்ணிக	
்கோவைகள்	மற்றும்	இவணக	கோரணிகவளப்	�ற்றி	�டிப்்�ோம்.

7.2 அணிகள்(Matrices)
	 உறுப்புகள்	அல்லது	மூலகங்கவள	பசவைக	ைடிவில்	நிவரகள்	மற்றும்	நிரல்களோக	 	 [	 ]	என்்	
அவ்ப்புககுறியினுள்	குறிப்பிடுைது	அணியோகும்.

	 ஓர்	அணியின்	உறுப்புகள்	 ப�ோதுைோக	 பமய்பயண்கள்,	 கலப்ப�ண்கள்,	 ஒருமோறிச்	 சோர்புகள்,	
(அ்ோைது	 �ல்லுறுப்புக	 ்கோவைகள்,	 முக்கோணவியல்	 சோர்புகள்	 மற்றும்	 இைற்றின்	 கலப்�ோக)	

கற்றலின் ய�ாககஙகள்

இப்�ோ்ப்�குதி	நிவ்வுறும்்�ோது	மோணைர்கள்	அறிந்திருகக	்ைண்டியவைகளோக
∙	 கடி்னமோ்ன	கணககுகவள	அணிமுவ்யில்	எளிவமயோகக	கோணல்
∙	 அணிகளின்	 �ல்்ைறு	 ைவககவள	 அறி்ல்	 மற்றும்	 அணிகளின்	 இயற்கணி்தவ்	 புரிந்து	

பகோள்ளல்
∙	 அணிக்கோவைகளின்	 விரிவு�டுத்வல	 ்நரிவ்யோகவும்,	 �ல்்ைறு	 �ண்புகவளப்	

�யன்�டுததியும்	கோணல்
∙	 அணிகள்	 மற்றும்	 அணிக்கோவைகளின்	 கருத்ோககதவ்ப்	 �யன்�டுததி	 முக்கோணததின்	

�ரப்வ�க	கோணல்	மற்றும்	மூன்று	புள்ளிகளின்	ஒரு	்கோ்வமத	்ன்வமவய	ஆரோய்்ல்
ஆகியவை	எதிர்�ோர்ககப்�டுகின்்்ன.
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�லமோறிச்	 சோர்புகள்	 உறுப்�ோக	 இருககலோம்.	 அணிகவள	  A, B, C, ... என்்	 எழுததுககளோல்	
குறிப்பிடுைது	ைழககம்.	இப்�ோ்ப்�குதியில்	பமய்பயண்கள்	அல்லது	பமய்	மதிப்புவ்யச்	சோர்புகவள	
மட்டு்ம	அணியின்	உறுப்புகளோக	எடுததுக	பகோள்்ைோம்.
அணியின் ப�ாது ைடிைம் (General form of a matrix)
 m	 	நிவரகள்	 (rows)	மற்றும்	n	நிரல்கள்	 (columns) பகோண்்	ஓர்	அணி	A-யிவ்ன	பின்ைருமோறு	
எழு்லோம்.

 A a i m j nij m n= ≤ ≤ ≤ ≤×[ ] , , .1 1 	அ்ோைது,

Column 1 Column 2          Column j       Column 
                               

                            n columns

[ ]ij m n

n

A a ×= =

 Row 1
 Row 2

 rows 

 Row 

 Row 

m

i

m

←
←

←

←

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

j n

j n

i i ij in

m m mj mn

a a a a
a a a a

a a a a

a a a a

 
 
 
 
 
 
 
 
  

� �
� �

� � � � � �
� �

� � � � � �
� �

	 இங்கு	m,	n	என்�்ன	மிவக	முழு	எண்களோகும்.

  

A B x x

x

=
−

−

















=

−

−











2 0 1
1 4 5
9 8 6

7 9 1 2 0

4
2 4

2
1 3 6

2,

.

sin

cos












=

−

−























, C
e

a

1 5 7

3 4 1
2

2

3 4

5 2

2

.

ஆகியவை	அணிகளுககோ்ன	சில	உ்ோரணங்கள்	ஆகும்.

	 ஓர்	அணியில்,	உறுப்புகளின்	கிவ்மட்்	ைரிவசகள்	நிவரகள்	எ்னவும்,	பசங்குதது	ைரிவசகள்	
நிரல்கள்	எ்னவும்	அவழககப்�டுகின்்்ன.	எ்ன்ை,	அணி		A ஆ்னது	 3 நிவரகள்	மற்றும்	3 நிரல்கவளயும், 
B என்�து	 3 நிவரகள்	 மற்றும்	 4 நிரல்கவளயும்,	 C என்�து	 4 நிவரகள்	 மற்றும்	 3 நிரல்கவளயும்	
பகோண்டுள்ள்ன.

ைவையவை 7.1
 ஓர்	 அணி	 A ஆ்னது	 m நிவரகள்	 மற்றும்	 n நிரல்கவளப்	 ப�ற்றிருந்்ோல்	 m´n (m by n 
எ்னப்�டிககவும்)  என்�து	அந்்	அணியின்	ைரிவச	அல்லது	�ரிமோணம்	எ்னப்�டும்.

 a a amn11 12, , ..., 	 என்�்ன	 	 A = ×[ ]aij m n  என்்	 அணியின்	 உறுப்புகள்	 அல்லது	 மூலகங்கள்	

எ்னப்�டும்.	 	 i-ஆைது	நிவர	மற்றும்	 j- ஆைது	நிரலில்	உள்ள	ப�ோது	உறுப்பு	 aij   ஆகும்.	இவவுறுப்பு	

அணி	A-ன்	 (i, j)- ஆைது	உறுப்பு	எ்னப்�டும்.	அணி	A-ன்	i -ஆைது	நிவர	மற்றும்	j -ஆைது	நிரல்	ஆகியவை	

முவ்்ய		1´ n   மற்றும்	m´1ைரிவச	உவ்ய	[ ]a a ai i in1 2  	மற்றும்	

a
a

a

j

j

mj

1

2























	என்்	அணிகளோகும்.
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4XI - கணிதவியல்

 நவ்முவ்	ைோழகவகக	கணககுகவள	அணி	அவமப்பில்	எழுதி	அைற்றின்	தீர்வுகவள	எவைோறு	
கோண்�து	எ்னக	கோண்்�ோம்.
விளகக எடுத்துககாட்டு 7.1
	 எடுததுககோட்்ோக	 �ல்்ைறு	 ்்ர்வுகளில்	 �ல்்ைறு	 �ோ்ப்பிரிவுகளில்	 ஒரு	 மோணைர்	 ப�ற்்	
மதிப்ப�ண்கவளப்	பின்ைருமோறு	அட்்ைவணப்�டுதது்ைோம்.

தமிழ் ஆஙகிலம் கணிதம் அறிவிேல ைமூக 
அறிவிேல

்்ர்வு	1 48 71 80 62 55

்்ர்வு	2 70 68 91 73 60

்்ர்வு	3 77 84 95 82 62

 இந்்	அட்்ைவணயில்	உள்ள	விைரங்கவள		அணி	ைடிைததிற்கு	மோற்்லோம். அட்்ைவணயில்	
உள்ள	மதிப்ப�ண்கவள	3 ´ 5 ைரிவச	பகோண்்	அணி	அவமப்பில்	பின்ைருமோறு	எழு்லோம்.	இதில்	
மூன்்ோைது	நிவர	மற்றும்	இரண்்ோைது	நிரலில்	உள்ள	உறுப்பு	எ்வ்னக	குறிககின்்து?

A =
















48 71 80 62 55
70 68 91 73 60
77 95 6284 82

 ்மற்கண்்	அணியில்	மூன்்ோைது	நிவர	மற்றும்	இரண்்ோைது	நிரலில்	அவமந்துள்ள	84 என்் 
உறுப்பு,	ஆங்கிலப்	�ோ்ப்பிரிவில்	்்ர்வு	3-ல்	அம்மோணைர்	ப�ற்்	மதிப்ப�ண்வணக	குறிப்பிடுகி்து.

எடுத்துககாட்டு 7.1
	 ஓர்	அணியில்	12	உறுப்புகள்	உள்ளது.	அவைணியின்	ைோய்ப்புள்ள	ைரிவசகவளக	கோண்க.	
்மலும்,	அந்்	அணியில்	7	உறுப்புகள்	இருந்்ோல்	ைரிவசகள்	என்்னைோகும்?
தீர்வு
	 ஓர்	அணியின்	நிவரகளின்	எண்ணிகவக	மற்றும்	நிரல்களின்	எண்ணிகவக	ஆகியைற்வ்ப்	
ப�ருககி்னோல்	 அவைணியில்	 உள்ள	 உறுப்புகளின்	 எண்ணிகவக	 கிவ்ககும்.	 எ்ன்ை,	 இரு	
இயல்	 எண்களின்	 ப�ருககற்	 �லன்	 12	 ்ரககூடிய	 எல்லோ	 ைரிவச	 ்ேோடிகவளயும்	 கோணலோம்.	
ஆக்ை,	ப�ருககற்�லன்	12 ்ரககூடிய	12-ன்	இரண்டு	ைகு	எண்கவளக	பகோண்டு	ப�்ககூடிய	
ப�ருககல்களோ்ன	 1 12 12 1 2 6 6 2 3 4´ ´ ´ ´ ´, , , , 	 மற்றும்	 4 3´ ஆகியவை	 ைரிவசகளோக	
அவமயலோம்.

	 ்மலும்	ஓர்	அணியில்	7 உறுப்புகள்	இருந்்ோல்,	7	என்�து	�கோ	எண்	என்�்ோல்	1 ´ 7 மற்றும்	
7 ´ 1	என்�வை	மட்டு்ம	அணியின்	ைரிவசகளோக	அவமயும்.

எடுத்துககாட்டு 7.2

 a i j i jij = − ≤ ≤ ≤ ≤
3

2
2 3 1 2 1 3| |, ( , )எ்ன	இருககுமோறு	(i, j)-ஆைது	உறுப்புகவளக	பகோண்்		

2 ´ 3 அணிவய	எழுதுக.		 
தீர்வு

 2 ´ 3 அணியின்	ப�ோது	ைடிைம் A
a a a
a a a

=










11 12 13

21 22 23

  aij  -ன்	ைவரயவ்யின்�டி, a11
3

2
2 3 3

2
= − =| |   இ்்	்�ோன்று	A என்்	அணியின்	மற்்

  உறுப்புகவளயும்	கோணலோம்.	எ்ன்ை	்்வையோ்ன	அணி	 A =



















3
2

2 3 7 3
2

3
2

3 5 3
2

 .

7 Matrices and Determinants.indd   4 03-09-2018   15:32:18



அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்5

7.2.1 அணிகளின் ைவககள் (Types of matrices)

      நிவை, நிைல், பூஜ்ஜிய அணிகள் (Row, Column, Zero matrices)

ைவையவை 7.2
	 ஒ்ர	ஒரு	நிவரவய	மட்டு்ம	உவ்ய	அணி	நிசர அணி	எ்னப்�டும்.

 எடுததுககோட்்ோக,	

 A A= = −×[ ] [ . ]1 4 1 0 1 1 2  என்�து	1´ nைரிவச	உவ்ய	நிவர	அணியோகும்.

 A a aij n j n= =× ×[ ] [ ]1 1 1  என்�து	1´ nைரிவச	உவ்ய	நிவர	அணியின்	ப�ோது	அவமப்�ோகும்.

ைவையவை 7.3
 ஒ்ர	ஒரு	நிரவல	மட்டு்ம	உவ்ய	அணி	நிரல அணி எ்னப்�டும்.

 எடுததுககோட்்ோக, [ ]A

x
x
x4 1

2

1

3
4

× =

+

















 என்�து	 m´1 ைரிவச	 உவ்ய	 நிரல்	 அணியோகும்.	 இ்ன்	

உறுப்புகள்	பமய்பயண்	சோர்புகள்	ஆகும்.	 	 A a aij m i m= =× ×[ ] [ ]1 1 1  என்�து	 m´1 ைரிவச	உவ்ய	நிரல்	

அணியின்	ப�ோது	ைடிைமோகும்.

ைவையவை 7.4
	 ஓர்	அணி A aij m n= ×[ ] -இல்	அவ்னதது	1£ £i m 	மற்றும்	1£ £j n 	மதிப்புகளுககும்	 aij = 0  

எனில்,	இவைணி	பூஜ்ஜிே அணி	எ்னப்�டும்.	இது	O எ்னககுறிககப்�டும்.

	 எடுததுககோட்்ோக,	[ ],0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
















மற்றும்	

0 0 0 0
0 0 0 0








 என்�்ன	முவ்்ய		1 1 3 3´ ´, , மற்றும்	

2 4´ 	ைரிவச	உவ்ய	பூஜ்ஜிய	அணிகளோகும்.

	 ஓர்	அணி	A-ல்	குவ்ந்்�ட்சம்	ஓர்	உறுப்பு	பூஜ்ஜியமற்்து	எனில்,	அவைணி	பூஜ்ஜிேமற்ற அணி 
எ்னப்�டும்.
சதுை, மூவைவிட்்ட, அைகு மற்றும் முக்காண ைடிை அணிகள்

(Square, Diagonal, Unit, Triangular matrices)

ைவையவை 7.5
	 ஓர்	அணியின்	நிவர	மற்றும்	நிரல்களின்	எண்ணிகவக	சமம்	எனில்,	அவைணி	ைதுர அணி 
எ்னப்�டும்.	அ்ோைது,	n ́  n	ைரிவச	உவ்ய	ஒரு	சதுர	அணி	n	ைரிவச	உவ்ய	சதுர	அணி	எ்னப்�டும்.

 எடுததுககோட்்ோக,	 A
a b c
d c f
g h l

=
















 என்�து	3	ைரிவசயுவ்ய	ஒரு	சதுர	அணியோகும். 

ைவையவை 7.6
 n ைரிவச	 உவ்ய	 ஒரு	 சதுர	 அணி	 A aij n n= ×[ ] -ன்	 உறுப்புகள்	 a a a ann11 22 33, , ,...,  என்�்ன	

மு்ன்வம	மூவலவிட்்	அல்லது	பிர்ோ்ன	மூவலவிட்்	உறுப்புகள்	எ்னப்�டும்.
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6XI - கணிதவியல்

ைவையவை 7.7
 A aij n n= ×[ ] என்்	சதுர	அணியில்	அவ்னதது	a i jij = ≠0, எனில்,	அவைணி	ஒரு	மூசலவிட்ட 

அணி எ்னப்�டும்.

	 எ்ன்ை,	ஒரு	மூவலவிட்்	அணியில்	பிர்ோ்ன	மூவலவிட்்	உறுப்புகவளத	்விர	மற்்	அவ்னதது	
உறுப்புகளும்	பூஜ்ஜியமோகும்.		எடுததுககோட்்ோக,

 A B
r
s

C D

a

=

















=








 = =

2 5 0 0

0 3 0
0 0 1 2

0
0

6

1

.

/
, , [ ]  kw;Wk;  

11

22

33

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0

�
�
�

� � � � �
� � �

a
a

ann























 

 என்�்ன	 முவ்்ய	 3, 2, 1 மற்றும்	 n ைரிவச	 உவ்ய	 மூவலவிட்்	 அணிகளோகும். 
	 ஒரு	பூஜ்ஜிய	சதுர	அணி	ஒரு	மூவலவிட்்	அணியோகுமோ?

ைவையவை 7.8
	 ஒரு	மூவலவிட்்	அணியில்	மு்ன்வம	மூவலவிட்்	உறுப்புகள்	அவ்னததும்	சமம்	எனில்,	
அவைணி	ஒரு	திசையிலி அணி எ்னப்�டும்.

 A aij n n= ×[ ]  என்்	சதுர	அணியில் a
c i j

i jij =
=
≠





;
;0

எனில்,	

 A	 என்்	 அணி	 திவசயிலி	 அணியோகும்.	 இங்கு	  c என்�து	 ஒரு	 நிவல	 எண்ணோகும்.	
எடுததுககோட்்ோக,	

 A B C D=



















=
−

−








 = 


 =

2 0 0

0 2 0

0 0 2

5 0
0 5

3, ,   kw;Wk;  

cc
c

c

R
R

Rn

0 0
0 0

0 0

1

2

�
�

� � � �
�



















 

	 என்�்ன	முவ்்ய	ைரிவச	3, 2, 1 மற்றும்	n உவ்ய	திவசயிலி	அணிகளோகும்.

	 ்மலும்,	 ஒரு	 பூஜ்ஜிய	 சதுர	 அணி,	 திவசயிலி	 0	 உவ்ய	 திவசயிலி	 அணியோகும்	 என்�வ்	
கை்னததில்	பகோள்க.

ைவையவை 7.9
	 ஒரு	 சதுர	 அணியில்	 மு்ன்வம	 மூவலவிட்்	 உறுப்புகள்	 அவ்னததும்	 1 ஆகவும்	 மற்்	
உறுப்புகள்	அவ்னததும்	பூஜ்ஜியமோகவும்	இருந்்ோல்,	அவைணி	அலகு அணி அலலது ைமனி அணி 
எ்னப்�டும்.	எ்ன்ை,

 A aij n n= ×[ ]  என்்	சதுர	அணியில் a
i j
i jij =
=
≠





1
0
 ; 
 ;  

 எனில்,	A	என்�து	ஓர்	அலகு	அணியோகும்.	

	 ்மலும்,	n ைரிவச	உவ்ய	அலகு	அணிவய	 In 	எ்னக	குறிககி்்ோம்.

 I I I In1 2 3
1

1 0

0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

[ ], ,  kw;Wk; 
00 1 0

0 0 1

 

	 என்�்ன	முவ்்ய	ைரிவச	1, 2, 3 மற்றும்	n உவ்ய	அலகு	அணிகளுககோ்ன	எடுததுககோட்டுகளோகும்.
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குறிப்பு 7.1
	 அலகு	அணியோ்னது	ஒரு	திவசயிலி	அணிககு	எடுததுககோட்்ோகும்.

	 முக்கோண	ைடிை	அணிகளில்,	்மல்	முக்கோண	ைடிை	அணி	மற்றும்	கீழ	முக்கோண	ைடிை	
அணி	எ்ன	இரண்டு	ைவககள்	உள்ள்ன.

ைவையவை 7.10
	 ஒரு	 சதுர	அணியில்	மு்ன்வம	மூவலவிட்்ததிற்குக	 கீழ	உள்ள	அவ்னதது	உறுப்புகளும்	
பூஜ்ஜியம்	எனில்	அவைணி	யமல முகயகாண ்வடி்வ அணி எ்னப்�டும்.

	 எ்ன்ை	 A aij n n= ×[ ]  என்்	சதுர	அணியில்	  a i jij = >0,   எனில்,	அவைணி	்மல்	முக்கோண	

ைடிை	அணியோகும்.

  
4 3 0
0 7 8
0 0 2

5 2
0 1

0
11 12 13 1

22 23
















−







, kw;Wk; 

a a a a
a a

n�
��

� � � � �
�

a

a

n

nn

2

0 0 0



















என்�்ன	 ்மல்	 முக்கோண	 ைடிை	

அணிகளுககோ்ன	எடுததுககோட்டுகளோகும்.

ைவையவை 7.11
	 ஒரு	சதுர	அணியில்	மு்ன்வம	மூவலவிட்்ததிற்கு	்மல்	உள்ள	அவ்னதது	உறுப்புகளும்	
பூஜ்ஜியம்	எனில்,	அவைணி	கீழ் முகயகாண ்வடி்வ அணி எ்னப்�டும்.

	 எ்ன்ை,	 A aij n n= ×[ ]  என்்	சதுர	அணியில்	a i jij = <0, எனில்,	அவைணி	கீழ	முக்கோண	ைடிை	

அணியோகும்.

 

2 0 0
4 1 0
0 0 0

2 0 0
4 1 0
8 5 7

2 0
9 3















 −

















−
−









, ,  kw;WWk; 

a
a a

a a an n nn

11

21 22

1 2

0 0
0 0
�

� � � �
�



















 என்�்ன	

கீழ	முக்கோண	ைடிை	அணிகளுககு	எடுததுககோட்டுகளோகும்.

ைவையவை 7.12
	 ்மல்	முக்கோண	ைடிவில்	அல்லது	கீழ	முக்கோண	ைடிவில்	உள்ள	ஒரு	 சதுர	அணிவய	
முகயகாண ்வடி்வ அணி	என்கி்்ோம்.

	 ்மலும்,	ஒ்ர	்நரததில்	்மல்	மற்றும்	கீழ	முக்கோண	ைடிவில்	உள்ள	ஒரு	சதுர	அணியோ்னது	
ஒரு	மூவலவிட்்	அணியோக	அவமைவ்க	கோணலோம்.

7.2.2 அணிகளின் சமத்்தன்வம (Equality of Matrices)

ைவையவை 7.13

  A a B bij ij= =[ ] [ ] kw;Wk; என்்	இரு	அணிகள் ைம அணிகள் (A = B எ்னக	குறிப்பிடு்ைோம்) 
எனில்

 (i) A, B என்்	அணிகள்	ஒ்ர	ைரிவச	அல்லது	�ரிமோணம்	உவ்யவையோகும்.

 (ii) A, B ஆகிய	 அணிகளின்	 ஒத்	 உறுப்புகள்	 சமமோக	 இருககும்.	 அ்ோைது,	 அவ்னதது	 
i, j-ககு	 a bij ij= ஆக	இருககும்.	இ்ன்	மறு்வலயும்	உண்வமயோகும்.
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	 எடுததுககோட்்ோக,

 
x y
u v








 =

−















2 5 1
1
2

3
5

.
 எனில்,	 x y u v= = − = =2 5 1 1

2
3
5

. , ,  kw;Wk; எ்னப்ப�றுகி்்ோம்.

ைவையவை 7.14
 A, B என்்	இரு	அணிகளுககு	ைவரயவ்	 7.13-ல்	உள்ள	நி�ந்்வ்னகள்	  (i) அல்லது (ii) 
இைற்றில்	ஏ்்னும்	ஒன்று	பூர்ததி	பசய்யப்�்வில்வல	என்்ோல்,	அவவிரு	அணிகளும்	ைமமற்றச்வ 
எ்னப்�டும்.

	 எடுததுககோட்்ோக,	
4 3
0 8

8 5
0 4

−







 ≠

−







  . ஏப்னனில்	 இவைணிகளின்	 ஒத்	 உறுப்புகள்	

சமமற்்வை.

	 ்மலும்	
4 3
0 8

5 8
3 4
6 7

−







 ≠

−















  .  ஏப்னனில்	இவைணிகளின்	ைரிவசகள்	சமமல்ல.

எடுத்துககாட்டு 7.3
 

  
3 4 6 2

2 3
2 6 4
5 5 3

x y x y
a b a b
+ −
+ − −









 = − −









  எனில்,	 x, y, a, b	 இைற்றின்	 மதிப்புகவளக	

கோண்க.
தீர்வு
	 இரண்டு	அணிகளும்	சம	அணிகள்	என்�்ோல்,	அைற்றின்		ஒத்	உறுப்புகளும்	சமம்.

	 எ்ன்ை,		 3 4 2 2 4 5 2 5x y x y a b a b+ = − = + = − = −, , ,
	 இச்சமன்�ோடுகளின்	தீர்வு	கோண,		 x y a b= = − = =2 1 0 5, , , எ்னக	கிவ்ககும்.

7.2.3 அணிகளின் மீ்தான இயற்கணி்தச் பசயல்முவைகள்  
       (Algebraic Operations on Matrices)

	 இப்�குதியில்	அணிகளின்	அடிப்�வ்ச்	பசயல்களோ்ன

	 (1) ஓர்	அணிவய	திவசயிலியோல்	ப�ருககு்ல்

 (2) அணிகளின்	கூட்்ல்	மற்றும்	கழித்ல்

 (3) அணிகளின்	ப�ருககல்

ஆகியைற்வ்ப்	�ோர்ப்்�ோம்.

	 ஓர்	அணிவய	மற்்்ோர்	அணியோல்	ைகுத்ல்	 �ற்றிய	 கருத்ோககம்	ைவரயறுககப்�்வில்வல.	

எ்ன்ை,	A, B 	என்்	ஏ்்னும்	இரண்டு	அணிகளுககு	 A
B
என்்	பசயல்�ோடு	ைவரயறுககப்�்வில்வல.

(1) ஓர் அணிவயத் திவசயிலியால் ப�ருககு்தல்

	 ஓர்	அணி A aij m n= ×[ ]  மற்றும்	k	என்�து	பமய்	திவசயிலி	என்க.	இப்்�ோது,	 kA bij m n= ×[ ]  என்்	

புதிய	அணிவய	ைவரயறுப்்�ோம்.	இங்கு,	அவ்னதது	i, j-ககு	b kaij ij= ஆகும்.
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	 எடுததுககோட்்ோக,	 A
a b c
d e f

kA
ka kb kc
kd ke kf

=








 =









,     ஆகும்.

 குறிப்�ோக,	k = −1 	எனில்,	− = − ×A aij m n[ ] எ்னப்ப�றுகி்்ோம்.	இந்்	- A என்�து	A	என்்	அணியின்	

எதிர்மவ்	அணி	எ்னப்�டும்.

(2) இைண்டு அணிகளின் கூட்்டல் மற்றும் கழித்்தல்

 A, B என்�வை	ஒ்ர	ைரிவசயுவ்ய	இரு	அணிகள்	எனில்	இைற்றின்	கூடு்ல்	அ்்	ைரிவசயுள்ள	
அணியோகும்.	இவைணி	A + B எ்னக	குறிககப்�ட்டு	A, B-ன்	ஒத்	உறுப்புகவளக	கூட்டுை்ன்	மூலம்	
ப�்ப்�டுகி்து.

  A a B bij m n ij m n= =× ×[ ] [ ],  என்்	இரு	அணிகளின்	கூடு்ல்	 A B cij m n+ = ×[ ] 	 என்்	அணியோகும்.	
இங்கு	அவ்னதது	i, j-ககு	 c a bij ij ij= + ஆகும்.

	 இ்்்�ோல்,	கழித்ல்	A - B ஆ்னது	 A B A B− = + −( )1 எ்ன	ைவரயறுககப்�டுகி்து

	 அ்ோைது,	 A B dij m n− = ×[ ] ,  இங்கு	 d a bij ij ij= − ,	∀  i மற்றும்	j.

 ( ∀  என்்	குறியீடு	ஒவபைோரு	அல்லது	அவ்னதது	எ்னப்	ப�ோருள்�டும்).
குறிப்பு 7.2
 A, B என்்	அணிகளின்	ைரிவசகள்	 சமமற்்வை	 எனில்,	 A + B மற்றும்	 A - B என்�ைற்வ்	
ைவரயறுகக	இயலோது.
	 அணிகளின்	 கூட்்ல்	 மற்றும்	 கழித்ல்	 பசயல்கவள	 எந்்	 ஒரு	 முடிவுறு	 எண்ணிவகயுள்ள	
அணிகளுககும்	விரிவு�டுத்லோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.4

 A B=
−









 =

















4 5 7
1 0 0 5

3 5 7 3

1 1
3

1
4

.

.
 kw;Wk; எனில்,	A + B மற்றும்	A - B 

ஆகியைற்வ்க	கோண்க.

தீர்வு

	 அணிகளின்	கூட்்ல்	மற்றும்	கழித்ல்	ைவரயவ்களின்�டி,

 A B A B+ =
+















− =
− −

− −





4 3 2 5 14 3

0 1
3

3
4

4 3 0 0 3

2 1
3

1
4

. .
  kw;Wk; 













.

எடுத்துககாட்டு 7.5

 A B C=








 =

−









 =

sin
cot

,
cos2

2

2

2

1
0

0
1

0θ
θ

θ
θ

   kw;Wk;  
cosec

−−
−










1
1 0

எனில்,	

 A + B + C -ஐக	கோண்க.

தீர்வு

	 ைவரயவ்ப்�டி,	மூன்று	அணிகளின்	கூடு்ல்

  A B C+ + =
+ + + −
− − + +









 = −





sin cos
cot

2 2

2 2

0 1 0 1
1 0 1 0

1 0
2 1

θ θ
θ θcosec 




  .
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10XI - கணிதவியல்

எடுத்துககாட்டு 7.6

 B C D=
−









 =

− −
−








 =

−
−











2 3 0
1 1 5

1 2 3
1 0 2

0 4 1
5 6 5

, ,    எனில்,	3B + 4C - D-ஐக	கோண்க.

தீர்வு

   3 4B C D+ −  = 
6 9 0
3 3 15

4 8 12
4 0 8

0 4 1
5 6 5

2 3 13
6 9 2−









 +

− −
−








 +

−
− −








 =

−
− − 88










எடுத்துககாட்டு 7.7

	 சுருககுக	:		 sec
sec tan
tan sec

tan
tan sec
sec tan

θ
θ θ
θ θ

θ
θ θ
θ θ









 −









  

தீர்வு

	 பகோடுககப்�ட்்	்கோவையிவ்ன	A எ்னகபகோள்க.

	 அணிகளின்	திவசயிலிப்	ப�ருககலுககோ்ன	ைவரவயவ்வயப்	�யன்�டுத்,

   A = 
sec sec tan

sec tan sec
tan tan sec

sec tan tan

2

2

2

2

θ θ θ
θ θ θ

θ θ θ
θ θ









 − θθ









  = 

1 0
0 1








  

(3) அணிகளின் ப�ருககல்

ைவையவை 7.15
 A என்்	 அணியின்	 நிரல்களின்	 எண்ணிகவகயும்	 	 B என்்	 அணியின்	 நிரல்களின்	
எண்ணிகவகயும்	சமமோக	இருப்பின்	A என்்	அணி	B என்்	அணியு்ன்	ப�ருககலுககு	உகந்்து	
எ்னப்�டும்.

	 அ்ோைது,	 A a B bij m n ij n p= =× ×[ ] [ ] kw;Wk; என்�்ன	 இரு	 அணிகள்	 எனில்,	 இவைணிகளின்	
ப�ருககல்	AB எ்னககுறிப்பி்ப்�டும்.	்மலும்	இ்ன்	ைரிவச	m ´ p	ஆகும்.

 AB-ன்	 ைரிவச	 	
y; css;  epiufspd; y ; cs;s epuy;fspd;;

 vzz; pf;if  vzz; pf;if

A B
m p    

× = ×   
   

A B
m n× n p×

m p×

rkkhf ,Uf;f ntz;Lk;

bgUf;fypd; tupir

    A a a a B

b
b

b

n n

n n

= =



















×

×

[ ... ] ,1 2 1

1

2

1

 kw;Wk; 


 எனும்்�ோது		AB-யின்	ைரிவச	 1´1	ஆகவும், ஒ்ர	ஒரு	

உறுப்பு	உவ்ய்ோகவும்	இருககும்.	 AB a a a

b
b

b

a b a b a b a bn

n

n n k=



















= + + + =[ ... ] [ ... ]1 2

1

2
1 1 2 2



kk
k

n

=
∑




1
.  
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அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்11

 எடுததுககோட்்ோக,

  [ ] [ ( ) ( ) ( )] [ ] [ ].1 2 3
2

3
5

1 2 2 3 3 5 2 6 15 19
−














= − + + = − + + =  

ப�ோதுைோக,

 A a

a a a
a a a

a a a

ij m n

n

n

m m mn

= =



















×[ ]

11 12 1

21 22 2

1 2

�
�

� � � �
�

 kkw;Wk; B b

b b b
b b b

b b b

ij n p

p

p

n n np

= =







×[ ]

11 12 1

21 22 2

1 2

�
�

� � � �
�













 எனில்,

          

AB =

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

�
�

� � � �
�

11 12 1

21 22 2

1 2

p

p

n n np

b b b
b b b

b b b

 
 
 
 
 
  

�
�

� � � �
�

	 ்மலும்	ப�ருககல்	

11 12 1

21 22 2

1 2

[ ]  

p

p
ij m p

m m mp

c c c
c c a

AB c

c c c

×

 
 
 = =
 
 
  

�
�

� � � �
�

	 இங்கு	 cijஎன்்	உறுப்பிவ்ன	 cij  = [ ... ]a a a

b
b

b

a bi i in

j

j

nj

ik kj
k

n

1 2

1

2

1





















=
=
∑  எ்ன	எழு்லோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.8

 A
c b

c a
b a

=
















0
0

0
 எனில், A2 -ஐக	கோண்க.

தீர்வு

    A2 = AA = 

0
0

0

0

0

11 12 13

21 22 23

c b
c a
b a

c b
c o a
b a

c c c
c c c
c
































=

331 32 33c c

















இங்கு, c11  = [ ]0
0

0 0 2 2c b c
b

c c b b c b















= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + . இ்்்�ோல்	 மற்்	 உறுப்புகளின் 

cij -கவகவள	கணககி்லோம்.	
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12XI - கணிதவியல்

   A2 = 

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

2 2

2 2

2 2

+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +

 c b ab ac
ab c a bc

ac bc b a













 = 

b c ab ac
ab c a bc
ac bc a b

2 2

2 2

2 2

+
+

+

















 

எடுத்துககாட்டு 7.9

 [x    2   -1] 

2

1 4 1

1 1 2

2

1

x

= O	எனில்,	x-ஐ	கோண்க.

தீர்வு

   [x    2   -1] 

2

1 4 1

1 1 2

2

1

x
 = O

  Þ [ ]x x x
x

− + − + + +
















2 1 8 1 2 2 2 2
1

 = O

  Þ [ ]x x x
x

− − +
















1 7 2 4 2
1

 = O

  Þ x x x x( ) ( ) ( )− + − + +1 2 7 1 2 4   = 0

  Þ x x2 3 10+ −   = 0   Þ  x = -5, 2.

குறிப்பு 7.3
 (1) A =  [ ] , [ ] , ,a B b m pij m n ij n p× ×= ≠  kw;Wk; எனில்,	AB என்்	ப�ருககல்	அணிவய	

ைவரயறுகக	முடியும்.	ஆ்னோல்	BA-ஐ	கோண	முடியோது.
 (2)	 பமய்பயண்களின்	பின்ைரும்	அடிப்�வ்ப்	�ண்புகள்	அணிகளிலும்	விைோதிககப்�டுகி்து.
	 	 அ்ோைது,
  ab ba a b= ∀ ∈, 

  ab ac b c a b c a= ⇒ = ∀ ∈ ≠, , , 0  
  ab a b a b= ⇒ = = ∀ ∈0 0 0my;yJ , 

  இ்்ப்்�ோன்று	அணிகளிலும்	விைோதிககலோம்.	அ்ோைது,
   (i) AB மற்றும்	BA என்�வை	ைவரயறுககப்�ட்டிருந்்ோலும்,	AB = BA ஆக	

இருகக்ைண்டிய	அைசியமில்வல.

  எடுததுககோட்்ோக,

   A = 
1 1
2 0








 மற்றும்	B =

−









2 1
3 1

என்க.

   AB = 
5 0
4 2−








 மற்றும்	BA =











0 2
5 3

 என்�்ோல்

  AB ¹ BA, எ்னக	கோண்கி்்ோம்.
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அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்13

 இந்நிவலயில்,	A, B என்்	அணிகள்	ப�ருககவலப்	ப�ோறுதது	�ரிமோற்றுப்	�ண்வ�	ப�்வில்வல	
என்கி்்ோம்.
 ்மலும்	AB = BA என்�தும்	சில	்நரங்களில்	உண்வமயோகும்.	எடுததுககோட்்ோக,

  A = 
2 2
2 1

1 2
2 2

2 0−
−








 =









 = =

−
  kw;Wk;   vd;w mzpfSf;F B AB BA

00 2








எ்னக	

கோண்கி்்ோம்.
 (ii) அணிப்ப�ருககலில்	நீககல்	�ண்பு	உண்வமயோகோது.	அ்ோைது, n n n× >,  1  என்்	ைரிவச	

உவ்ய	 A¹ 0,  B, C  என்்	மூன்று	சதுர	அணிகளுககு,	AB = AC	எனில்,	B = C,  மற்றும்	 
BA = CA 	எனில்,	B = C	என்�வை	உண்வமயோக	இருகக்ைண்டிய	அைசியமில்வல.

	 	 இவவுண்வமகவள,	பின்ைரும்	எளிய	எடுததுககோட்டின்	மூலம்	கோணலோம்.

    
1 0
1 0

0 0
1 1


















  = 

1 0
1 0

0 0
2 3

0 0
0 0


















 =









  

  ஆ்னோல் 
0 0
1 1








  ¹ 

0 0
2 3








  

 (iii) A ¹ O மற்றும்	B ¹ O	ஆக	இருந்து	AB = O ஆக	ைோய்ப்புள்ளது.	அ்ோைது,	AB = O	எனில், 
A = O அல்லது	 B = O	ஆக	இருகக	்ைண்டிய	அைசியமில்வல.	எடுததுககோட்்ோக,

    
1 0
1 0

0 0
1 1


















  = 

0 0
0 0








   

(3)	 கீ்ழ	 பகோடுககப்�ட்டுள்ள	 அணிகளின்	 கூட்்ல்	 மற்றும்	 ப�ருககல்	 பசயல்களுககு	 உகந்்	
ஏ்்னும்	இரு	அணிகள்	A மற்றும் B-ககுப்	ப�ோதுைோக

 • ±( )A B 2 என்�து	 A AB B2 22± + -ககு	சமமோக	இருகக	்ைண்டிய	அைசியமில்வல

 • −A B2 2 என்�து	 ( ) ( )A B A B+ − -ககு	சமமோக	இருகக	்ைண்டிய	அைசியமில்வல

எடுத்துககாட்டு 7.10

 A B=
−

−
−

















=
−

−
















1 1 2
2 1 3

0 3 4

1 3
1 1

1 2
kw;Wk; எனில்	 AB மற்றும்	 BA ஆகியைற்வ்	 இயலுபமனில்	

கோண்க.
தீர்வு

 A-ன்	 ைரிவச	  3´3 மற்றும்	 B-இன்	 ைரிவச	 3´2. எ்ன்ை	 AB-இன்	 ைரிவச	  3´2	 ஆகும்.	
 A, B என்்	அணிகள்	ப�ருககல்	AB	கோண	C = AB	என்க.

 c11	=	(A-இன்	மு்ல்	நிவர)	 (B-ன்	மு்ல்	நிரல்)

 Þ  c11 1 1 2= −[ ]
1
1
1

1 1 2 4−















= + + =     ( c11 ஓர்	உறுப்பு	என்�்ோகும்)

 இ்்்�ோல்,	 c c c c c12 21 22 31 320 0 13 7 5= = = = =, , , , .

  எ்ன்ை, AB cij= [ ]  = 

4 0
0 13
7 5
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14XI - கணிதவியல்

 B என்்	 அணியில்	 உள்ள	 நிரல்களின்	 எண்ணிகவக,	 A	 அணியின்	 நிவரகளின்	
எண்ணிகவகககுச்	சமமல்ல	என்�்ோல்	BA-ஐக	கோண	முடியோது. 

எடுத்துககாட்டு 7.11

	 ஒரு	 �ழவியோ�ோரி	 3 பைவ்ைறு	 ைவகயோ்ன	 �ரிசுத	 ப்ோகுப்புகவளத	 ்யோர்	 பசய்கி்ோர்.	
ப்ோகுப்பு I-ல்,	  6 ஆப்பிள்,	3 ஆரஞ்சு	மற்றும்	3 மோதுவள	உள்ள்ன.	ப்ோகுப்பு II-ல்,	  5 ஆப்பிள்,	4 
ஆரஞ்சு	மற்றும்	4 மோதுவள	உள்ள்ன.	ப்ோகுப்பு	III-ல்	  6 ஆப்பிள், 6 ஆரஞ்சு	மற்றும்	6 மோதுவள	
உள்ள்ன.	ஓர்	ஆப்பிள்,	ஓர்	ஆரஞ்சு	மற்றும்	ஒரு	மோதுவள	ஆகியைற்றின்	விவல	முவ்்ய	` 30,  
` 15 மற்றும்	 ` 45	எனில்,	ஒவபைோரு	�ழத	ப்ோகுப்வ�யும்	்யோர்	பசய்ய	ஆகும்	பசலவு	எவைளவு?

தீர்வு

  விவல	அணி	   A  = [30  15  45],        

          �ழ	அணி 

   

Mg;gps;

Mu";R

khJis

P - I P - II P - III

B =
















6 5 6
3 4 6
3 4 6

 AB	என்்	அணிவய	கோண்�்ன்	மூலம்	�ழத	ப்ோகுப்புகளின்	விவலகவளக	கோணலோம்.
	 அ்ோைது,	 A-இல்	 உள்ள	 ஒவபைோரு	 உருப்�டியின்	 விவலயு்ன்	 (விவல	 அணி	 A) B-இல்	
உள்ள	 உருப்�டிகளின்	 எண்ணிகவகவயப்	 (�ழ	 அணி	 B)	 ப�ருககுை்ோல்	 �ழதப்ோகுப்புகளின்	
விவலகவளப்	ப�்லோம்.

   AB = [ ]30 15 45
6 5 6
3 4 6
3 4 6

360
390
540
















=
















 

   எ்ன்ை	ப்ோகுப்பு I-ன்	விவல	 ` 360, ப்ோகுப்பு II-ன்	விவல	 ` 390,  ப்ோகுப்பு III-ன்	விவல	` 540.

7.2.4. அணிககூட்்டல், அணிவய திவசயிலியால் ப�ருககு்தல் மற்றும் 
அணிபப�ருககல் ஆகியைற்றின் �ண்புகள்
(Properties of matrix addition, scalar multiplication and Product of Matrices) 
 A, B, C என்�்ன	சமைரிவசயுவ்ய		கூட்்லுககு	உகந்்	மூன்று	அணிகள்	மற்றும்	a, b என்�்ன	
திவசயிலிகள்	என்க.	இப்்�ோது,	

 (1)	 A	+	B		என்�து	அ்்	ைரிவசயுவ்ய	அணிவயக	பகோடுககும்.

 (2) A + B = B + A (அணிககூட்்ல்	�ரிமோற்றுப்	�ண்புவ்யது)

 (3) (A	+	B)	+	C	=	A	+	(B	+	C)	 (அணிககூட்்ல்	்சர்ப்புத	்ன்வமயுவ்யது)

 (4) A + O = O + A = A  (O என்�து	கூட்்ல்	சமனி) 

 (5) A + (- A)=O = (- A) + A  (- A என்�து	கூட்்வலப்	ப�ோறுதது	A-ன்	எதிர்மவ்	
அணியோகும்).

 (6) (a + b)A = aA + bA மற்றும் a(A + B) = aA + aB

 (7) a(bA) =(ab)A,   1A = A மற்றும் 0A = O.

7 Matrices and Determinants.indd   14 03-09-2018   15:33:06
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அணிகளின் ப�ருககல் �ண்புகள் (Properties of matrix multiplication)
	 அணிகளின்	இயற்கணி்ப்	�ண்புகளில்	இருந்து	பின்ைருை்னைற்வ்ப்	ப�்லோம்.

 · A, B, C என்�்ன	முவ்்ய	m ´ n, n ´ p மற்றும்	p ´ q  ைரிவசகள்	உவ்ய	மூன்று	அணிகள்	
எனில்,	 A(BC) மற்றும்	 (AB)C என்�்ன	 m ´ q என்்	ஒ்ர	 ைரிவச	உவ்ய	அணிகளோகும்.	
்மலும்

  A(BC) = (AB)C (அணிகளின்	ப�ருககல்	்சர்ப்புத	்ன்வமயுவ்யது).

 · A, B, C என்�்ன	முவ்்ய	m ´ n, n ´ p மற்றும்	n ´ p ைரிவசகள்	உவ்ய	மூன்று	அணிகள்	
எனில்,	A(B + C) மற்றும்	AB + AC என்�்ன	m ´ p என்்	ஒ்ர	ைரிவச	உவ்ய	அணிகளோகும்.	
்மலும்	 A(B + C) = AB + AC. (அணிகளின்	ப�ருககல்	கூட்்வலப்	ப�ோறுதது	இ்து	�ங்கீட்டுத	
்ன்வமயுவ்யது)

 · A, B, C என்�்ன	முவ்்ய	m ´ n, m ´ n மற்றும்	n ´ p ைரிவசகள்	உவ்ய	மூன்று	அணிகள்	
எனில்,	(A + B)C மற்றும்	AC + BC என்�்ன	m ´ p என்்	சமைரிவச	உவ்ய	அணிகளோகும்.	
்மலும் (A + B)C = AC + BC. (அணிகளின்	ப�ருககல்	கூட்்வலப்	ப�ோறுதது	ைலது	�ங்கீட்டுத	
்ன்வமயுவ்யது).

 · A, B என்�்ன	முவ்்ய	 m ´ n ,  n ´ p  ைரிவசகள்	உவ்ய	இரண்டு	அணிகள்	மற்றும்	a ஒரு	
திவசயிலி	எனில்,	α α α( ) ( ) ( )AB A B A B= = 	என்�து	m ́  p	ைரிவச	உவ்ய	ஓர்	அணியோகும்.

 · I என்�து	ஓர்	அலகு	அணி	எனில்,	AI = IA = A (I என்�து	ப�ருககல்	சமனி).

7.2.5 நிவை நிைல் அணியின் மீ்தான பசயல்முவைகள் மற்றும் அ்தன் �ண்புகள்  
      (Operation of transpose of a matrix and its properties)

ைவையவை 7.16
	 ஓர்	அணி	A-ன்	நிவர	மற்றும்	நிரல்கவள	இ்மோற்்ம்	பசய்ை்ன்	மூலம்	ப�்ப்�டும்	அணி	 
A-ன்	நிவர	நிரல்	மோற்று	அணி	எ்னப்�டும்.		இது	 AT	எ்னக	குறிககப்�டும்.

	 அ்ோைது,	 A aij m n= ×[ ]  எனில்,	 A bT
ij n m= ×[ ] ,  இங்கு	 b aij ji=  ஆகும்.	 ்மலும்	 AT -ன்	 

( , )i j -ஆைது	உறுப்பு	 a ji ஆகும்.

எடுததுககோட்்ோக,

 A =
−











1 2 4
8 0 0 2.

	எனில்	 AT =

−















1 8

2 0
4 0 2.

 இப்ப�ோழுது	நோம்,	பைளிப்�வ்யோ்ன	நிரூ�ணங்கவளக	பகோண்்	நிவர	நிரல்	மோற்று	அணிககோ்ன	
சில	அடிப்�வ்	முடிவுகவளக	கோண்்�ோம்.
 A , B என்�்ன	உகந்்		ைரிவசகள்	உவ்ய	இரு	அணிகள்	எனில்,	

 (i) ( )A AT T =  
 (ii) ( )kA kAT T= 	(இங்கு	k	ஒரு	திவசயிலி)
 (iii) ( )A B A BT T T+ = +  
 (iv) ( )AB B AT T T= 	(நிவர	நிரல்	மோற்று	அணியின்	பின்	திருப்புவக	விதி)

எடுத்துககாட்டு 7.12

 A B=
















=
−

−
−

















4 6 2
0 1 5
0 3 2

0 1 1
3 1 4
1 2 1

 kw;Wk; 	எனில்,		பின்ைருை்னைற்வ்ச்	சரி�ோர்கக.
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  (i) ( )AB B AT T T=   (ii)  ( )A B A BT T T+ = +   (iii) ( )A B A BT T T− = −   (iv) ( )3 3A AT T=  

தீர்வு

 (i)  AB = 

4 6 2
0 1 5
0 3 2

0 1 1
3 1 4
1 2 1

16 2 22
2 9 9

7 1 14

















−
−

−
















= −
















 

   (AB)T = 

16 2 7
2 9 1

22 9 14

−















    ... (1)

   BT = 

0 3 1
1 1 2
1 4 1

4 0 0
6 1 3
2 5 2

−
−

−

















=
















, AT  

   B AT T  = 

0 3 1
1 1 2
1 4 1

4 0 0
6 1 3
2 5 2

16 2 7
2 9 1

22 9 14

−
−

−
































=

−















   ... (2)

 (1) மற்றும்	(2)-லிருந்து,  ( )AB B AT T T= .

 (ii)  A + B = 

4 6 2
0 1 5
0 3 2

0 1 1
3 1 4
1 2 1

4 7 1
3 0 9
1 5 3
















+

−
−

−
















=

−

















 

    (A + B)T = 

4 3 1
7 0 5
1 9 3

−















    ...(3)

   A BT T+  = 

4 0 0
6 1 3
2 5 2

0 3 1
1 1 2
1 4 1

4 3 1
7 0 5
1 9 3
















+

−
−

−
















=

−















  ... (4)

(3) மற்றும்	(4)-லிருந்து,  ( )A B A BT T T+ = + .

 (iii)  A-B = 

4 6 2
0 1 5
0 3 2

0 1 1
3 1 4
1 2 1

4 5 3
3 2 1

1 1 1
















−

−
−

−
















= −
















 

   (A - B)T = 

4 3 1
5 2 1
3 1 1

−















   ... (5)
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   A BT T-   = 

4 0 0
6 1 3
2 5 2

0 3 1
1 1 2
1 4 1
















−

−
−

−

















 = 

4 3 1
5 2 1
3 1 1

−















    ... (6)

(5) மற்றும்	(6)-லிருந்து,    ( )A B A BT T T− = −  

 (iv) 3
12 18 6
0 3 15
0 9 6

A =
















 

  ( ) ( )3
12 0 0
18 3 9
6 15 6

3
4 0 0
6 1 3
2 5 2

3A AT T=















=
















=  .

7.2.6 சமச்சீர் மற்றும் எதிர் சமச்சீர் அணிகள் (Symmetric and skew-symmetric matrices)

ைவையவை 7.17
 A என்�து	ஒரு	சதுர	அணி	என்க.		 A AT = எனில்,	A என்�து	ைமச்சீர்	அணியோகும்.

	 அ்ோைது,	 A aij n n= ×[ ] என்�து	ஒரு	சமச்சீர்	அணி	எனில்,	அவ்னதது	i, j-ககு		 a aij ji=  ஆகும்.

	 எடுததுககோட்்ோக,	 A =
−

−
















3 6 9
6 8 5

9 5 2
என்்	அணிககு	AT = A	என்�்ோல்,	இவைணி	ஒரு	சமச்சீர்	

அணியோகும்.

 AT என்்	அணியின்	நிவர	நிரல்	மோற்று	அணி	A என்்	அணி்யயோகும்	என்�வ்	கைனிககவும்.	

அ்ோைது	 A AT T( ) = .

ைவையவை 7.18
 A என்்	சதுர	அணிககு	 A AT = − எனில்,	அவைணி	எதிர் ைமச்சீர்அணி	எ்னப்�டும்.

  A aij n n= ×[ ] 	என்�து	எதிர்	சமச்சீர்அணி	எனில்,	அவ்னதது	i, j-ககு	 a aij ji= −  ஆகும்.

 i = j	எ்னப்பிரதியிட்்ோல்,   2 0aii = அல்லது	 a iii = ∀0 .

	 அ்ோைது,	 ஓர்	 எதிர்	 சமச்சீர்	 அணியில்	மூவலவிட்்	 உறுப்புகள்	அவ்னததும்	 பூஜ்ஜியமோகும்	
என்�்்	இ்ன்	ப�ோருளோகும்.

 எடுததுககோட்்ோக,	 A = −
− −

















0 2 3
2 0 4
3 4 0

  என்்	அணிககு	 A AT = −  என்�்ோல்,	இவைணி	ஓர்	எதிர்	

சமச்சீர்	அணியோகும்.
	 ்மலும்	எந்்பைோரு	சதுர	அணிவயயும்	சமச்சீர்	மற்றும்	எதிர்	சமச்சீர்	அணிகளின்	கூடு்லோக	
எழு்லோம்	என்�வ்க	கைனிககவும்.
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்்தற்ைம் 7.1
 A என்�து	பமய்பயண்	மூலகங்கவளக	பகோண்்	ஒரு	சதுர	அணி	எனில்,	A + AT என்�து	ஒரு	
சமச்சீர்	அணியோகும்.	மற்றும்	 A AT-  என்�து	ஓர்	எதிர்	சமச்சீர்	அணியோகும்.

நிரூ�ணம்

 B A AT= + என்க.	
  BT  = ( )A AT T+  = A AT T T+ ( )  = A A A A BT T+ = + =  

 எ்ன்ை, A AT+  ஒரு	சமச்சீர்	அணியோகும்.

 C A AT= − என்க.

 C A A A A A A A A A A CT T T T T T T T T T T= + − = + − = − = − = − − = −( ( )) ( ) ( ) ( )  

 எ்ன்ை	 A AT-  என்�து	ஓர்	எதிர்	சமச்சீர்	அணியோகும்.

்்தற்ைம் 7.2
 ஒரு	சதுர	அணிவய	சமச்சீர்	மற்றும்	எதிர்	சமச்சீர்	அணிகளின்	கூடு்லோக	எழு்லோம்.

நிரூ�ணம்

 A என்�து	ஒரு	சதுர	அணி	என்க.	

 A A A A AT T= + + −
1
2

1
2

( ) ( )  எ்ன	எழு்லோம்.

	 ்்ற்்ம்	 7.1லிருந்து,	 ( ) ( )A A A AT T+ − kw;Wk; 	 என்�்ன	 முவ்்ய	 சமச்சீர்	 மற்றும்	 எதிர்	

சமச்சீர்	 அணிகளோகும்.	 ( )kA kAT T= என்�திலிருந்து	
1
2

( )A AT+ 	 மற்றும்	
1
2

( )A AT- ஆகியவை	

முவ்்ய	 சமச்சீர்	 மற்றும்	 எதிர்	 சமச்சீர்	அணிகள்	ஆகும்.	 இதிலிருந்து	 ்்வையோ்ன	முடிவிவ்னப்	

ப�்லோம்.	இ்ன்	மூலம்	்்ற்்ம்	நிரூபிககப்�டுகி்து.

குறிப்பு 7.4

	 சமச்சீர்	மற்றும்	எதிர்	சமச்சீர்	அணியோக	உள்ள	அணி	பூஜ்ஜிய	அணியோகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.13

 A = −
−

















1 3 5
6 8 3
4 6 5

 என்்	அணிவய	 சமச்சீர்	 மற்றும்	எதிர்	 சமச்சீர்	அணிகளின்	கூடு்லோக	

எழுதுக.

தீர்வு

    A = 

1 3 5
6 8 3
4 6 5
−
−

















  Þ  AT = 

1 6 4
3 8 6
5 3 5

− −















      P A AT= +
1
2

( )  = 
1
2

2 3 1
3 16 9

1 9 10

−
−















	என்க.
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   இப்ப�ோழுது   PT = 
1
2

2 3 1
3 16 9

1 9 10

−
−
















=P

   ஆவகயோல்,   P =  
1
2

( )A AT+  ஒரு	சமச்சீர்	அணியோகும்

    Q = 
1
2

( )A AT- 	என்க.

    = 
1
2

0 9 9
9 0 3
9 3 0
− −
−

















       QT = 
1
2

0 9 9
9 0 3
9 3 0

− −

−
















= −Q  

   ஆவகயோல்  Q = 
1
2

( )A AT-  எதிர்	சமச்சீர்	அணியோகும்.

    A = P Q+ =
−

−















+ − −

−

















1
2

2 3 1
3 16 9

1 9 10

1
2

0 9 9
9 0 3
9 3 0

 

ஆக்ை	A என்�வ்	ஒரு	சமச்சீர்	மற்றும்	எதிர்	சமச்சீர்	அணிகளில்	கூடு்லோக	எழு்லோம்.

பயிற்சி 7.1

 (1) (i) a i j m nij =
−

= =
( ) ,2

2
2 3

2

,            (ii)  a
i j m nij =
−

= =
| | ,3 4

4
3 4, 	எ்ன	இருககுமோறு	

உறுப்புகவளக	பகோண்்	m n´ ைரிவச	உவ்ய	 A aij= [ ]அணிகவள	உருைோககுக.

 (2) 

p q
r

s

2 31 0 31
7 1 9
2 8 1

1 0 4

7 3
2

9

2 8

− − −
+

− −
















=

−

− −

















π

 எனில்,	 p, q, r, s ஆகியைற்றின்	 மதிப்புகவளக	

கோண்க.

 (3) 
2 4
5 7 4

7 7 13
6

x y x
x x

y
y x

+
−









 =

−
+









  எனில்,	 x y+ -ஐ	கோண்க.

 (4) 2
6 6 0
4 2 1

0 2
3 2 8
2 1 7

A B A B− +
−

−








 = − =

− −








 kw;Wk; என்்	 அணிச்சமன்�ோடுகவள	

நிவ்வு	பசய்யும்	A, B  என்்	அணிகவளக	கோண்க.

 (5) A
a

=










1
0 1

	எனில்,	A4-ஐ	கோண்க.
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 (6) Aα
α α
α α

=
−









cos sin
sin cos

 எனில்.

  (i) A A Aα β α β= +( )  எ்ன	நிறுவுக.

  (ii)  A A IT
α α+ =  என்்	 நி�ந்்வ்னவய	 நிவ்வு	 பசய்யும்	 α -ன்	 அவ்னதது	 பமய்	

மதிப்புகவளயும்	கோண்க.

 (7) A
x

=
−










4 2
1

 மற்றும்	 ( )( )A I A I O− − =2 3  எனில்,	x-ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

 (8) A = 

1 0 0
0 1 0

1a b −

















 எனில், A2 என்�து	அலகு	அணியோகும்	எ்ன	நிறுவுக.

 (9)  A A A A kI O=
















− + + =
1 0 2
0 2 1
2 0 3

6 73 2
 kw;Wk; ,எனில்.	k-ஐ	கோண்க.

 (10) பின்ைரும்	 நி�ந்்வ்னகள்	 ஒவபைோன்வ்யும்	 நிவ்வுபசய்யும்	 அணிகளுககோ்ன	
எடுததுககோட்டுகவளத	்ருக.

  (i) AB BA¹  எனுமோறுள்ள	A மற்றும்		B அணிகள்

  (ii) AB O BA A O B O= = ≠ ≠,  kw;Wk; எனுமோறுள்ள	A, B அணிகள்

  (iii) AB O BA O= ≠ kw;Wk; எனுமோறுள்ள	A, B அணிகள்

 (11) f x
x x
x x( )

cos sin
sin cos=

−















0
0

0 0 1
 எனில்,	 f x f y f x y( ) ( ) ( )= +  எ்ன	நிறுவுக.

 (12) A என்�து	A2 = A	என்்ைோறுள்ள	ஒரு	சதுர	அணி	எனில்,	 7A - (I + A)3-ன்	மதிப்புக	கோண்க.

 (13) A B C=
−







 = −

















=
−













2 0 3
1 4 5

3 1
1 0

4 2

4 7
2 1
1 1

,  vdpy; 



எனில், A(B + C) = AB + AC	 எனும்	

�ண்பிவ்னச்	சரி�ோர்கக.

  

 (14) A
1 2 3
4 5 6

7 8 9
2 4 6









 =

− − −







  என்்	 அணிச்சமன்�ோட்டிவ்ன	 நிவ்வு	 பசய்யும்	 A என்்	

அணிவயக	கோண்க. 

 (15) If A BT = −
















=
−

−










4 5
1 0

2 3

2 1 1
7 5 2

 kw;Wk; எனில்,	பின்ைருை்னைற்வ்ச்	சரி�ோர்கக.

  (i) ( )A B A B B AT T T T T+ = + = +    (ii) ( )A B A BT T T− = −     (iii) ( )B BT T =  
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 (16) 3 ´ 4 ைரிவச	உவ்ய	ஒரு	அணி		A மற்றும்	B என்்	இரண்டு	அணிகளும்	 A BT 	மற்றும்		BAT

ஆகிய	இரண்வ்யும்	ைவரயவ்	பசய்யுமோறுள்ள	அணிகள்	எனில்,	B	அணியின்	ைரிவசவயக	
கோண்க.

 (17) பின்ைரும்	அணிகவள	சமச்சீர்	மற்றும்	எதிர்	சமச்சீர்	அணிகளின்	கூடு்லோக	எழுதுக.

  (i) 
4 2
3 5

−
−









   (ii) 

3 3 1
2 2 1
4 5 2

−
− −
− −

















.

 (18) 

2 1
1 0
3 4

1 8 10
1 2 5
9 22 15

−

−

















=
− − −

−
















AT  எனுமோறுள்ள	A என்்	அணிவயக	கோண்க.

 (19) A
x y

= −
















1 2 2
2 1 2

2
 மற்றும் AA IT = 9 எனில்,	x, y-ன்	மதிப்புகவளக	கோண்க.

 (20) (i) x-ன்	எம்மதிப்புககு,	 A x=
−

−
−

















0 1 2
1 0

2 3 0

3  என்�து	எதிர்	சமச்சீர்	அணியோகும்?

  (ii) 

0 3
2 1

1 0

2

p
q

r
−

















 என்�து	எதிர்	சமச்சீர்	அணி	எனில்,	p, q, r-ன்	மதிப்புகவளக	கோண்க.

 (21) a i jij = − எனில்,	 A aij= ×[ ]3 3  என்்	 அணிவய	 உருைோககுக.	 ்மலும்,	 A என்�து	 சமச்சீர்	

அணியோ	அல்லது	எதிர்	சமச்சீர்	அணியோ	எ்னக	கூறுக.

 (22) A, B என்�்ன	இரு	சமச்சீர்	அணிகள்	என்க.	AB = BA எனில்,	AB என்�து	சமச்சீர்	அணியோகும்	
எ்ன	நிறுவுக.	்மலும்	இ்ன்	மறு்வலயும்	உண்வம	எ்ன	நிறுவுக.

 (23) A, B என்�்ன	சமைரிவசயுள்ள	இரு	சமச்சீர்	அணிகள்	எனில்,	பின்ைருை்னைற்வ்	நிறுவுக.

  (i) AB + BA என்�து	சமச்சீர்	அணியோகும்

  (ii) AB - BA என்�து	எதிர்	சமச்சீர்	அணியோகும்

 (24) ஓர்	அங்கோடியில்	முந்திரி,	உலர்	திரோட்வச	மற்றும்	�ோ்ோம்	�ருப்பு	ஆகியைற்வ்க	பகோண்டு	
மூன்று	வி்மோ்ன	�ரிசுப்	வ�கள்	்யோர்	பசய்யப்�டுகின்்்ன.		

  வ� I-ல் 100 கிரோம்	முந்திரி,	100 கிரோம்	உலர்	திரோட்வச	மற்றும்	50 கிரோம்	�ோ்ோம்	�ருப்பும்,	

  வ� II-ல்	 200 கிரோம்	முந்திரி,	100 கிரோம்	உலர்	திரோட்வச	மற்றும்	100 கிரோம்	�ோ்ோம்	�ருப்பும்,	

  வ� III-ல்	 250 கிரோம்	முந்திரி,	250 கிரோம்	உலர்	திரோட்வச	மற்றும்	150 கிரோம்	�ோ்ோம்	�ருப்பும்	
உள்ள்ன.

  50 கிரோம்	முந்திரியின்	விவல	` 50, 50 கிரோம்	உலர்	திரோட்வசயின்	விவல	` 10 	மற்றும்	50 
கிரோம்	�ோ்ோம்	�ருப்பின்	விவல	` 60	எனில்,	ஒவபைோரு	�ரிசுப்	வ�யின்	விவலவயக	கோண்க.
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7.3 அணிக்காவைகள் (Determinants)
 n	 ைரிவசயுள்ள	 ஒவபைோரு	 சதுர	 அணி	 A	 உ்ன்,	 நோம்	 அணி	 A-ன்	 அணிக்கோவை	 என்்	
எண்வணத	ப்ோ்ர்பு�டுத்லோம். 

					A	=	

11 12 1

21 22 2

1 2

 

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

�
�

� � � �
�

	எனில்,	A-ன்	அணிக்கோவை		|	A	|	=	

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

�
�

� � � �
�

	ஆகும்.

குறிப்பு 7.5

 (i) சதுர	அணிகளுககு	மட்டு்ம	அணிக்கோவைகவள	ைவரயறுகக	முடியும்.

 (ii) ஒரு	சதுர	அணி	A-ன்	அணிக்கோவைவய		| A | 	எ்னக	குறிககி்்ோம்.

	 	 (இ்வ்ன	அணிக்கோவை	A	எ்னப்�டிககவும்)	

 (iii) ஓர்	 அணி	 என்�து	 ைடிைவமப்பு	 மட்டு்ம.	 ஆ்னோல்,	 அணிக்கோவை	 ஒரு	 மதிப்வ�ப்	
ப�ற்றிருககும்.

7.3.1 �ல்்ைறு ைரிவசகள் உவ்டய அணியின் அணிக்காவைகள் 
(Determinants of matrices of different order)

ைரிவச 1 உவ்டய அணியின் அணிக்காவை

 A = [a] என்�து	ைரிவச	1	உவ்ய	அணி	எனில்,	A-ன்	அணிக்கோவை	 ‘a’	எ்ன	
ைவரயறுககப்�டுகி்து.

ைரிவச 2 உவ்டய அணியின் அணிக்காவை

 A = 
a a
a a

11 12

21 22









  என்�து	ைரிவச	2	உவ்ய	அணி	எனில்,		A-ன்	அணிக்கோவை	  

11 12

11 22 21 12

21 22

| |
a a

A a a a a
a a

= = − எ்ன	ைவரயறுககப்�டுகி்து.

எடுத்துககாட்டு 7.14

 மதிப்பிடுக	:   (i) 
2 4
1 2-

  (ii) 
cos sin
sin cos
θ θ
θ θ−

தீர்வு

 (i) 
2 4
1 2-

= (2 ´ 2) - (- 1 ´ 4) = 4 + 4 = 8.

 (ii)  
cos sin
sin cos
θ θ
θ θ−

 = (cos .cos ) ( sin .sin )θ θ θ θ− −  = cos sin2 2 1θ θ+ = .

ைரிவச 3 உவ்டய அணியின் அணிக்காவை

 பமய்பயண்கள்	 அல்லது	  -ல்	 ைவரயறுககப்�ட்்	 பமய்	 மதிப்புகவளயுவ்ய	 சோர்புகவள	
உறுப்புகளோகக	 பகோண்்	 3 ´ 3 ைரிவசயுவ்ய	 அணிக்கோவைவய	 எடுததுகபகோண்டு,	 அ்ன்	
�ண்புகவளப்	�ற்றிப்	�டிப்�து்ன்	அணிக்கோவைகளின்	மதிப்புகவளக	கோணும்	�ல்்ைறு		முவ்கள்	
குறிததும்	விைோதிப்்�ோம்.
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ைவையவை 7.19
 A aij= ×[ ]3 3 	 என்�து	 3-ஆம்	 ைரிவசயுவ்ய	 சதுர	 அணி	 என்க.	 ஏ்்னும்	 ஒரு	 உறுப்பு	 

aij -ன்	சிற்றணிகயகாச்வயோ்னது	  aij  உள்ள	 i-ஆைது	நிவர	மற்றும்	 j-ஆைது	நிரவல	நீககுை்ோல்	

ப�்ப்�டும்	 அணிக்கோவையோகும்.	 aij -ன்	 சிற்்ணிக்கோவையோ்னது	 ைழககமோக	 Mijஎ்னக	

குறிககப்�டும்.

 ைவையவை 7.20

 ்குந்்	குறியி்ப்�ட்்	சிற்்ணிக்கோவை	இசணககாரணி எ்னப்�டும்.	aij -ன்	இவணககோரணி	 

Aij  எ்னககுறிககப்�டும்.	்மலும்	 A Mij
i j

ij= − +( )1 	எ்ன	ைவரயறுககப்�டும்.

 எடுததுககோட்்ோக	 A
a a a
a a a
a a a

=
















11 12 13

21 22 23

31 32 33

 என்�து 3 ´ 3 ைரிவச	உவ்ய	அணி	என்க.

	 இவைணியின்	 உறுப்புகள்	 a a a11 12 13, , 	 ஆகியைற்றின்	 சிற்்ணிக	 ்கோவைகள்	 மற்றும்	

இவணககோரணிகள்	பின்ைருமோறு	:

 (i) a11 -ன்	சிற்்ணிக்கோவைM
a a
a a

a a a a11
22 23

32 33
22 33 32 23= = −

  a11 -ன்	இவணககோரணி					 A M
a a
a a

a a a a11
1 1

11
22 23

32 33
22 33 32 231= − = = −+( )

 (ii) a12 -ன்	சிற்்ணிக்கோவைM
a a
a a

a a a a12
21 23

31 33
21 33 31 23= = −

  a12 -ன்	இவணககோரணி					 A
a a
a a

a a a a12
1 2 21 23

31 33
21 33 31 231= − = − −+( ) ( )

 (iii) a13 -ன்	சிற்்ணிக்கோவைM
a a
a a

a a a a13
21 22

31 32
21 32 31 22= = −

  a13 -ன்	இவணககோரணி					 A M
a a
a a

a a a a13
1 3

13
21 22

31 32
21 32 31 221= − = = −+( )

முடிவு 7.1 ைாபைாஸ் விரிைாககம் (Laplace Expansion)

 பகோடுககப்�ட்்	 A aij= ×[ ]3 3 	என்்	அணியின்	மு்ல்	நிவரயிலுள்ள	உறுப்புகவள	அைற்றின்	ஒத்	

இவணககோரணிகளு்ன்	ப�ருககிக	கூடு்ல்	கண்்ோல்,	அது	A-ன்	அணிக்கோவைககுச்	சமமோகும்.

	 அ்ோைது,		 | |A a A a A a A= + +11 11 12 12 13 13 . ... (1)

	 இ்வ்ன்ய	சிற்்ணிக	்கோவைகளின்	ைவரயவ்வயப்	�யன்�டுததி	பின்ைருமோறு	எழு்லோம்.
 | |A a M a M a M= − +11 11 12 12 13 13 .

 ஓர்	 அணிக்கோவைவய	 எந்்பைோரு	 நிவர	 அல்லது	 நிரல்	 ைழியோகவும்	 விரிவுப்�டுத்லோம்.	
இவைோறு	 கோணப்�டும்	 எல்லோ	 விரிைோககங்களின்	 மதிப்புகள்	 அவ்னததும்	 சமமோக	 இருப்�வ்க	
கைனிககவும்.	
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எடுததுககோட்்ோக,

 R1  ைழியோக	விரிவு�டுத்,	 | |A a A a A a A= + +11 11 12 12 13 13

 R2 ைழியோக	விரிவு�டுத்,	 | |A a A a A a A= + +21 21 22 22 23 23

 C1ைழியோக	விரிவு�டுத்,	 | |A a A a A a A= + +11 11 21 21 31 31

எடுத்துககாட்டு 7.15

 A =
−

−
−

















1 3 2
4 5 6
3 5 2

 எனில்,	 A	 என்்	 அணியின்	அவ்னதது	 சிற்்ணிக்கோவைகள்	 மற்றும்	

இவணககோரணிகவளக	கோண்க.	இைற்வ்ப்	�யன்�டுததி	| A |-ஐக	கோண்க.	்மலும்.	எந்்	ஒரு	நிவர	
அல்லது	நிரவலப்	�யன்�டுததி	விரிவு�டுததி்னோலும்	 | A |-ன்	மதிப்பு	மோறுைதில்வல	எ்னச்சரி�ோர்கக.	

தீர்வு
 சிற்றணிகயகாச்வகள் : 

 M11 = 
−

= − − = −
5 6

5 2
10 30 40  

 M12 = 
4 6
3 2

8 18 26
−

= + =  

 M13 = 
4 5
3 5

20 15 5
−

−
= − =  

 M21	= 
3 2
5 2

6 10 16
−

= + =  

 M22 = 
1 2
3 2

2 6 4
−

−
= − = −  

 M23 = 
1 3
3 5

5 9 14
−

= + =  

 M31 = 
3 2
5 6

18 10 8
−

−
= − =

 M32 = 
1 2
4 6

6 8 14
−

= + =  

 M33 = 
1 3
4 5

5 12 17
−

= − − = −  

 இசணககாரணிகள் :
    A11 = ( ) ( )− − = −+1 40 401 1  

    A12 = ( ) ( )− + = −+1 26 261 2  
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    A13 = ( ) ( )− =+1 5 51 3  

    A21 = ( ) ( )− = −+1 16 162 1  

    A22 = ( ) ( )− − = −+1 4 42 2  

    A23 = ( ) ( )− = −+1 14 142 3  

    A31 = ( ) ( )− =+1 8 83 1  

    A32 = ( ) ( )− = −+1 14 143 2  

    A33 = ( ) ( )− − = −+1 17 173 3  

 R1  ைழியோக	விரிவு�டுத்,

     |A| = a A a A a A11 11 12 12 13 13+ +

      |A| = 1 40 3 26 2 5 128( ) ( )( ) ( )( )− + − + − = −    ... (3)
	 C1		ைழியோக	ைரிவு�டுத்,
     |A| = a A a A a A11 11 21 21 31 31+ +  

      = 1 40 4 16 3 8 128( ) ( ) ( )− + − + − = −   ... (4)

 (3) மற்றும்	(4)லிருந்து,	

 R1 ைழியோக	விரிவு�டுததிப்	ப�்ப்�ட்்	 | A |-ன்	மதிப்�ோ்னது	  C1 	ைழியோக	விரிவு�டுததிப்	
ப�ற்்		| A |-ன்	மதிப்புககுச்	சமம்	எ்ன	நிரூ�ணமோகி்து.

சாைஸ் விதிவயப �யன்�டுத்தி ைரிவச 3 உவ்டய அணிக்காவைவய மதிபபி்டல் (பிபைஞ்சுக 
கணி்த ்மவ்த பியா்ை பைடிக சாைஸ் என்�ைைது ப�யைால் இவைாறு அவைககப�டுகிைது)

(Evaluation of determinant of order 3 by using Sarrus Rule)

  [ ]A 3 3´  = 

a a a
a a a
a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

















         

 A என்்	அணியின்	உறுப்புகவள	பின்ைருமோறு	எழுதுக:

11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

a a a a a
a a a a a
a a a a a

  | A | ஆ்னது	பின்ைருமோறு	கணககி்ப்�டுகி்து	:

	 	 |	A	|	=	 a a a a a a a a a a a a a a a a a11 22 33 12 23 31 13 21 32 33 21 12 32 23 11 31 22+ +[ ]− + + aa13[ ]  
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எடுத்துககாட்டு 7.16

  A =
−

















0
0

0

sin cos
sin sin
cos sin

α α
α β
α β

 எனில்,	| A |-ஐ	கோண்க.

தீர்வு

  

0
0

0
0 11 12 13

sin cos
sin sin
cos sin

sin cos
α α

α β
α β

α α
−

= − +M M M

     = 0 0 0 0− − + − − =sin ( cos sin ) cos ( sin sin ) .α α β α α β  

எடுத்துககாட்டு 7.17

 A = −
−

















3 4 1
0 1 2
5 2 6

 எனில்,	| A |-ன்	மதிப்வ�	சோரஸ்	விதிவயப்	�யன்�டுததிக	கோண்க. 

தீர்வு 

   

3 4 1 3 4

0 1 2 0 1

5 2 6 5 2

− −
− −

    |A| = 3 1 6 4 2 5 1 0 2( )( ) ( )( ) ( )( )− + + −[ ]  − − + − +[ ]5 1 1 2 2 3 6 0 4( )( ) ( )( ) ( )( )  

     = [ ] [ ]− + + − − − +18 40 0 5 12 0  = 22+17 = 39.

குறிப்பு 7.6
 ஓர்	அணிக்கோவையின்	மதிப்வ�	எளிவமயோகக	கோண,	அவைணிக்கோவைவயப்	பூஜ்ஜியங்கள்	
அதிகமோக	உள்ள	நிவர	அல்லது	நிரல்	ைழியோக	விரிவு�டுத்லோம்.

ைரிவச n,  n ³4 என உள்ள சதுை அணியின் அணிக்காவை

 அணிக்கோவைகளின்	 கருத்ோககதவ்	 ைரிவச	 n n, ³ 4  எ்ன	 உள்ள	 சதுர	 அணிகளுககும்	

விரிவு�டுத்லோம்.	 A a nij n n= ≥×[ ] , 4  என்க.

 A aij n n= ×[ ]  என்்	 அணியின்	 அணிக்கோவையில்	 i	 ஆைது	 நிவர	 மற்றும்	  j	 ஆைது	 நிரவல	

நீககி்னோல்,	ைரிவச	  ( )n -1 	 உவ்ய	ஒரு	அணிக்கோவை	கிவ்ககும்.	இவைணிக்கோவை	 aij	 என்்	

உறுப்பின்	 சிற்்ணிக	 ்கோவையோகும்.	 இ்வ்ன	  Mij	 எ்னககுறிககி்்ோம்.	  aij-ன்	 இவணககோரணி	 
A Mij

i j
ij= − +( )1  எ்ன	ைவரயறுககப்�டுகி்து.

முடிவு 7.2
 ைரிவச	n	உவ்ய	சதுர	அணி		A aij n n= ×[ ] -ன்	மு்ல்	நிவரயில்	உள்ள	உறுப்புகவளயும்	அைற்றின்	

ஒத்	 இவணககோரணிகவளயும்	 ப�ருககிக	 கூட்டி்னோல்,	 அது	 அணிக்கோவை	 A-ககு	 சமமோகும்.	
அ்ோைது,

 | | ...A a A a A a A a An n j j
j

n

= + + + =
=
∑11 11 12 12 1 1 1 1

1
. இ்ற்குச்	சமமோகச்	சிற்்ணிக	்கோவைகள்	மற்றும்	

இவணககோரணிகளின்	ைவரயவ்வயப்	�யன்�டுததி	பின்ைருமோறு	எழு்லோம்.
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 | | ( )A a Mj
j j

j

n

= − +

=
∑ 1 1

1 1
1

 .

 இங்கு,	A1j என்�து	a1j-ன்	இவணககோரணி	மற்றும்	M1j 	என்�து	a1j-ன்	சிற்்ணிக	்கோவையோகும்.	 
j =1, 2, ... n	ஆகும்.
குறிப்பு 7.7
 (i) A aij n n= ×[ ]  எனில்,	 A-ன்	 அணிக்கோவைவய	  det(A) அல்லது	 det A அல்லது	 D  எ்னக	

குறிப்பி்லோம்.

 (ii)  இ்வ்ன,	ஏ்்னுபமோரு	நிவர	அல்லது	நிரவலப்	�யன்�டுததியும்	கணககி்லோம்.	

7.3.2 அணிக்காவைகளின் �ண்புகள் (Properties of Determinants)
 அணிக்கோவைகளின்	 மதிப்புக	 கோண,	 பின்ைரும்	 அணிக்கோவையின்	 �ண்புகளில்	 ஒன்று	
அல்லது	அ்ற்கு	்மற்�ட்்ைற்வ்ப்	�யன்�டுத்லோம்.

�ண்பு 1 

 ஓர்	அணிக்கோவையின்	நிவரகவள	நிரல்களோகவும்,	நிரல்கவள	நிவரகளோகவும்	இ்மோற்்ம்	
பசய்்ோல்	அ்ன்	மதிப்பு	மோ்ோது.	அ்ோைது,	| A | = | AT |.
	 ஓர்	 அணிக்கோவையில்	 நிவரைழி	 விரிவு	 கோண்�தும்,	 நிரல்	 ைழி	 விரிவு	 கோண்�தும்	 சமம்	
என்�திலிருந்து	இப்�ண்பு	உண்வமயோகி்து.

�ண்பு 2
 ஓர்	 அணிக்கோவையின்	 ஏ்்னும்	 இரு	 நிவரகள்	 (அல்லது	 நிரல்கள்)	 இ்மோற்்ம்	
பசய்யப்�டும்்�ோது,	அணிக்கோவையின்	குறி	மோறும்.	ஆ்னோல்	எண்ணளவு	மோ்ோது.

சரி�ார்த்்தல்

   | A | =   
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

	என்க.

    = a b c b c b a c a c c a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2( ) ( ) ( )− − − + −

    | A1 | =   
a b c
a b c
a b c

1 1 1

3 3 3

2 2 2

   ( )R R2 3↔ என்க.

    = a b c b c b a c a c c a b a b1 3 2 2 3 1 3 2 2 3 1 3 2 2 3( ) ( ) ( )− − − + −  

    = − − + − − −a b c b c b a c a c c a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2( ) ( ) ( )  

    = − − − − + −[ ( ) ( ) ( )]a b c b c b a c a c c a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2  

    = - | A |
   | A1 | = - | A | .

�ண்பு 3
 A என்்	 அணியின்	 n	 நிவரகள்	 (நிரல்கள்)	 இ்மோற்்ம்	 பசய்யப்�டின்,	 அவைணியின்	
அணிக்கோவை	 (- 1)n | A |	ஆகும்.
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�ண்பு 4
	 ஓர்	 அணிக்கோவையில்	 இரு	 நிவரகள்	 (அல்லது	 நிரல்கள்)	 சர்ை	 சமம்	 எனில்,	
அவைணிக்கோவையின்	மதிப்பு	பூஜ்ஜியமோகும்.
சரி�ார்த்்தல்

  | A | =   
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

2 2 2

 என்க.		இரண்்ோம்	மற்றும்	மூன்்ோம்	நிவரகள்	சர்ை	சமம்	எ்னக	பகோள்க.

	 இரண்்ோம்	மற்றும்	மூன்்ோம்	நிவ்கவளப்	�ரிமோற்்ம்	பசய்யக	கிவ்ப்�து

   - | |A  =   
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

2 2 2

 = | A |	எ்னக	கிவ்ககி்து.

Þ  2| A | = 0  Þ | A | = 0.
�ண்பு 5
	 A	 என்்	அணியின்	ஒரு	நிவர	 (அல்லது	நிரல்)	அவைணியின்	மற்ப்ோரு	 நிவரயின்	 (அல்லது	
நிரலின்)	திவசயிலிப்	ப�ருககலோக	இருப்பின்,	அ்ன்	அணிக்கோவையின்	மதிப்பு	பூஜ்ஜியமோகும்.
குறிப்பு 7.8
 (i) ஓர்	 அணிக்கோவையின்	 ஒரு	 நிவர	 அல்லது	 நிரலில்	 உள்ள	 அவ்னதது	 உறுப்புகளும்	

பூஜ்ஜியம்	எனில்,	அவைணிக	்கோவையின்	மதிப்பு	பூஜ்ஜியமோகும்.
 (ii) ஒரு	 முக்கோண	 ைடிை	 அணியின்	 அணிக்கோவையின்	 மதிப்�ோ்னது	 அ்ன்	 மு்ன்வம	

மூவலவிட்்	உறுப்புகளின்	ப�ருககற்�ல்னோகும்.
�ண்பு 6
	 ஓர்	அணிக்கோவையில்	ஏ்்னும்	ஒரு	நிவரயில்	 (நிரலில்)	உள்ள	ஒவபைோரு	உறுப்பும்	ஒரு	
திவசயிலி	kஆல்	ப�ருககப்�ட்டிருப்பின்	அந்்	அணிக்கோவையின்	மதிப்பு	 	kஆல்	ப�ருககப்�ட்்்ோக	
அவமயும்.
சரி�ார்த்்தல்

    | A | =   
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

	என்க.

    = a b c b c b a c a c c a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2( ) ( ) ( )− − − + −

    | A1 | =   
ka kb kc
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

	என்க.

    = ka b c b c kb a c a c kc a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2( ) ( ) ( )− − − + −  = k| A |

    = k a b c b c b a c a c c a b a b[ ( ) ( ) ( )]1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2− − − + −  = k| A |

    Þ | A1 | = k| A |.
குறிப்பு 7.9
 (i) A என்�து	ைரிவச	n	உவ்ய	சதுர	அணி	எனில்,
 (ii) | AB | = | A | | B |

 (iii)  AB = O 	எனில்,	| A | = 0 	அல்லது	| B | = 0.

 (iv) | An | = (| A |)n
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�ண்பு 7
	 ஓர்	அணிக்கோவையில்	உள்ள	ஒரு	நிவரயின்	(நிரலின்)	ஒவபைோரு	உறுப்பும்	இரண்டு	அல்லது	
அ்ற்கு	 ்மற்�ட்்	 உறுப்புகளின்	 கூடு்லோக	 இருககுபமனில்,	 அவைணிக்கோவைவய	 இரண்டு	
அல்லது	அ்ற்கு	்மற்�ட்்	அணிக்கோவைகளின்	கூட்்ல்	�ல்னோக	எழு்	இயலும்.

  அ்ோைது,     
a m b c
a m b c
a m b c

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

+
+
+

 =   
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 +   
m b c
m b c
m b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 

சரி�ார்த்்தல்

 மு்ல்	நிரல்	ைழியோக	விரிவு�டுத்
  LHS = ( )( ) ( )( ) ( )( )a m b c b c a m b c b c a m b c b c1 1 2 3 3 2 2 2 1 3 3 1 3 3 1 2 2 1+ − − + − + + −  

   = a b c b c a b c b c a b c b c m b c b c m1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1 1 2 3 3 2 2( ) ( ) ( ) ( )− − − + − + − − (( )b c b c1 3 3 1−  

   + −m b c b c3 1 2 2 1( )

‘   =   
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 +   
m b c
m b c
m b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 = RHS

�ண்பு 8
 ஓர்	அணிக்கோவையில்	ஒரு	நிவரயில்	 (நிரலில்)	 உள்ள	ஒவபைோரு	உறுப்்�ோடும்	 மற்்	 பி்	
நிவரகளில்	(நிரல்களில்)	உள்ள	ஒத்	உறுப்புகவளக	குறிப்பிட்்	மோறிலிகளோல்	முவ்்ய	ப�ருககிக	
கூட்டுை்ோல்	அல்லது	கழிப்�்ோல்	அவைணிக	்கோவையின்	மதிப்பு	மோ்ோது.
சரி�ார்த்்தல்

    | A | = 

a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 என்க.

  மற்றும் | A1 | =   
a pa qa b pb qb c pc qc

a b c
a b c

1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 2 2

3 3 3

+ + + + + +

 

    = 

a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 +   
pa pb pc
a b c
a b c

2 2 2

2 2 2

3 3 3

 +   
qa qb qc
a b c
a b c

3 3 3

2 2 2

3 3 3

  (�ண்பு	7-ன்�டி)

   | A1 | = |A| + p   
a b c
a b c
a b c

2 2 2

2 2 2

3 3 3

 + q   
a b c
a b c
a b c

3 3 3

2 2 2

3 3 3

 

   | A1 | = | A | + p(0) + q(0) = | A |    (�ண்பு	4-ன்�டி)
    | A1 | = | A | 
 இப்�ண்பு	ஒரு	குறிப்பிட்்	நிவ்வய	அல்லது	நிரவலச்	சோர்ந்்து	அல்ல.

எடுத்துககாட்டு 7.18 

   a, b, c	மற்றும்	x என்�்ன	மிவக	பமய்பயண்கள்	எனில்,	

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

a a a a
b b b b
c c c c

x x x x

x x x x

x x x x

+ −
+ −
+ −

− −

− −

− −

2 2

2 2

2 2

1
1
1

 என்�து	

பூஜ்ஜியமோகும்	எ்ன	நிரூபிகக.
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தீர்வு 

 C C C1 1 2→ − 	-ஐ	�யன்�டுத்,			 

4 1

4 1

4 1

0

2

2

2

a a

b b

c c

x x

x x

x x

−( )
−( )
−( )

=

−

−

−

[ C C1 3, விகி்ச்	சமமோ்னவை]

எடுத்துககாட்டு 7.19

 A = 

a b c
b c a
c a b

















 மற்றும்	B =  

b c c a a b
c a a b b c
a b b c c a

+ + +
+ + +
+ + +

















  ஆகியைற்றின்	அணிக்கோவைகவள	

விரிவு�டுத்ோமல்,	| B | = 2| A |	எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு

    | B | = 

2 2 2

1 1 2 3

( ) ( ) ( )
( )

a b c a b c a b c
c a a b b c
a b b c c a

R R R R
+ + + + + +
+ + +
+ + +

→ + +  

     = 2

a b c a b c a b c
c a a b b c
a b b c c a

+ + + + + +
+ + +
+ + +

 

     = 2

a b c a b c a b c
b c a
c a b

+ + + + + +
− − −
− − −

 ( )R R R R R R2 2 1 3 3 1→ − → − and  

     = 2

a b c
b c a
c a b

R R R R− − −
− − −

→ + +( )1 1 2 3  

     = 2 1 2( )-
a b c
b c a
c a b

 

     = 2| A |.

எடுத்துககாட்டு 7.20

 மதிப்பு	கோண்க	

2014 2017 0
2020 2023 1
2023 2026 0

 .

தீர்வு

  

2014 2017 0
2020 2023 1
2023 2026 0

 = 

2014 2017 2014 0
2020 2023 2020 1
2023 2026 2023 0

-
-
-

 = 

2014 3 0
2020 3 1
2023 3 0

 = 3

2014 1 0
2020 1 1
2023 1 0

 

     = - 3(2014 - 2023) = - 3 (- 9) = 27.
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எடுத்துககாட்டு 7.21

  

x x x
x x

x

− −
− −

−
=

1 2
0 2 3
0 0 3

0  எனில்,	x-ன்	மதிப்பு	கோண்க.

தீர்வு

 மு்ன்வம	மூவலவிட்்ததிற்குக	கீழ	உள்ள	அவ்னதது	உறுப்புகளும்	பூஜ்ஜியம்	என்�்ோல்,	
அணிக்கோவையின்	மதிப்பு	(x - 1) (x - 2) (x - 3) = 0  Þ x = 1, 2, 3.

எடுத்துககாட்டு 7.22

 

1 1 1

2 2 2

x y z
x y z

 = (x - y) (y - z) (z - x)	எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு

 C C C C C C2 2 1 3 3 1→ − → −, 	எனில்

   LHS =  

1 0 0

2 2 2 2 2

x y x z x
x y x z x

- -
- -

 = ( )( )y x z x x
x y x z x

− −
+ +

1 0 0
1 1

2

 

    = ( )( )[( ) ( )]y x z x z x y x− − + − +  

    = ( )( )( )y x z x z y- - -  

    = ( )( )( )x y y z z x- - -  = RHS.

பயிற்சி 7.2

 (1) அணிக்கோவைவய	விரிவு�டுத்ோமல்,	   
s a b c
s b c a
s c a b

2 2 2

2 2 2

2 2 2

+
+
+

 = 0	எ்ன	நிறுவுக.

 (2)   
b c bc b c
c a ca c a
a b ab a b

+
+
+

2 2

2 2

2 2

 = 0	எ்ன	நிறுவுக.

 (3)     = 
a bc ac c

a ab b ac
ab b bc c

a b c

2 2

2 2

2 2

2 2 24
+

+
+

 எ்ன	நிறுவுக.

 (4) 

1 1 1
1 1 1
1 1 1

1 1 1 1
+

+
+

= + + +







a
b

c
abc

a b c
 எ்ன	நிறுவுக.
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 (5)    = 0
sec tan
tan sec

2 2

2 2

1
1

38 36 2

θ θ
θ θ − 	எ்ன	நிறுவுக.

 (6)   
x a y b z c
x y z
a b c

+ + +2 2 2
  = 0	எ்ன	நிறுவுக.

 (7) 3 ´ 3 ைரிவச	 உவ்ய	 எதிர்	 சமச்சீர்	 அணியின்	 ப�ோது	 ைடிைதவ்	 எழுதுக.	 அ்ன்	
அணிக்கோவையின்	மதிப்பு	0	எ்னக	கோட்டுக.

 (8)   
a b a b
b c b c

a b b c

α
α

α α

+
+

+ +
=

0
0 எனில்,	 a, b, c என்�்ன	G.P.-ல்	அவமயும்	அல்லது	 a என்�து	

ax2 + 2bx + c = 0-ன்	ஒரு	மூலமோகும்	எ்ன	நிறுவுக.

 (9) 

1
1
1

0

2

2

2

a a bc
b b ca
c c ab

−
−
−

=  எ்ன	நிறுவுக.

 (10) a, b, c என்�்ன	ஒரு	A.P.-ன்	p, q மற்றும்	r-ஆைது	உறுப்புகள்	எனில்,	   
a b c
p q r
1 1 1

-ன்	 

மதிப்பு	கோண்க.

 (11) 

a x ab ac
ab b x bc
ac bc c x

2 2

2 2

2 2

+
+

+
 என்்	அணிக்கோவை	x4ஆல்	ைகு�டும்	எ்ன	நிறுவுக.

 (12) a, b, c என்�வை	மிவக	மற்றும்	அவை	ஒரு	G.P.-ன்	p, q மற்றும்	rஆைது	உறுப்புகள்	எனில்,	 

  
log
log
log

a p
b q
c r

1
1
1

0= 	எ்ன	நிறுவுக.

 (13) x y z, , ¹1 	எனில்,		

1
1

1

log log
log log
log log

x x

y y

z z

y z
x z
x y

 -ன்	மதிப்பு	கோண்க.

 (14) A = 

1
2

0 1
2

α

















 எனில்,	 det( )Ak n
k

n

= −







=
∑ 1

3
1 1

41
	எ்ன	நிறுவுக.

7 Matrices and Determinants.indd   32 03-09-2018   15:37:51



அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்33

 (15) விரிவு�டுத்ோமல்	பின்ைரும்	அணிக்கோவைகளின்	மதிப்வ�க	கோண்க. :

  (i) 

2 3 4
5 6 8

6 9 12x x x
  (ii) 

x y y z z x
z x y
+ + +

1 1 1
 

 (16) A என்�து	ஒரு	சதுர	அணி	மற்றும்	| A | = 2	எனில்,	| AAT |-ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

 (17) A, B என்�்ன	 | A | = -1 மற்றும்	 | B | = 3	எனுமோறு	உள்ள	3 ைரிவச	சதுர	அணிகள்	எனில்,	 
| 3AB |-ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

 (18) l = - 2	எனில்,	

0 2 1
0 3 1

1 6 1 0

2 2

λ
λ λ

λ
+

− −
 -ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

 (19) 

1 4 20
1 2 5
1 2 5

0
2

− =
x x

 என்்	சமன்�ோட்டின்	மூலங்கவளக	கோண்க.

 (20) A B=
−

−

















= −
















4 3 2
1 0 7
2 3 5

1 3 3
2 4 0

9 7 5
 kw;Wk; என்்	அணிகளுககு	det(AB) = (det A) (det B) 

எ்ன	சரி�ோர்கக.

 (21) A =
















5 3 8
2 0 1
1 2 3

	 என்்	 அணியின்	 இரண்்ோம்	 நிவரயில்	 உள்ள	 உறுப்புகளின்	

இவணககோரணிகவளப்	�யன்�டுததி,	| A |-ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

7.3.3 அணிக்காவைகளுககுக காைணித் ்்தற்ைத்தின் �யன்�ாடு
          (Application of factor theorem to determinants)
்்தற்ைம் 7.3 (காைணித்்்தற்ைம்) (Factor Theorem)
	 ஓர்	அணி	A-ன்	ஒவபைோரு	உறுப்பும்	 x-ஆல்	அவமந்்	�ல்லுறுப்புக	்கோவையோக	இருந்து,	 x = a 
எ்னப்	பிரதியி்		| A | -ன்	மதிப்பு	பூஜ்ஜியமோகும்	எனில்,	(x - a) என்�து	| A | -ன்	ஒரு	கோரணியோகும்.
குறிப்பு 7.10
 (i) ஓர்	 அணிக்கோவையின்	 மதிப்வ�க	 கோரணிகளின்	 ப�ருககல்	 ைடிவில்	 ப�றுை்ற்கு	

இத்்ற்்ம்	மிகவும்	�யன்�டுகி்து.

 (ii) b = a எ்ன	 | A |-ல்	 பிரதியி்,	 அ்ன்	 ஏ்்னும்	 இரு	 நிவரகள்	 அல்லது	 நிரல்கள்	
சர்ைசமமோ்னோல்,	  | A | = 0	 	 ஆகும்.	 எ்ன்ை	 கோரணித	 ்்ற்்ததின்�டி	  ( )a b- என்�து	 
| A |-ன்	ஒரு	கோரணியோகும்.

 (iii) n (n ³ r) ைரிவசயுள்ள	அணிக்கோவையில்	 x = a எ்னப்	பிரதியி்,	 r 	நிவரகள்	 (நிரல்கள்)	
சர்ைசமமோ்னோல்,		(x - a)r - 1  என்�து	| A | -ன்	ஒரு	கோரணியோகும்.

 (iv) ஒரு	சதுர	அணியின்	(அல்லது	அ்ன்	அணிக்கோவை)	ஒவபைோரு	நிவரயும்	மு்ல்	நிவரயில்	
உள்ள	மோறிகவள	ைட்்ச்	சுழல்	முவ்யில்	மோற்றுை்ன்	மூலம்	ப�்ப்�ட்்ோல்,	அது	ைட்்ச்	
சமச்சீர்	ைடிைம்	எ்னப்�டும்.

 (v) ஒரு	 ைட்்ச்	 சமச்சீர்	 அணிக்கோவையில்	 m என்�து	 கோரணிகளின்	 (பிரதியிடுை்ோல்	
ப�்ப்�ட்்)	 ப�ருககலின்	 �டிககும்	 மு்ன்வம	 மூவலவிட்்	 உறுப்புகளின்	 ப�ருககலின் 
�டிககும்	உள்ள	விததியோசம்	என்க.
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  (1) இப்்�ோது	m = 0 எனில்	்மலும்	்்வையோ்ன	கோரணி	மோறிலி	k ஆகும்.
  (2) m = 1 எனில்	்மலும்	்்வையோ்ன	கோரணி	 k a b c( )+ + ஆகும்.
  (3) m = 2 எனில்	்மலும்	்்வையோ்ன	கோரணி	 k a b c l ab bc ca( ) ( )2 2 2+ + + + + ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.23

	 கோரணித	்்ற்்தவ்ப்	�யன்�டுததி	

x
x

x
x x

+
+

+
= − +

1 3 5
2 2 5
2 3 4

1 92( ) ( ) எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு

        | A | = 

x
x

x

+
+

+

1 3 5
2 2 5
2 3 4

 என்க.

 x = 1	எ்னப்பிரதியி், | A | =  

2 3 5
2 3 5
2 3 5

0=

 இங்கு	மூன்று	நிவரகளும்	சர்ைசமம்.	எ்ன்ை,		(x - 1)2 ஆ்னது	| A |-ன்	ஒரு	கோரணியோகும்.

 | A |-ல்	x = - 9 எ்னப்	பிரதியி்,	| A | = 
−

−
−

= −
−

=
8 3 5

2 7 5
2 3 5

0 3 5
0 7 5
0 3 5

0

	 எ்ன்ை,	(x + 9)ஆ்னது	| A |-ன்	கோரணியோகும்.	 [ ]C C C C1 1 2 3→ + +

 அ்ோைது	(x - 1)2 (x + 9) என்�து	| A |-ன்	கோரணியோகும்.	இ்ன்	�டி	 3	ஆகும்.	அணிக்கோவை	
x-ல்	அவமந்்	3-ம்	�டி	�ல்லுறுப்புக	்கோவையோகும்.

	 எ்ன்ை,	மீ்முள்ள	மற்ப்ோரு	கோரணி,	மோறிலி	‘k’	ஆகும்.

	 ஆக்ை,	

x
x

x
k x x

+
+

+
= − +

1 3 5
2 2 5
2 3 4

1 92( ) ( )  

 x3  உறுப்புகவள	இருபு்மும்	சமப்�டுத்,	k = 1 எ்னப்ப�றுகி்்ோம்.	

	 எ்ன்ை,	| A | = (x - 1)2 (x + 9).

எடுத்துககாட்டு 7.24

 

1
1
1

2 3

2 3

2 3

x x
y y
z z

x y y z z x xy yz zx= − − − + +( ) ( ) ( ) ( )    எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு

 | A | =  

1
1
1

2 3

2 3

2 3

x x
y y
z z

 என்க.

x = y 	எ்னப்பிரதியி்,	 | A | = 
1
1
1

0

2 3

2 3

2 3
1 2

y y
y y
z z

R R= =( )

7 Matrices and Determinants.indd   34 03-09-2018   15:38:20



அணிகளும் அணிக்கோவைகளும்35

 எ்ன்ை,	(x - y) என்�து	 | A |--ன்	ஒரு	கோரணியோகும்.

	 பகோடுககப்�ட்்	 அணிக்கோவை	  x, y, z	 என்�ைற்றில்	 ைட்்	 சமச்சீரோ்னது.	 ஆக்ை,	  
(y - z) மற்றும்	(z - x) ஆகியவையும்	| A | -ன்	கோரணிகளோகும்.

	 இப்்�ோது	 ( ) ( ) ( )x y y z z x- - -  என்�து	| A |-ன்	கோரணியோகும்.	இ்ன்	�டி		3 ஆகும்.		

	 மு்ன்வம	மூவலவிட்்	உறுப்புகளின்	ப�ருககல்	 1 2 3´ ´y z . இ்ன்	�டி	5	ஆகும்.

	 எ்ன்ை	மீ்முள்ள	மற்ப்ோரு	கோரணி	 k x y z xy yz zx( ) ( )2 2 2+ + + + +  ஆகும்.

  

1
1
1

2 3

2 3

2 3

x x
y y
z z

 = [ ( ) ( )] ( )( )( )k x y z xy yz zx x y y z z x2 2 2+ + + + + × − − −  

 x = 0, y = 1 மற்றும்	z = 2	எ்னப்பிரதியி்,

   

1 0 0
1 1 1
1 4 8

 = k( ) ( ) ( )( )( )0 1 4 0 2 0 1 1 2 2 0+ + + + +[ ] − − −

  Þ (8 - 4) = [( )]( )( )( )5 2 1 1 2k + − −   

   4 = 10 4 5 2 2k k+ ⇒ + =    ... (1)
	 ்மலும்,	 x y z= = − =0 1 1, ,  	எ்னப்பிரதியி்,

   

1 0 0
1 1 1
1 1 1

-  = [ ( ) ( )]( )( )( )k 2 1 1 2 1+ − −  

  Þ [( )( )]2 2k - -  = 2

   2k -    = - 1 ... (2)

 (1), (2)-ஐ	தீர்கக,		 k = =0 1,   எ்னப்ப�றுகி்்ோம்.

	 எ்ன்ை,	

1
1
1

2 3

2 3

2 3

x x
y y
z z

x y y z z x xy yz zx= − − − + +( )( )( )( ) .

எடுத்துககாட்டு 7.25

 | A | = 

( )
( )

( )
( )

q r p p
q r p q
r r p q

pqr p q r
+

+
+

= + +

2 2 2

2 2 2

2 2 2

32  	எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு

 p = 0  எ்னப்பிரதியி்,		| A | = 
( )q r
q r q
r r q

+
=

2

2 2 2

2 2 2

0 0
0  

	 எ்ன்ை,	(p - 0) என்�து	ஒரு	கோரணியோகும்.	அ்ோைது	p ஒரு	கோரணியோகும்.
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 | A | என்�து	 p, q, r 	 என்�ைற்றில்	 ைட்்ச்	 சமச்சீரோகும்.	 எ்ன்ை,	 q, r	 ஆகியவையும்	 
| A |-ன்	கோரணிகளோகும்.

 p + q + r = 0  எனில்,	q + r = - p ; r + p = - q  ;  p + q = - r

  |A| = 

p p p
q q q
r r r

2 2 2

2 2 2

2 2 2

 = 0 	எ்னப்ப�றுகி்்ோம்.	

	 இங்கு	மூன்று	நிரல்களும்	சர்ைசமம்.	எ்ன்ை,	(p + q + r)2 என்�து	| A |-ன்	கோரணியோகும்.

	 இப்்�ோது	 pqr (p + q + r)2 	என்�து	|	A	|-ன்	கோரணியோகும்.	இ்ன்	�டி	5	ஆகும்.	| A |-ன்	�டி	 6 
ஆகும்.

	 எ்ன்ை,	மற்ப்ோரு	கோரணி	k (p + q + r) ஆகும்.

 

( )
( )

( )
( ) ( )

q r p p
q r p q
r r p q

k p q r p q r pqr
+

+
+

= + + + + ×

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2    

 p = 1,  q = 1,  c = 1 எ்னப்பிரதியி்,

 

4 1 1
1 4 1
1 1 4

1 1 1 1 1 13= + +k( ) ( ) ( ) ( )    

 4(16 - 1) - 1(4 - 1) + 1(1 - 4) = 27k

 60 - 3 - 3 = 27 k   Þ  k = 2.

 எ்ன்ை,	| A |= 2pqr (p + q + r)3.

எடுத்துககாட்டு 7.26

	 முக்கோணம்	ABC-ல் 
1 1 1

1 1 1
1 1 1
+ + +
+ + +

=sin sin sin
sin ( sin ) sin ( sin ) sin ( sin )

A B C
A A B B C C

00 எனில்,	DABC 

ஆ்னது	ஒரு	இரு	சம�கக	முக்கோணம்	எ்ன	நிறுவுக.
தீர்வு
 sin sinB A= எ்னப்	பிரதியி்,

     

1 1 1
1 1 1

1 1 1
+ + +

+ + +
sin sin sin

sin ( sin ) sin ( sin ) sin ( sin )
A A C

A A A A C C
 = 0

	 அ்ோைது,	 sin sinB A= எனில்,	சமன்�ோடு	நிவ்வு	பசய்யப்�டுகி்து.

	 இ்்்�ோல்	 sin sinB C= மற்றும்	 sin sinC A= எனும்்�ோதும்	 சமன்�ோடு	 நிவ்வு	
பசய்யப்�டுகி்து.

	 ஆக்ை,	A = B அல்லது	B = C அல்லது	C = A	எ்னப்ப�றுகி்்ோம்.

	 ்மற்கண்்	 எல்லோ	 நிவலகளிலும்	 ஏ்்னும்	 இரண்டு	 ்கோணங்கள்	 சமமோக	 உள்ள்ன.	
எ்ன்ை	DABC ஒரு	இரு	சம�கக	முக்கோணமோகும்.
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பயிற்சி 7.3
	 பின்ைருை்னைற்றிற்கு	கோரணித	்்ற்்தவ்	�யன்�டுததுக	:

 (1) 

x a a
a x a
a a x

x a x a= − +( ) ( )2 2  எ்ன	நிறுவுக.

 (2) 

b c a c a b
b c c a b a
c b c a a b

abc
+ − −
− + −
− − +

= 8 எ்ன	நிறுவுக.

 (3) தீர்கக	:	

x a b c
a x b c
a b x c

+
+

+
 = 0.

 (4) 

b c a a
c a b b
a b c c

a b c a b b c c a
+
+
+

= + + − − −

2

2

2

( ) ( ) ( ) ( )   எ்ன	நிறுவுக.

 (5) தீர்கக	:	

4 4 4
4 4 4
4 4 4

0
− + +
+ − +
+ + −

=
x x x
x x x
x x x

.

 (6) 

1 1 1

2 2 2

x y z
x y z

x y y z z x= − − −( )( )( ) 	எ்ன	நிறுவுக.

7.3.4 அணிக்காவைகளின் ப�ருககல் (Product of determinants)
	 இரு	அணிகளின்	ப�ருககவலக	கோண	'நிவர-நிரல்'	ப�ருககல்	விதி	மட்டு்ம	பின்�ற்்ப்�டுகி்து.	
ஒரு	 அணிக்கோவையின்	 நிவரகவள	 நிரல்களோகவும்,	 நிரல்கவள	 நிவரகளோகவும்	 இ்மோற்்ம்	
பசய்ை்ோல்	அ்ன்	மதிப்பு	மோ்ோது	(�ண்பு	1)	எ்னப்	�ோர்த்்ோம்.	எ்ன்ை,	இரு	அணிக்கோவைகளின்	
ப�ருககலில்	பின்ைரும்	ப�ருககல்	முவ்களும்	�யன்�டுத்ப்�டுகின்்்ன.

 (i) நிவர-நிரல்	ப�ருககல்	விதி

 (ii) நிவர-நிவர	ப�ருககல்	விதி

 (iii) நிரல்-நிரல்	ப�ருககல்	விதி

 (iv) நிரல்-நிவர	ப�ருககல்	விதி
குறிப்பு 7.11
 (i) A, B என்�்ன	n ைரிவச	உவ்ய	இரு	சதுர	அணிகள்	எனில்,	| AB | = | A |  | B | ஆகும்.

 (ii) அணிகளில்	 ப�ோதுைோக	 AB ¹ BA எ்ன	இருப்பினும்	 | AB | = | BA | என்�து	எப்்�ோதும்	
உண்வமயோகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.27 

 A B=
−







 =

−










cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

  ,  எனில்,	| AB | = | A |  | B | எ்னச்	சரி�ோர்கக.
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தீர்வு 

	 AB	=	
cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

−







 −








  

  = 
cos sin cos sin sin cos

sin cos cos sin cos sin

2 2

2 2

θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ

+ −
− +









  

  = 
1 0
0 1








   Þ |AB| = 1 ... (1)

 | A | = cos sin2 2 1θ θ+ =  

 | B | = cos sin2 2 1θ θ+ =  

 | A |  | B | = 1 ... (2)

 (1) மற்றும் (2)-லிருந்து,  | AB | = | A |  | B |.

எடுத்துககாட்டு 7.28

  

0
0

0

2 2 2

2 2

2 2

c b
c a
b a

b c ab ac
ab c a bc
ab bc a b

=
+

+
+

 எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு

   LHS = 

0
0

0

2c b
c a
b a

 = 

0
0

0

0
0

0

c b
c a
b a

c b
c a
b a

  ´  

    =  
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

2 2

2 2

2 2

+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +

c b ab ac
ab c a bc

ac bc b a

    = 

c b ab ac
ab c a bc
ac bc b a

2 2

2 2

2 2

+
+

+
 = RHS.

எடுத்துககாட்டு 7.29

 

2
2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2bc a c b
c ca b a
b a ab c

a b c
b c a
c a b

−
−

−
=  எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு 

   RHS = 

a b c
b c a
c a b

2

 = 

a b c
b c a
c a b

a b c
b c a
c a b

´  
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    = 

a b c
b c a
c a b

a b c
c a b
b c a

× −( )1  
,uz;lhtJ 

mzpf;nfhitapy; R R2 3↔










    = 

a b c
b c a
c a b

a b c
c a b
b c a

×
− − −

	 நிவர-நிரல்	ப�ருககல்	முவ்ப்�டி

    = 

− + + − + + − + +
− + + − + + − + +
− +

a bc cb ab ab c ac b ac
ab c ab b ac ac bc bc a
ac

2 2 2

2 2 2

aac b bc a bc c ab ab+ − + + − + +2 2 2

 

    = 

2
2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

bc a c b
c ca b a
b a ab c

-
-

-
= RHS.

எடுத்துககாட்டு 7.30

 

1
1

1

1 2
1 2
2 1

2 2 2 2

2 2

2 2

x x
x x
x x

x x x
x x x
x x x

=
− − −
− − −
− − −

 எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு

   LHS =  

1
1

1

2x x
x x
x x

 = 

1
1

1

1
1

1

x x
x x
x x

x x
x x
x x

  ´

    = 
1

1
1

1 1
1

1
1

x x
x x
x x

x x
x x
x x

   × − − − − −
− − −

( ) ( )  

    = 

1
1

1

1
1

1

x x
x x
x x

x x
x x
x x

  × − − −
− − −

 

    = 

1
1

1

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

- - - - - -
- - - - - -
- - - - - -

x x x x x x x x
x x x x x x x x
x x x x x x x x

 

    = 

1 2
1 2
2 1

2 2 2

2 2

2 2

- - -
- - -
- - -

x x x
x x x
x x x

 

    = R.H.S.
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7.3.5 அணிக்காவைககும் அ்தன் இவணககாைணி அணிக்காவைககும் உள்ள ப்தா்டர்பு
          (Relation between a determinant and its cofactor determinant)

 | |A
a b c
a b c
a b c

=
1 1 1

2 2 2

3 3 3

  என்க.	

 a1, b1, c1 ... என்�ைற்றின்	ஒத்	இவணககோரணிகள்	முவ்்ய		A1, B1, C1 .... என்க.		
	 எ்ன்ை,	இவணககோரணிகளின்	அணிக்கோவை	 A B C

A B C
A B C

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 ஆகும்.

 
| |A a A b B c C= + +1 1 1 1 1 1  

 இ்்்�ோன்று,	 | | | |A a A b B c C A a A b B c C= + + = + +2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 kw;Wk; 

 அ்ோைது,	 ஓர்	 அணிக்கோவையில்	 ஏ்்னும்	 ஒரு	 நிவரயின்	 (அல்லது	 நிரலின்)	 உறுப்புகள்	
மற்றும்	அைற்றின்	ஒத்	இவணககோரணிகள்	ஆகியைற்றின்	ப�ருககற்�லனின்	கூடு்லோ்னது	அந்்	
அணிக்கோவையின்	மதிப்பிற்குச்	சமமோைவ்க	கைனிககவும்.

	 ்மலும்,	 a A b B c C1 2 1 2 1 2+ +  = − + −a
b c
b c

b
a c
a c

c
a b
a b1

1 1

3 3
1

1 1

3 3
1

1 1

3 3

 

   = − − + − − −a b c b c b a c a c c a b a b1 1 3 3 1 1 1 3 3 1 1 1 3 3 1( ) ( ) ( )  

   = a b c a b c a b c a b c a b c a b c1 1 3 1 3 1 1 1 3 3 1 1 1 3 1 3 1 1 0+ + − − + =  

 இ்்்�ோன்று	நோம்	ப�றுைது
  a A b B c C1 3 1 3 1 3+ +  = 0  ;  a A b B c C2 1 2 1 2 1 0+ + = ;  

  a A b B c C2 3 2 3 2 3+ +   = 0  ;  குறிப்பு 7.12

	 ஓர்	 அணிக்கோவையில்	 ஏ்்னும்	 ஒரு	 நிவரயின்	 (அல்லது	 நிரலின்)	 உறுப்புகள்	 மற்றும்	
்ை்்்்னும்	 நிவர	 (அல்லது	 நிரல்)	 உறுப்புகளின்	 ஒத்	 இவணககோரணிகள்	 ஆகியைற்றின்	
ப�ருககற்�லனின்	கூடு்லோ்னது	பூஜ்ஜியமோகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.31 

 | A | = 

a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 என்க.	 a b ci i i, , ,  i = 1, 2, 3	என்�ைற்றின்	இவணககோரணிகள்	 A B Ci i i, ,  

எனில்,	

A B C
A B C
A B C

A
1 1 1

2 2 2

3 3 3

2=| |  எ்ன	நிறுவுக.

தீர்வு 
    

a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 

A B C
A B C
A B C

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 

   = 
a A b B c C a A b B c C a A b B c C
a A b B c C a A

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 3 1 3 1

2 1 2 1 2 1 2 2

+ + + + +
+ + ++ + + +
+ + + + +

b B c C a A b B c C
a A b B c C a A b B c C a A

2 2 2 2 2 3 2 3 2 3

3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3 2 3 3 bb B c C3 3 3 3+
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   = 

| |
| |

| |

A
A

A

0 0
0 0
0 0

= | |A 3

   | A | ´ 

A B C
A B C
A B C

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 = | |A 3 .

  Þ
A B C
A B C
A B C

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 = | |A 2  

7.3.6 முக்காணத்தின் �ைபபு (Area of a triangle)

 ( , ), ( , )x y x y1 1 2 2 	 மற்றும்	 ( , )x y3 3  என்்	 உச்சிப்புள்ளிகவளக	 பகோண்்	 முக்கோணததின்	

�ரப்�ோ்னது	
1
2 1 2 2 1 2 3 3 2 3 1 1 3( )x y x y x y x y x y x y− + − + − -ன்	 எண்ணளைோகும்	 எ்ன	 நோமறி்ைோம்.	

இக்கோவைவய	அணிக்கோவை	ைடிைததில்	 
1
2

1
1
1

1 1

2 2

3 3

x y
x y
x y

 எ்ன	எழு்லோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.32
 (- 3, 0), (3, 0), (0, k) என்்	உச்சிப்புள்ளிகவளக	பகோண்்	முக்கோணததின்	�ரப்பு	 9 சதுர	
அலகுகள்	எனில்,	k -ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

தீர்வு

	 முக்கோணததின்	�ரப்பு	 = 
1
2

1
1
1

1 1

2 2

3 3

x y
x y
x y

-ன்	எண்ணளவு	ஆகும்.	எ்ன்ை,

 9 = 
1
2

3 0 1
3 0 1
0 1

1
2

3 3
−

= − − −
k

k( )( )  

 ஆவகயோல்    9 = 3| k | , k = ± 3.

குறிப்பு 7.13
	 மூன்று	 புள்ளிகளோல்	 உருைோககப்�டும்	 முக்கோணததின்	 �ரப்பு	 பூஜ்ஜியம்	 எனில்,	
அம்மூன்று	 புள்ளிகளும்	ஒ்ர	 ்கோட்டில்	அவமயும்.	இ்ன்	மறு்வலயும்	உண்வமயோகும்.	 ்மலும்,	
அணிக்கோவையின்	மதிப்பு	குவ்	எண்ணோக	இருககலோம்.	ஆ்னோல்,	�ரப்பு	என்�து	எப்்�ோதும்	ஒரு	
குவ்யற்்	எண்ணோகும்	என்�வ்க	கை்னததில்	பகோள்ளவும்.

எடுத்துககாட்டு 7.33
 (- 2, - 3), (3, 2), (- 1, - 8)	என் 	்உச்சிப்புள்ளிகவளக	பகோண் 	்முக்கோணததின்	�ரப்வ�க	கோண்க.
தீர்வு

	 முக்கோணததின்	�ரப்பு	= 
1
2

1
1
1

1 1

2 2

3 3

x y
x y
x y
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1
2

2 3 1
3 2 1
1 8 1

- -

- -
 = 

1
2

20 12 22 15 15( ) | |− + − = − =

 எ்ன்ை	்்வையோ்ன	�ரப்பு	15 சதுர	அலகுகள்.

எடுத்துககாட்டு 7.34
 (a, b + c), (b, c + a), (c, a + b) என்�்ன	ஒரு	்கோ்வமப்	புள்ளிகள்	எ்ன	நிறுவுக.
தீர்வு
	 பகோடுககப்�ட்்	புள்ளிகள்	ஒரு	்கோ்வமப்	புள்ளிகள்	எ்ன	நிரூபிகக

  | A | = 

a b c
b c a
c a b

+
+
+

=
1
1
1

0  எ்ன	நிறுவி்னோல்	்�ோதுமோ்னது.

 C C C1 1 2→ + 	எ்ன	எடுகக,

 | | ( ) (A
a b c b c
a b c c a
a b c a b

a b c
b c
c a
a b

a=
1

1

1

1 1

1 1

1 1

bb c) 0 0 

 எ்ன்ை,	பகோடுககப்�ட்்	புள்ளிகள்	ஒ்ர	்கோட்டில்	அவமயும்.

7.3.7 பூஜ்ஜியக ்காவை மற்றும் பூஜ்ஜியமற்ை ்காவை அணிகள்
          (Singular and non-singular matrices)

ைவையவை 7.21
 ஒரு	சதுர	அணி	A-ன்	அணிக்கோவை	| A | = 0	எனில்,	அது	பூஜ்ஜியக்கோவை	அணி	எ்னப்�டும்.

	 ஒரு	சதுர	அணி	  A-ன்	அணிக்கோவை	  | A | ¹ 0	எனில்,	அது	பூஜ்ஜியமற்்	்கோவை	அணி	
எ்னப்�டும்.

	 எடுததுககோட்்ோக,	 A = −
−

















3 8 1
4 1 1
4 1 1

 என்க.

 | | ( ) ( ) ( )A = − − − + + − + =3 1 1 8 4 4 1 4 4 0 . 

 எ்ன்ை	A	என்�து	ஒரு	பூஜ்ஜியக	்கோவை	அணியோகும்.

 B = −
−

















2 6 1
3 0 5

5 4 7
  என்க.	 | B | = 2(0 - 20) - (- 3) (- 42 - 4) + 5(30 - 0) = - 28 ¹ 0.

 எ்ன்ை,	B என்�து	ஒரு	பூஜ்ஜியமற்்	்கோவை	அணியோகும்.

குறிப்பு 7.14

 A, B என்�்ன	ஒ்ர	ைரிவச	உள்ள	பூஜ்ஜியமற்்	அணிகள்	எனில்,	| AB | = |A |  | B | = | BA |	என்�்ோல்	
AB மற்றும்	BA என்�்னவும்	பூஜ்ஜியமற்்	அணிகளோகும்.
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பயிற்சி 7.4
 (1) (0, 0), (1, 2), (4, 3)	என்்	உச்சிப்புள்ளிகவளக	பகோண்்	முக்கோணததின்	�ரப்வ�க	கோண்க.

 (2) (k, 2), (2, 4) மற்றும்	(3, 2) என்்	உச்சிப்புள்ளிகவளக	பகோண்்	முக்கோணததின்	�ரப்பு	4  
சதுர	அலகுகள்	எனில்,	k-ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

 (3) கீழககோண்�ைற்றில்	 எவை	 பூஜ்ஜிய	 மற்றும்	 பூஜ்ஜியமற்்	 ்கோவை	 அணிகள்	 எ்னக	 
கோண்க.

  (i) 

1 2 3
4 5 6
7 8 9

















 (ii) 

2 3 5
6 0 4
1 5 7

−

−

















 (iii) 

0
0 5
5 0

a b k
b a
k

−
−
− −

















  

 (4) பின்ைருை்ன	பூஜ்ஜியக	் கோவை	அணிகள்	எனில்,	a மற்றும்	b 	ஆகியைற்றின்	மதிப்புகவளக	
கோண்க.

  (i) A
a

=
−










7 3
2

  (ii) B
b

=
−

−

















1 2 3
3 1 2
1 2 4

 (5) cos 2 0θ = எனில்,	 

0
0

0

2cos sin
cos sin
sin cos

θ θ
θ θ
θ θ

-ன்	மதிப்வ�க	கோண்க.

 (6) 
log log
log log

log log
log log

3 4

3 4

2 8

3 3

64 3
8 9

3 3
4 4

´  என்்	ப�ருககலின்	மதிப்வ�க	கோண்க.

பயிற்சி 7.5
 சரியோ்ன	அல்லது	மிகவும்	ஏற்புவ்ய	விவ்யிவ்னக	பகோடுககப்�ட்்
	நோன்கு	மோற்று	விவ்களிலிருந்து	்்ர்ந்ப்டுககவும்.

 (1) a i jij = −
1
2

3 2( ) 	மற்றும்	 A aij= ×[ ]2 2எனில்,	A	என்�து

  (1) 

1
2

2

1
2

1−



















  (2) 
1
2

1
2

2 1

−













  (3) 
2 2
1
2

1
2

−















  (4) 
−













1
2

1
2

1 2
 

 (2) 2
1 2
3 4

3 8
7 2

X +








 =









  எனில்,	X	என்்	அணியோ்னது

  (1) 
1 3
2 1−








   (2) 

1 3
2 1

−
−









   (3) 

2 6
4 2−








   (4) 

2 6
4 2

−
−









  

 (3) 

1 0 0
0 0 0
0 0 5

















 என்்	அணிககு	பின்ைருை்னைற்றில்	எது	உண்வமயல்ல?

  (1) ஒரு	திவசயிலி	அணி (2) ஒரு	மூவலவிட்்	அணி

  (3) ஒரு	்மல்	முக்கோண	ைடிை	அணி (4) ஒரு	கீழ	முக்கோண	ைடிை	அணி
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 (4) A, B என்�்ன	A + B மற்றும்	AB என்�ைற்வ்	ைவரயறுககும்	இரு	அணிகள்	எனில்,

  (1) A, B என்�்ன	ஒ்ர	ைரிவச	பகோண்்வையோக	இருகக	்ைண்டிய	அைசியமில்வல.

  (2) A, B என்�்ன	சமைரிவசயுள்ள	சதுர	அணிகள்

  (3) A-நிரல்களின்	எண்ணிகவகயும்,	 B-ன்	நிவரகளின்	எண்ணிகவகயும்	சமம்.

  (4) A = B

 (5) A = 
λ

λ
1

1− −








 	எனில்,	l -ன்	எம்மதிப்புகளுககு	 A O2 = ?

  (1) 0 (2) ±1 (3) - 1 (4) 1

 (6)  A B
a
b

A B A B=
−
−









 =

−








 + = +

1 1
2 1

1
1

2 2 2, ( ) kw;Wk; 	எனில்,	a, b-ன்	மதிப்புகள்

  (1) a b= =4 1,   (2) a b= =1 4,   (3) a b= =0 4,   (4) a b= =2 4,  

 (7) A
a b

= −
















1 2 2
2 1 2

2
 என்�து	 AA IT = 9 என்்	 சமன்�ோட்வ்	நிவ்வு	பசய்யும்	அணியோகும்,	

இங்கு	I என்�து	3 ´ 3 ைரிவசயுள்ள	சமனி	அணி	எனில்,	(a, b) என்்	ைரிவச	்ேோடி

  (1) (2, - 1) (2) (- 2, 1) (3) (2, 1) (4) (- 2, - 1)

 (8) A 	என்�து	ஒரு	சதுர	அணி	எனில்,	பின்ைருை்னைற்றுள்	எது	சமச்சீரல்ல?

  (1) A AT+   (2) AAT   (3) A AT   (4) A AT-  

 (9) A, B என்�்ன	n	ைரிவசயுள்ள	சமச்சீர்	அணிகள்,	இங்கு		A ≠ B	எனில்,	

  (1) A + B ஆ்னது	ஓர்	எதிர்	சமச்சீர்	அணி (2) A + B என்�து	ஒரு	சமச்சீர்	அணி

  (3) A + B என்�து	ஒரு	மூவலவிட்்	அணி (4) A + B என்�து	ஒரு	பூஜ்ஜிய	அணி

 (10) A
a x
y a

=








  மற்றும்	 xy =1 எனில்,	det ( )A AT -ன்	மதிப்பு

  (1) ( )a -1 2   (2) ( )a2 21+   (3) a2 1-   (4) ( )a2 21-  

 (11) A
e e
e e

x x

x x=










− +

+ +

2 7

2 2 3  என்�து	ஒரு	பூஜ்ஜியக	்கோவை	அணி	எனில்,	x-ன்	மதிப்பு

  (1) 9 (2) 8 (3) 7 (4) 6

 (12) ( , ), ( , ), ( , )x -2 5 2 8 8  என்�்ன	ஒரு	்கோ்வமப்	புள்ளிகள்	எனில்,	x-ன்	மதிப்பு

  (1) - 3 (2) 
1
3

  (3) 1 (4) 3

 (13) 

2
2
2

2
0

1 1

2 2

3 3

a x y
b x y
c x y

abc
= ≠  எனில்,	

x
a
y
a

x
b
y
b

x
c
y1 1 2 2 3 3

3
, , , , ,






















  என்்	

உச்சிப்புள்ளிகவளக	பகோண்்	முக்கோணததின்	�ரப்பு

  (1) 
1
4

  (2) 
1
4
abc   (3) 

1
8

  (4) 
1
8
abc  
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 (14) 
α β
γ α−








  என்்	ஒரு	சதுர	அணியின்	ைர்ககம்	ைரிவச	2	உவ்ய	ஒரு	அலகு	அணி	எனில்,	

α β, மற்றும்	γ என்�வை	நிவ்வு	பசய்யும்	ப்ோ்ர்பு

  (1) 1 02+ + =α βγ    (2) 1 02− − =α βγ   

  (3) 1 02− + =α βγ    (4) 1 02+ − =α βγ  

 (15) ∆ =
a b c
x y z
p q r

ka kb kc
kx ky kz
kp kq kr

, vdpy; என்�து

  (1) D (2) kD (3) 3kD (4) k 3D

 (16) 

3 6 3
6 3 3

3 3 6
0

− −
− −

− −
=

x
x

x
  என்்	சமன்�ோட்டின்	ஒரு	தீர்வு

  (1) 6 (2) 3 (3) 0 (4) - 6

 (17) A
a b

a c
b c

=
−

−
−

















0
0

0
 என்்	அணிக்கோவையின்	மதிப்பு

  (1) - 2abc (2) abc (3) 0 (4) a b c2 2 2+ +  

 (18) x x x1 2 3, ,  மற்றும்	 y y y1 2 3, ,  ஆகியவை	ஒ்ர	ப�ோது	விகி்ம்	பகோண்்	ப�ருககுத	ப்ோ்ர்	

முவ்யில்	இருந்்ோல்,	 ( , ), ( , ), ( , )x y x y y1 1 2 2 3 3x  என்்	புள்ளிகள்

  (1) சம�கக	முக்கோணததின்	உச்சிப்புள்ளிகள்

  (2) பசங்்கோண	முக்கோணததின்	உச்சிப்புள்ளிகள்

  (3) இரு	சம�கக	பசங்்கோண	முக்கோணததின்	உச்சிப்புள்ளிகள்

  (4) ஒ்ர	்கோட்டிலவமயும்

 (19) .   என்�து	 மீப்ப�ரு	 முழு	 எண்	 சோர்பு	 என்க.	 ்மலும்	 − ≤ < ≤ < ≤ <1 0 0 1 1 2x y z, ,

எனில்,	 
x y z
x y z
x y z

  +    
    +  
      +

1
1

1
  என்்	அணிக்கோவையின்	மதிப்பு

  (1) z   (2) y   (3) x   (4) x  +1

 (20) a b b c¹ , , ஆகியவை	
a b c

b c
a b

2 2
3
4

0= 	என்�வ்	நிவ்வு	பசய்்ோல்,	abc என்�து	

  (1) a b c+ +   (2) 0 (3) b3   (4) ab bc+  
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 (21) A =
−

−

1 2 4
3 1 0
2 4 2

மற்றும்	,B =
−

−

2 4 2
6 2 0
2 4 8

	எனில்

  (1) B A= 4   (2) B A= −4   (3) B A= −   (4) B A= 6  

 (22) A என்�து	n-ஆம்	ைரிவச	உவ்ய	எதிர்	சமச்சீர்	அணி	மற்றும்	  C என்�து	n ´ 1	ைரிவச	
உவ்ய	நிரல்	அணி	எனில்,	 C ACT என்�து

  (1) n-ஆம்	ைரிவசயுவ்ய	சமனி	அணி (2) ைரிவச	1	உவ்ய	சமனி	அணி

  (3) ைரிவச	1	உவ்ய	பூஜ்ஜிய	அணி   (4) ைரிவச	2	உவ்ய	சமனி	அணி

 (23) 
1 3
0 1

1 1
0 1









 =

−








A   என்்	சமன்�ோட்வ்	நிவ்வு	பசய்யும்	A என்்	அணி

  (1) 
1 4
1 0−









   (2) 

1 4
1 0

−







   (3) 

1 4
0 1−








   (4) 

1 4
1 1

−







  

 (24) A I+ =
−









3 2
4 1

	எனில்	 ( )( )A I A I+ − -ன்	மதிப்பு

  (1) 
− −

−










5 4
8 9

  (2) 
−
−










5 4
8 9

  (3) 
5 4
8 9








   (4) 

− −
− −










5 4
8 9

 

 (25) A, B என்�்ன	சம	ைரிவசயுள்ள	இரு	சமச்சீர்	அணிகள்	எனில்,	 கீழககண்்ைற்றுள்	எது	
உண்வமயல்ல?

  (1) A + B என்�து	ஒரு	சமச்சீர்	அணி (2) AB என்�து	ஒரு	சமச்சீர்	அணி

  (3) AB BA T= ( )    (4) A B ABT T=   

�ா்டத் ப்தாகுபபு

	 இப்�ோ்ப்�குதியில்	நோம்	கற்றுத	ப்ளிந்்வை

 · பமய்பயண்கள்	 அல்லது	


-ன்	 மீ்ோ்ன	 பமய்மதிப்புச்	 சோர்பு	 அல்லது	
கலப்ப�ண்கவள	பசவைக	ைடிவில்	ைரிவசப்�டுதது்ல்	அணியோகும்.

 · ஓர்	அணி	m நிவரகள்	மற்றும்	 n நிரல்கள்	 ப�ற்றிருந்்ோல்,	அ்ன்	ைரிவச	m´n 
ஆகும்.

 · A aij m n= ×[ ]  என்்	அணியில்

  m = n	எனில்,	அவைணி	சதுர	அணியோகும்.

  m = 1	எனில்,	அவைணி	நிவர	அணியோகும்.

  n = 1	எனில்,	அவைணி	நிரல்	அணியோகும்.

  aij= 0∀ i, j	எனில்	அவைணி	பூஜ்ஜிய	அணியோகும்.

  m = n 	மற்றும்	aij = 0 ∀  i ¹ j எனில்	அவைணி	மூவலவிட்்	அணியோகும்.

  m = n, aij = 0 ∀  i ¹ j மற்றும்	aii = l,  ∀  i அவைணி	திவசயிலி	அணியோகும்.
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  m = n, aij = 0 ∀  i ¹ j மற்றும்	aii = 1,  ∀  i	எனில்	அவைணி	அலகு	அணி	அல்லது	
சமனி	அணியோகும்.

  m = n மற்றும்	aij = 0 ∀  i > j	எனில்	்மல்	முக்கோண	ைடிை	அணியோகும்.

  m = n மற்றும்	aij = 0 ∀  i < j	எனில்	கீழமுக்கோண	ைடிை	அணியோகும்.

 · A a B bij m n ij m n= =× ×[ ] [ ] kw;Wk;  என்்	அணிகளுககு	 a bij ij= , ∀  i மற்றும்	 j	எனில்	

அவை	சம	அணிகள்	எ்னப்�டும்.

 · A a B bij m n ij m n= =× ×[ ] [ ]kw;Wk; 	எனில் A B cij m n+ = ×[ ] ,  இங்கு c a bij ij ij= + . 

 · A aij m n= ×[ ]  மற்றும்	l ஒரு	திவசயிலி	எனில்	λ λA aij m n= ×[ ]  .

 · - A = (- 1)A

 · A + B = B + A

 · A - B = A + (- 1)B

 · (A + B) + C = A + (B + C),  இங்கு	A, B, C என்�்ன	ஒ்ர	ைரிவச	உவ்யவை.	

  (i) A(BC) = (AB)C    (ii) A(B+C) = AB+AC  (iii) (A+B)C = AC+BC 

 · ஓர்	 அணி	 A-யின்	 நிவர	 மற்றும்	 நிரல்கவள	 இ்மோற்்ம்	 பசய்ை்ன்	 மூலம்	
ப�்ப்�டும்	அணி	A-ன்	நிவர	நிரல்	மோற்று	அணி	 AT எ்னப்�டும்.

  (i) ( ) , ( ) , ( ) , ( )A A kA kA A B A B AB B AT T T T T T T T T T= = + = + =(ii) (iii) (iv)  

 · A என்்	ஒரு	சதுர	அணி

  (i)  AT = A   எனில்,	அது	சமச்சீர்	அணி	எ்னப்�டும்

   (ii) AT = - A	எனில்,	அது	எதிர்	சமச்சீர்	அணி	எ்னப்�டும்.

 · ஒரு	 சதுர	 அணிவய	 சமச்சீர்	 மற்றும்	 எதிர்	 சமச்சீர்	 அணிகளின்	 கூடு்லோக	
எழு்லோம்.

 · ஓர்	எதிர்	சமச்சீர்	அணியின்	மூவலவிட்்	உறுப்புகள்	பூஜ்ஜியமோகும்.

 · A என்�து	பமய்பயண்	உறுப்புகவளக	பகோண்்	ஒரு	 சதுர	அணி	எனில்	A + AT 
என்�து	சமச்சீர்	அணியோகும்	மற்றும்	A - AT 	என்�து	எதிர்	சமச்சீர்	அணியோகும்.	

்மலும் A A A A AT T= + + −
1
2

1
2

( ) ( ) .

 · சதுர	அணிகளுககு	மட்டு்ம	அணிக்கோவைகவள	ைவரயறுகக	முடியும்.

 · | | | |A AT =  .

 · A, B என்�்ன	சம	ைரிவச	உவ்ய	இரு	சதுர	அணிகள்	எனில்,	 | | | | | |AB A B=  

 · ஒரு	சதுர	அணி	 A aij m n= ×[ ]  எனில்	 | | | |kA k An= இங்கு	k என்�து	ஒரு	திவசயிலி.

 · ஒரு	 சதுர	 அணி	 A-ன்	 அணிக்கோவையின்	 மதிப்�ோ்னது	 அ்ன்	 ஒரு	 நிவரயின்	
(அல்லது	 நிரலின்)	 உறுப்புகள்	 மற்றும்	 அைற்றின்	 ஒத்	 இவணககோரணிகள்	
ஆகியைற்றின்	 ப�ருககலின்	 கூடு்லுககுச்	 சமம்.	 எடுததுககோட்்ோக,	
| |A a A a A a A= + +11 11 12 12 13 13 .
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48XI - கணிதவியல்

 · ஒரு	சதுர	அணி	A-ன்	அணி	அணிக்கோவையின்	ஏ்்னும்	ஒரு	நிவர	அல்லது	
நிரலின்	உறுப்புகள்	மற்றும்	மற்ப்ோரு	நிவர	அல்லது	நிரலின்	உறுப்புகளின்	ஒத்	
இவணககோரணிகள்	 ஆகியைற்றின்	 ப�ருககற்	 �லனின்	 கூடு்லோ்னது	
பூஜ்ஜியமோகும்.	எடுததுககோட்்ோக, a A a A a A11 13 12 23 13 33 0+ + = .

 · ஓர்	 அணிக்கோவையின்	 அவ்னதது	 நிவரகவளயும்	 நிரல்களோக	 இ்மோற்்ம்	
பசய்்ோல்,	அணிக்கோவையின்	மதிப்பு	மோ்ோது.

 · ஓர்	 அணிக்கோவையின்	 இரு	 நிவரகள்	 அல்லது	 நிரல்கள்	 இ்மோற்்ம்	
பசய்யப்�ட்்ோல்,	அணிக்கோவையின்	குறி	மோறும்.

 · ஓர்	 அணிக்கோவையின்	 ஒரு	 நிவர	 அல்லது	 நிரலில்	 உள்ள	 அவ்னதது	
உறுப்புகளும்	பூஜ்ஜியம்	எனில்,	அ்ன்	மதிப்பு	பூஜ்ஜியமோகும்.

 · ஓர்	அணிக்கோவையின்	இரு	நிவரகள்	அல்லது	நிரல்கள்	சர்ைசமம்	எனில்,	அ்ன்	
மதிப்பு	பூஜ்ஜியமோகும்.

 · ஓர்	அணிக்கோவையில்	ஏ்்னும்	ஒரு	நிவர	அல்லது	நிரலில்	உள்ள	ஒவபைோரு	
உறுப்பும்		ஒரு	திவசயிலி	kஆல்	ப�ருககப்�ட்டிருப்பின்	அந்்	அணிக்கோவையின்	
மதிப்பு	 kஆல்	ப�ருககப்�ட்்்ோக	அவமயும்.

 · ஓர்	அணிக்கோவையில்	உள்ள	ஒரு	நிவர	அல்லது	நிரலில்	உள்ள	ஒவபைோரு	
உறுப்பும்	 r	உறுப்புகளின்	கூடு்லோக	இருககுபமனில்,	அவைணிக்கோவைவய	 r 
அணிக்கோவைகளின்	கூட்்ல்	�ல்னோக	எழு்லோம்.

 · ஓர்	 அணிக்கோவை	 R R R j k ii j k+ + ≠α β ( , )   என்்	 நிவர	 (Ri) உருமோற்்ததிற்கு	
அல்லது	 C C C j k ii j k+ + ≠α β ( , )  என்்	 நிரல்	 (Ci) உருமோற்்ததிற்கு	
உட்�டுத்ப்�ட்்ோல்,	அணிக்கோவையின்	மதிப்பு	மோ்ோது.	இங்கு	 α β,   என்�்ன	
ஏ்்னும்	இரு	மோறிலிகள்.

 · கோரணித	் ்ற்்ம்: ஓர்	அணி	A-ன்	ஒவபைோரு	உறுப்பும்	x-ல்	அவமந்்	�ல்லுறுப்புக	
்கோவையோக	இருந்து,	x = a எ்னப்	பிரதியி்	| A |-ன்	மதிப்பு	பூஜ்ஜியம்	எனில்,	x = a 
என்�து	 | A |-ன்	ஒரு	கோரணியோகும்.

 · (x1, y1), (x2, y2) மற்றும்	(x3, y3) என்்	உச்சிப்புள்ளிகவளக	பகோண்்	முக்கோணததின்	

�ரப்பு	
1
2

1
1
1

1 1

2 2

3 3

x y
x y
x y

-ன்	எண்ணளைோகும்.

 · முக்கோணததின்	�ரப்பு	பூஜ்ஜியம்	எனில்,	இம்மூன்று	புள்ளிகளும்	ஒ்ர	் கோட்டில்	
அவமயும்.

 · ஒரு	சதுர	அணி	A-ககு	 | A | = 0 எனில்,	அது	பூஜ்ஜியக்கோவை	அணி	எ்னப்�டும்.	 
| A | ¹ 0	எனில்,	அது	பூஜ்ஜியமற்்	்கோவை	அணி	எ்னப்�டும்.
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அணிகளும் அணிகயகாச்வகளும்49

பசயல்�ோட்டின்	இறுதியில்

கிவ்ககப்	ப�றுைது

உரலி :
https://ggbm.at/cpknpvvh

*�்ங்கள்	அவ்யோளததிற்கு	மட்டும்.

படி - 1 படி -2

படி - 1 
கீழககோணும்	 உரலி	 /	 விவரவுக	 குறியீட்வ்ப்	 �யன்�டுததி	 GeoGebra-வின்	 “Matrices	
and	 Determinants”	 �ககததிற்குச்	 பசல்க.	 உங்கள்	 �ோ்ம்	 சோர்ந்்	 �ல	 �ணித்ோள்கள்	
இப்�ககததில்	பகோடுககப்�ட்டிருககும்.

படி -2
“Matrices-Algebraic	operations”	என்�வ்த	் ்ர்ந்ப்டுககவும்.	அதில்	உள்ள	கணககுகவளச்	
பசய்து,	அப்ற்பக்ன	பகோடுததிருககும்	கட்்ங்களில்	விவ்கவளச்	சரி	�ோர்ககவும்.	

்மலும்	புது	வி்னோககளுககு	“New	Problem”	என்�வ்த	்்ர்வு	பசய்யவும்.

அ�களும் அ�க்ேகாைவகளும்

இவணயச் பசயல்�ாடு 7 (a)
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50XI - கணிதவிேல

பசயல்�ோட்டின்	இறுதியில்

கிவ்ககப்	ப�றுைது

படி - 1 
கீழககோணும்	 உரலி	 /	 விவரவுக	 குறியீட்வ்ப்	 �யன்�டுததி	 GeoGebra-வின்	 “Matrices	
and	 Determinants”	 �ககததிற்குச்	 பசல்க.	 உங்கள்	 �ோ்ம்	 சோர்ந்்	 �ல	 �ணித்ோள்கள்	

இப்�ககததில்	பகோடுககப்�ட்டிருககும்.

படி -2

“Determinants”	என்�வ்த		் ்ர்வு	பசய்து	பகோடுககப்�ட்டிருககும்	அணிக்கோவைகளின்	
மதிப்பிவ்ன	நிர்ணயிககவும்,	 ்மலும்	பகோடுததிருககும்	கட்்ங்கவளத	்்ர்வு	பசய்து	
அ்ன்	�டிகவளச்சரி	�ோர்ககவும்.

புது	வி்னோககவளப்	ப�றுை்ற்கு	“New	Problem”	என்�வ்த	்்ர்வு	பசய்யவும்.	

உரலி :
https://ggbm.at/cpknpvvh

*�்ங்கள்	அவ்யோளததிற்கு	மட்டும்.

படி - 1 படி - 2

அ�களும் அ�க்ேகாைவகளும்

இவணயச் பசயல்�ாடு 7 (b)
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வெக்டர் இயற்கணிதம் - I51

8.1 அறிமுகம் (Introduction)
 ஒரு விமானத்தை  இயக்கும்  திட்டத்தைத தீர்மானிக்க ஒரு வி்மானி, 
வி்மானத்தின்   பமாதை , அைன் ைதைபபகுதி , ்கமாற்றின் வே்கம் ்ற்றும் ைதையில் 
அைன் வே்கம் ஆகியேற்தறைப பற்றித் தைரிந்திருக்க வேண்டும். வி்மானம் 
வேைடியமா்க அைன் இைகத்க வேமாககிச்  தெல்ை வேண்டுத்ன்றைமால், ்கமாற்றைமானது 
ெரியமா்க எதிரத்கமாள்ளும்  ேத்கயிைமான  வ்கமாணத்தில்  வி்மானத்தைக  ்கமாற்றினுள் 
தெலுத்ை வேண்டும்.  ஒரு ேழி்கமாட்டும் ்கணினி இருந்ைமால் இவேமாறைமான  
்கணககீடு்கதை வே்க்மா்கவும்  துல்லிய்மா்கவும்  தெயயைமாம். எனினும், அந்ை 
ேழி்கமாட்டும்  ்கணினிதய இயக்க முடியமாை  சூழ்நிதையின் வபமாது வி்மானி 
த்கயில் உள்ை ்கமால்குவைட்்டர, எழுதுவ்கமால் ்ற்றும் ்கமாகிைத்தை  த்கமாண்டும் 

தேக்டர்கள் பற்றிய அறிவின்  துதண த்கமாண்டும்  இைதனத்  தீர்மானிபபமார.  
எனவே   தேக்டர்கதைப பற்றியும் அைன் மீைமான தெயல்பமாடு்கதைப பற்றியும் 
அறிந்திருபபது  வி்மானிககு மி்கவும் இன்றியத்யமாைைமாகும்.
 விண்வீழ் வி்ையாடடு வீரரின் வ்ல் இைண்டு முககிய  விதெ்கள் 
தெயல்படுகின்றைன. முைல் விதெ புவியீரபபு விதெ ( )g  தெங்குத்ைமா்க  கீழ்         
வேமாககிச் தெயல்படுகின்றைது. ்ற்தறைமான்று எதிரபபு விதெ ( )r   வ்ல்வேமாககி 
ஏவைனும் ஒரு திதெயில் தெயல்படுகின்றைது.  எனவே, அந்ை விதையமாட்டு 
வீைரின்வ்ல் தெயல்படும் த்மாத்ை விதெ 

 g r+  ஆகும். (எவேமாறு?)

 ஒரு வானூர்தியின் தி்ைவவகம்  
v  எனவும் ்கமாற்றின் திதெவே்கத்தை

w  
எனவும்  எடுத்துகத்கமாண்்டமால் ேமானூரதியின் பயனீட்டுத் திதெவே்கம்  v w+  
ஆகும்.  வ்ற்கு வேமாககி ேமானூரதி பறைக்க ேமானூரதியின் ைதை எந்ை திதெ வேமாககி 
இருக்க வேண்டும்?  
 ஜி.பி.எஸ் (G.P.S) என்றை  ்கருவி ைதை,  ேமான் ்ற்றும் ைண்ணீர ஆகியேற்றுள் பயணிக்க 
ேழி்கமாட்டும் ேத்கயில் ேடிேத்க்கபபட்டுள்ைது. தேக்டர்களின் தெயல்பமாடு்கள் மூைவ் இக்கருவி 
இயங்குகிறைது.

v w�

v w

8அத்தியாயம்
வெக்டர் இயறகணிதம் - I

(Vector Algebra-I)

“புவியில் மனிதனைவிட மகத்துவமாைது ஏதுமில்னலை
மனிதனில் மைனதவிட மகத்துவமாைது ஏதுமில்னலை”

- ஹாமில்டன்

g r�� �

g r
� �
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 தேக்டரின்   ்கருத்ைமாக்க்மானது   தெர்ன்   ்கணிைவியைமாைர 
H.G. கிராஸ்மன் (1809 – 1877) ்ற்றும் ஐரிஷ் ்கணிைவியைமாைர   
W.R. ஹாமில்டன்  (1805 – 1865) ஆகியேர்களின் ைமாக்கத்தினமால் ேைரச்சி 
தபற்றைது. ஹமாமில்்டன் ஓர  உயர நிதையிதன தபற்றிருந்ை வபமாதும் கிைமாஸ்ன் ஓர  
உயர ேகுபபு பள்ளி ஆசிரியைமா்க இருந்ைமார. நுண்்கணிைம் ்ற்றும் ்கமாரடீசியன் 
ேடிவியலின் சிறைபபமான அம்ெங்்கதை ஒன்றிதணத்து தேக்டர இயற்்கணிைத்தை 
உருேமாககிய தபருத் அத்ரிக்கக ்கணிைவியைமாைர J.B.கிப்ஸ் (1839 – 1903) 
்ற்றும் இங்கிைமாந்தை வெரந்ை  Q.ஹஹவி்ைடு (1850  - 1925 ) ஆகிவயமாருககு  

உண்டு. ைற்வபமாதைய பயன்பமாட்டிலுள்ை தேக்டர இயற்்கணிைம் ்ற்றும் தேக்டர 
பகுபபமாயவு ்கருத்தியைமானது, முைன்முைலில் கிபஸ என்றை ்கணிைவியைமாைர  

வயல் பல்்கதைக ்கழ்கத்தில் அேருத்டய ்மாணேர்களுககு ேழங்கிய விரிவுதையின்  மூைம் தேளிக 
த்கமாணைபபட்்டவை  ஆகும். கிளிஃபர்ட (1845 -1879) என்பேர ைன்னுத்டய  ‘Elements of Dynamics’ என்றை 
புத்ை்கத்தில் நுண்்கணிைத்தில் பயன்படுத்ைபபட்்ட  இரு குேமாட்்டரனியன்  தபருக்கதை இரு விை்மான 
தேக்டர்கள் மீைமான தபருக்கல்்கைமா்க , அைமாேது திதெயிலிப தபருக்கம் ்ற்றும் தேக்டர தபருக்க்மா்க 
பிரித்துக ்கமாட்டினமார.  ஹவக்்டர் என்றை ேமாரத்தைதய ஹமாமில்்டன்  என்பேர ‘to carry’  என்றை இைத்தீன் 
ேமாரத்தையில் இருந்து ேதையறுத்ைமார. 

��ய� 

 �ைச

�ைச ேவக� 

��

 வ்லும் கிைமாஸ்னின் வ்கமாட்பமாட்டு விரிேமாக்கத்தின் மூைமும் தேக்டரின் ்கருத்ைமாக்கம் 
ேைரச்சியத்டந்ைது. ேடிவியல் ்ற்றும் இயற்பியலில் உள்ை ்கருத்து்கதை  புரிந்துணை தேக்டர 
ஒரு சிறைந்ை ்கருவியமா்க அத்ந்துள்ைது. பயனீட்டுக ்கணிைம் ்ற்றும் இயற்பியலில் ஹவக்்டர்களன் 
கருததியல ஒரு நவீன ஹமாழியாக விைங்குகிறது.

8.2 திசையிலிகள் மறறும் வெக்டர்கள் (Scalars and Vectors)
ெசையசை  8 .1
 எண்ணைதே  ்ட்டுவ் த்கமாண்டு தீர்மானிக்கபபடும் ஒரு ்கணியம் தி்ையிலி ஆகும்.

 எடுத்துக்கமாட்்டமா்க, தைமாதைவு, நீைம், வே்கம், தேபபநிதை, மின்னழுத்ைம், நிதறை, அழுத்ைம், 
வேதை ஆகியதே திதெயிலி்கைமாகும்.

W.R. ஹாமில்டன்
(1805 – 1865)

கறறலின் வநாக்கங்கள்

இபபமா்டபபகுதி நிதறைவுறும்வபமாது ்மாணேர்கள் அறிந்திருக்க வேண்டியதே்கைமா்க
∙ ேடிவியல் ்ற்றும்  இயற்பியலில் உள்ை ்கணககு்கதை புரிந்துத்கமாள்ை தேக்டதை ஒரு 

்கருவியமா்க உணரேது
∙ திதெயிலி ்ற்றும் தேக்டதை  வேறுபடுத்துேது
∙ தேக்டரின் ேத்க்கதையும், தேக்டரின் மீைமான இயற்்கணிைத்தையும் புரிந்து த்கமாள்ேது
∙ தேக்டரின் இரு பரி்மாண ்ற்றும் முபபரி்மாணக கூறு்கதை ேடிவியலின் ேமாயிைமா்க அறிந்து 

த்கமாள்ளுைல்
∙ தேக்டர இயற்்கணிைத்தில் அணி்கள் ்கருத்தியலின் பயன்பமாட்த்ட அறிேது
∙ திதெயிலிபதபருக்கம் ் ற்றும்  தேக்டர தபருக்கத்தின் ் திபபு்கள் முதறைவய  திதெயிலி ் ற்றும் 

தேக்டர என்பதைக ்கண்டுணரைல்
ஆகியதே எதிரபமாரக்கபபடுகின்றைன.
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ெசையசை  8 .2
 எண்ணைவு  ்ற்றும் திதெதயக த்கமாண்டு தீர்மானிக்கபபடும் ்கணியம் ஹவக்்டர் ஆகும். 
எனவே, இைதனத் திதெயி்டபபட்்ட வ்கமாட்டுத்துண்டு  எனைமாம்.

 எடுத்துக்கமாட்்டமா்க, திதெ, இ்டபதபயரச்சி, திதெவே்கம் (இது வே்கத்தையும் அது ே்கரும்  
திதெதயயும்  ைருகின்றைது) ஆகியதே  தேக்டர்கைமாகும்.

 தேக்டர்கள் ஆங்கிை சிறிய எழுத்து்கதைக த்கமாண்டு அம்புககுறியு்டன்  குறிக்கபபடுகின்றைது. 
இரு பரி்மாண தேக்டர என்பது R2–ல் திதெயி்டபபட்்ட ஓர  வ்கமாட்டுத்துண்்டமாகும். வ்லும்  முபபரி்மாண  
தேக்டர  என்பது  R3-ல் திதெயி்டபபட்்ட ஓர  வ்கமாட்டுத்துண்்டமாகும்.

8.3 வெக்டசை குறிப்பிடும் முசை மறறும் வெக்டர்களின்  ெசககள் 
       (Representation of a vector and types of vectors)
 ஒரு தேக்டருககு முடிவு ்ற்றும் ஆைம்பம் உண்டு. 

 ப்டம் 8.1-ஐ ்கமாண்்க.

ெசையசை  8 .3
 

a -ன் ஆைம்பபபுள்ளி  A-யிதனத் ஹதைா்டக்கப்புள்ள எனவும் முடிவுபபுள்ளி  B-யிதன  

இறுதிப்புள்ள எனவும் அதழககிவறைமாம்.  ஒரு  தேக்டரின் தைமா்டக்கப புள்ளியிதன  அைன் 
ஆதிபபுள்ளி எனவும் த்கமாள்ைைமாம்.  

 
a - ன் தைமா்டக்கபபுள்ளி A-ஆனது ே்கரவுககு முன் அபபுள்ளியின் நிதையிதனயும், இறுதிபபுள்ளி 

B-ஆனது ே்கரவுககுபபின்  அபபுள்ளியின் நிதையிதனயும் குறிககிறைது.

 
a  என்றை தேக்டரின் எண் ்திபபு அல்ைது நீைம் என்பது வ்கமாட்டுத்துண்டு AB - ன் நீைம் ஆகும். 

வ்லும்  இைதன | |a  எனக குறிபபி்டைமாம்.

 AB - ன் ேழிவய நீட்்டபபட்்ட திதெயி்டபப்டமாை வ்கமாட்டிதன
a - ன் தைாங்கி எனைமாம்.

 ஒரு  திதெயில்ைமாை வ்கமாட்டுத்துண்த்டயும், ஒரு திதெயு்டன் கூடிய வ்கமாட்டுத் துண்டிதனயும் 
வேறுபடுத்ை AB

� ���
 ்ற்றும் 

a  என  அம்புககுறியிட்டுக குறிக்கபபடுகின்றைது. எனவே AB என்பது  ஒரு 

வ்கமாட்டுத்துண்டிதன குறிபபிடுகிறைது.

ெசையசை  8 .4
 எந்ைதேமாரு புள்ளிதயயும் ஆதிபபுள்ளியமா்கத் வைரந்தைடுக்க இயலு்மானமால் அைதனக 
கடடிலா  ஹவக்்டர் எனைமாம். ஆனமால் ஒரு குறிபபிட்்ட புள்ளிதய ்ட்டுவ் ஆதிப புள்ளியமா்கத்  
வைரந்தைடுக்க  முடியு்மானமால்  அைதன அறுதியிட்ட ஹவக்்டர் என்பர. 

 தேக்டர்களின் தபருக்கல் ேதை ேமாம் ்கட்டிைமா  தேக்டர்கதை ்ட்டுவ் பயன்படுத்ை 
உள்வைமாம். வ்கமாட்டின் ெ்ன்பமாட்த்டக ்கமாண்பதில்  அறுதியிட்்ட தேக்டர்கள் பயன்படுத்ைப 
பட்டுள்ைது.

ெசையசை  8 .5
 ஒவை தைமா்டக்கபபுள்ளிதயப தபற்றை தேக்டர்கதை ஒவர ஹதைா்டக்கப்புள்ள ஹவக்்டர்கள் எனவும் 
ஒவை முடிவுபபுள்ளிதயக த்கமாண்்ட தேக்டர்கதை  ஒவர முடிவுப் புள்ள ஹவக்்டர்கள் எனைமாம்.

ெசையசை  8 .6
 இைண்டு அல்ைது அைற்கு வ்ற்பட்்ட தேக்டர்களின் இயக்கம் ஒவை வேரக வ்கமாட்டிவைமா அல்ைது 
அைற்கு இதணயமா்கவேமா இருபபின், அேற்தறை  ஒவர வகா்ட்ம அல்ைது இ்ை ஹவக்்டர்கள் 
எனைமாம்.

 ஒவை ைைத்தின்  மீது அத்ந்ை அல்ைது அந்ைத் ைைத்திற்கு இதணயமா்க அத்ந்ை இைண்டு 
அல்ைது அைற்கு வ்ற்பட்்ட தேக்டர்கதை ஒரு தைை அ்ம ஹவக்்டர்கள் எனைமாம்.

a→

A

B

ப்டம் 8.1
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ெசையசை  8 .7
 இரு தேக்டர்களின் எண்ணைவு்கள் ெ்்மா்கவும் ்ற்றும் அதே ஒவை திதெயிதனயும் 
தபற்றிருந்ைமால் அேற்தறைச் ைம ஹவக்்டர்கள் எனைமாம்.

 ெ் தேக்டர்களுககு ஒவை தைமா்டக்கபபுள்ளியும் இறுதிப புள்ளியும் 
இருக்கவேண்டிய அேசியம் இல்தை. ெமான்றைமா்க , ப்டம் 8.2- ல் 



b  ்ற்றும் 
c  

ஆகியதே ெ்நீைம் ்ற்றும்  ஒவை  திதெயிலுள்ை தேக்டர்கள்என்பைமால் 
அேற்தறை ெ்தேக்டர்கள் என்கிவறைமாம். 

a  ்ற்றும் 


b  ஆகியதே ெ் 
எண்ணைதேக  த்கமாண்டிருந்ைமாலும்  அேற்றின்  திதெ எதிைமா்க இருபபைமால் 
இதே ெ்்ற்றை தேக்டர்கள் ஆகும்.  

c  ்ற்றும் 


d  ஆகியதே ஒவை திதெயில் 
இருந்ைமாலும் எண்ணைவு தேவவேறைமா்க இருபபைமால் இதே ெ்்ற்றை தேக்டர்கைமாகும்.

ெசையசை  8 .8
 எண்ணைவு  0 உள்ை  தேக்டதை  பூஜ்ஜிய ஹவக்்டர் என்கிவறைமாம். இைதன  



0  எனக 
குறிபபி்டைமாம்.  இது ஏவைனும் ஒரு திதெயில் இருககும்.

 அைமாேது, தைமா்டக்கபபுள்ளியும் முடிவுபபுள்ளியும் ஒன்றைமா்க அத்ந்ைமால் அது பூஜ்ஜிய தேக்டைமா்க 
அத்யும்.
 எண்ணைவு 1 உள்ை  தேக்டதை அலகு ஹவக்்டர்  எனைமாம். 

a –ன் திதெயில் உள்ை அைகு 
தேக்டர â  எனககுறிபபி்டபபடும் (இைதன ‘a cap’ அல்ைது ‘a hat’ எனபபடிக்க வேண்டும்). தைளிேமா்க 

ˆ| |a = 1 ஆகும்.
 எண்ணிைமா திதெ்களிலிருபபைமால் எண்ணிைமா அைகு தேக்டர்களும் உள்ைன என்பதைக 
்கேனிக்க. ஒவதேமாரு திதெககும் ஒரு அைகு தேக்டைமானது அந்ை திதெயில் இருககும்.
 ஒவதேமாரு பூஜ்ஜிய்ற்றை தேக்டதையும் 

a  தேக்டரின் திதெயில் உள்ை அைகு தேக்டதை ஒரு 
திதெயிலியமால் தபருககி எழுைைமாம். அந்ை திதெயிலியமானது தேக்டரின் எண்ணைேமாகும்.
 எனவே, எந்ைதேமாரு தேக்டர 

a ககும், 
a = 

a â  என எழுைைமாம். இங்கு  â  என்பது 
a -ன் 

திதெயில் அைகு தேக்டர ஆகும். எனவே, பூஜ்ஜிய்ற்றை 
a -ககு â =





a
a| |  ஆகும்.

ெசையசை  8 .9
 ஒவை திதெயிைத்ந்ை இரு தேக்டர்கதை ஒவர தி்ை ஹவக்்டர்கள் என்றும், ஒன்றுகத்கமான்று 
எதிர திதெயிைத்ந்ை இரு தேக்டர்கதை எதிர் தி்ை ஹவக்்டர்கள் என்றும் கூறைைமாம்.

            இைண்டு  தேக்டர்கள் ஒவை திதெயிைத்ந்ை தேக்டர்கைமா்கவேமா  எதிர திதெ தேக்டர்கைமா்கவேமா  
அத்ந்ைமால் அவதேக்டர்களின் ைமாங்கி்கள் ஒன்றுகத்கமான்று இதணயமா்க அத்யும். இைண்டு 
தேக்டர்கள் ஒவை திதெ தேக்டர்கைமா்க இல்ைமா்லும் எதிதைதிரத்திதெ தேக்டர்கைமா்க 
இல்ைமா்லும் இருக்கைமாம்.

ப்டம் 8.3

8.4 வெக்டர்களின்  மீதான இயறகணிதம் (Algebra of Vectors)
 த்யதயண்்கள் அல்ைது அணி்களின் மீைமான தெயல் முதறை்கள் வபமான்வறை ேமாம் தேக்டர்களின்  
மீதும் தெயல்முதறை்கதைக ்கமாணைமாம். இைண்டு தேக்டர்களின் கூட்்டல், ஒரு தேக்டரிலிருந்து 
்ற்தறைமாரு தேக்டதைக ்கழித்ைல் ்ற்றும் ஒரு தேக்டதை ஒரு திதெயிலி த்கமாண்டு தபருககுைல் 
வபமான்றைேற்தறைக ்கமாண்வபமாம்.

ப்டம் 8.2

a�

d
�b

�
c�

▲

▲

▲

▲

▲

▲

b
→

a
→

d
→

→
ν→

xnu jpir btf;lu;fs; vjpu;jpir btf;lu;fs;

xnujpir kw;Wk; vjpu;jpir
my;yhj btf;lu;fs;
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வெக்டர் இயற்கணிதம் - I55

8.4.1 வெக்டர்களின் கூட்டல் (Addition of Vectors)
 தேக்டர்களின் கூட்்டதை இைண்டு ேத்க்களில் ேதையறுத்து அதே ஒன்வறை எனக ்கமாண்வபமாம். 
ஓைைகு நிதறை த்கமாண்்ட ஒரு தபமாருள் R2–ல்  (0, 0) என்றை இ்டத்தில் உள்ைது என்்க. அைன் அைதே ஒரு 
புள்ளி என எடுத்துகத்கமாள்வேமாம். இைண்டு ஓைைகு விதெ்கள் 

a  ் ற்றும் 


b ஆகியதே x-அச்சு ் ற்றும் 
y-அச்சின் மித்கத் திதெயில்  அபதபமாருளின் மீது தெயல்படுேைமா்கக த்கமாள்்க. (ப்டம் 8.4-ஐ பமாரக்க).  
இபதபமாழுது  அபதபமாருைமானது x – அச்சு்டன்  45°  வ்கமாணத்தில் ப்டம் 8.5.–ல் உள்ைது வபமால் ே்கரும் 
என எளிதில் ்கணிக்கைமாம்.  

a  ்ற்றும் 


b என்றை என்றை விதெ்கள் 
a  ்ற்றும் 



b  என்றை தேக்டர்கைமால் 
ப்டம் 8.6-ல் குறிபபி்டபபட்டுள்ைது. விதெ்கள் ப்டம் 8.4-ல் அபதபமாருதை ைள்ளுேைமா்கவும் ப்டம் 8.6-ல் 
அபதபமாருதை  இழுபபைமா்கவும் ேமாம் ்கருைைமாம்.

a→

b→
a→

b→

b→

a→ a→

b→

x x x x

y y y y

 ப்டம் 8.4 ப்டம் 8.5 ப்டம் 8.6 ப்டம் 8.7
 அடுத்து ே்ககுத் வைமான்றும் வ்கள்வி, “அது எவேைவு தூைம் ே்கரும்?” என்பைமாகும். 
விதெ்கள் ஒன்றைன்பின் ஒன்றைமா்கச் தெயல்படுேைமா்கக ்கருதுவேமாம். விதெ  

a -ஆனது  
அபதபமாருதை  x-அச்சின் திதெயில் ஓைைகு தூைம் ே்கரத்தும். எனவே அந்ைப தபமாருள்   
(0, 0)–ல் இருந்து (1, 0) என்றை புள்ளிககு ே்கரகின்றைது. இபதபமாழுது விதெ 



b ஆனது  அபதபமாருதைச் 
தெங்குத்ைமா்க வ்ல்வேமாககி  (1, 0) என்றை புள்ளியில் இருந்து (1, 1) என்றை புள்ளிககு ே்கரத்துகின்றைது.  
இறுதியமா்க  அபதபமாருள்  (1, 1)–ல் உள்ைது. (ப்டம் 8.7ஐ பமாரக்க). எனவே இைண்டு தேக்டர்களின் 
கூடுைைமானது (0, 0)  ்ற்றும்  (1, 1)-ஐ இதணககும் வ்கமாட்டுத்துண்்டமா்க (0, 0)-லிருந்து (1,1) என்றை 
திதெயில் ேதையறுக்கபபடுகிறைது.
 இபதபமாழுது வ்ற்கூறிய சூழ்நிதையில் 

a -ன்  எண்ணைதேதய 1-ககுப பதில் 2  எனக 
த்கமாள்்க.  (ப்டம் 8.8-ஐ பமாரக்க).  ப்டம் 8.9-ல் உள்ைபடி அபதபமாருைமானது x- அச்சுககு  அருகில்  ே்கரும் 
என எளிதில் ்கணிக்கைமாம். வ்லும் அபதபமாருைமானது (2,1) என்றை புள்ளிககு ே்கரும்  என்பதையும் 
்கணிக்கைமாம். எனவே இந்ை இைண்டு தேக்டர்களின்  கூடுைைமானது  (0,0)-தேயும் (2,1)-ஐயும் 
இதணககும்  வ்கமாட்டுத்துண்டினமால்  “ ( 0,0)-விலிருந்து (2,1) என்றை திதெயில் ேதையறுக்கபபடுகின்றைது”.

b
→

a
→

a
→

b
→

 ப்டம்  8.8 ப்டம்  8.9 
 இந்ை இைண்டு சூழ்நிதை்களிலும் விதெ்கள் ஒன்றுகத்கமான்று தெங்குத்ைமா்க இருந்ைன. ஆனமால் 
தபமாதுேமா்க விதெ்கள் தெங்குத்ைமா்க இருக்கவேண்டிய அேசியமில்தை.  இருந்ைவபமாதிலும் ஒன்றைன்பின் 
ஒன்றைமா்கச் தெயல்படும் விதெ்கதைக கூட்்ட இயலும். உைமாைண்மா்க 

a   ்ற்றும்  


b என்றை விதெ்கதை 
ப்டம் 8.10-ல் உள்ைது வபமான்று ்கருது்க.

b
→

a
→

▲ ▲

▲

▲ ▲

▲

▲

a
→

b
→

b
→

a
→c

→

 ப்டம்  8.10 ப்டம்  8.11 ப்டம்  8.12 
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XI - கணிதவியல் 56

  
a -ன் இறுதிபபுள்ளியு்டன் 



b –ன் ஆைம்பபபுள்ளி அத்யு்மாறு (ப்டம் 8.11) அத்க்க. 
இேற்றின் கூடுைைமானது ப்டம் 8.12-ல் உள்ைது வபமான்று கித்டககிறைது. ேமாம் இபதபமாழுது இைண்டு 
தேக்டர்களுக்கமான கூடுைலின் ேதையதறைதயக ்கமாண்வபமாம்.

வெக்டர்  கூட்டலின்  முக்காணவிதி (Triangle law of addition)

 
a  ்ற்றும் 



b  என்பன இரு தேக்டர்கள் என்்க.   

A1  ்ற்றும் B1  என்பதே  
a  ்ற்றும் 



b -ன் 
தைமா்டக்கபபுள்ளி்கள் எனவும்,  A2  ்ற்றும் B2 என்பதே 

a  
்ற்றும் 



b –ன் முடிவுபபுள்ளி்கள் எனவும் த்கமாள்்க. 

 A B3 3 -ஐ  B B1 2 -ககு இதணயமா்க A B B B3 3 1 2=  என்றைேமாறு 

ேதை்க. 
a ்ற்றும் 



b -ன் கூடுைைமானது AB1 3

� ����
 என்றை தேக்டைமால் 

a +


b  என குறிபபி்டபபடுகிறைது. 
இைதனக கீழ்க்கமாணு்மாறு ேதையறுக்கைமாம்.

ெசையசை  8 .10 (வெக்டர் கூட்டலின் முக்காண விதி)
 இரு தேக்டர்கள் அேற்றின் எண்ணைேமாலும் திதெயமாலும் ஒரு முகவ்கமாணத்தின் 
ேரிதெயமா்க எடுக்கபபட்்ட இைண்டு பக்கங்்களின் மூை்மா்கக குறிபபிட்்டமால், அேற்றின் கூடுைதை 
அம்முகவ்கமாணத்தின் எதிர ேரிதெயில் எடுக்கபபட்்ட மூன்றைமாேது பக்கத்தினமால் குறிக்கைமாம். 

முடிவு 8.1

 




a b c,  kw;Wk; ஆகியதே முகவ்கமாணத்தின் ேரிதெயமா்க அத்ந்ை 
அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமானமால்  









a b c+ + = 0  ஆகும். 

நிரூபணம்

     AB
� ���

 = 
� � ��� � � ��� �a BC b CA c, ,= =kw;Wk;  என்்க.

  இபதபமாழுது,     




a b c+ +  = AB BC CA AC CA AA
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� �

+ + = + = = 0

 

வெக்டர் கூட்டலின்  இசணகை விதி (Parallelogram law of vector addition)

 
a  ்ற்றும் 



b  என்பன  ஏவைனும் இரு தேக்டர்கள் என்்க. இந்ை இரு தேக்டர்களின் 

தைமா்டக்கபபுள்ளி்கதை (O) ஒன்றைமா்ககத்கமாண்டு , ேதையதறை 8.7-ஐப பயன்படுத்தி கூடுைதைக ்கமாண்வபமாம்.  
A ்ற்றும் B ஆகியதே 

a ்ற்றும் 


b ஆகியேற்றின் முடிவுபபுள்ளி்கள் (ப்டம் 8.15) என்்க. 
a + 


b -ஐக 

்கமாண,  AC-ஐ  OB-ககு இதணயமா்க OB = AC என்றைேமாறு ேதை்க. இங்கு OC
� ���

 என்பது இேற்றின் 
கூடுைைமாகும். (ப்டம் 8.16). இங்கு OA ்ற்றும் BC ஆகியதே இதண என்பதைக ்கேனிக்க (ப்டம் 8.17).

 
a
→a

→
b
→

b
→

b
→

b
→

a
→

b
→

B

A

O O

B

C

A

B

C

A

O

▲

▲ ▲

▲ ▲

▲

▲

▲ ▲▲

▲

 ப்டம்  8.15 ப்டம்  8.16 ப்டம்  8.17

ப்டம்  8.13

b
→

a
→

B2

B1

A1

B3

▲

▲

▲

▲
2 3
( )A A

ப்டம்  8.14
A B

C
▲ ▲

▲
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8 Vector Algebra Tamil.indd   56 03-09-2018   15:42:00



வெக்டர் இயற்கணிதம் - I57

 எனவே ஒவை தைமா்டக்கப புள்ளி்கதை உத்டய இரு தேக்டர்களின் கூடுைதைக ்கமாண  இந்ை 
தேக்டர்கதை அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்கக த்கமாண்டு ஓர இதண்கைம் ேதைந்து அைன் மூதை விட்்டத்தை 
அைன் கூடுைல் என்கிவறைமாம். ஒவை தைமா்டக்கபபுள்ளிதயக த்கமாண்டில்ைமாை இரு தேக்டர்கதை 
ஏவைனும் ஒரு தேக்டதைத் ைகுந்ைேமாறு ே்கரத்தி ஒவை தைமா்டக்கபபுள்ளியிதன உத்டய தேக்டர்கைமா்க 
்மாற்றைைமாம். இதிலிருந்து கீழ்க்கமாணும் ேதையதறை 8.11-ஐ தபறைைமாம்.

 O  என்றை ஒவை தைமா்டக்கபபுள்ளிதய உத்டய இரு தேக்டர்கள் 
a  ்ற்றும் 



b  என்்க. இேற்றின் 
இறுதிபபுள்ளி்கள் முதறைவய A ்ற்றும் B  என்்க.

 OACB என்றை இதண்கைத்தை பூரத்தி தெய்க.  
a  ்ற்றும் 



b -ன் கூடுைைமானது OC
� ���

 என 
ேதையறுக்கபபடுகிறைது.

ெசையசை  8 .11 (கூட்டலின் இசணகை விதி)

 OABC என்றை இதண்கைத்தில் OA
� ���

்ற்றும்  OB
� ���

ஆகியதே அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கதைக 

குறித்ைமால், அைன் மூதைவிட்்ட்மான OC
� ���

, இேற்றின் கூடுைதைக குறிககும் (ப்டம் 8.17-ஐ பமாரக்க).

 தேக்டர கூட்்டலுககு இைண்டு ேத்கயமான ேதையதறை்கள் இருந்ைவபமாதிலும் அதே இைண்டும் 
ஒன்வறை ஆகும். ேதையதறை 8.10 ஆனது தேக்டர கூட்்டலின் முகவ்கமாண விதிதயயும் ேதையதறை 8.11 
ஆனது தேக்டர கூட்்டலின் இதண்கை விதிதயயும் கூறுகிறைது.

 முகவ்கமாணம் ABC-ல்  AB
� ���

்ற்றும் BC
� ���

ஆகியதே இைண்டு பக்கங்்கதைக குறித்ைமால், மூன்றைமாேது 
பக்கம் AC

� ���
ஆனது அைன் கூடுைதைக குறிககின்றைது.

8.4.2 இைண்டு வெக்டர்களுககிச்ட்யயான வித்தியாைம்

      (Difference between two Vectors)
 இபதபமாழுது ஒரு தேக்டரிலிருந்து ்ற்தறைமாரு தேக்டதை ்கழிககும் முதறைதயக ்கமாண்வபமாம்.

ெசையசை 8.12
 

a ஏவைனும் ஒரு தேக்டர என்்க. 
a -ன் எதிர்தறை தேக்டதை -

a எனக குறிபவபமாம். இது  
a -ககுச் ெ்்மான எண்ணைவிதனயும் 

a -ன் திதெககு எதிரத் திதெதயயும் த்கமாண்்ட தேக்டர 

ஆகும். 

 AB a
� ��� �

= எனில் BA a
� ��� �

= −  என்பைதன ்கேனத்தில் த்கமாள்ைவும்.

வெக்டர்களின் வித்தியாைத்திறகான ெடிெக கணித விளககம்
(Geometrical interpretation of difference between two vectors)

a  என்றை தேக்டரின் ஆைம்பப புள்ளி P ்ற்றும் முடிவுபபுள்ளி Q என்்க. 


b  என்றை தேக்டரின் 
ஆைம்பபபுள்ளி Q ்ற்றும் முடிவுபபுள்ளி P என்்க. இந்ை இரு தேக்டர்களின் எண்ணைதே்கள்  P 
்ற்றும் Q என்றை புள்ளி்கதை இதணககும் வ்கமாட்டுத்துண்டின் நீைம் ஆகும். எனவே இேற்றின் எண் 
அைதே்கள் ெ்ம். ஆனமால் இேற்றின் திதெ்கள் வேர எதிைமானதே. எனவே 



b -ஆனது -
a -ககுச் 

ெ்ம் ஆகும்.

 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே  ஏவைனும் இரு தேக்டர்கள் எனில் 




a b- -ஆனது 




a bkw;Wk; - -ன் 

கூடுைைமா்க 




a b+ −( ) என ேதையறுக்கபபடுகிறைது.

 ேமாம் இைதன ேடிவியலின் துதணத்கமாண்டு பமாரக்கைமாம். 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே  முதறைவய  

OA
� ���

்ற்றும்  OB
� ���

ஆகியேற்தறைக குறிககிறைது என்்க. (ப்டம் 8.18).  ACதய OBககு இதணயமா்க  AC = OB 
எனு்மாறு ேதை்க. இபதபமாழுது AC

� ���
 என்பது 



b -ககுச் ெ்்மா்க இருககும். CA = AD எனு்மாறு  CA 
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என்றை வ்கமாட்த்ட D ேதை நீட்டு்க. இபதபமாழுது AD
� ���

 என்பது -


b ககு ெ்ம் ஆகும். 

எனவே  
� � � ���
a b OD+ − =( ) . ஆ்கவே 

� � � ���
a b OD− =  (ப்டம் 8.19).

B B B

O O O

D D

A A A
b
→

b
→

– b
→

b
→

a
→

– b
→

b
→

b
→

a
→

C C

▲

▲

▲

▲

▲

▲

▲

▲
▲

▲

a
→ ▲

 ப்டம்  8.18 ப்டம்  8.19 ப்டம்  8.20

 OACB என்றை இதண்கைத்தைப பூரத்தி தெய்க. இதிலிருந்து BA ் ற்றும் OD ஆகியதே இதணயமா்கவும் 
ெ்நீைத்திலும் உள்ைதை அறியைமாம். எனவே BA

� ���
 ்ற்றும் OD

� ���
 ஆகியதே ெ்தேக்டர்கள் ஆகும். 

எனவே BA
� ���

ஐ ேமாம்  




a b- ஆ்கக த்கமாள்ைைமாம். இதிலிருந்து OACB  என்றை இதண்கைத்தில் பக்கங்்கள்

OA
� ���

 ்ற்றும் OB
� ���

 ஆகியதே முதறைவய 
a  ்ற்றும் 



b தேக்டர்கதைக குறித்ைமால், மூதைவிட்்டம் BA
� ���

 

என்பது 




a b-  ஐ குறிககும். (ப்டம் 8.20ஐ பமாரக்க).  ேமாம் ஏற்்கனவே OC
� ���

 ஆனது 




a b+ ஐ குறிககும் 

என அறிந்துள்வைமாம்.

 ஆ்கவே 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே இதண்கைத்தின் அடுத்ைடுத்ை இரு பக்கங்்கதைக குறித்ைமால் 




a b+  ்ற்றும் 




a b- ஆகியதே மூதைவிட்்டங்்கதைக குறிககும்.

8.4.3 வெக்டரின் திசையிலிப் வபருககல்  (Scalar multiplication of a vector)
 ேமாம் இபதபமாழுது ஒரு தேக்டதை ஒரு திதெயிலியமால் எவேமாறு தபருககுேது என்பதைக 
்கமாண்வபமாம்.

 
a  என்பது ஏவைனும் ஒரு தேக்டர, m ஒரு திதெயிலி என்்க. ma



 என்பது தேக்டர 
a -யு்டன் 

திதெயிலி m-ன் திதெயிலிப தபருக்கம் என்கிவறைமாம்.

 m பூஜ்ஜியம் எனில், m
a -ன் எண்ணைவு 0 ஆகும்.  எனவே m

a  என்பது பூஜ்ஜிய தேக்டர ஆகும். 
m மித்க எண் எனில், 

a ்ற்றும் m
a ஆகியதே ஒவை திதெதயக குறிபபைமா்கவும் m குதறை எண் எனில், 

a ்ற்றும் m
a ஆகியதே எதிரதிதெ தேக்டர்கள் ஆ்கவும் அத்யும். m

a -ன் எண்ணைவு  | | | | | |ma m a 

=  
ஆகும்.

ெசையசை 8.13
 

a  ்ற்றும் 


b என்றை இரு தேக்டர்கள் இதண எனில் ஏவைனும் ஒரு திதெயிலி l -ககு  




a b= λ

என அத்யும். λ > 0 எனில், அதே ஒவை திதெயிலும், λ < 0  எனில், அதே எதிரத்திதெயிலும் 
அத்யும்.

8.4.4 சில பண்புகளும் முடிவுகளும் (Some Properties and results)

 ஏவைனும் இரு தேக்டர்கள் 
a  ்ற்றும் 



b திதெயிலி்கள் m, nககு

 (i) m na mn a n ma( ) ( ) ( )  

= =  
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(ii) ( )m n a ma na+ = +
  

 

(iii) m a b ma mb( )







+ = +  

முடிவு 8.2
 தேக்டர கூட்்டல் வெரபபுப பண்பு உத்டயது. 

 ஏவைனும் மூன்று தேக்டர்கள் 




a b c,  kw;Wk; -ககு 

   ( )



a b c+ +  = 




a b c+ +( )  .

முடிவு 8.3
 ஏவைனும் ஒரு தேக்டர a -ககு 





 



a a a+ = + =0 0
முடிவு 8.4
 எந்ைதேமாரு தேக்டர 

a -ககு 
   



a a a a+ − = − + =( ) ( ) .0
 இந்ை முடிவிலிருந்து ஒவதேமாரு தேக்டருககும் கூட்்டல் எதிர்தறை உள்ைது என்பதை 
அறியைமாம்.
முடிவு 8.5
 தேக்டர்களின் கூட்்டல் பரி்மாற்று விதிதய நிதறைவு தெயயும்.
நிரூபணம்

 
a ்ற்றும் 



b என்பன இரு தேக்டர்கள் என்்க. 
� � ��� � ����
a OA b OB= =,   என்்க.

 OACB  என்றை இதண்கைத்தை 
a ்ற்றும் 



b அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்க த்கமாண்டு பூரத்தி தெய்க. 

OB
� ���

 ்ற்றும்  AC
� ���

ஆகியதே ஒவை எண்ணைவிதனயும் திதெதயயும் த்கமாண்டுள்ைன. 

 ஆ்கவே,  OB AC
� ��� � ���

= . 

 எனவே,  




a b+  = OA AC OC
� ��� � ��� � ���

+ = .

இவைவபமான்று OA
� ���

 = BC
� ���

.

    


b a+  = OB BC OC
� ��� � ��� � ���

+ = .  

 ஆ்கவே  




a b+  = 


b a+ .

வெக்டர் கூட்டலின் பல்காண விதி (Polygon law of 
addition)

 ப்டம் 8.22-ல் OA AB BC CD
� ��� � ��� � ��� � ���

, , ,  ்ற்றும் DE
� ���

 ஆகியதே 
ஏவைனும் 5 தேக்டர்கள் என்்க. ஒவதேமாரு தேக்டரும் முந்தைய 
தேக்டரின் முடிவுப புள்ளியிலிருந்து ேதையபபட்டுள்ைதைக 
்கேனத்தில் த்கமாள்்க.

  OA AB OB
� ��� � ��� � ���

+ =  ;  OB BC OC
� ��� � ��� � ���

+ =  

  OC CD OD
� ��� � ��� � ���

+ =  ;  OD DE OE
� ��� � ��� � ���

+ =   

  ஆ்கவே OA AB BC CD DE OE
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ���

+ + + + =  .

 எனவே அதனத்து தேக்டர்களின் கூடுைைமானது முைல் தேக்டரின் தைமா்டக்கபபுள்ளிதயக 
்கத்டசி தேக்டரின் முடிவுபபுள்ளியு்டன் இதணககும் தேக்டைமாகும். இைதன தேக்டர கூட்்டலின் 
பைவ்கமாண விதி என்கிவறைமாம்.

a
→

b
→

b
→

B

C

A

O

▲

▲

▲▲

▲

ப்டம் 8.21

▲
▲

▲

▲

▲

▲

▲

O

▲
▲

A

B

C

D

E

ப்டம் 8.22
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எடுத்துககாடடு 8.1
 ேதைப்டத்தின் ேமாயிைமா்கக  கீழ்க்கமாணும் இ்டபதபயரச்சிதயக குறிக்க.
 (i) 30 கி.மீ.,  60° ே்டககிலிருந்து வ்ற்்கமா்க
 (ii) 60 கி.மீ.,  50° கிழககிலிருந்து தைற்்கமா்க
தீர்வு

P

ேம �

வ

ெத

ேம �

வ

ெத

60�

Q

50�
30 �. �. 

60 �. �. 

 ப்டம் 8.23 ப்டம் 8.24

எடுத்துககாடடு 8.2
 ஓர ஒழுங்கு  அறுவ்கமாணத்தின் இைண்டு அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கள் 

a , 


b  ஆ்க இருந்ைமால் பிறை 

பக்கங்்கதைக குறிககும் தேக்டர்கதைக ்கமாண்்க.

தீர்வு

 A,B,C,D,E,F  ஆகியதே ஒழுங்கு அறுவ்கமாணத்தின் முதனபபுள்ளி்கள் என்்க. 

 � � ��� � � ���
a AB b BC= = kw;Wk; என்்க.

 ஒழுங்கு அறுவ்கமாணத்தின் கீழ்க்கமாணும் பண்பு்கதை பயன்படுத்தி பக்கங்்கதைக ்கமாணைமாம்.

 (i) AB, CF ்ற்றும் ED ஆகியதே இதணயமானதே. வ்லும், BC, AD ்ற்றும் EF  
ஆகியதேயும் இதண ஆகும்.

 (ii) CF-ன் நீைம்  AB-ன் நீைத்தைப வபமால் இைண்டு ்்டங்கு ்ற்றும்  AD-ன் நீைம்  BC-ன் 
நீைத்தைப வபமால் இைண்டு ்்டங்கு ஆகும். 

 AB ் ற்றும் DE ஆகியதே இதணயமானதே. நீைங்்கள் ெ்்மா்கவும் திதெ எதிரத் திதெயமா்கவும் 
உள்ைன.

   ஆ்கவே,  DE
� ���

 = -
a  .

 AB ்ற்றும் CF ஆகியதே இதணயமா்கவும் எதிரத்திதெயிலும் 
அத்ேைமால் 

   CF
� ���

 = -2a
 இவை வபமான்று EF

� ���
 = − =

� � ��� �
b AD b kw;Wk; 2

 AB BC AC
� ��� � ��� � ���

+ =  ஆத்கயமால்
   AC

� ���
 = 
a + 


b .
 AC CD AD

� ��� � ��� � ���
+ =  ஆத்கயமால்

   
� � �� ���
a b CD b+ + = 2 .  

E D

C

BA

F

a
→

b
→

▲

▲

▲▲

▲

▲

ப்டம் 8.25
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 எனவே CD
� ���

 = 2




 

b a b b a− + = −( ) .  

 FA CD
� ��� � ���

= −  என்பைமால்

   FA
� ���

 = 




a b- .

 ஆ்கவே, த்கமாடுக்கபபட்்ட பக்கங்்கள் AB a
� ��� �

=  ்ற்றும் BC b
� ��� �

=   எனகத்கமாண்டு ்ற்றை 

பக்கங்்கதை CD b a DE a EF b
� ��� � � � ��� � � ��� �

= − = − = −, , ,  ்ற்றும் FA a b
� ��� � �

= −  எனபதபறைைமாம்.

8.5 நிசல வெக்டர்கள் (Position vectors)

ெசையசை 8.14
 O தே ஆதியமா்கக த்கமாள்்க. ்ற்றும் ஏவைனும் ஒரு புள்ளி P-ஐ (ைைத்திவைமா அல்ைது 
முபபரி்மாண தேளியிவைமா) குறிக்கவும். இபதபமாழுது  OP

� ���
-ஆனது O தேப தபமாறுத்து P-ன் 

நிதைதேக்டர என்று அதழக்கபபடுகின்றைது.

 தேக்டருககும் நிதை தேக்டர்களுககும் இத்டவயயமான தைமா்டரதபக கீழ்க்கமாணு்மாறு 
ேதையறுக்கைமாம்.

முடிவு 8.6
 O-தே ஆதி என்்க. வ்லும்  A ்ற்றும் B-தய ஏவைனும் இரு புள்ளி்கள் என்்க. இபவபமாது 
AB
� ���

 = OB OA
� ��� � ���

- . இங்கு, OA OB
� ��� � ���

 kw;Wk; ஆகியதே A ்ற்றும் B-ன் நிதை தேக்டர்கைமாகும். 

நிரூபணம்

 OA AB OB
� ��� � ��� � ���

+ = என ே்ககுத் தைரியும். 

 AB OB OA
� ��� � ��� � ���

= −  ஆகும்.

்தறைம் 8.1 (பிரிவு சூத்திைம்-உடபுைமாகப் பிரித்தல்) (Section Formula - Internal Division)  
 O-தே ஆதியமா்கவும்.  A ்ற்றும் B-தய ஏவைனும் இரு புள்ளி்கைமா்கவும் த்கமாள்்க. வ்லும்  P 
என்றை புள்ளியமானது AB என்றை வ்கமாட்டுத்துண்த்ட m : n என்றை விகிைத்தில் உட்புறை்மா்க பிரிககிறைது என்்க. 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே A ்ற்றும் B-ன் நிதை தேக்டர்கைமாயின் P -ன் நிதை தேக்டர 

   OP
� ���

 = 
na mb
n m





+
+

.  

நிரூபணம்

 O ஆதிபபுள்ளி ்ற்றும் A ்ற்றும் B-ன் நிதை தேக்டர்கள் முதறைவய 
a  ்ற்றும் 



b  என்பைமால், 

   OA
� ���

 = 
a  ்ற்றும் OB

� ���
=


b ஆகும்.

   OP
� ���

 = 
r என்்க.

 AB என்றை வ்கமாட்டுத்துண்த்ட P ஆனது m : n என்றை விகிைத்தில் 
உட்புறை்மா்கப பிரிபபைமால்

   
| |
| |
AP
PB

� ���
� ���  = 

m
n

 

 எனவே,  n AP| |
� ���

 = m | |PB
� ���

.

 AP
� ���

்ற்றும் PB
� ���

 ஆகியதே ஒவை திதெயில் இருபபைமால், 

   nAP
� ���

 = mPB
� ���

.                        (8.1)

P

A

a
→

b
→

B

O

m

n

▲

▲
▲

▲
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   ஆனமால்   AP
� ���

 = OP OA r a PB OB OP b r
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� �� � �

− = − = − = − kw;Wk; 

 ெ்ன்பமாடு (8.1)-ல் பிைதியி்ட, 

   n r a( ) 

-  = m b r( )




-

   ( )n m r+


 = na mb



+ .  

 எனவே  OP
� ���

 = 
na mb
n m





+
+

.  

்தறைம் 8.2  பிரிவு சூத்திைம்-வெளிப்புைமாகப் பிரித்தல் (நிரூபணமின்றி)
                         (Section Formula - External Division)

 O-தே ஆதியமா்கவும், A ்ற்றும் B-தய ஏவைனும் இைண்டு புள்ளி்கைமா்கவும் த்கமாள்்க. P என்றை 
புள்ளியமானது AB என்றை வ்கமாட்டுத்துண்த்ட m : n என்றை விகிைத்தில் தேளிபபுறை்மா்க பிரிககிறைது என்்க.  
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே A ்ற்றும் B-ன் நிதை தேக்டர்கள் எனில், P-ன் நிதை தேக்டர 

   OP
� ���

 = 
na mb
n m





-
-

.  

குறிப்பு 8.1
 1m n= = எனத் வைற்றைம் 8.1-ல் பிைதியி்ட  A ்ற்றும் B-தய இதணககும் வ்கமாட்டின் 

த்யபபுள்ளியின் நிதை தேக்டர 




a b+
2

 ஆகும். இங்கு  
a  ் ற்றும் 



b  ஆகியதே A ் ற்றும் B-ன் நிதை 

தேக்டர்கைமாகும். வ்ற்்கண்்ட வைற்றைத்திலிருந்து மூன்று புள்ளி்கள் ஒவை வேரவ்கமாட்டில் இருபபைற்்கமான 
்கட்டுபபமாட்த்டப தபறைைமாம். 

முடிவு 8.7

 
a ,  


b  ்ற்றும் 
c  ஆகியேற்தறை நிதை தேக்டர்கைமா்க த்கமாண்்ட புள்ளி்கள் A, B ்ற்றும் C  ஒவை 

வ்கமாட்டில் அத்யத் வைதேயமான ்ற்றும் வபமாது்மான நிபந்ைதன x,y,z, என்றை த்யதயண்்கள் 
அதனத்தும் பூஜ்ஜியமில்ைமா்ல்  x + y + z = 0  ்ற்றும்  xa yb zc







+ + = 0  என்றைேமாறு அத்ய 
வேண்டும்.

எடுத்துககாடடு 8.3
 A ்ற்றும் B என்றை இரு புள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் 2 4



a b+  ்ற்றும் 2 8


a b- என்்க.  
A ்ற்றும் B-தய இதணககும் வ்கமாட்டுத்துண்டிதன  1 : 3 என்றை விகிைத்தில் உட்புறை்மா்கவும், 
தேளிபபுறை்மா்கவும் பிரிககும் புள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கதைக ்கமாண்்க.
தீர்வு
 O-தே ஆதியமா்கக த்கமாள்்க.

   OA
� ���

 = 2 4



a b+ ்ற்றும் OB a b
� ��� � �

= −2 8 எனக த்கமாடுக்கபபட்டுள்ைது.
 C ்ற்றும் D என்றை புள்ளி்கள் AB என்றை வ்கமாட்டுத்துண்த்ட 1 : 3 என்றை விகிைத்தில் முதறைவய 
உட்புறை்மா்கவும் தேளிபபுறை்மா்கவும் பிரிககின்றைது என்்க.

   எனவே,  OC
� ���

 = 
3

3 1
3 2 4 2 8

4
2OA OB a b a b a b

� ��� � ��� � � � � � �+
+

=
+ + −

= +
( ) ( ) .

   OD
� ���

 = 
3

3 1
3 2 4 2 8

2
2 10OA OB a b a b a b

� ��� � ��� � � � � � �−
−

=
+ − −

= +
( ) ( ) .
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வெக்டர் இயற்கணிதம் - I63

 ஒரு முகவ்கமாணத்தின் ஓர உச்சிபபுள்ளியில் இருந்து அைன் எதிரபபக்கத்தின் த்யபபுள்ளிதய 
இதணககும் வ்கமாடு ேடுகவ்கமாடு என்பதை ேமாம் நிதனவு கூரவேமாம். த்யகவ்கமாட்டுச்ெந்தி 
ேடுகவ்கமாட்டிதன  2 : 1 என்றை விகிைத்தில் உட்புறை்மா்கப பிரிககும்.

்தறைம் 8.3

 ஒரு முகவ்கமாணத்தின்  ேடுகவ்கமாடு்கள் ஒரு புள்ளியில் ெந்திககும் என நிறுவு்க.

நிரூபணம் 

 ABC என்றை முகவ்கமாணத்தில் BC, CA ்ற்றும் AB ஆகிய பக்கங்்களின் த்யபபுள்ளி்கள் 
முதறைவய D, E, F என்்க. ேமாம் AD, BE, CF ஆகிய ேடுகவ்கமாடு்கள் ஒரு புள்ளியில் ெந்திககும் என நிறுே  
வேண்டும்.

 O-தே ஆதிபபுள்ளியமா்கக த்கமாண்டு A, B, C என்றை முதனபபுள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் 
முதறைவய 





a b c, ,  என்்க.

 D, E, F -ன் நிதை தேக்டர்கள் முதறைவய 



   



b c c a a b+ + +
2 2 2

, ,  

 AD-தய G1 ஆனது உட்புறை்மா்க 2 : 1 என்றை விகிைத்தில் பிரிககிறைது எனில்,

 

   G1 -ன் நிதை தேக்டர = 
2 1

2 1
OD OA
� ��� � ���

+
+

   OG1

� ����
 = 

2
2

1

3 3













b c a
a b c

+







 +

=
+ +

  ...(1)

 BE-தய G2 -ஆனது உட்புறை்மா்க 2 : 1 என்றை விகிைத்தில் பிரிககிறைது எனில்,

   G2 -ன் நிதை தேக்டர   = 
2 1

2 1
OE OB
� ��� � ���

+
+

 

   OG2

� ����
 = 

2
2

1

3 3

 









c a b
a b c

+





 +

=
+ +

.
  ... (2)

 இதைபவபமாைவே CF-தய G3 ஆனது உட்புறை்மா்க 2 : 1 என்றை விகிைத்தில் பிரிககிறைது எனில்,

   OG3

� ����
 = 





a b c+ +
3

 ... (3)

 (1), (2), (3)-லிருந்து  G1, G2, G3 ஆகியேற்றின் நிதை தேக்டர்கள் ெ்ம். எனவே அதே 
தேவவேறைமான புள்ளி்கள் இல்தை. அந்ை தபமாதுபபுள்ளிதய G என்்க.

 முகவ்கமாணத்தின் ேடுகவ்கமாடு்கள் ஒரு புள்ளியின்ேழிச் ெந்திககின்றைன.

்தறைம் 8.4
 ஒரு ேமாற்்கைம் இதண்கை்மா்க இருக்கத் வைதேயமானது ்ற்றும் வபமாது்மான நிபந்ைதன அைன் 
மூதைவிட்்டங்்கள் இருெ்க கூறிடும் என்பைமாகும்.

நிரூபணம் 

  AC, BD ஆகியேற்தறை மூதைவிட்்டங்்கைமா்க த்கமாண்்ட ேமாற்்கைத்தின் முதனபபுள்ளி்கள் A, B, C, D 

என்்க.  O-தே ஆதியமா்கக த்கமாண்டு A, B, C ்ற்றும் D-ன் நிதை தேக்டர்கள் 








a b c d, ,  kw;Wk; என்்க.

ப்டம் 8.27
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 ேமாற்்கைம் ABCD ஓர இதண்கைம் எனக த்கமாள்்க.

 இபதபமாழுது 

 AB DC OB OA OC OD b a c d b
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � � � � � �

= ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ + dd a c= +
� �

 

 வ்லும் 

 

b d+
2

 = 
 a c+

2
.  

 இதிலிருந்து AC ்ற்றும் BD ஆகியேற்றின் த்யபபுள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் ஒன்வறை 
ஆகும். அைமாேது, மூதைவிட்்டங்்கள் ஒன்தறைதயமான்று இரு ெ்ககூறிடுகின்றைன.

 ்றுைதையமா்க, ேமாற்்கைத்தின் மூதைவிட்்டங்்கள் ஒன்தறைதயமான்று இரு ெ்ககூறிடுகின்றைன எனக 
த்கமாண்்டமால், மூதைவிட்்டங்்கள் AC ்ற்றும் BD ஆகியேற்றின் த்யபபுள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் 
ெ்ம் ஆகும்.

 எனவே,   
 

 

 

 



 

a c b d a c b d c d b a+
=

+
⇒ + = + ⇒ − = −

2 2

 இதிலிருந்து OC OD OB OA
� ��� � ��� � ��� � ���

− = −  வ்லும் DC AB
� ��� � ���

= என நிறுேைமாம். இதிலிருந்து  AB ்ற்றும் 

DC ஆகியதே இதண எனைமாம். 
 

 

a c b d+ = +  என்பதிலிருந்து 


 

a d b c− = −  என்பைமால் AD ்ற்றும் 

BC  ஆகியதே இதண எனைமாம்.  எனவே, ABCD ஓர இதண்கைம் ஆகும்.

பயிற்சி 8.1
 (1) கீழ்க்கமாணும் இ்டபதபயரச்சி்கதை ேதைப்டம் மூைம் விேரிக்க.
  (i) 45 தெ.மீ., 30° கிழககிலிருந்து ே்டக்கமா்க (ii) 80 கி.மீ., 60° வ்ற்கிலிருந்து தைற்்கமா்க

 (2) தைமா்டரபு  R ஆனது V என்றை தேக்டர்களின் ்கணத்தின் மீது “
a  R 


b  என்பது 
a  = 


b ” என 

ேதறையறுக்கபபட்்டமால் அது V-ன் மீது ஒரு ெ்மானத் தைமா்டரபு என நிறுவு்க.

 (3) A ் ற்றும் B ஆகியதே 
a  ் ற்றும் 



b -ன் நிதைதேக்டர்கள் எனில்  AB என்றை வ்கமாட்டுத்துண்த்ட 

மூன்று ெ் பமா்கங்்கைமா்க பிரிககும் புள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் 


 

a b b a+ +2
3

2
3

 kw;Wk;   
என நிறுவு்க.

 (4) முகவ்கமாணம் ABC-ல்  AB ்ற்றும் AC-ன் த்யபபுள்ளி்கள் முதறைவய D ்ற்றும் E எனில் 

BE DC BC
� ��� � ��� � ���

+ =
3
2

என நிறுவு்க.

 (5) ஒரு முகவ்கமாணத்தின் இரு பக்கங்்களின் ேடுபபுள்ளி்கதைச் வெரககும் வேரகவ்கமாடு அைன் 
மூன்றைமாேது பக்கத்திற்கு இதண எனவும், அைன் நீைத்தில் பமாதி எனவும் தேக்டர முதறையில் 
நிறுவு்க.

 (6) ஒரு ேமாற்்கைத்தின் பக்கங்்களின் ேடுபபுள்ளி்கதைச் வெரககும் வேரகவ்கமாடு்கள் ஒரு 
இதண்கைத்தை அத்ககும் என தேக்டர முதறையில் நிறுவு்க.

 (7) 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே இதண்கைத்தின் ஒரு பக்கத்தையும் ஒரு மூதைவிட்்டத்தையும் 

குறித்ைமால் அைன் பிறை பக்கங்்கதையும் ்ற்தறைமாரு மூதைவிட்்டத்திதனயும் ்கமாண்்க.

 (8)  PO OQ QO OR
� ��� � ��� � ��� � ���

+ = +  எனில்,  P, Q, R ஆகியதே ஒவை வ்கமா்டத்புள்ளி்கள் என நிறுவு்க.

 (9)  முகவ்கமாணம் ABC-ல் பக்கம்  BC-ன் த்யபபுள்ளி D எனில்,  AB AC AD
� ��� � ��� � ���

+ = 2  என நிறுவு்க.

B
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A
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வெக்டர் இயற்கணிதம் - I65

 (10)  ABC என்றை முகவ்கமாணத்தின் ேடுகவ்கமாட்டுச் ெந்தி G எனில், GA GB GC
� ��� � ��� � ��� �

+ + = 0  என நிறுவு்க.
 (11)  A, B, C ஆகியதே ஒரு முகவ்கமாணத்தின் முதனபபுள்ளி்கள் ்ற்றும் D,E,F என்பதே BC, CA, 

AB ஆகியேற்றின் த்யபபுள்ளி்கள் எனில், AD BE CF
� ��� � ��� � ��� �

+ + = 0  என நிறுவு்க,
 (12)  ABCD என்றை ேமாற்்கைத்தில் AC, BD-ன் ேடுபபுள்ளி்கள் E ்ற்றும் F ஆ்க இருபபின் 

AB AD CB CD EF
� ��� � ��� � ��� � ��� � ���

+ + + = 4  என நிறுவு்க.

8.6 வெக்டசைக கூறுகளாகப் பிரித்தல் (Resolution of Vectors) 
 ஒரு தேக்டதைக கூறு்கைமா்க எந்ைதேமாரு முடிவுள்ை பரி்மாணத்திலும் பிரிக்கைமாம். ஆனமால் 
ேமாம் இைண்டு ்ற்றும் மூன்று பரி்மாணங்்களில் கூறு்கைமா்க பிரிபபதைக ்கமாணைமாம்.

 ேமாம் இபதபமாழுது இரு பரி்மாணத்தில் இருந்து தைமா்டங்குவேமாம்.

8.6.1 இரு பரிமாணத்தில் ஒரு வெக்டரின் கூறுகள்  (Resolution of a vector in two dimension)

 ˆ ˆ kw;Wk ;i jஎன்பதே முதறைவய x, y அச்சு்களின் மித்கத் திதெயில் O-தே ஆைம்பபபுள்ளியமா்கக 
த்கமாண்்ட ஓைைகு தேக்டர்கள் என்்க. ைைத்தில் P என்றை புள்ளியின் நிதை தேக்டரOP

� ���
 எனில் அைதன 

 x, y  என்கிறை  ஒருத்த்ைன்த் ேமாயந்ை த்யதயண்்களுககு OP
� ���

 = ˆ ˆ xi y j+  என எழுைைமாம். 

வ்லும் |OP
� ���

| = x y2 2+ .

நிரூபணம்

 P என்றை புள்ளியின் ஆயத்தைமாதை்கள் (x, y) என்்க. L, M ஆகியதே 
Pயிலிருந்து  x, y-அச்சு்களுககு ேதையபபட்்ட தெங்குத்து்களின் 
அடிபபுள்ளி்கள் என்்க. எனவே, OP OL LP OL OM

� ��� � ��� � ��� � ��� � ����
= + = + .  

 ˆ ˆ kw;Wk ;i jஆகியதே அைகு தேக்டர்கள் ஆைைமால், 
ˆ ˆOL xi OM yj= =

 

 kw;Wk;  ஆகும்.

 எனவே, OP
� ���

 = ˆ ˆ xi y j+

  ˆ ˆ vdpy ;OP r r xi yj= = +


 

ஆகும்.

 ஒருத்த்ைன்த்தய நிறுே 1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ kwW; k; x i y j x i y j+ +  ஆகியதே ஒவை புள்ளி Pதய 

குறிபபைமா்கக த்கமாள்வேமாம். எனவே, 
   1

ˆx i + 1
ˆy j  = 2 2

ˆ ˆx i y j+ .

 இதிலிருந்து 1 2 2 1
ˆ ˆ( ) ( )x x i y y j− − −  = 



0 0 01 2 2 1⇒ − = − =x x y y,  

 அைமாேது, x x y y1 2 1 2= = kw;Wk; . இதிலிருந்து ஒருத்த்ைன்த்தய அறியைமாம்.

 முகவ்கமாணம் OLPல் OP OL LP OP x y2 2 2 2 2= + = +; | | . Mfnt 
� ���

 அைமாேது | |r r x y= = +2 2  .

 î ்ற்றும் ĵ  ஆகியதே x ்ற்றும் y அச்சு்களின் மித்கத் திதெயில் அைகு தேக்டர்கள் எனில், (6,4)

என்றை புள்ளியின் நிதை தேக்டதை  ˆ ˆ6 4i j+  என ஒவை ஒரு ேழியில் ்ட்டுவ் எழுை முடியும்.

முடிவு 8.8

 ஒரு ைைத்தில்  


a b, ஆகியதே ஒவை வ்கமாட்டில் அத்யமாை இரு தேக்டர்கள் எனில், அந்ைத் 
ைைத்தில் உள்ை எந்ைதேமாரு தேக்டதையும் 





a b kw;Wk; -ன் ஒருபடிச் வெரகத்கயமா்க ஒவை ஒரு 
ேழியில் எழுை முடியும்.  அைமாேது அத்ைைத்தில் உள்ை எந்ை ஒரு தேக்டதையும் l a mb



+  என 

எழுைைமாம். இங்கு l ்ற்றும் m திதெயிலி்கள் ஆகும்.

M

O L

P(x,y)

▲
▲

▲

y

x

r
�

ĵ

î
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நிரூபணம்

 OA a
� ��� �

= என்்க. OB b
� ��� �

=  என்்க. ்ற்றும் 
r  என்பது





a b kw;Wk; 

அத்ந்ை ைைத்தில் உள்ை ஏவைனும் ஒரு தேக்டர என்்க.
 OBககு இதணயமா்க PL-ஐ  ேதை்க. எனவே, 
LP mb OL la
� ��� � � ��� �

= = kw;Wk;   ஆகும். இங்கு l ் ற்றும் m திதெயிலி்கள்.

 இபவபமாது OP OL LP
� ��� � ��� � ���

= + .  

 அைமாேது, 
 



r la mb= + .  

 ஆ்கவே, 
 



r a b, ,  ஆகியதே ஒரு ைை அத் தேக்டர்கைமாகும். 

குறிப்பு 8.2
 ஏவைனும் மூன்று ஒவை  வேரகவ்கமாட்டில் அத்யமாை தேக்டர்கள் 
ஒரு ைை அத் தேக்டர்கள் எனில் இதில் எந்ை ஒரு தேக்டதையும் ்ற்றை இரு தேக்டர்களின் ஒருபடிச் 
வெரகத்கயமா்க ஒவை ேழியில் எழுைைமாம். வ்லும் இைன் ்றுைதையும் உண்த்யமாகும். 

முடிவு 8.9

 




a b c,  kw;Wk; ஆகியதே ஒவை ைைத்தில் அத்யமாை தேளியில் அத்ந்ை ஏவைனும் மூன்று 
தேக்டர்கள் எனில், தேளியில் அத்ந்ை எந்ை ஒரு தேக்டதையும்  l a mb nc





+ +  என எழுைைமாம். 
இங்கு l, m ்ற்றும்  n ஆகியதே திதெயிலி்கைமாகும்.

ெசையசை 8.15
 ˆ ˆ kw;Wk ;i j  முதறைவய x ்ற்றும் y அச்சின் மித்கத் திதெயில் அத்ந்ை அைகு தேக்டர்கள் 
என்்க. 

r  என்பது இத்ைைத்தில் உள்ை ஏவைனும் ஒரு தேக்டர எனில், ˆ ˆ r xi y j= +

ஆகும். இங்கு x 

்ற்றும் y த்யதயண்்கள். இங்கு  ˆ ˆxi yj kw;Wk; ஆகியதே முதறைவய  x  ்ற்றும்  y அச்சின் 
திதெயில் 

r -ன் இருபரி்மாணக கூறு்கள் ஆகும்.

 ேமாம் இதுேதை இரு பரி்மாணத்தில் விேமாதித்ை கூறு்கதை முபபரி்மாண தேளிககும் 
விரிவுபடுத்ைைமாம்.

8.6.2 முப்பரிமாண வெளியில் ஒரு வெக்டரின் கூறுகள்
              (Resolution of a vector in three dimension)
்தறைம் 8.6
 ˆˆ ˆ,  kw;Wk; i j k  ஆகியதே முதறைவய x, y ்ற்றும் z அச்சின் மித்க திதெயில் O-தே ஆதியமா்கக 
த்கமாண்்ட அைகு தேக்டர்கள் என்்க. தேளியில் உள்ை ஏவைனும் ஒரு புள்ளி. P-ன் நிதைதேக்டர  
OP
� ���

-ஐ ஒவை ஒரு ேழியில் ˆˆ ˆ OP xi y j zk= + +


 என எழுைைமாம். 

இங்கு, x, y, z த்யதயண்்கள். வ்லும், | | .OP x y z
� ���

= + +2 2 2

நிரூபணம்

 P-ன் ஆயத்தைமாதை்கள் (x, y, z) என்்க. P-லிருந்து   
xy-ைைத்திற்கு ேதையபபட்்ட தெங்குத்தின் அடிபபுள்ளி Q என்்க.  
R ்ற்றும் S ஆகியதே Qவிலிருந்து முதறைவய  x ்ற்றும்  
y-அச்சு்களுககு ேதையபபட்்ட தெங்குத்தின் அடிபபுள்ளி்கள் 
என்்க. OP

� ���
=
r என்்க.

 அபதபமாழுது OR  = x,   OS = y,    QP = z.

 எனவே ,OR
� ���

  = ˆˆ ˆ, ,  kwW; k ;xi RQ OS yj QP zk= = =
  

b
�

r�

a�la�

B

P

AO

mb
�

L
ப்டம் 8.30

ப்டம் 8.31

z

O

P(x,
 y, 

z)

S y

QR

x

▲

▲

▲

r�k̂

ĵ
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        OP
� ���

 = ˆˆ ˆ r OQ QP OR RQ QP xi y j zk= + = + + = + +
    



  அைமாேது OP
� ���

 = ˆˆ ˆr xi yj zk= + +

 ஆகும்.
 இதுவே O-தேப தபமாறுத்ை முபபரி்மாண தேளியில்  P-ன் நிதை தேக்டர ஆகும். 

முகவ்கமாணம் ORQ-ல்

   OQ2  = OR RQ2 2+  (எவேமாறு?)
 ்ற்றும் முகவ்கமாணம் OQP-ல்

   OP2  = OQ QP2 2+ .

   OP2  = OQ QP OR RQ QP x y z2 2 2 2 2 2 2 2+ = + + = + +

 வ்லும் | |OP
� ���

 = x y z2 2 2+ + , அைமாேது | |r r x y z= = + +2 2 2  

இைண்டு புள்ளிகசள இசணககும் வெக்டரின் கூறுகள்
(Components of vector joining two points)

 ( , ) ( , )x y x y1 1 2 2 kw;Wk; என்றை புள்ளி்கதை இதணககும் வ்கமாட்டின் கூறு்கதைக ்கமாண்வபமாம்.

 A ் ற்றும் B என்றை புள்ளி்கள் ( , ) ( , )x y x y1 1 2 2 kw;Wk; என்்க. P என்றை புள்ளிதய ( , )x x y y2 1 2 1- -  

ஆ்கக த்கமாள்்க. இபதபமாழுது AB OP
� ��� � ���

=  ஆகும். OP
� ���

-ன் கூறு்கள் 2 1
ˆ( )x x i−  ்ற்றும் 2 1

ˆ( )y y j−  ஆகும். 

எனவே, x ்ற்றும் y அச்சு்களின் திதெயில் AB
� ���

 -ன் கூறு்கள் 2 1
ˆ( )x x i−  ்ற்றும் 2 1

ˆ( )y y j− ஆகும்.

 இவை வபமான்று ( , , ) ( , , )x y z x y z1 1 1 2 2 2 kw;Wk; ஆகியதே A ் ற்றும் B எனில், AB
� ���

-ன் கூறு்கள்  x, 

y ்ற்றும் z அச்சு்களின் திதெயில் 2 1
ˆ( )x x i− ,  2 1

ˆ( )y y j−  ்ற்றும் 2 1
ˆ( )z z k− ஆகும்.

8.6.3 ஒரு வெக்டரின் அணி ெடிெம் (Matrix representation of a vector)

 மூன்று கூறு்கதைக த்கமாண்்ட தேக்டதை ஒரு நிதை அணியமா்கவேமா அல்ைது நிைல் அணியமா்கவேமா 

முதறைவய  [x, y, z] அல்ைது  

x
y
z

















 என எழுைைமாம்.

 ஆ்கவே எந்ைதேமாரு தேக்டர 1 2 3
ˆˆ ˆA a i a j a k= + +



-ஐதயயும்  1 2 3 1 2 3

ˆ
ˆˆ ˆ ˆ[ ]

ˆ

i
a a a j a i a j a k A

k

 
 

= + + = 
 
 



 

எனப தபறைைமாம்.

 எனவே தேக்டர்களின் கூட்்டல் ்ற்றும் திதெயிலிப தபருக்கல் ஆகியதே கீழ்க்கமாணு்மாறு 
ேதையறுக்கபபடுகிறைது.

 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ kwW; k ;A a i a j a k B b i b j b k= + + = + +

 

  எனில், 
 

A B
a
a
a

b
b
b

a b
a b
a b

+ =















+















=

+
+
+






1

2

3

1

2

3

1 1

2 2

3 3












 

 அைமாேது, ( )1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( )A B a b i a b j a b k+ = + + + + +

 

,
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 வ்லும், kA k


=  

a
a
a

ka
ka
ka

1

2

3

1

2

3
















=
















 

 அைமாேது,  kA


 1 2 3
ˆˆ ˆka i ka j ka k= + +  

 k k∈ >f;F 1எனில், நீட்சியும், 0 1< <k  எனில், குறுக்கமும், வ்லும் k = 0 எனில், 
ˆˆ ˆ0 0 0 0OA i j k= + + =

 

 என பூஜ்ஜிய தேக்டரும் கித்டககும்.

முடிவு 8.10
 தேக்டர கூட்்டலின் பரி்மாற்று ்ற்றும் வெரபபுப பண்பு்கள், ்ற்றும் திதெயிலி தபருக்கத்தின் 
பங்கீட்டு விதி ஆகியேற்தறைப பயன்படுத்தி கீழ்க்கமாண்பதே்கதை நிறுேைமாம்.

 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,  a a i a j a k b b i b j b k= + + = + +




 ்ற்றும் m ஒரு திதெயிலி என்்க.

 (i) 1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) .a b a b i a b j a b k+ = + + + + +





 (ii) 1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) .a b a b i a b j a b k− = − + − + −





 (iii) 1 2 3
ˆˆ ˆ .ma ma i ma j ma k= + +

 

 (iv) 
a  = 


b   ⇔ = = =a b a b a b1 1 2 2 3 3, , .

எடுத்துககாடடு 8.4
 ˆˆ ˆ5 3 4i j k− + -ன் திதெயில் உள்ை ஓர ஓைைகு தேக்டதைக ்கமாண்்க.

தீர்வு

 
a -ன் திதெயில் உள்ை ஓைைகு தேக்டர  





a
a| |

 ஆகும். எனவே,  ˆˆ ˆ5 3 4i j k− +  -ன் திதெயில் 

ஓைைகு தேக்டர  
ˆˆ ˆ5 3 4
ˆˆ ˆ| 5 3 4 |

i j k
i j k

− +
− +

 = 
2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 3 4 5 3 4
505 3 4

i j k i j k− + − +=
+ +

 

குறிப்பு 8.3

 ˆˆ ˆ5 3 4i j k− + ககு எதிர திதெயில் வ்லும் ஓைைகு தேக்டர 
ˆˆ ˆ5 3 4

50
i j k− +−  உள்ைது.

8.7 திசைக வகாசைன்கள் மறறும் திசை விகிதஙகள்
(Direction Cosines and Direction Ratios)
 ஆதியில் இருந்து  r தைமாதைவு தூைத்தில் உள்ை புள்ளி  P-ன் ஆயத்தைமாதை்கள் (x, y, z) என்்க. 
P-யிலிருந்து x, y ்ற்றும் z அச்சு்களுககு ேதையபபடும் தெங்குத்து்களின் அடிபபுள்ளி்கள் முதறைவய  
R, S ்ற்றும் T  என்்க. 

   ∠PRO  = ∠ = ∠ = °PSO PTO 90 .
   OR = x,  OS = y,   OT = z and OP = r.

 (ப்டத்தைப பமாரத்து, ∠PRO  = ∠ = ∠ = °PSO PTO 90  எனக ்கமாட்சிபபடுத்துேது ெற்வறை சிை்ம் 

ஆகும். ஏன் எனில் இதே அச்சு்களில் இருந்து P-ககு ேதையபபடும் தெங்குத்து்கள். முபபரி்மாண 
்மாதிரியில் இைதன எளிதில் ்கண்டுணைைமாம்)
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 ப்டம் 8.32 ப்டம் 8.33

 OP
� ���

 ஆனது x, y ்ற்றும் z அச்சு்களின் மித்கத் திதெயில் ஏற்படுத்தும் வ்கமாணங்்கள் α, β, γ எனில்,

   ∠POR  = α β γ, .   kw;Wk;∠ = ∠ =POS POT

 ∆ ∠ = ° ∠ = = =OPR PRO POR OR x OP ry;  kw;Wk; 90 , , .α

   எனவே, cosα  = 
OR
OP

x
r

= .  

 இதுவபமாைவே ேமாம் cos cosβ γ= =
y
r

z
r

,  .

 இங்கு  OP r
� ��� �

= ?d;  தி்ைக் வகாைங்கள் α β γ, , எனவும்,  ˆˆ ˆr xi yj zk= + +

-ன் திதெக த்கமாதென்்கள் 

cos ,cos ,cosα β γ   எனவும் ேதையறுக்கபபடுகிறைது. ஆ்கவே ˆˆ ˆr xi yj zk= + +

 என்றை தேக்டரின் 

தி்ைக்ஹகா்ைன்கள் 
x
r
y
r
z
r

, ,





 , இங்கு r x y z= + +2 2 2 ,

 திதெகத்கமாதென்்களு்டன் விகிை ெ்த்தில் உள்ை எந்ை மூன்று எண்்கதையும் அந்ை தேக்டரின் 
திதெ விகிைங்்கள் என்கிவறைமாம். எனவே ஒரு தேக்டரின் திதெ விகிைங்்கள் ஒருத்த்ைன்த் ேமாயந்ைது 
அல்ை. த்கமாடுக்கபபட்்ட ஒரு தேக்டருககு எண்ணிை்டங்்கமாத் திதெவிகிைங்்கள் இருககும்.

உறறு ்�ாககல்

 (i) த்கமாடுக்கபபட்்ட பூஜ்ஜிய்ற்றை தேக்டருககு திதெ விகிைங்்கள் ்ற்றும் திதெக 
த்கமாதென்்கதைக ்கமாணைமாம்.

 (ii) த்கமாடுக்கபபட்்ட திதெ விகிைங்்கதைக த்கமாண்டு ேம்்மால் அந்ை தேக்டதை நிரணயிக்க 
இயைமாது.

 (iii) த்கமாடுக்கபபட்்ட திதெக த்கமாதென்்கதைக த்கமாண்டு ேம்்மால் அந்ை தேக்டதைக ்கண்்டறிய 
இயைமாது.

 (iv) த்கமாடுக்கபபட்்ட தேக்டருககு திதெகத்கமாதென்்களின் தைமாகுபபு திதெ விகிைங்்களின் ஒரு 
தைமாகுபபமா்க அத்யும்.

 (v) ஒரு தேக்டதைக ்கண்்டறிய, அைன் எண்ணைவு ்ற்றும் திதெக த்கமாதென்்கவைமா அல்ைது 
திதெ விகிைங்்கவைமா அேசிய்மாகும். 

z

O

P(x,
 y, 

z)

S y

QR

x

x

y

T

β

α

γ
r�

O

P

R

r

x
α

z
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குறிப்பு 8.4
 OP

� ���
 எனும் ஒரு தேக்டதை ்கருது்க. இைன் தைமா்டக்கப புள்ளி ஆதி ஆகும். ஒரு தேக்டருககு 

தைமா்டக்கபபுள்ளி ஆதி இல்தை எனில் ஆதிதய தைமா்டக்கபபுள்ளியமா்கக த்கமாண்டு அவை எண்ணைவிற்கு 
அந்ை தேக்டருககு இதணயமா்க ேதை்க. ெ் தேக்டர்களுக்கமான வ்கமாட்பமாட்டிலிருந்து இதே 
இைண்டிற்கும் ஒவை திதெ த்கமாதென்்கள் இருககும். இவேமாறைமா்க ேமாம் எந்ை ஒரு தேக்டரின் திதெ 
த்கமாதெதனயும் ்கமாணைமாம். 

முடிவு 8.11

 ஒரு புள்ளியின் நிதை தேக்டர ˆˆ ˆr xi yj zk= + +

  என்்க. வ்லும் 
r -ன் திதெ வ்கமாணங்்கள் α β γ, ,  

எனில், 

 (i) 
r -ன் திதெக த்கமாதென்்களின் ேரக்கங்்களின் கூடுைல்  1 ஆகும்.

 (ii) sin sin sin2 2 2 2α β γ+ + = .

 (iii) 
r -ன் திதெக த்கமாதென்்கள் 

x
x y z

y
x y z

z
x y z2 2 2 2 2 2 2 2 2+ + + + + +

, , .  

 (iv) l, m, n ஆகியதே ஒரு தேக்டரின் திதெக த்கமாதென்்கள் எனில், l m n2 2 2 1+ + = . இைன் 

்றுைதையும் உண்த்.
 (v) எந்ை ஒரு அைகு தேக்டதையும் ேமாம் ˆˆ ˆcos cos cosi j kα β γ+ +  என எழுைைமாம்.

நிரூபணம்

 (i) cos cos cos2 2 2
2

2

2

2

2

2

2 2 2

2

2

2 1α β γ+ + = + + =
+ +

= =
x
r

y
r

z
r

x y z
r

r
r

 (ii), (iii), (iv), ்ற்றும் (v)-ன் நிரூபணங்்கள் பயிற்சிக்கமா்க வி்டபபட்டுள்ைன.

எடுத்துககாடடு 8.5
 கீழ்க்கமாணும் தேக்டர்களுககுத் திதெ விகிைங்்கள் ்ற்றும் திதெக த்கமாதென்்கதைக ்கமாண்்க.

 (i) ˆˆ ˆ3 4 6i j k+ − , (ii) ˆˆ3 4 .i k−  
தீர்வு

 (i) ˆˆ ˆ3 4 6i j k+ − -ன் திதெ விகிைங்்கள்  3, 4, - 6.

  திதெக த்கமாதென்்கள் 
x
r
y
r
z
r

, , . இங்கு r x y z= + +2 2 2  .

  எனவே திதெக த்கமாதென்்கள் 
3
61

4
61

6
61

, , -
 ஆகும்,.

 (ii) ˆˆ3 4i k− -ன் திதெ விகிைங்்கள் 3, 0, - 4.

  திதெக த்கமாதென்்கள் 
3
5

0 4
5

, , -
 .

எடுத்துககாடடு 8.6
 (i) 2, 3, - 6 என திதெ விகிைங்்கதைக த்கமாண்்ட தேக்டரின் திதெக த்கமாதென்்கதைக ்கமாண்்க.

 (ii) 30 ,45 ,60° ° °  ஆகியதே ஒரு தேக்டருககு திதெக வ்கமாணங்்கைமாகு்மா?

 (iii) A (2, 3, 1) ்ற்றும் B (3, - 1, 2) எனில்,  AB
� ���

-ன் திதெக த்கமாதென்்கதைக ்கமாண்்க.
 (iv) (2, 3, 1) ்ற்றும் (3, - 1, 2)-ஐ இதணககும் வ்கமாட்டின் திதெக த்கமாதென்்கதைக ்கமாண்்க.
 (v) 2, 3, 6-ஐ திதெ விகிைங்்கைமா்கவும் எண்ணைவு 5-ம் உத்டய தேக்டதைக ்கமாண்்க.
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தீர்வு

 (i) திதெக த்கமாதென்்கள் 
x

x y z
y

x y z
z

x y z2 2 2 2 2 2 2 2 2+ + + + + +
, , .

  அைமாேது 
2
7

3
7

6
7

, , -
 .

 (ii) வைதேயமான நிபந்ைதன cos cos cos2 2 2 1α β γ+ + =

  இங்கு α β γ= ° = ° = °30 45 60, ,  

  cos cos cos2 2 2 3
4

1
2

1
4

1α β γ+ + = + + ≠ . 

  எனவே, இதே எந்ை தேக்டருககும் திதெக த்கமாதென்்கைமா்கமாது.

 (iii) ˆˆ ˆ4AB OB OA i j k= − = − +
  

 

  திதெக த்கமாதென்்கள் 
1
18

4
18

1
18

, ,-
 

 (iv) A ்ற்றும் B என்றை புள்ளி்கள் (2, 3, 1)  ்ற்றும் (3, - 1, 2) என்்க. AB
� ���

-ன் திதெக த்கமாதென்்கள்   
1
18

4
18

1
18

, , .-

  இருபபினும், எந்ை புள்ளிதயயும் முைல் புள்ளியமா்க எடுத்துக த்கமாள்ைைமாம், எனவே இைற்கு 

எதிரத் திதெயிலும் திதெ விகிைங்்கதை ்கமாணைமாம். ஆ்கவே, ே்ககு  
- -1
18

4
18

1
18

, ,  என 

்ற்தறைமாரு தைமாகுபபு திதெக த்கமாதென்்கைமா்க கித்டககிறைது.

 (v) திதெக த்கமாதென்்கள் 
2
7

3
7

6
7

, , .  

  அைகு தேக்டர 
2 3 6 ˆˆ ˆ
7 7 7
i j k+ +  

  வைதேயமான தேக்டர 
5 ˆˆ ˆ(2 3 6 )
7
i j k+ + .

எடுத்துககாடடு 8.7
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 5 ,  3 2i j k i j k+ − + −  ் ற்றும் ˆˆ ˆ6 5 7i j k− +  ஆகியேற்தறை நிதை தேக்டர்கைமா்கக த்கமாண்்ட 

புள்ளி்கள் ஒவை வ்கமாட்டிைத்யும் எனக ்கமாட்டு்க.
தீர்வு 

 O-தே ஆதிபபுள்ளி என்்க. OA OB
� ��� � ���

, ்ற்றும் OC
� ���

 என்பன முதறைவய ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 5 ,  3 2i j k i j k+ − + −  

்ற்றும் ˆˆ ˆ6 5 7i j k− +    என்்க. எனவே, 

   AB
� ���

=  ˆˆ ˆ2 3i j k− +  ்ற்றும் ˆˆ ˆ4 8 12 .AC i j k= − +


 எனவே AC AB
� ��� � ���

= 4 . ஆ்கவே AB
� ���

 ் ற்றும் AC
� ���

 ஆகியதே இதணயமாகும். இேற்றிற்கு  A என்றை 

தபமாதுபபுள்ளி உள்ைது, எனவே, இந்ை மூன்று புள்ளி்கள் ஒவை வ்கமாட்டில் அத்யும். 
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  மாறறு முசை
 O-ஐ ஆதியமா்கக த்கமாள்்க.

   OA
� ���

 = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 5 , 3 2 6 5 7 kw;Wk ;i j k OB i j k OC i j k+ − = + − = − +
 

   AB
� ���

 = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 ; 3 6 9 4 8 12i j k BC i j k CA i j k− + = − + = + −
 

 

   AB
� ���

 = 14 ; 126 3 14 ; 224 4 14BC CA= = = =
 

.

  எனவே, AC = AB + BC.
 ஆ்கவே, A, B, C ஆகியதே ஒவை வ்கமாட்டின் மீது அத்யும். அைமாேது த்கமாடுக்கபபட்்ட 
புள்ளி்கள் ஒவை வ்கமா்டத்ப புள்ளி்கைமாகும்.

எடுத்துககாடடு 8.8
 எண்ணைதே 5-ம் ˆˆ ˆ4 3 10i j k− + -ககு இதணயமா்கவும் உள்ை தேக்டதை நிதை தேக்டைமா்க 
த்கமாண்்ட புள்ளிதயக ்கமாண்்க.
தீர்வு

 
a  -ஐ ˆˆ ˆ4 3 10i j k− +  எனக த்கமாள்்க.

 
a -ன் திதெயில் அைகு தேக்டர  â  ஆனது 





a
a| |

 ககுச் ெ்ம். அைமாேது 
4 3 10

5 5
i j k  − +

ககுச் 

ெ்ம். எண்ணைதே 5-ம், ˆˆ ˆ4 3 10i j k− + ககு இதணயமா்கவும் உள்ை தேக்டர  
ˆˆ ˆ4 3 10 4 3 ˆˆ5 2 5 .

5 5 5 5
i j k i j k

 − + = − +   



 எனவே, வைதேயமான புள்ளி 
4
5

3
5

2 5, , .−







  

எடுத்துககாடடு 8.9

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 4 3 , 4 9 , 10 6i j k i j k i j k+ + + + − +   என்றை தேக்டர்கதை நிதை தேக்டர்கைமா்கக 
த்கமாண்்ட புள்ளி்கள் ஒரு தெங்வ்கமாண முகவ்கமாணத்தை அத்ககும் என நிறுவு்க.

தீர்வு
 O-ஐ ஆதிபபுள்ளியமா்கக த்கமாண்டு A, B, C என்றை புள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 4 3 , 4 9 , 10 6i j k i j k i j k+ + + + − +  என்்க. 

   OA
� ���

 = ˆˆ ˆ2 4 3i j k+ + , ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ4 9 10 6 kwW; k; OB i j k OC i j k= + + = − +
 

   AB
� ���

 = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(4 9 ) (2 4 3 ) 2 3 6 .OB OA i j k i j k i j k− = + + − + + = − +
 

   AB = | | ( )AB
� ���

  = + − +2 3 62 2 2 = 4 9 36 7+ + =

   BC
� ���

 = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(10 6 ) (4 9 ) 6 2 3 .OC OB i j k i j k i j k− = − + − + + = − −
 

   BC = |BC
� ���

| = 6 2 32 2 2+ − + −( ) ( ) = 36 4 9 7+ + =

   CA
� ���

 = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 4 3 ) (10 6 ) 8 5 3 .OA OC i j k i j k i j k− = + + − − + = − + −
 

   CA = | | ( ) ( )CA
� ���

 = − + + −8 5 32 2 2 = 64 25 9 98+ + =  

   2BC  = 2 249, 98, 49.CA AB= =
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   அைமாேது CA2 = BC2 + AB2.

 எனவே த்கமாடுக்கபபட்்ட புள்ளி்கள் ஒரு தெங்வ்கமாண முகவ்கமாணத்திதன அத்ககும்.

எடுத்துககாடடு 8.10
 
 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ5 6 7 ,  7 8 9 ,  3 20 5i j k i j k i j k+ + − + + +  ஆகிய தேக்டர்கள் ஒரு ைை தேக்டர்கள் 
எனக்கமாட்டு்க.
தீர்வு

 ˆˆ ˆ5 6 7i j k+ +  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(7 8 9 ) (3 20 5 )s i j k t i j k− + + + +  என்்க.
 கூறு்கதைச் ெ்பபடுத்ை,
   7s + 3t = 5

   -8s + 20t = 6

   9s + 5t = 7

 முைல் இரு ெ்ன்பமாடு்கதைத் தீரக்க,  s = t = 
1
2

 எனப தபறைைமாம். இதே மூன்றைமாேது 

ெ்ன்பமாட்த்ட நிதறைவு தெயகிறைது.

 ஆ்கவே, ஒரு தேக்டதை ்ற்றை இரு தேக்டர்களின் ஒருபடிச் வெரகத்கயமா்க எழுைைமாம். 
எனவே, த்கமாடுக்கபபட்்ட தேக்டர்கள் ஒரு ைைஅத் தேக்டர்கைமாகும்.

பயிற்சி 8.2
 (1) கீழ்க்கமாணும் விகிைங்்கதை திதெக த்கமாதென்்கைமா்க த்கமாண்டு ஒரு தேக்டர அத்யு்மா என 

ெரிபமாரக்க.

  (i)   
1
5

3
5

4
5

, ,   (ii)  
1
2

1
2

1
2

, ,   (iii) 
4
3

0 3
4

, ,

 (2) த்கமாடுக்கபபட்்ட திதெ விகிைங்்கதைக த்கமாண்்ட ஒரு தேக்டரின் திதெக த்கமாதென்்கதைக 
்கமாண்்க.

  (i)   1 , 2 , 3 (ii) 3 , - 1 , 3 (iii) 0 , 0 , 7 

 (3) கீழ்க்கமாணும் தேக்டர்களுககுத் திதெக த்கமாதென்்கள், ்ற்றும் திதெ விகிைங்்கதைக ்கமாண்்க.

  (i)  ˆˆ ˆ3 4 8i j k− +  (ii)  ˆˆ ˆ3i j k+ +  (iii)  ĵ

  (iv) ˆˆ ˆ5 3 48i j k− −  (v)  ˆˆ ˆ3 3 4i k j− +  (vi) ˆî k−

 (4) புள்ளி்கள் (1, 0, 0), (0, 1, 0) ்ற்றும்  (0, 0, 1) ஆகியேற்தறை முதனபபுள்ளி்கைமா்கக த்கமாண்்ட 
முகவ்கமாணத்தின் ேடுகவ்கமாடு்களின் திதெக த்கமாதென்்கதைக ்கமாண்்க.

 (5) 
1
2

1
2

, , a  ஆகியதே ஒரு தேக்டரின் திதெகத்கமாதென்்கைமாயின் a-ன் ்திபதபக ்கமாண்்க. 

 (6) (a , a + b , a + b + c) என்பது (1, 0, 0) ்ற்றும் (0, 1, 0) ஆகியேற்தறை இதணககும் வ்கமாட்டின் திதெ 
விகிைங்்கள் எனில்,  a, b, c -ஐக ்கமாண்்க.

 (7) ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 ,  3 4 4 ,  3 5i j k i j k i j k− + − − − −  ஆகிய தேக்டர்கள் ஒரு தெங்வ்கமாண முகவ்கமாணத்தை 

அத்ககும் எனக்கமாட்டு்க.

 (8) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 2 9 3 kw;Wk; a i j k b i j kλ= + + = + +




 ஆகிய தேக்டர்கள் இதண எனில், l-ன் ்திபதபக 
்கமாண்்க.
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 (9) கீழ்க்கமாணும் தேக்டர்கள் ஒரு ைை தேக்டர்கள் எனக ்கமாட்டு்க.

  (i)  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 ,  2 3 4 ,  2i j k i j k j k− + − + − − +       (ii) ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ5 6 7 ,  7 8 9 ,  3 20 5i j k i j k i j k+ + − + + + .

 (10) ˆ ˆˆ ˆ ˆ4 5 ,  ,i j k j k+ + − −  ˆˆ ˆ3 9 4i j k+ +  ்ற்றும் ˆˆ ˆ4 4 4i j k− + +  ஆகியேற்தறை நிதை தேக்டர்கைமா்கக 

த்கமாண்்ட புள்ளி்கள் ஒரு ைைஅத்ேன எனக்கமாட்டு்க.

 (11)  எனில் கீழ்க்கமாணும் தேக்டர்களின் 
எண்ணைதேயும் திதெக த்கமாதென்்கதையும் ்கமாண்்க.   (i)  





a b c+ +        (ii)  3 2 5



a b c− + .

 (12) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 ,  3 4 5i j k i j k+ + − +  ்ற்றும் ˆˆ ˆ2 3 7i j k− + −  ஆகியதே ஒரு முகவ்கமாணத்தின் 

முதனபபுள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் எனில், அந்ை முகவ்கமாணத்தின் சுற்றைைதேக ்கமாண்்க.

 (13) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 4 , 2 4 3a i j k b i j k= − − = − + −




  ்ற்றும் ˆˆ ˆ2c i j k= + −

 எனில், 3 2 4



a b c− +  என்றை 
தேக்டருககு இதணயமான அைகு தேக்டதைக ்கமாண்்க.

 (14) மூன்று புள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் 




a b c, , ஆகியதே 2 7 5 0







a b c− + =  என்றை 

நிபந்ைதனதய நிதறைவு தெயைமால் அபபுள்ளி்கள் ஒவை வ்கமாட்டில் அத்யு்மா எனக கூறு்க.

 (15) P, Q, R, S  என்றை புள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் முதறைவய ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ), (2 5 ), (3 2 3 )i j k i j i j k+ + + + −  

்ற்றும் ˆˆ ˆ( 6 )i j k− −  எனில் PQ ்ற்றும் RS ஆகியதே இதண எனக்கமாட்டு்க.

 (16) m ˆˆ ˆ( )i j k+ +  ஓர அைகு தேக்டைமாயின் m-ன் ்திபபு்கதைக ்கமாண்்க.

 (17) A (1, 1, 1), B(1, 2, 3) ்ற்றும் C(2, - 1, 1) ஆகிய புள்ளி்கள்ஓர இரு ெ்பக்க முகவ்கமாணத்தின் 
முதனபபுள்ளி்கள் என நிறுவு்க.

8.8 வெக்டர்களின் வபருககம் (Product of vectors)

 ேமாம் இதுேதையிலும் இரு தேக்டர்களின் கூட்்டல், ஒரு தேக்டதை ்ற்தறைமாரு 
தேக்டரில் இருந்து ்கழித்ைல் ் ற்றும் ஒரு தேக்டதை ஒரு திதெயிலியமால் தபருககுைல் 
வபமான்றைேற்தறை பமாரத்துள்வைமாம். ேமாம் இபதபமாழுது இைண்டு தேக்டர்களின் 
தபருக்கதைப பற்றிப பமாரக்கைமாம். தேக்டர்கதைப தபருக்க இரு ேழி்கள் உள்ைன.

 (i) திதெயிலிப தபருக்கல் (புள்ளிப தபருக்கல்) ்ற்றும்

 (ii) தேக்டர தபருக்கல் (குறுககுப தபருக்கல்)

 இேற்தறை ேதையறுக்க இரு தேக்டர்களுககு இத்டபட்்ட வ்கமாணம் ே்ககு 
வைதே.

8.8.1 இைண்டு வெக்டர்களுககு இச்டப்பட்ட ்காணம் (Angle between two vectors)

 




a bkw;Wk; என்றை இரு தேக்டர்கதை முதறைவய OA
� ���

 ்ற்றும் OB
� ���

 எனக த்கமாள்வேமாம். இரு 

θ

▲▲

▲

▲

▲

▲b
�

a�
θ

O

b
�

b
�

θ

θ θ

a�
a�

▲

▲

 ப்டம் 8.34 ப்டம் 8.35 ப்டம் 8.36
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தேக்டர்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் என்பது அேற்றின் திதெ்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் ஆகும். 
அதே இைண்டும் தேட்டும் புள்ளியி்டத்து விரியும் ைன்த்யமா்கவேமா (ப்டம் 8.34) அல்ைது குவியும் 
ைன்த்யமா்கவேமா (ப்டம் 8.36) இருக்க வேண்டும்.

 θ-ஆனது இைண்டு தேக்டர்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் எனில், 0 ≤ ≤θ π  ஆகும்.

 θ π= 0 my;yJ ஆ்க இருககும்வபமாது தேக்டர்கள் இதண ஆகும்.

 இைண்டு தேக்டர்கள் ப்டம்  8.35-ல் ்கமாட்டியுள்ைது வபமான்று விரியவேமா அல்ைது குவியவேமா 
இல்தை எனில் ேமாம் அதில் ஏவைனும் ஒரு தேக்டரின் நீைத்தை நீட்டி விரியவேமா அல்ைது குவியவேமா 
தெயது தேக்டர்களுககித்டபபட்்ட வ்கமாணத்தைக ்கமாணைமாம்.

8.8.2 திசையிலிப் வபருககம்  (Scalar product )

ெசையசை 8.16

 
a  ்ற்றும் 



b  என்றை இரு பூஜ்ஜிய்ற்றை தேக்டர்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் θ என்்க.   

(ப்டம்  8.34). இேற்றின் தி்ையிலிப் ஹபருக்கம் அல்ைது புள்ளப் ஹபருக்கம் 




a b.  எனக குறிக்கபபட்டு 

| | | | cos



a b θ என ேதையறுக்கபபடுகிறைது.

 அைமாேது, 




a b⋅ = | | | | cos



a b θ .

 




a b⋅ ்கணககிடும்வபமாது கித்டபபது ஒரு திதெயிலி. எனவே இைதனத் திதெயிலிப தபருக்கம் 
என்கிவறைமாம். வ்லும், இேற்றிற்கு இத்டவய புள்ளி  (‘ ⋅ ’) என்றை தெயலிதய பயன்படுத்துேைமால் 
இைதனப புள்ளிப தபருக்கம் என்றும் கூறைைமாம்.

திசையிலிப் வபருககத்தின் ெடிெக கணித விளககம் (ஒரு வெக்டரின் மீது மறவைாரு வெக்டரின் வீழல்)
(Geometrical meaning of scalar product (projection of one vector on another vector))

 OA a
� ��� �

= ,  OB b
� ��� �

=   ்ற்றும் θ  என்பது 
a  ்ற்றும் 



b ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் என்்க. 
 OA-ககு தெங்குத்ைமா்க BL ேதை்க. தெங்வ்கமாண முகவ்கமாணம் OLB-ல்

 cos OL
OB

θ =  

 OL OB= cosθ  = | | cos


b θ  

 
a -ன் மீது 



b -ன் வீழல் OL  ஆகும். எனவே

 








a b a b⋅ =| | | | cosθ  = | | ( )a OL  

 



a b a⋅ =| |  (
a -ன் மீது 



b -ன் வீழல்)

 ஆ்கவே, 
a -ன் மீது 



b -ன் வீழல் = 






a b
a
⋅

| |
.

 இவை வபமான்று 


b -ன்  மீது  
a -ன் வீழல் = 







b a
b
⋅

| |
.

8.3.3 திசையிலிப் வபருககத்தின் பண்புகள் (Properties of Scalar Product)
 (i) இைண்டு தேக்டர்களின் திதெயிலிப தபருக்கம் பரி்மாற்றுப பண்புத்டயது.

  ேழக்க்மான ேதையதறையின்படி 






 





a b a b b a b a⋅ = = = ⋅| | | |cos | | | |cosθ θ

  அைமாேது, ஏவைனும் இரு தேக்டர்கள் 
a  ்ற்றும் 



b -ககு 


 

a b b a⋅ = ⋅

 (ii) திதெயிலிப தபருக்கத்தின் ைன்த்

  0 ≤ ≤θ π என ே்ககுத் தைரியும்.

ப்டம் 8.37
a�

θ

B

O

▲

▲

b
�

L
A
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 θ = ⋅ =0 vdpy;




a b ab [தேக்டர்கள் இதண ்ற்றும் ஒவை திதெயில் இருககும்வபமாது  θ = 0 ] .

 θ π= ⋅ = −vdpy;




a b ab [தேக்டர்கள் இதண ்ற்றும் எதிரதிதெயில் இருககும்வபமாது θ π= . ].

 θ
π

= ⋅ =
2

0vdpy;




a b [இைண்டு தேக்டர்களும் தெங்குத்து எனில் θ
π

=
2

].

 0
2

< <θ
π

 எனில், cos θ  மித்க. எனவே, 




a b⋅ -யும் மித்க.

 
π

θ π
2
< < எனில் cos θ  குதறை.  எனவே 





a b⋅ -யும் குதறை.

 அைமாேது, 




a b⋅  என்பது  
> ≤ <
= =
< < ≤









0 0 2
0 2
0 2

 ,
 ,
 ,  

θ π
θ π
π θ π

/
/

/

 (iii) 




a b⋅ = ⇒0  | |a = 0 அல்ைது  | |


b = 0 அல்ைது θ
π=
2

 (iv) பூஜ்ஜிய்ற்றை இரு தேக்டர்கள் 
a  ்ற்றும் 



b -ககு,  




a b⋅ = 0  ⇔
a -ககு 



b தெங்குத்து

 (v) 
 a a⋅ -ஐ பல்வேறு ேத்க்களில் எழுதுைல்

  
  a a a⋅ =| |2 = ( ) a a a2 2 2= = .

  இவேமாறைமா்க எழுதுேது ்கணககு்களின் தீரவு்கதைக ்கமாணும்வபமாது மி்கவும் பயன்படும்.

 (vi) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 1i i j j k k⋅ = ⋅ = ⋅ =  ்ற்றும் ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 0i j j k k i⋅ = ⋅ = ⋅ =  (ஏன்?).

 (vii) ஏவைனும் இரு திதெயிலி்கள் λ µ, ககு

   λ µ


a b⋅ =λµ( )



a b⋅ = ( ) ( )λµ λµ







a b a b⋅ = ⋅ .

 (viii) திதெயிலிப தபருக்கம் கூட்்டலு்டன் பங்கீட்டு விதிககு உட்படும்.

  அைமாேது, 




a b c, ,  என்றை ஏவைனும் மூன்று தேக்டர்களுககு 

   




a b c⋅ +( )  = 




 a b a c⋅ + ⋅ (,lJ g';fPL)

   ( )



a b c+ ⋅  = 
 



a c b c⋅ + ⋅ (tyJ g';fPL)

இைன் விதைேமா்க

   




a b c⋅ −( )  = 




 a b a c⋅ − ⋅  ்ற்றும் ( )



a b c− ⋅  =  
 



a c b c⋅ − ⋅ ஆகும்.
  இைதன எத்ைதன தேக்டர்களுககு வேண்டு்மானமாலும் விரிவுபடுத்ைைமாம்.

 (ix) தேக்டர முற்தறைமாருத்்கள்

   ( )



a b+ 2  = | | | |







a b a b2 2 2+ + ⋅

   ( )



a b- 2  = | | | |







a b a b2 2 2+ − ⋅

   ( ) ( )







a b a b+ ⋅ −  = | | | |



a b2 2-

நிரூபணம்

 பண்பு (iii)-ன் படி

 ( )



a b+ 2  = ( ) ( )






a b a b+ ⋅ + = | | | |





 

a b a b b a2 2+ + ⋅ + ⋅  = | | | |







a b a b2 2 2+ + ⋅

  இவை வபமான்று ்ற்றைேற்தறையும் நிறுேைமாம்.
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 (x) திதெயிலிப தபருக்கத்தைக ்கமாணச் தெயல் விதி

  1 2 3
ˆˆ ˆa a i a j a k= + +

,  1 2 3
ˆˆ ˆb b i b j b k= + +



 என்்க.

   




a b⋅  = 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a i a j a k b i b j b k+ + ⋅ + +

    = 1 1 1 2 1 3
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i i a b i j a b i k⋅ + ⋅ + ⋅

2 1 2 2 2 3 3 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )a b j i a b j j a b j k a b k i+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ 3 2 3 3

ˆ ˆ ˆˆ( ) ( )a b k j a b k k+ ⋅ + ⋅

    = a b a b a b1 1 2 2 3 3+ + .

 ஆ்கவே, இைண்டு தேக்டர்களின் திதெயிலிப தபருக்கல் என்பது அதே்களின் ஒத்திதெேமான 
ஆயத்தைமாதை்களின் குண்கங்்கதைப தபருககிக கூட்டுேைற்குச் ெ்ம் ஆகும்.

 (xi) 
a  ்ற்றும் 



b ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் θ எனில்θ =
⋅









−cos
| | | |

1








a b
a b

.

 (xii) ஏவைனும் இரு தேக்டர்கள் 
a  ்ற்றும் 



b ககு 








a b a b+ ≤ +| | | | .

  
a  ்ற்றும் 



b ஆகியதே ஒரு முகவ்கமாணத்தின் இரு பக்கங்்கள் எனில் 




a b+   என்பது 

அம்முகவ்கமாணத்தின் மூன்றைமாேது பக்க்மா்க அத்யும். எனவே, முகவ்கமாணத்தின் பக்கப பண்பின்படி

  | | | | | |







a b a b+ ≤ +  .

 (xiii) ஏவைனும் இரு தேக்டர்கள் 




a b, -ககு | | | | | |







a b a b⋅ ≤ .
  இதில் ஏவைனும் ஒரு தேக்டர பூஜ்ஜிய தேக்டர எனில், இதே ெ்ம் ஆகும். எனவே இைண்டு 
தேக்டர்களும் பூஜ்ஜிய்ற்றை தேக்டர்கள் என்்க.

 cosθ   = 








a b
a b

⋅
| | | |

 

 அைமாேது,  
| |
| || |







a b
a b

⋅
 = | cos |θ ≤1

 ⇒ ⋅| |



a b  £ | | | |



a b

எடுத்துககாடடு 8.11
 கீழ்க்கமாண்பதே்களுககு 





a b⋅  ்கமாண்்க.

 (i) ˆˆ ˆ 5a i j k= − +

, ˆˆ3 2b i k= −


 

 (ii) 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே (2, 3, - 1) ்ற்றும் (- 1, 2, 3) என்றை புள்ளி்கதைக குறிககும் 
தேக்டர்கள்

தீர்வு

 (i)   




a b⋅  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ( 5 ) (3 2 ) (1)(3) ( 1)(0) (5)( 2) 3 10 7i j k i k− + ⋅ − = + − + − = − = − . 

 (ii)                       ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 2 3  kwW; k ;  a i j k b i j k= + − = − + +




   




a b⋅  = ( )( ) ( )( ) ( )( )2 1 3 2 1 3 2 6 3 1− + + − = − + − = .

எடுத்துககாடடு 8.12
 

a  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 2 3  kwW; k ;  a i j k b i j k= + − = − + +




 எனில், ( ) ( )







a b a b+ ⋅ −3 2 -ஐக ்கமாண்்க.
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தீர்வு 

  ( ) ( )







a b a b+ ⋅ −3 2  = 2 5 3 2 1 1 4 5 3 2 2 3 9 4 1 15  

  

a a a b b b⋅ + ⋅ − ⋅ = + + + + − − + + = −( ) ( ) ( ) .

எடுத்துககாடடு 8.13
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 3 , 2a i j k b i j k= + + = − + +





 ்ற்றும் ˆ ˆ3c i j= +

 வ்லும் 




a b+ λ  ஆனது 
c -ககு 

தெங்குத்து எனில் λ-ன் ்திபதபக ்கமாண்்க.
தீர்வு

  ( )



a b c+ ⋅ =λ 0  Þ 
 



a c b c⋅ + ⋅ =λ 0
    Þ (6 + 2)+ λ (- 3 + 2) = 0

   Þ	 λ	=	8.

எடுத்துககாடடு 8.14
 | | | |







a b a b+ = −  எனில், 
a  ்ற்றும் 



b ஆகியதே தெங்குத்து என நிறுவு்க.

தீர்வு

 | |



a b+  = | |



a b-

 Þ  | |



a b+ 2  = | |



a b- 2

  | | | |







a b a b2 2 2+ + ⋅  = | | | |







a b a b2 2 2+ − ⋅

 4




a b⋅  = 0 

 




a b⋅  = 0

 ஆ்கவே 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியதே தெங்குத்து ஆகும்.

எடுத்துககாடடு 8.15
 எந்ைதேமாரு தேக்டர 

r -ககும்  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )r r i i r j j r k k= ⋅ + ⋅ + ⋅   

.

தீர்வு

  ˆˆ ˆr xi yj zk= + +

 என்்க.

  ˆr i⋅  = ( )ˆˆ ˆ ˆxi yj zk i x+ ⋅+ =  

  ˆr j⋅  = ( )ˆˆ ˆ ˆxi yj zk j y+ ⋅+ =

  ˆr k⋅  = ( )ˆ ˆˆ ˆxi yj zk k z+ ⋅+ =

  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )r i i r j j r k k xi yj zk r⋅ + ⋅ + ⋅ = + + =   

 

 எனவே ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )r r i i r j j r k k= ⋅ + ⋅ + ⋅   

.

எடுத்துககாடடு 8.16
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 3 4 6 8 kw;Wk ;i j k i j k+ + − − ஆகிய தேக்டர்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணத்தைக ்கமாண்்க.

தீர்வு

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 3 4 6 8kw;Wk;a i j k b i j k= + + = − −




என்்க. 
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 இேற்றிற்கு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் θ என்்க. எனவே, 

  cos
| | | |

θ =
⋅

=
− −

=








a b
a b

30 24 4
50 101

2
5 101

 

  ⇒ =










−θ cos 1 2
5 101

.

எடுத்துககாடடு 8.17
 A, B, C, D ஆகியதே  (4, - 3, 0), (7, - 5, - 1), (- 2, 1, 3), (0, 2, 5) என்றை புள்ளி்கள் எனில்,  

CD
� ���

 மீது AB
� ���

-ன் வீழதைக ்கமாண்்க.

தீர்வு

 O-தே ஆதிபபுள்ளியமா்கக த்கமாள்்க.

 ஆ்கவே, ˆ ˆ4 3OA i j= −


 ;  ˆˆ ˆ7 5OB i j k= − −


 ; ˆˆ ˆ2 3OC i j k= − + +


 ; ˆˆ2 5OD j k= +


 

 ˆˆ ˆ3 2AB OB OA i j k= − = − −
  

 ;  ˆˆ ˆ2 2CD OD OC i j k= − = + +
  

 CD AB AB CD
CD

� ��� � ��� � ��� � ���
� ���d; kPJ d;  tPPHy; =
⋅

=
− −

=
6 2 2

3
2
3

.

எடுத்துககாடடு 8.18
  





a b c,  kw;Wk; ஆகிய மூன்று அைகு தேக்டர்கள் 








a b c− + =3 0  என்றை ெ்ன்பமாட்த்ட 

நிதறைவு தெயைமால் 
 a c kw;Wk; -ககும் இத்டபபட்்ட வ்கமாணத்தைக ்கமாண்்க.

தீர்வு

 
 a c kw;Wk; -ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் θ  என்்க.

  




a b c− +3  = 0

 Þ | ( ) | a c+  = | |3


b  

 Þ | | | | | | | | cos   a c a c2 2 2+ + θ  = 3 2| |


b

 Þ 1 + 1 + (2) (1) (1) cosθ = 3(1)

 Þ cosθ = 
1
2

    Þ  θ = 
p
3

.

எடுத்துககாடடு 8.19
 (4, - 3, 1), (2, - 4, 5) ்ற்றும் (1, - 1, 0) என்றை ஒவை வ்கமாட்டில் அத்யமாப புள்ளி்கள் ஓர 
தெங்வ்கமாணத்தை அத்ககும் எனக்கமாட்டு்க.
தீர்வு
 எளிைமா்க இபபுள்ளி்கள் ஒரு முகவ்கமாணத்தை அத்ககும் எனத் தைரியும். இபவபமாது 

ஏவைனும் ஒரு வ்கமாணம் 
p
2

 என நிறுே வேண்டும். எனவே இம்முகவ்கமாணத்தின் பக்கங்்கதைக 

்கமாணவேண்டும்.

 O -தே ஆதிபபுள்ளி என்்க. A,B,C ஆகியேற்தறை (4, - 3, 1), (2, - 4, 5) ்ற்றும் (1, - 1, 0) எனக 
த்கமாள்்க.
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 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 3 , 2 4 5 ,OA i j k OB i j k OC i j
  

= − + = − + = −  

 இபதபமாழுது AB
� ���

 = ˆˆ ˆ2 4OB OA i j k
 

− = − − +

 இதுவபமாைவே BC
� ���

  = ˆˆ ˆ3 5i j k− + −   ;  CA
� ���

 = ˆˆ ˆ3 2i j k− +

  AB
� ���

⋅ CA
� ���

 = 0

 ஆ்கவே ஒரு வ்கமாணம் 
p
2

 . எனவே த்கமாடுக்கபபட்்ட புள்ளி்கள் தெங்வ்கமாண முகவ்கமாணத்தை 

அத்ககும்.

குறிப்பு 8.5
 மூன்று பக்கங்்கள் தேக்டர ேடிவில் த்கமாடுக்கபபட்்டமால், இதே முகவ்கமாணத்தின் பக்கங்்கைமா்க 
இருக்க, 

 (i) இந்ை தேக்டர்களின் கூடுைல் 


0  அல்ைது ஏவைனும் இைண்டு தேக்டர்களின் கூடுைல் 
மூன்றைமாேது பக்கத்திற்கு ெ்ம் என நிறுே வேண்டும்.

 (ii) தெங்வ்கமாண முகவ்கமாணத்தில் ஒரு வ்கமாணம் 
p
2

 எனக ்கமாட்்ட ஏவைனும் இரு தேக்டர்களுககு 

இத்டபபட்்ட புள்ளிப தபருக்கம் 0 என நிரூபிக்க வேண்டும். 

பயிற்சி 8.3
 (1) கீழ்க்கமாணும் 





a b, ககு 




a b. -ஐக ்கமாண்்க.

  (i) ˆˆ ˆ2a i j k= − +

 ்ற்றும் ˆˆ ˆ3 4 2b i j k= − −


    (ii) ˆˆ ˆ2 2a i j k= + −

்ற்றும் ˆˆ ˆ6 3 2b i j k= − +


 (2) கீழ்க்கமாணும் தேக்டர்கள் 




a b, ஆகியதே தெங்குத்து எனில்,  l -ன் ்திபதபக ்கமாண்்க.

  (i) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 3a i j k b i j k= + + = − +


 λ  kw;Wk;      (ii) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 3 2 kwW; k; a i j k b i j kλ= + − = − +




 (3) 
a  ்ற்றும் 



b ஆகிய தேக்டர்களுககு | | ,| |



a b= =10 15  ்ற்றும் 




a b⋅ = 75 2 எனில்,  
a  ்ற்றும் 



b ககு இத்டபபட்்டக வ்கமாணத்தைக ்கமாண்்க.
 (4) கீழ்க்கமாணும் தேக்டர்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணத்தைக ்கமாண்்க.
  (i) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 6 6 3 2 kw;Wk ;i j k i j k+ − − +   (ii) ˆˆ ˆ ˆ kwW; k ;i j j k− −
 (5) 





a b c, ,  எனும் மூன்று தேக்டர்களுககு 








a b c+ + =2 0 ,  | | , | |



a b= =3 4  ்ற்றும் | |c = 7  எனில்  
a  ்ற்றும் 



b ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணத்தைக ்கமாண்்க.

 (6) ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 6 ), (6 2 3 ), (3 6 2 )a i j k b i j k c i j k= + + = + − = − +


 

 ஆகியதே ஒன்றுகத்கமான்று 
தெங்குத்து என நிரூபிக்க.

 (7) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 6 , 2i j k i j k− − − − +  ்ற்றும் ˆˆ ˆ3 5i j k− + +  ஆகிய தேக்டர்கள் ஒரு தெங்வ்கமாண 
முகவ்கமாணத்தை அத்ககும் எனக்கமாட்டு்க.

 (8) | | , | | , | |



a b c= = =5 6 7  ்ற்றும்  








a b c+ + = 0  எனில், 


 

  a b b c c a⋅ + ⋅ + ⋅ -ஐக ்கமாண்்க.

 (9) (2, - 1, 3), (4, 3, 1) ்ற்றும் (3, 1, 2) ஆகிய புள்ளி்கள் ஒவை வ்கமா்டத்ப புள்ளி்கள் எனக ்கமாட்டு்க.

 (10) 




a b, ஆகியதே அைகு தேக்டர்கள் ்ற்றும் θ என்பது இேற்றிற்கு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் எனில்,  

 (i) sin | |θ
2

1
2

= −




a b      (ii)  cos | |θ
2

1
2

= +




a b     (iii) tan | |
| |

θ
2
=

−
+









a b
a b

  எனக்கமாட்டு்க.

 (11) 




a b c, ,  என்றை மூன்று தேக்டர்கள் | | , | | , | |



a b c= = =3 4 5  ்ற்றும் ஒவதேமாரு தேக்டரும் ்ற்றை 

இரு தேக்டர்களின் கூடுைலுககுச் தெங்குத்ைமா்கவும் அத்ந்ைமால் | |



a b c+ + -ஐக ்கமாண்்க.
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 (12) ˆˆ ˆ2 6 3i j k+ + -ன் மீது ˆˆ ˆ3 7i j k+ + -ன்  வீழதைக ்கமாண்்க. 

 (13) ˆˆ ˆ2 6 3b i j k= + +


-ன் மீது ˆˆ ˆ 4  a i j kλ= + +

-ன் வீழல் 4 அைகு்கள் எனில், l-ன் ்திபதபக ்கமாண்்க.

 (14) 




a b, ்ற்றும் 
c  ஆகியதே | | , | | ,| |



a b c= = =2 3 4  ்ற்றும் 








a b c+ + = 0 என அத்ந்ைமால் 

4 3 3

 

  a b b c c a⋅ + ⋅ + ⋅  -ஐக ்கமாண்்க.

8.8.4 வெக்டர் வபருககம் (Vector product)
 இரு தேக்டர்களுககு இத்டவயயமான தேக்டர தபருக்கத்தை ேதையறுக்க 
ேைகத்க முதறை ்ற்றும் இ்டகத்க முதறை ஆகியேற்றின் ்கருத்ைமாக்கம் 
வைதேபபடுகிறைது.

 ேைது த்கயின் விைல்்கதை 
a  உ்டன் ஒன்று்மாறு தேத்து விைல்்கதை  

a -லிருந்து  


b  இருககும் திதெ வேமாககி ்்டககினமால்  (வ்கமாணம் 180°ககு 

குதறைேமா்க இருக்க வேண்டும்), ே்து ்கட்த்ட விைைமானது 




a b´ -ன் திதெதய 

குறிககும். இபவபமாது ேைகத்க முதறையின்படி 


b a´ -ன் திதெயமானது  




a b´ -ககு 

எதிர திதெயில் இருககும் (ப்டம் 8.38-ஐ பமாரக்க).

 வ்லும் ேமாம் 
a -ஐ  



b -ன் திதெதய வேமாககி  θ வ்கமாணம் ( )< π திருபபினமால் 





a b´ -ன் திதெயமானது ேைகத்க முதறையில் அத்ந்ை திருகு ே்கரும் திதெயிவைவய 

அத்யும் எனக ்கமாணைமாம்.
 ஒரு ்கமாரடீசியன் ஆயத்தைமாதை முதறை ஒரு ேைகத்க முதறைதய அத்க்க வேண்டு்மாயின் 

அச்சு்களின் மித்கத் திதெயில் அைகு தேக்டர்கைமான  ˆˆ ˆ, ,i j k  என்பதே ப்டம் 8.39-ல்  உள்ைது வபமான்று 

அத்ய வேண்டும். k̂ -ன் திதெயமானது ப்டம்  8.40-ல் உள்ைேமாறு அத்ந்ைமால் அைதன இ்டகத்க 

முதறை என்கிவறைமாம்.

ெசையசை 8.17
 இரு பூஜ்ஜிய்ற்றை தேக்டர்கள் 

a  ் ற்றும் 


b -ன் ஹவக்்டர் ஹபருக்கம் 




a b´  எனக குறிபபிட்டு

 ˆ| | | | sina b a b nθ× =
 

 

 என ேதையறுக்கபபடுகிறைது. இங்கு θ  

என்பது 
a  ்ற்றும் 



b -்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம், 0 ≤ ≤θ π .

 இங்கு ˆ, ,a b n




 ஆகியதே ேைகத்க முதறைதய அத்ககும்.

 ப்டம் 8.39 ப்டம் 8.40 ப்டம் 8.41 ப்டம் 8.42

b a×
� �

a b×
��

a�
b
�

b
�a�

ப்டம் 8.38

a b×
��

b
�n̂

θ

a�

ப்டம் 8.43

x y

z

î ĵ

k̂
yx

z

î ĵ

k̂

tyf;if ,lf;if ty jpUF ,l jpUF
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a b´  ஆனது | | | | sin



a b θ என்கிறை எண்ணைதேயும் n̂  என்றை திதெதயயும் த்கமாண்்ட ஒரு 

தேக்டர ஆகும்.

 இது்ட்டு்ல்ைமா்ல் 




a b´ ஆனது 
a  ்ற்றும் 



b உள்ை ைைத்திற்குச் தெங்குத்ைமா்க இருககும்.
குறிப்பு 8.6
 (i) n̂ -ன் திதெதயக ்கணிபபைற்கு 

a  ்ற்றும் 


b -ன் ேரிதெ மி்கவும் முககிய்மானைமாகும்.

 (ii) தேக்டர தபருக்கலின் வபமாது கித்டபபது ஒரு தேக்டர. எனவே இைதன தேக்டர 
தபருக்கம் என்று அதழககிவறைமாம். இந்ை தபருக்கத்தை குறிபபி்ட ‘´’ என்றை குறியீட்த்டப 
பயன்படுத்துகின்வறைமாம். எனவே இைதன குறுக்குப் ஹபருக்கம் என்றும் அதழக்கைமாம்.

வெக்டர் வபருககத்தின் ெடிெக கணித விளககம்
(Geometrical interpretation of vector product)

  OA a
� ��� �

=  ்ற்றும்  OB b
� ��� �

=  ஆகியதே அடுத்ைடுத்ை 

பக்கங்்கைமா்கக த்கமாண்டு OACB என்றை இதண்கைத்தைப பூரத்தி 
தெய்க.

 AOB =θ  என்்க.

 ப்டத்திலிருந்து 

   sinθ  = 
BL
OB

 

   BL = (OB)sinθ = | | sin


b θ  

 இபதபமாழுது  | |



a b´  = | | | | sin



a b θ = | | ( )a BL  

    = (அடிபபக்கம்) (உயைம்) =  இதண்கைம் OACB-ன் பைபபைவு

 ஆ்கவே, 




a b´  என்றை தேக்டரின் எண்ணைவு 
a ,


b ஐ அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்க த்கமாண்்ட 

இதண்கைத்தின் பைபபிற்குச் ெ்ம் ஆகும். வ்லும் இைன் திதெ  
n ஆனது 

a  ் ற்றும் 


b தய உள்ை்டககிய 

ைைத்திற்குச் தெங்குத்து ்ட்டு்ல்ைமா்ல் 




a b n, ,  ஆகியதே ஒரு ேைகத்க முதறைதய அத்ககும்.

 எனவே, | |



a b´  என்பது 
a  ்ற்றும் 



b ஐ அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்க த்கமாண்்ட இதண்கைத்தின் 

பைபபு ஆகும்.

 இதிலிருந்து இதண்கைம் OACB-ன் பைபபைவில் பமாதியமானது, முகவ்கமாணம் OAC-ன் பைபபு என 
ேருவிக்கைமாம்.
ெருவித்தல்

 
a  ்ற்றும் 



b ஐ அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்கக த்கமாண்்ட முகவ்கமாணத்தின் பைபபு  = ×
1
2

| |



a b

8.8.5. பண்புகள்

      (i)   தேக்டர தபருக்கம் பரி்மாற்றை விதிககு உட்ப்டமாது. ேதையதறையிலிருந்து,
  
 



b a´   = ˆ| | | | sin ( )b a n−


 θ    


 b a n, ,−












 

Mfpait tyf;if

Kiwia mikg;gjhy; 
  

  = ˆ| | | | sina b n−


 θ  

  = − ×( )



a b  

▲

▲

O L

B
n̂

a� A

C

θ

b
�

| |
� �a b×

ப்டம் 8.44

b
�

θ

a�

n̂

n̂−

ப்டம் 8.45
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  எனவே தேக்டர தபருக்கம் பரி்மாற்றைத்ைக்கைல்ை.

 (ii) இரு தேக்டர்கள் இதணயமா்க அல்ைது ஒவை வ்கமாட்டில் அத்ந்ைமால் 


 

a b× = 0  (எவேமாறு?)

  ஆனமால் 


 

a b× = ⇒0   




a = 0  அல்ைது  
 

b = 0  அல்ைது  
a  ் ற்றும் 



b ஆகியதே இதணயமாகும்.

 (iii) 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகிய ஏவைனும் இரு பூஜ்ஜிய்ற்றை தேக்டர்களுககு 

  


 





a b a b× = ⇔0  kw;Wk; இதணயமானதே. இதிலிருந்து 
 



a a× = 0  என ேருவிக்கைமாம்.

 (iv) ˆˆ ˆ, , i j k  ஆகியேற்றின் ேதையதறையிலிருந்து, (இதே ேைகத்க முதறைதய 
அத்ககும்)

           ˆ ˆi i×  = ˆ ˆˆ ˆ 0j j k k× = × =


 

  ˆˆ ˆi j k× =  ; ˆˆ ˆj k i× =  ; ˆ ˆ ˆk i j× =

  ˆˆ ˆj i k× = −  ; ˆ ˆ ˆk j i× = −  ; ˆˆ ˆi k j× = −    (எவேமாறு?)

 (v)  θ
π

=
2

 எனில், ˆ| | | |a b a b n× =
 

 

  (vi) ஏவைனும் இரு திதெயிலி்கள் m ்ற்றும் n-ககு 

   ma nb



´   = mn a b mna b a mnb na mb( ) ( ) ( )















× = × = × = ×  

 (vii) தேக்டர தபருக்கம் கூட்்டலின் மீது பங்கீட்டு விதிதய நிதறைவு தெயயும். 

  அைமாேது, 




a b c× +( )   = ( ) ( )



 a b a c× + ×  

   ( )



a b c+ ×   = 
 



a c b c×( ) + ×( )  

  இைதன ்கழித்ைல் ்ட்டு்ல்ைமா்ல் இைண்டுககு வ்ற்பட்்ட தேக்டர்களுககும் 
விரிவுபடுத்ைைமாம்.

  அைமாேது, 




a b c× −( )   = ( ) ( )



 a b a c× − ×  

   








a b c d× + +( )   = ( ) ( ) ( )



  



a b a c a d× + × + × . 

 (viii) குறுககுப தபருக்கத்தைக ்கமாணச் தெயல் விதி

   
a   = 1 2 3

ˆˆ ˆa i a j a k+ +  

   


b  = 1 2 3
ˆˆ ˆb i b j b k+ +  

   




a b´  = 1 2 3
ˆˆ ˆ( )a i a j a k+ +  ´ 1 2 3

ˆˆ ˆ( )b i b j b k+ +

    = 1 1 1 2 1 3 2 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )a b i i a b i j a b i k a b j i× + × + × + ×  

    2 2 2 3 3 1 3 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b j j a b j k a b k i a b k j a b k k+ × + × + × + × + ×  

    = 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b a b i a b a b j a b a b k− − − + −  

   




a b´  = 1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k
a a a
b b b

 .

 (ix) 
a  ்ற்றும் 



b -ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் θ எனில்,  θ =
×













−sin
| | | |

1









a b

a b
 .

  (இைன் நிரூபண்மானது பயிற்சிக்கமா்க வி்டபபட்டுள்ைது)

ப்டம் 8.46

▲

▲

▲

ĵ

î

k̂
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குறிப்பு 8.7
 இதில் θ எபதபமாழுதும் குறுங்வ்கமாண்மா்கவே அத்யும். எனவே தேக்டர தபருக்கத்தைப 
பயன்படுத்தி இைண்டு தேக்டர்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணத்தைக ்கமாணும்வபமாது எபதபமாழுதும் 
குறுங்வ்கமாணம் ்ட்டுவ் ே்ககு கித்டககும். ஆ்கவே வ்கமாணங்்கதைக ்கணககி்டப புள்ளிப 
தபருக்கத்தைப பயன்படுத்துேவை சிறைந்ைது. இைன்மூைம் θ அத்யும் இ்டத்தை அறிய முடியும்.

 (x) 
a  ்ற்றும் 



b -ககு  தெங்குத்ைமா்க உள்ை அைகு தேக்டர்கள் 
( )ˆ
| |
a bn
a b

×± = ±
×









 (எவேமாறு?)

  
a  ்ற்றும் 



b -ககு தெங்குத்ைமா்க λ எண்ணைவுள்ை தேக்டர்கள் 
( )ˆ
| |
a bn
a b

λ λ ×± = ±
×









 .

எடுத்துககாடடு 8.20
 ˆ ˆ3 4a i j= +

 ்ற்றும் ˆˆ ˆb i j k= + +


 எனில் | |



a b´ -ன் ்திபதபக ்கமாண்்க.

தீர்வு

   




a b´   = 

ˆˆ ˆ

3 4 0
1 1 1

i j k
 = ˆˆ ˆ(4 0) (3 0) (3 4)i j k− − − + −  = ˆˆ ˆ4 3i j k− − .

   | |



a b´  = | |4 3 16 9 1 26
 



i j k− − = + + = .

எடுத்துககாடடு 8.21
 ˆˆ ˆ3 4 7a i j k= − + − ்ற்றும் ˆˆ ˆ6 2 3b i j k= + −



 எனில்,  கீழ்க்கமாண்பதே்கதை ெரிபமாரக்க.

  (i)  
 



a a b kw;Wk; ´ ஆகியதே ஒன்றுகத்கமான்று தெங்குத்து

  (ii) 






b a b kw;Wk; ´ ஆகியதே ஒன்றுகத்கமான்று தெங்குத்து
தீர்வு

   




a b´ = 

ˆˆ ˆ

3 4 7
6 2 3

i j k
− −

−
 = ˆˆ ˆ( 12 14) (9 42) ( 6 24)i j k− + − + + − −  = ˆˆ ˆ2 51 30i j k− −  

 (i)  
 



a a b⋅ ×( )  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 3 4 7 ) (2 51 30 )i j k i j k− + − ⋅ − −  = − − + =6 204 210 0  

  எனவே,   
 



a a b kw;Wk; ´  ஆகியதே ஒன்றுகத்கமான்று தெங்குத்து.

 (ii)  






b a b⋅ ×( )   = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(6 2 3 ) (2 51 30 )i j k i j k+ − ⋅ − − = 12 102 90− +  = 0

  எனவே,  






b a b kw;Wk; ´ ஆகியதே ஒன்றுகத்கமான்று தெங்குத்து.

எடுத்துககாடடு 8.22
 ˆˆ ˆ4 3a i j k= − +

்ற்றும் ˆˆ2 2b i j k= − + −


 எனில், இரு தேக்டர்களுககும் தெங்குத்ைமான 6 
எண்ணைவு உள்ை தேக்டர்கதைக ்கமாண்்க.
தீர்வு

   




a b´  = 

ˆˆ ˆ

4 1 3
2 1 2

i j k
−

− −
 = ˆˆ ˆ(2 3) ( 8 6) (4 2)i j k− − − + + −  = ˆˆ ˆ2 2i j k− + +  

8 Vector Algebra Tamil.indd   84 03-09-2018   15:44:21



வெக்டர் இயற்கணிதம் - I85

 
a  ்ற்றும் 



b -ககுதெங்குத்ைமா்க உள்ை அைகு தேக்டர்கள்   
ˆˆ ˆ( ) 2 2

3| |
a b i j k
a b

 × − + +± = ±  
×  









 
a  ்ற்றும் 



b -ககு தெங்குத்ைமா்க எண்ணைவு 6 உத்டய தேக்டர்கள் . 

எடுத்துககாடடு 8.23
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 2 2a i j k b i j k= + + = − +





 kw;Wk; ஆகியதே்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணத்தின் தென் 

்ற்றும் த்கமாதென் ்திபபு்கதைக ்கமாண்்க.

தீர்வு

 
a  ்ற்றும் 



b -ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் θ என்்க.

   a b
 

⋅  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 ) (4 2 2 )i j k i j k+ + ⋅ − +  = 8 2 6 12− + =  

   | |a


  = ˆˆ ˆ| 2 3 | 14i j k+ + =    ;   | |b


 = ˆˆ ˆ| 4 2 2 | 24i j k− + =  

   cosθ   = 








a b
a b

.
| | | |

= =
12

14 24
3
7

 

   




a b´   = 

ˆˆ ˆ

2 1 3
4 2 2

i j k

−
 = ˆˆ ˆ(2 6) (4 12) ( 4 4)i j k+ − − + − −   = ˆˆ ˆ8 8 8i j k+ −  

   | |



a b´   = ˆˆ ˆ| 8 8 8 |i j k+ −  = 8 3  

   sinθ   = 
| |
| | | |









a b
a b

´
  = 

8 3
14 24

4 3
7 12

2
7

= = .

எடுத்துககாடடு 8.24
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 4  kw;Wk; a i j k b i j k= + + = − +





ஆகியேற்தறை அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்கக த்கமாண்்ட 
இதண்கைத்தின் பைபபைதேக ்கமாண்்க.
தீர்வு

   




a b´   = 

ˆˆ ˆ

3 1 4
1 1 1

i j k

−
 = ˆˆ ˆ(1 4) (3 4) ( 3 1)i j k+ − − + − −  = ˆˆ ˆ5 4i j k+ −  

   | |



a b´  = ˆˆ ˆ| 5 4 | 42i j k+ − =

 இதண்கைத்தின் பைபபைவு  42  ெ.அைகு்கள்.

எடுத்துககாடடு 8.25
 

a  ் ற்றும் 


b என்றை ஏவைனும் இரு தேக்டர்களுககு,  | |



a b´ 2  + ( ) | | | |







a b a b⋅ =2 2 2  என நிரூபிக்க.

தீர்வு

   | |



a b´  = | | | | sin



a b θ  ்ற்றும் 




a b⋅  = | | | | cos



a b θ  என ேமாம் அறிவேமாம்.

   | | ( )







a b a b× + ⋅2 2  = | | | | sin | | | | cos







a b a b2 2 2 2 2 2θ θ+

    = | | | | (sin cos )



a b2 2 2 2θ θ+ = | | | |



a b2 2
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எடுத்துககாடடு 8.26
 A B C( , , ), ( , , ), ( , , )1 0 0 0 1 0 0 0 1  ஆகியேற்தறை முதனபபுள்ளி்கைமா்க த்கமாண்்ட முகவ்கமாணத்தின் 
பைபபைதேக ்கமாண்்க.

தீர்வு

 ேமாம் இபதபமாழுது முகவ்கமாணத்தின் ஏவைனும் இைண்டு பக்கங்்கதைக ்கமாண்வபமாம்.

   AB
� ���

 = ˆˆ ˆ;i j AC i k− + = − +


 

   AB AC
� ��� � ���

´  = 

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ1 1 0

1 0 1

i j k
i j k− = + +

−
 

   | |AB AC
� ��� � ���

´  = 3  

 முகவ்கமாணம் ABC -ன் பைபபைவு  
1
2

3
2

| |AB AC
� ��� � ���

× =  

குறிப்பு 8.8
 AB

� ���
 ்ற்றும் AC

� ���
-ககு பதிைமா்க எந்ை இைண்டு பக்கங்்கதைக த்கமாண்டும் தீரவு ்கமாணைமாம்.

பயிற்சி 8.4
 (1)  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 3 5 2  kwW; k; a i j k b i j k= + + = + −





எனில்,  




a b´ -ன் ்திபதபக ்கமாண்்க.

 (2) 








   

 

a b c b c a c a b× + + × + + × + =( ) ( ) ( ) 0  எனக ்கமாட்டு்க.

 (3) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 kw;Wk ;i j k i j k+ + + +  என்றை தேக்டர்கள் உள்ை ைைத்திற்கு தெங்குத்ைமா்கவும் 
எண்ணைவு 10 3  உத்டய அைகு தேக்டர்கதைக ்கமாண்்க.

 (4) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 kw;Wk; a i j k b i j k= + + = + +


  எனில்,  kwW; k; a b a b+ −
 

 

 ஆகியேற்றிற்கு 
ைனித்ைனியமா்க தெங்குத்ைமா்க உள்ை தேக்டர்கதைக ்கமாண்்க.

 (5) ˆˆ ˆ2 3i j k+ +  ்ற்றும் ˆˆ ˆ3 2i j k− +  ஆகியேற்தறை அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்க த்கமாண்்ட 
இதண்கைத்தின் பைபபைதேக ்கமாண்்க.

 (6)   A(3, - 1, 2), B(1, - 1, - 3) ்ற்றும் C(4, - 3, 1) ஆகியேற்தறை உச்சிபபுள்ளி்கைமா்கக த்கமாண்்ட 
முகவ்கமாணத்தின் பைபபைதேக ்கமாண்்க.

 (7) முகவ்கமாணம் ABC-ன் உச்சிபபுள்ளி்கள் A, B, C-ன் நிதை தேக்டர்கள் முதறைவய 




a b c, ,

எனில், முகவ்கமாணம்  ABC-ன் பைபபைவு  
1
2

| |

 

  a b b c c a× + × + ×  என நிரூபித்து, இதிலிருந்து 

A, B, C ஆகியதே ஒவை வேரகவ்கமாட்டிைத்ய நிபந்ைதனதயக ்கமாண்்க.

 (8) எந்ைதேமாரு தேக்டர 
a -ககும்  2 2 2 2ˆˆ ˆ| | | | | | 2 | |a i a j a k a× + × + × =� � � �  என நிரூபிக்க.

 (9) 




a b c, ,  என்றை அைகு தேக்டர்களுககு 




 a b a c⋅ = ⋅ = 0  ்ற்றும் 


b -ககும் 
c -ககும் இத்டபபட்்ட 

வ்கமாணம் 
p
3

எனில்,  




a b c= ± ×
2
3

( ) என நிரூபிக்க.

 (10) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 kwW; k; i j k i j k+ − + +  ஆகிய தேக்டர்களுககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணத்தை தேக்டர 
தபருக்கத்தைப பயன்படுத்திக ்கமாண்்க.

8 Vector Algebra Tamil.indd   86 03-09-2018   15:44:34



வெக்டர் இயற்கணிதம் - I87

பயிற்சி 8.5
ெரியமான அல்ைது மி்கவும் ஏற்புத்டய வித்டயிதனக த்கமாடுக்கபபட்்ட ேமான்கு ்மாற்று வித்ட்களிலிருந்து 
வைரந்தைடுக்கவும்.

 (1) AB BC DA CD
� ��� � ��� � ��� � ���

+ + +  என்பது

  (1) AD
� ���

  (2) CA
� ���

  (3) 


0   (4) -AD
� ���

 

 (2) 








a b a mb+ +2 3 kw;Wk; ஆகியதே இதண எனில், m-ன் ்திபபு

  (1) 3  (2) 
1
3

  (3) 6 (4) 
1
6

 

 (3) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 kwW; k ;i j k i j k+ − − + ஆகிய தேக்டர்களின் கூடுைலுககு இதணயமா்க உள்ை அைகு 
தேக்டர

  (1) 
ˆˆ ˆ

5
i j k− +   (2) 

ˆ ˆ2
5
i j+  (3) 

ˆˆ ˆ2
5

i j k− +  (4) 
ˆ ˆ2

5
i j−

 (4) ஒரு தேக்டர OP
� ���

 ஆனது x ்ற்றும் y அச்சு்களின் மித்கத் திதெயில் முதறைவய 60° ்ற்றும் 45°-ஐ 

ஏற்படுத்துகின்றைது. OP
� ���

 ஆனது z-அச்சு்டன் ஏற்படுத்தும் வ்கமாணம்

  (1) 45° (2) 60° (3) 90° (4) 30°

 (5) ˆˆ ˆ3 2  BA i j k= + +


்ற்றும் B-ன் நிதை தேக்டர ˆˆ ˆ3i j k+ − எனில் A-ன் நிதைதேக்டர

  (1) ˆˆ ˆ4 2i j k+ +  (2) ˆ ˆ4 5i j+  (3) ˆ4i  (4) ˆ4i−

 (6) ஒரு தேக்டர ஆய அச்சு்களு்டன் ெ்வ்கமாணத்தை ஏற்படுத்தினமால் அகவ்கமாணம்

  (1) cos− 







1 1
3

  (2) cos− 







1 2
3

  (3) cos− 








1 1
3

  (4) cos− 








1 2
3

 

 (7) 
 

  a b b c c a- - -, ,  ஆகிய தேக்டர்கள்

  (1) ஒன்றுகத்கமான்று இதணயமானது (2) அைகு தேக்டர்கள்

  (3) தெங்குத்ைமான தேக்டர்கள் (4) ஒருைை தேக்டர்கள்

 (8) ABCD ஓர இதண்கைம் எனில், AB AD CB CD
� ��� � ��� � ��� � ���

+ + +  என்பது

  (1) 2( )AB AD
� ��� � ���

+  (2) 4AC
� ���

  (3) 4BD
� ���

  (4) 


0

 (9) 
a  ்ற்றும் 



b -ஐ அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்க த்கமாண்்ட இதண்கைம்  ABCD-ன் ஒரு மூதைவிட்்டம் 




a b+  எனில் ்ற்தறைமாரு மூதைவிட்்டம் BD
� ���

ஆனது

  (1) 




a b-  (2) 


b a-  (3) 




a b+  (4) 




a b+
2

 

 (10) A, B-ன் நிதை தேக்டர்கள் 




a b,  எனில், கீழ்க்கமாணும் நிதை தேக்டர்களில் எந்ை நிதை 

தேக்டரின் புள்ளி AB என்றை வ்கமாட்டின் மீது அத்யும்.

  (1) 




a b+  (2) 
2

2





a b-
 (3) 

2
3





a b+
 (4) 





a b-
3
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 (11) 




a b c, ,  ஆகியதே ஒவை வ்கமாட்டிைத்ந்ை மூன்று புள்ளி்களின் நிதைதேக்டர்கள் எனில் 

கீழ்க்கமாண்பதே்களுள் எது ெரியமானது?

  (1) 




a b c= +  (2) 2


a b c= +  (3) 


 b c a= +  (4) 4 0







a b c+ + =

 (12) P என்றை புள்ளியின் நிதை தேக்டர 






r a b
=

+9 7
16

 என்்க. P ஆனது 
a  ்ற்றும் 



b -ஐ  நிதை 

தேக்டர்கைமா்கக த்கமாண்்ட புள்ளி்கதை இதணககும் வ்கமாட்த்டப பிரிககும் விகிைம்
  (1) 7 : 9  உட்புறை்மா்க  (2) 9 : 7 உட்புறை்மா்க
  (3) 9 : 7 தேளிபபுறை்மா்க  (4) 7 : 9 தேளிபபுறை்மா்க

 (13) ˆˆ ˆ2 2i j k+ +λ λ λ  என்பது ஓைைகு தேக்டர எனில், λ-ன் ்திபபு

  (1) 
1
3

  (2) 
1
4

  (3) 
1
9

  (4) 
1
2

 

 (14) ஒரு முகவ்கமாணத்தின் இைண்டு முதனபபுள்ளி்களின் நிதை தேக்டர்கள் ˆˆ ˆ3 4 4i j k+ −   ்ற்றும்  
ˆˆ ˆ2 3 4i j k+ + .  த்யகவ்கமாட்டு ெந்தியின் நிதை தேக்டர ˆˆ ˆ2 3i j k+ +  எனில், மூன்றைமாேது  முதனப 

புள்ளியின் நிதை தேக்டர

  (1) ˆˆ ˆ2 9i j k− − +  (2) ˆˆ ˆ2 6i j k− − −  (3) ˆˆ ˆ2 6i j k− +  (4) ˆˆ ˆ2 6i j k− + +

 (15) | | ,| |







a b a b+ = − =60 40 ்ற்றும் | | ,


b = 46  எனில், | |a -ன் ்திபபு
  (1) 42 (2) 12 (3) 22 (4) 32

 (16) 
a  ்ற்றும் 



b - ஒவை எண்ணைதேக த்கமாண்டுள்ைது. இேற்றிற்கு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் 60°  

்ற்றும் இேற்றின் திதெயிலிப தபருக்கம் 
1
2

எனில்,  | |a  -ன் ்திபபு

  (1) 2  (2) 3 (3) 7 (4) 1

 (17) ˆ ˆ(sin ) (cos )a i j= + θ θ   ்ற்றும் ˆˆ ˆ3 2b i j k= − +


ஆகியதே தெங்குத்ைமா்க அத்ந்து θ
π

∈





0

2
,  

எனில், θ-ன் ்திபபு
  (1) 

p
3

  (2) 
p
6

  (3) 
p
4

  (4) 
p
2

 

 (18) | | ,| |







a b a b= = ⋅ = °13 5 60 kw;Wk; எனில், | |



a b´ -ன் ்திபபு
  (1) 15 (2) 35 (3) 45 (4) 25

 (19) 
a  ்ற்றும் 



b -ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் 120°.  | | ,| |a b= =1 2  எனில், [( ) ( )]







a b a b+ × −3 3 2 -ன் 

்திபபு
  (1) 225 (2) 275 (3) 325 (4) 300

 (20) 
a  ்ற்றும் 



b  ஆகியேற்றின் எண்ணைவு 2, வ்லும் இேற்றிற்கு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் 60°

எனில், 
a  ்ற்றும் 





a b+ ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம்
  (1) 30° (2) 60° (3) 45° (4) 90°

 (21) ˆˆ ˆ3i j kλ+ + -ன் மீது ˆˆ ˆ5 3i j k− − -ன் வீழலும் ˆˆ ˆ5 3i j k− − -ன் மீது ˆˆ ˆ3i j kλ+ + வீழலும் ெ்ம் 

எனில், λ-ன் ்திபபு
  (1) ± 4 (2) ± 3 (3) ± 5 (4) ±1
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 (22) ˆˆ ˆ5 7i j k+ − என்றை தேக்டரின் ஆைம்ப ்ற்றும் இறுதிப புள்ளி்கள் (1, 2, 4) ்ற்றும் (2, - 3λ - 3) 

எனில், λ-ன் ்திபபு

  (1) 
7
3

  (2) -
7
3

  (3) �
5

3
  (4) 

5
3

 

 (23) ˆ ˆ ˆ ˆ10 3 ,12 5i i i j+ - ்ற்றும் ˆ ˆ11ai j+  ஆகிய நிதை தேக்டர்களின் புள்ளி்கள் ஒவை வ்கமாட்டில் 
அத்ந்ைமால் ‘a’-ன் ்திபபு

  (1) 6  (2) 3 (3) 5 (4) 8

 (24) ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 2 , 4 ( ) 70 kwW; k; a i j k b i xj k c i j k a b c= + + = + + = − + ⋅ × =
 

   

எனில் x -ன் ்திபபு
  (1) 5  (2) 7 (3) 26 (4) 10

 (25) ˆˆ ˆ2 2 ,| | 5a i j k b


 = + + =  வ்லும் 
a  ்ற்றும் 



b -ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம் 
p
6

  எனில், இவவிரு 

தேக்டர்கதை அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமா்கக த்கமாண்்ட முகவ்கமாணத்தின் பைபபு

  (1) 
7
4

  (2) 
15
4

  (3) 
3
4

  (4) 
17
4

 

பா்டத் வதாகுப்பு

இபபமா்டபபகுதியில் ேமாம் ்கற்றுத் தைளிந்ைதே
 · எண்ணைதேக த்கமாண்டு தீர்மானிக்கபபடும் ்கணியம் திதெயிலி ஆகும்.
 · எண்ணைவு ்ற்றும் திதெ ஆகியேற்தறைக த்கமாண்டு தீர்மானிக்கபபடும் ்கணியம் தேக்டர 

ஆகும்.
 · எந்ைதேமாரு புள்ளிதயயும் ஒரு தேக்டரின் ஆதிபபுள்ளியமா்கத் வைரந்தைடுக்க 

முடியு்மானமால் அது ்கட்டிைமா தேக்டர ஆகும்.  ஆனமால் ஒரு குறிபபிட்்ட புள்ளிதய ்ட்டுவ் 
ஆதிபபுள்ளியமா்கத் வைரந்தைடுக்க முடியு்மானமால் அது அறுதியிட்்ட தேக்டர ஆகும்.

 · ஒவை ைைத்தின் மீது அத்ந்ை அல்ைது அந்ைத் ைைத்திற்கு இதணயமா்க அத்ந்ை இைண்டு 
அல்ைது அைற்கு வ்ற்பட்்ட தேக்டர்கள் ஒவை ைை அத் தேக்டர்கள் ஆகும்.

 · இரு தேக்டர்களின் எண்ணைவு்கள் ெ்்மா்கவும் அதே ஒவை திதெயிதனயும் தபற்றிருந்ைமால் 
அேற்தறைச் ெ்தேக்டர்கள் எனைமாம்.

 · ஒரு தேக்டரின் எண்்திபபு 0 எனில் அது பூஜ்ஜிய தேக்டர ஆகும்.
 · ஒரு தேக்டரின் எண்ணைவு 1 எனில் அது அைகு தேக்டர ஆகும்.

 · a  என்பது ஏவைனும் ஒரு தேக்டர, m  ஒரு திதெயிலியமாயின்ma  என்பது தேக்டர 
a  உ்டன் 

திதெயிலி m-ன் திதெயிலிப தபருக்கம் ஆகும்.

 · 
a  ்ற்றும் 



b என்றை இரு தேக்டர்கள் இதண எனில், 




a b= λ . இங்கு λ ஓர திதெயிலி.

 ·  




a b c, kw;Wk;  ஆகியதே முகவ்கமாணத்தின் ேரிதெயமா்க எடுக்கபபட்்ட பக்கங்்கள் எனில், 








a b c+ + = 0
 · தேக்டர்களின் கூட்்டல், வெரபபுப பண்புககு உட்படும்.

 · எந்ை ஒரு தேக்டர 
a -ககும் 





 



a a a+ = + =0 0

 · எந்ை ஒரு தேக்டர 
a -ககும் 

   



a a a a+ − = − + =( ) ( ) 0
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 · தேக்டர கூட்்டல் பரி்மாற்றுப பண்புத்டயது.
 · இரு தேக்டர்கள் அேற்றின் எண்ணமாலும் திதெயமாலும் ஒரு முகவ்கமாணத்தின் ேரிதெயமா்க 

எடுக்கபபட்்ட இைண்டு பக்கங்்களின் மூை்மா்க குறிபபி்டபபட்்டமால், அேற்றின் கூடுைல் 
அம்முகவ்கமாணத்தின் எதிரேரிதெயில் எடுக்கபபட்்ட மூன்றைமாேது பக்க்மாகும். இதுவே 
தேக்டர கூட்்டலின் முகவ்கமாண விதி.

 · OABC என்றை இதண்கைத்தில் OA
� ���

 ்ற்றும் OB
� ���

 ஆகியதே அடுத்ைடுத்ை பக்கங்்கைமாயின், 
அைன் மூதைவிட்்டம் OC

� ���
 இேற்றின் கூடுைதைக குறிககும். இதுவே தேக்டர கூட்்டலின் 

இதண்கை விதியமாகும்.

 · α β γ, ,  ஆகியதே திதெக வ்கமாணங்்கள் எனில், cos ,cos ,cosα β γ  ஆகியதே திதெக 

த்கமாதென்்கைமாகும்.

 · ˆˆ ˆr xi yj zk= + +

 என்றை தேக்டரின் திதெ விகிைங்்கள் x y z, , ஆகும்.

 · 




a b c, kw;Wk;  ஆகியதே ஒவை ைைத்தில் அத்யமாை தேக்டர்கள் எனில், தேளியில் 
உள்ை எந்ை ஒரு தேக்டதையும் a mb nc� �  எனத் ைனித்ை ேழியில் எழுைைமாம்.

 ஒரு புள்ளியின் நிதை தேக்டர ˆˆ ˆr xi yj zk= + +

 

 ்ற்றும் 
r -ன் திதெக வ்கமாணங்்கள் α β γ, ,  எனில், 

 (i) 
r  -ன் திதெக த்கமாதென்்களின் ேரக்கங்்களின் கூடுைல் 1. 

 (ii) sin sin sin2 2 2 2α β γ+ + = .

 (iii) 
r -ன் திதெக த்கமாதென்்கள் 

x
x y z

y
x y z

z
x y z2 2 2 2 2 2 2 2 2+ + + + + +

, , .  

 (iv) l, m, n ஆகியதே ஒரு தேக்டரின் திதெக த்கமாதென்்கள் எனில், l m n2 2 2 1+ + = .

 (v) எந்ை ஒரு அைகு தேக்டதையும் ˆˆ ˆcos cos cosi j k+ +α β γ  என எழுைைமாம்.

 · 
a  ்ற்றும் 



b ஆகிய தேக்டர்களின் திதெயிலிப தபருக்கம் 




a b⋅ = | | | | cos



a b θ ஆகும்.

 · 
a  ்ற்றும் 



b ஆகிய தேக்டர்களின் தேக்டர தபருக்கம்  


a b´ எனக குறிபபிட்டு 

   ˆ| | | | sina b a b nθ× =
 

 

 ஆகும். இங்கு θ என்பது 
a  ்ற்றும் 



b -ககு இத்டபபட்்ட வ்கமாணம்   

0 ≤ ≤θ π . இங்கு ˆ, ,a b n




 ஆகியதே ேைகத்க முதறைதய அத்ககும்.
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ெவக்டர் இயற்க�தம் - I

தெயல்பமாட்டின் இறுதியில்
கித்டக்கப தபறுேது

படி - 1 
கீழ்க்கமாணும் உைலி / விதைவுக குறியீட்த்டப பயன்படுத்தி GeoGebra-வின் “XI standard 
Vector Algebra” பக்கத்திற்குச் தெல்்க. உங்்கள் பமா்டம் ெமாரந்ை பை பணித்ைமாள்்கள் 
இபபக்கத்தில் த்கமாடுக்கபபட்டிருககும்.

படி -2
“Direction Cosines”  பயிற்சித்ைமாதைத்வைரவுதெயதுேழுேல்்கதை ே்கரத்தியதும் 
3-D உருேத்பபு ேைபபக்கம் ்கமாணபபடும். 3-D உருேத்பதபச்சுழ
ற் றை சு ட் டி த ய ே ை ப ப க ்க ம் த ெ மா டு க கி ப ல் வ ே று அ த ் ப பு ்க த ை க ்க மா ண ை மா
ம். ேழுேல்்கதை ே்கரத்தி, அல்ைது x, y ்ற்றும்z ்திபபு்கதைப பதிந்து 
திதெதயண்தண ்மாற்றைைமாம் 

உரலி :
https://ggbm.at/cem3sdq5

*ப்டங்்கள் அத்டயமாைத்திற்கு ்ட்டும்.

இசணயச் வையல்பாடு 8 (a)

படி - 1 படி -2 

ெவக்டர் இயற்க�தம் 

தெயல்பமாட்டின் இறுதியில்
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தெயல்பமாட்டின் இறுதியில்
கித்டக்கப தபறுேது

படி - 1 
கீழ்க்கமாணும் உைலி / விதைவுக குறியீட்த்டப பயன்படுத்தி GeoGebra-வின் “XI standard Vector 
Algebra” பக்கத்திற்குச் தெல்்க. உங்்கள் பமா்டம் ெமாரந்ை பை பயிற்சித்ைமாள்்கள் இபபக்கத்தில் 
த்கமாடுக்கபபட்டிருககும்.

படி - 2
“Product of Vectors” பயிற்சித்ைமாதைத்வைரவுதெயதுேழுேல்்கதை ே்கரத்தியதும் 3-D உருேத்பபு 
ேைபபக்கம் ்கமாணபபடும். 3-D உருேத்பதபச்சுழற்றைசுட்டிதயேைபபக்கம்தெமாடுககிபல்வேறு
அத்பபு்கதைக்கமாணைமாம். ேழுேல்்கதை ே்கரத்தி, அல்ைது x, y ்ற்றும்z ்திபபு்கதைப பதிந்து 
திதெதயண்தண ்மாற்றைைமாம் (ேன்றைமா்கப புரிந்து த்கமாள்ை a1, a2,  ்ற்றும் a3  ்திபபு்கதை ்மாற்றை 
வேண்்டமாம்) ABXAC அேற்றின் கூறு்கள் வேரகுத்ைமா்கக  த்கமாடுக்கபட்டுள்ைது.

படி - 1 படி - 2

தெயல்பமாட்டின் இறுதியில்

உரலி :
https://ggbm.at/cem3sdq5

*ப்டங்்கள் அத்டயமாைத்திற்கு ்ட்டும்.

ெவக்டர் இயற்க�தம் - I

இசணயச் வையல்பாடு 8 (b)
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வகை நுணைணிதம்
எலகலைைள் மற்றும் ததொடர்ச்சித் தனகம

DIFFERENTIAL CALCULUS LIMITS AND CONTINUITY
9அத்தியொயம்

“மனிதர்கள் மறையலாம், 
அவர்களின் செயல்கள் மறைவதிலறல”

- அ்கஸ்டின் – லூயிஸ் க்காசி

9.1 அறிமுைம் (Introduction)
 நுண்கணிதம் என்்பது மாறைத்தின் வீதங்கள் 
சதாடர்பானது. அறிவியலின் அறனத்துப் பிரிவு்களிலும் 
மாறுதலின் வீதங்கள் உள்்ளன. ்கணிதவியலில் அறிஞர்கள் 
ஒரு வற்ளவறையின் மீது அறமயும் கேர்க்காட்டில 
ஏற்படும் மாறுவீதத்றத் ்கண்கிடுவதில ஆரவமா்க 
இரு்கின்ைனர. அகத ெமயம் இயற்பியல்  அறிஞர்கள் ஒரு 
ே்கரும் ச்பாருளின் இடப்ச்பயரச்சியின் மாறுவீதம், மறறும் 
அதன் திறெகவ்கம் ஆகியவறறை் ்கண்கிடுவதில ஆரவம் 
்காட்டுகின்ைனர. வேதியியலாளர்கள் ஒன்று அலலது அதறகு 
கமற்பட்ட மூல்கங்கள் கெரந்து கவதி விறனயினால ஒன்று 
அலலது அதறகு கமற்பட்ட ச்பாருட்்கற்ள் ச்காடு்கும் கவதி 
விறனயின் வீதத்றத் ்கண்கிட விரும்புகின்ைனர.
 ஓர உயிரியலாளர, விலஙகு்கள் அலலது தாவைங்களின் சமாத்த எண்ணி்ற்கயில குறிப்பிட்ட 
சில விலஙகு்கள் அலலது தாவைங்களில ஏற்படும் மாறைங்கற்ள ஆய்வு செய்ய விரும்புகின்ைார. 
கமலும் இைத்த ோ்ளங்கள் அலலது தமனி்களில உள்்ள இைத்த ஓட்டத்தின் வீதத்றத் ்கண்கிடவும், 
இைத்த ஓட்டம் எந்த இைத்த ோ்ளங்கள்/தமனி்களில குறைவா்க/அதி்கமா்க உள்்ளது என்்பறத் 
்காணவும் விறைகின்ைார.
 ப�ாருளியலாளர்கள், இறுதிநிறலத் கதறவ, இறுதிநிறல வருவாய் மறறும் இறுதிநிறல 
இலா்பம் ஆகியவறறை, கதறவ, வருவாய் இலா்பச் ொரபு்களின் மாறுவீதம் மூலம் ்காண்கின்ைனர.
 புவியியலாளர்கள், உருகிய ்பாறை் குைம்பு்கள் சுறறியுள்்ள ்பாறை்களுடன் சவப்்பத்றத் ்கடத்தி 
குளிரவதற்கான வீதத்றத் ்கண்கிடுவதில ஆரவம் ்காட்டுகின்ைனர. ஒரு ப�ாறியாளர, கமலநிறலத் 
சதாட்டி்குத் தண்ணீர ஏறறும் வீதம் மறறும் சதாட்டியிலிருந்து தண்ணீர சவளிகயறும் வீதத்றத் 
்கண்கிட விரும்புகின்ைார. ே்கரப்புைப் புவியியலாளர, ஒரு ே்கைம் விரிவு்படுத்தப்்படும்க்பாது ஏற்படும் 
ம்்கள்சதாற்க அடரத்தி வீதத்திறன் ்கண்கிட விரும்புகின்ைார.
 ோனிலலயாளர்கள் உயைத்திறகுத் தகுந்தாறக்பால வளிமண்டல அழுத்தத்தில ஏற்படும் 
மாறுதலின் மாறுவீதத்றத் ்கண்கிடுவதில ஆரவம் ்காட்டுகின்ைனர.
 உளவியலில் ்கறைல க்காட்்பாட்டில ஆரவமுள்்ளவர்கள், 

்கறைல வற்ளவறைறயப் ்பறறிப் 
்படி்கின்ைனர. இது ஒருவரின் 
்பயிறசி் ்காலத்றதப் ச்பாறுத்த 
்கறைல திைன் செயல்பாட்டின் 
வற்ளவறையாகும். ்காலத்றதப் 
ச்பாறுத்துத் திைன் கமம்்பாட்டின் 
வீதத்தின் அடிப்்பறடயில 
ஆரவத்றத் ்காணலாம்.
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94XI - கணிதவியல்

 ோம் ஓர இருட்டு அறையில நுறையும்க்பாது சுறறியுள்்ள ச்பாருட்்கற்ள் ்காண அதி்க ஒளி உள் 
செலல ஏதுவா்க ேமது ்கண்்பாறவ விரிவறடந்து ச்பாருட்்கற்ளத் சதளிவா்க் ்காண உதவுகிைது. அதறகு 
கேரமாைா்க ோம் அதி்க சவளிச்ெமுள்்ள ஓர அறையில நுறையும்க்பாது அதி்க சவளிச்ெத்தினால 
(ஒளியினால) ேமது ்பாரறவத் திைன் ்பாதி்்காத வற்கயில ேமது ்கண்்பாறவ சுருஙகி உள்க்ள 
செலலும் ஒளியின் அ்ளறவ் குறை்கின்ைது. ஆைாய்ச்சியா்ளர்கள், இது க்பான்ை செயல்பாடு்களின் 
வழிமுறைறய் ்கணித எலறல்கள் மூலம் ்காண்கின்ைனர.

 இயறபியலில திறெகவ்கம், அடரத்தி, மின்கனாட்டம், மின்னாறைல மறறும் சவப்்பநிறலயின் 
மாறுநிறல; கவதியியலில எதிரவிறனயின் வீதம் மறறும் ஒருஙகுத் தன்றம; உயிரியியலில வ்ளரச்சி 
வீதம் மறறும் இைத்த ஓட்டத்தின் கவ்கம்; ச்பாருளியியலில இறுதிநிறலச் செலவு மறறும் இறுதிநிறல 
இலா்பம்; புவியியலில சவப்்ப ஓட்டத்தின் வீதம்; உ்ளவியலில செயலதிைன் ஆகியறவ வற்க்ச்கழு 
என்ை ஒகை ஒரு ்கணித் (க்காட்்பாட்டின்) ்கருத்தா்்கத்தின் அடிப்்பறடயில அறமகிைது.

 கமறகூறியறவ ்கணிதத்தின் திைன் அதன் உள்நுட்்பமான தன்றமயின் அடிப்்பறடயில 
உள்்ளதற்கான எடுத்து்்காட்டு்க்ளாகும். ஒகை ஒரு நுட்்பமான் ்கணித் ்கருத்தா்்கம் 
(வற்க்ச்கழு) அறிவியலின் ்பலகவறு பிரிவு்களில ்பலவிதமான வி்ள்்கங்கற்ளத்  தருகின்ைது. 
ோம் ்கணித் ்கருத்துரு்்கற்ள உருவா்கும்க்பாது அவறறின் முடிவு்கள் அறிவியலின் ்பலகவறு 
பிரிவு்களில ்பயன்்படுத்தப்்படுகின்ைன. அறிவியலின் ஒவசவாரு பிரிவிலும் உருவாகும் தனிப்்பட்ட 
்கருத்துரு்்கற்ள் ்காட்டிலும் இது ஆறைலுறடயது.

 ்பைங்காலத்தின் மி்கச் சிைந்த ்பறடப்பு்களில ஒன்று யூ்ளிடின் வடிவியல ஆகும். இந்த 
மு்கியமான ்பறடப்பு்கு இறணயா்க எந்த் ்கண்டுபிடிப்பும் இைண்டாயிைம் ஆண்டு்க்ளா்க 
நுண்்கணிதம் ்கண்டுபிடி்கும்வறை நி்கைவிலறல.

 நுண்்கணிதமானது இஙகிலாந்தில சர ஐசக் நியூட்டன் (1642-1727) மறறும் செரமனியில 
்காடஃபிலைட வில்பஹெல்ம் லிபினிடஸ் (1646-1716) என்்பவர்க்ளால 17-ஆம் நூறைாண்டின் இறுதியில 
உருவா்்கப்்பட்டது.

 நியூட்டனின் ்கணித ஆரவத்திறகு் ்காைணம், அவருறடய ்காலத்தில அவரு்கு் கிறடத்த 
மி்கச் சிைந்த Euclid’s Elements மறறும் Descartio La Geometric ஆகிய இரு புத்த்கங்க்ளாகும். அவர, 
அவரு்கு முன்னர வாழந்த ்கலிலிவயா மறறும் ப�ர்ாட க்பான்ை ஆைாய்ச்சியா்ளர்கள் ்பறறியும் 
அவர்களின் ்கண்டுபிடிப்பு்கள் ்பறறியும் அறிந்திருந்தார.

 1664-ன் முடிவில நியூட்டன் அவருறடய ்காலத்தில ்கணித அறிறவ முழுறமயா்கப் ச்பறறு 
அதன்பின் கமலும் வ்ளரத்து் ச்காண்டார. 1665-ல சதாடரந்து மாை்கூடிய தூைங்கள், சவப்்பநிறல்கள் 
க்பான்ைவறறின் மாறுகின்ை வீதம் ்பறறி அவருறடய ஆைாய்ச்சிறய ஆைம்பித்தார. இந்த ஆைாய்ச்சியின் 
விற்ளவுதான் இன்று ோம் ்காணும் வற்கநுண்்கணிதம் ஆகும். இன்று ்கணிதவியல ்படிப்்பவர்கள் 
அறனவரும் ஐெ் நியூட்டனின் ்கண்டுபிடிப்பு்களில ்பயணி்கின்ைனர.

 லிபினிட்ஸின்  ்கணித ஆைாய்ச்சி் ்கட்டுறை்கள் அவர 1682-ல ஆைம்பித்த ‘Acta Eruditorum’ 
என்ை ெஞ்சிற்கயில பிைசுைமானது. இந்த ெஞ்சிற்கயில அவருறடய நுண்்கணிதம் ்பறறிய ்கட்டுறை்கள் 
இடம்ச்பறைன. இதுகவ யார முதலில நுண்்கணிதம் ்கண்டுபிடித்தது என நியூட்டனுடன் ஏற்பட்ட 
முைண்்பாட்டிறகு் ்காைணமா்க இருந்தது. நுண்்கணிதத்தின் மு்கிய 
முடிவு்கற்ளயும், தறக்பாது ்பயன்்படுத்தும் வற்க்ச்கழு குறியீட்றடயும் 
முதன்முதலா்கப் ்பயன்்படுத்தியவர லிபினிட்ஸ் ஆவார.

 ்பாரிசில 1789-ம் ஆண்டு பிைந்து 19-ஆம் நூறைாண்டின் முதல 
அறைப்்பகுதியின் முதன்றமயான ்கணிதகமறதயா்க அறியப்்பட்டவர 
அ்கஸ்டின் – லூயிஸ் வ்காஷி (1789-1857) ஆவார. க்காஷி நுண்்கணிதத்திறகுப் 
்பல ்பங்களிப்பு்கள் செய்திரு்கின்ைார. 1829இல இவருறடய ‘Lecons  
Le calcul differential’ என்ை புத்த்கத்தில முதன்முதலா்க எலறல்கள் 
்பறறிய சதளிவான வறையறைறயத் தந்துள்்ளார. கமலும் வற்க்ச்கழுறவ 
வித்தியாெங்களின் விகிதத்தின் எலறலயா்க, அதாவது,
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 எனத் தந்துள்்ளார.

வ்காஷி
(1789 - 1857)
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95 எல்லைகள் மற்றும் த�ொடர்ச்சித் �ன்ம

 எலறல்களின் துலலியமான ( )∈− δ வறையறை, சதாடரச்சி மறறும் வற்க்ச்கழு ்பறறிய 
துலலியமான ்கருத்துரு்்கற்ள் ்காரல் போயரஸ்டைாஸ் (1815-1897) என்ை செரமன் ்கணிதகமறத 
தந்துள்்ளார.
நுணைணிதம் என்ொல என்ன?

 அ்ளவு்களின் அலலது ்கணியங்களின் மாறுவீத ்கணிதம் நுண்்கணிதம் ஆகும். கமலும் அன்ைாட 
வாழவில ஆைாய்ச்சியா்ளர்கள், ச்பாறியா்ளர்கள், ச்பாருளியல வலலுனர்கள் ்பயன்்படுத்தும் 
சதாடுக்காடு்கள், ொய்வு்கள், ்பைப்பு, ்கன அ்ளவு, விலலின் நீ்ளம், ேடு்க்காட்டுச் ெந்தி, விற்ளவுத் 
தன்றம க்பான்ை ்கருத்து்களின் ்கணிதமா்கவும் நுண்்கணிதம் உள்்ளது.

 நுண்்கணிதத்திறகு முந்றதய புகுமு்க நுண்்கணிதத்தில, திறெகவ்கம் முடு்்கம், சதாடுக்காடு்கள், 
ொய்வு்கள் க்பான்ைறவ்கள் வறையறு்்கப்்பட்டிருப்பினும் நுண்்கணிதத்திறகு முந்றதய புகுமு்க 
நுண்்கணிதத்திறகும் அடிப்்பறடயில சில கவறு்பாடு்கள் உள்்ளன. நுண்்கணிதத்திறகு முந்றதய புகுமு்க 
நுண்்கணிதம் ே்கைாத தன்றமறய உறைப்்பதா்கவும் நுண்்கணிதம் ே்கரும் தன்றமறய உறைப்்பதா்கவும் 
உள்்ளன  என்்பதறன் ்கவனத்தில ச்காள்்ள கவண்டும்.
• மாைாத திறெகவ்கத்தில ்பயணி்கும் ஒரு ச்பாருளிறனப் ்பகுப்்பாய்வு செய்ய புகுமு்க   நுண்்கணிதம் 

க்பாதுமானது.  ஆனால முடு்கிவிடப்்பட்ட ஒரு ச்பாருளின் திறெகவ்கத்றதப் ்பகுப்்பாய்வு செய்ய 
நுண்்கணிதம் கதறவப்்படுகின்ைது.

• ஒரு கேர்க்காட்டின் ொய்றவப் ்பகுப்்பாய்வு செய்ய புகுமு்க நுண்்கணிதம் க்பாதுமானது.    ஆனால 
ஒரு வற்ளவறையின் ொய்விறனப் ்பகுப்்பாய்வு செய்ய நுண்்கணிதம் கதறவப்்படுகின்ைது.

• ஒரு வட்டத்தின் சதாடுக்காட்றடப் ்பகுப்்பாய்வு செய்யப் புகுமு்க நுண்்கணிதம் க்பாதுமானது. 
ஆனால ஏகதனுசமாரு வற்ளவறையின் சதாடுக்காட்றடப் ்பகுப்்பாய்வு செய்ய நுண்்கணிதம் 
கதறவப்்படுகின்ைது. 

• ஒரு செவவ்கத்தின் ்பைப்ற்பப் ்பகுப்்பாய்வு செய்யப் புகுமு்க நுண்்கணிதம் க்பாதுமானது. ஒரு 
வற்ளவறை ஏற்படுத்தும் ்பைப்ற்ப் ்காண நுண்்கணிதம் கதறவப்்படுகின்ைது.
 கமற்கண்ட ஒவசவாரு சூைலிலும் உள்்ள ச்பாதுவான உத்தி எலறலச் செயலமுறை மூலம் 

புகுமு்க நுண்்கணிதத்திறன நுண்்கணிதமா்க மறுசீைறம்கும் செயலாகும். நுண்்கணிதம் என்ைால 
என்ன? என்ை க்கள்வி்கு விறடயளி்கும் விதமா்க நுண்்கணிதத்றத மூன்று நிறல்கள் உறடய 
“எலறல இயந்திைம்” எனலாம். இதில முதல நிறலயானது கேர்க்காட்டின் ொய்வு, செவவ்கத்தின் 
்பைப்பு ்காணுதல க்பான்ை புகுமு்க நுண்்கணிதம் ஆகும்.  இைண்டாம் நிறல எலறலச் செயல்பாடு 
ஆகும். மூன்ைாம் நிறல புதிய ்பரிமாணமான வற்கயிடுதல மறறும் சதாற்கயிடுதல ஆகும்.

புகுமுை 
நுணைணிதம் ⇒ எலகலைச் 

தெயல்ொடு ⇒ நுணைணிதம்

 நுண்்கணிதத்றத ஒரு செயலமுறையா்க அலலாமல புதிய சூத்திைங்களின் சதாகுப்்பா்க 
்படி்்க முயறசிப்்பவர்கள், புரிதல, தன்னம்பி்ற்க மறறும் திருப்திறய இைப்்பார்கள் என 
எச்ெரி்்கப்்படுகின்ைனர.  

்கற்்றலின் வ�ாக்்கங்கள்

இப்்பாடப்்பகுதி நிறைவுறும்க்பாது மாணவர்கள் அறிந்திரு்்க கவண்டியறவ்க்ளா்க
∙ வடிவியல செயலமுறையா்க எலறல/சதாடரச்சி் ்கருத்துரு்்கற்ள் ்காணல
∙ எலறல/சதாடரச்சி் ்கருத்துரு்கற்ள அன்ைாட வாழ்ற்க செயல்கக்ளாடு சதாடரபு்படுத்துதல
∙ எலறல/சதாடரச்சிறய நுண்்கணிதத்தின் இதயம் மறறும் உயிரத் துடிப்்பா்க உணரவது
∙ விஞ்்ான உல்கத்தில ேறடச்பறும் ஒவசவாரு மாறைத்திறன அ்ளவிடுதலு்கும் மறறும் 

்கணிதமயமா்்கலு்கும் எலறல/சதாடரச்சியிறன ஒரு ்கருவியா்கப் ்பயன்்படுத்துதல
∙ எலறல/சதாடரச்சி் ்கருத்துருறவ வாழ்ற்கச் சூைல மூலம் திடப்்படுத்துதல
ஆகியறவ எதிர்பார்்கப்்படுகின்ைன.
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96XI - கணிதவியல்

9.2 எலகலைைள்  (Limits)
9.2.1 எலகலைைகைக் ைொணுதல (The calculation of limits)
 ேவீன் ்கணிதத்திலும், நுண்்கணிதத்திலும் மு்கிய ்பங்காறறும் எலறல ்பறறிய ்கருத்து்கற்ள 
இந்த அத்தியாயத்தில விரிவா்க ்காண்க்பாம். ்கணிதவியல 3000 ஆண்டு்களு்கு முற்பட்டது 
என்ைாலும், 19-ம் நூறைாண்டில பிசைஞ்சு் ்கணித கமறத அ்கஸ்டின் –லூயிஸ் க்காஷி மறறும் ்காரல 
சவாயரஸ்ட்ைாஸ் ஆகிகயார குறிப்பிடும்வறை எலறல ்பறறி அறிந்திரு்்கவிலறல. இப்்பகுதியில 
எலறலயின் வறையறை மறறும் அவறறை எவவாறு ்காண்்பது என்்பறதப் ்பறறியும் ்பாரப்க்பாம்.
விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.1
 f : ®   என்ை ொரபு y f x x= = +( ) 2 3  என வறையறுப்்பதா்க எடுத்து் ச்காள்கவாம்.

 x = 2 என்ை புள்ளியில இந்தச் ொரபின் தன்றம ்பறறி ஆைாய்கவாம். இருவிதமான x-ன் 
மதிப்பு்கற்ளப் ்பயன்்படுத்துகவாம் : ஒன்று 2-ன் இடப்்ப்்கமிருந்து (2-்கு குறைவானது)  
2-ஐ கோ்கி  சேருஙகும் மதிப்பு்கள் ;  மறசைான்று 2-ன் வலப்்ப்்கமிருந்து 2-ஐ கோ்கி 
சேருஙகும் மதிப்பு்கள் (2்கு அதி்கமான).

x 1.7 1.9 1.95 1.99 1.999 1.9999 2 2.0001 2.001 2.01 2.05 2.1 2.3
f(x) 5.89 6.61 6.8025 6.9601 6.99601 6.99960001 7 7.0040001 7.004001 7.0401 7.2025 7.41 8.29

 அட்டவறணயிலிருந்து x-ன் மதிப்பு 2-ஐ கோ்கி சேருஙகும்க்பாது  f(x) = x2 + 3-ன் மதிப்பு 
7-ஐ சேருஙகுவறத் ்காணலாம். இதில விய்்கத்த்்கது ஒன்றுமிலறல, ஏசனனில  x = 2-ல f(x)-ன் 
மதிப்ற்ப ்கண்கிடும்க்பாது  f(2) = 22 + 3 = 7 என்கிறடப்்பறத் ்காணலாம்.
 இந்த எலறல மதிப்ற்ப யூகிப்்பதறகு x = 2-ல  f(x)-ன் மதிப்ற்ப் ்கண்கிட கவண்டிய அவசியமிலறல.
 x-ன் மதிப்பு  2-்கு இடமிருந்தும்  (2-ஐ விட குறைவான மதிப்பு்கள்) வலமிருந்தும் (2-ஐ விட 
அதி்க மதிப்பு்கள்) 2-ஐ சேருஙகும்க்பாது  f(x)-ன் மதிப்பு  7-ஐ சேருஙகுகிைது. அதாவது  x-ன் மதிப்பு  
2-்கு மி்க சேரு்்கமா்க அறமயும்க்பாது  f(x)-ன் மதிப்பு  7-்கு மி்க அருகில அறமகிைது. இந்தச் 
சூைறல சுரு்்கமா்க பின்வருமாறு கூைலாம்.
 x-ன் மதிப்பு  2-ஐ இடப்்ப்்கமா்க சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் இடது எலறல 7-ஆ்கவும், அகதக்பால 
x-ன் மதிப்பு 2-ஐ வலப்்ப்்கமா்க சேருஙகும்க்பாது  f(x)-ன் வலது எலறல 7-ஆ்கவும் உள்்ளது என்று 
ச்பாருள். இதறனப் பின்வருமாறு எழுதலாம் :
 x ® 2- எனில, f(x) ® 7  மறறும்   x ® 2+ எனில  f(x) ® 7  

அலலது 

 அதாவது, lim
x→ −2

 f(x) = 7 மறறும் lim
x→ +2

 f(x) = 7. 

 அதாவது lim
x→ −2

f(x) = 7 = lim
x → +2

 f(x). 

 இதன் ச்பாதுவான மதிப்பிறன lim
x ®2

 f(x) = 7 என 

எழுதலாம்.
 இதிலிருந்து எலறல மதிப்பு ஒரு அறுதியிட்ட 
சமய்சயண் என அறியலாம்.  இஙகு அறுதியிட்ட என்்பது 
lim
x → −2

 f(x) மறறும் lim
x → +2

 f(x) ஆகியறவ சவவகவைானறவ 

அலல என்்பறதயும், lim
x ®2

 f(x) = lim
x → −2

 f(x) = lim
x → +2

 f(x)  

என்்பது தனித்த ஒரு சமய்சயண் என்்பறதயும் குறி்கும்.
 x ® 2 எனும்க்பாது  f(x) = x2 + 3-ன் தன்றமறய, ்படம்  9.1 வடிவியல முறையில வி்ள்குகிைது.

வலப்்ப்்கமிருந்து 2-ஐ சேருஙகும்  xஇடப்்ப்்கமிருந்து 2-ஐ சேருஙகும்  x

்படம் 9.1
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x
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97 எல்லைகள் மற்றும் த�ொடர்ச்சித் �ன்ம

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.2

 அடுத்ததா்க f(x) = 
16

4

2−
+

x
x

என்ை விகிதமுறு ொரற்ப எடுத்து்ச்காள்கவாம். 

 இந்தச் ொரபின் மதிப்்ப்கம்  \ {- 4} ஆகும். f(- 4) வறையறு்்கப்்படவிலறல. எனினும்,  x--ன் 

மதிப்பு - 4ஐ சேருஙகும்க்பாது உள்்ள f(x)-ன் மதிப்ற்ப் ்கண்கிட இயலும், ஏசனனில,  lim
x

x
x→−

−
+









4

216
4    

என்ை குறியீட்டின்்படி ோம் x-்கு - 4 அருகில உள்்ள மதிப்பு்கற்ள மட்டுகம ்கருத்தில ச்காள்கிகைாம். 
x = - 4  அலல என்்பறத இது குறி்கின்ைது. பின்வரும் அட்டவறண x-ன் மதிப்பு - 4ஐ சேருஙகும்க்பாது 
உள்்ள f(x)-ன் மதிப்பு்கற்ளத் தருகிைது,

(x < - 4)
( )x →− −4

f(x) (x > - 4)
( )x →− +4 f(x)

- 4.1 8.1 - 3.9 7.9

- 4.01 8.01 - 3.99 7.99

- 4.001 8.001 - 3.999 7.999

 x ¹ - 4 எனில,  f(x)-ஐ நீ்்கல முறையில சுரு்்கலாம்  :

 f(x) = 
16

4

2−
+

x
x  =  

( )( )
( )

4 4
4

+ −
+

x x
x = 4 - x.

 ்படம் 9.2லிருந்து,  f(x)-ன் வறை்படமானது x = - 4  என்ை புள்ளிறயத் தவிை மறை 
இடங்களில y x= −4  என்ை க்காட்டின் வறை்படம் அறமந்துள்்ளறத் ்காணலாம். x = −4
என்ை புள்ளி சிறு துவாைமா்கத் (puncture) சதாடரச்சியறறு் ்காட்டப்்பட்டுள்்ளது.  x-ன் மதிப்பு   
-4-ஐ சேருங்க, சேருங்க y-ன் மதிப்பு 8-ஐ சேருஙகி, சேருஙகி செலவறத் ்காணலாம். இறவ ்படத்தில 
x-அச்சின் மீதுள்்ள அம்பு்குறி்கற்ளயும், y-அச்சின் மீதுள்்ள அம்பு்குறி்கற்ளயும் குறி்கின்ைன.

 இஙகு, 

 lim
x →− −4

 f(x) = 8 = lim
x →− +4

 f(x), எனகவ

 lim
x →−4

f(x) = lim
x →−4

 16
4

2−
+

x
x

= 8.

y

o

o 8

-4

y = 4 - x

x

்படம் 9.2
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 வி்ள்்க எடுத்து்்காட்டு 9.2-ல x = −4 இல  f(x) வறையறு்்கப்்படவிலறல எனினும்   

x-ன் மதிப்பு  - 4ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் மதிப்பு ஒரு எலறலறய சேருஙகுவறத் ்காணலாம்.  

x = −4 -ல ொரபு  f(x)-ன் மதிப்பு இருந்தாலும், இலலாமல இருந்தாலும் அது  x-ன் மதிப்பு -4 -ஐ 

சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் எலறல மதிப்பு இருத்தறலப் ்பாதி்்கவிலறல என்்பறத உணைலாம்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.3
 தறக்பாது ோம் வி்ள்்க 
எடுத்து்்காட்டு்கள் 9.1 மறறும் 9.2-லிருந்து 
கவறு்பட்ட ஒரு ொரற்ப எடுத்து் ச்காள்கவாம்.

 f(x) = 
| |x

x
என்்க.

 x = 0 என்ை மதிப்பு f(x) என்ை ொரபின் 
ொர்ப்கமான   \ {0}-ல இலறல. வறை்படத்றத் 
்கவனி்்கவும். வறை்படத்தில இருந்து x-ன் 
மிற்க மதிப்பு்களு்கு,  

| |x

x
 = 

x

x
 = + 1 எனவும்  x-ன் 

குறைமதிப்பு்களு்கு, 
| |x

x
 = 

−
= −

x

x
1  

எனவும் உள்்ளறத் ்காணலாம்.

 x-ன் மதிப்பு பூஜ்ஜியத்திறகு எவவ்ளவு மி்க அருகில இருந்தாலும்  (பூஜ்ஜியத்தின் அண்றமயில),   
  x-ன் மிற்க மறறும் குறை மதிப்பு்களு்கு முறைகய f(x) = 1 மறறும் f(x) = - 1 எனுமாறு  இரு்கும் 
என அறியலாம்.

 அதாவது,  lim
x → −0

 f(x) = - 1  மறறும் lim
x → +0

 f(x) = +1.

 இதிலிருந்து x = 0-ல  எலறல மதிப்பு இலறல என அறியலாம். ஆனால, x-ன் மறை மதிப்பு்களு்கு 
எலறல மதிப்பு்கள் உண்டு.

   எடுத்து்்காட்டா்க, lim
x → −2

 
| |x

x
 = 1  மறறும் lim

x → +2

| |x

x
 = 1.  

   இதுக்பால,  lim
x →− −3

 
| |x

x
 = lim

x →− −3
 
-x

x
= - 1

   lim
x →− +3

 
| |x

x
 = lim

x →− +3
 
-x

x
 = - 1. 

 அதாவது x0 ¹ 0 என உள்்ள எலலா சமய்சயண்்களு்கும், 

    x0 < 0 எனில,  lim | | lim | |
x x x x

x
x

x
x→ →− +

= − =
0 0

1  மறறும்

   x0 > 0 எனில  lim | | lim | |
x x x x

x
x

x
x→ →− +

= =
0 0

1   

்படம் 9.3

x

y

( ) 1f x =

( ) 1f x = −
| |

( )
xf x
x

=

1

1−
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 இப்க்பாது 9.1 முதல 9.3 வறையிலான வி்ள்்க எடுத்து்்காட்டு்களின் கவறு்பாடு்கற்ள் 
்காண்க்பாம். வி்ள்்க எடுத்து்்காட்டு 9.1-ல f(x) = x2 + 3 என்ை ொரபு x = 2-ல வறையறு்்கப்்பட்டுள்்ளது. 
அதாவது 2 என்ை எண்   = (- ¥, ¥) என்ை ொர்ப்கத்தில உள்்ளது. வி்ள்்க எடுத்து்்காட்டு 9.2-ல 

x = −4 என்ை புள்ளியில ொரபு வறையறு்்கப்்படவிலறல. முதலில கூைப்்பட்ட எடுத்து்்காட்டில x-ன் 

மதிப்பு 2-ஐ சேருங்க சேருங்க lim
x ®2

 f(x) கிறட்்க் கூடியதா்க அதாவது lim
x → −2

f(x) மறறும் lim
x → +2

f(x) 

கிறட்்கப்ச்பறறு அறவ ெமமா்கவும் ஒரு தனித்த சமய்சயண்ணா்கவும் உள்்ளன.

 இைண்டாவது எடுத்து்்காட்டில x = −4 -ல ொரபு வறையறு்்கப்்படாவிடினும் x-ன் மதிப்பு 

 - 4-ஐ சேருங்க சேருங்க  lim
x →−4

 f(x) கிறட்கிைது.

 வி்ள்்க எடுத்து்்காட்டு 9.3-ல lim
| |

x

x

x®0
 -ன் மதிப்பு கிறட்்கப்ச்பைவிலறல என்்பதன் ச்பாருள்,  

x-ன் மதிப்பு பூஜ்ஜியத்திறகு மி்க அருகில உள்்ளக்பாது ஒரு ்ப்்க எலறல்க்ளான lim
x → −0

 
| |x

x
 மறறும் 

lim
x → +0

| |x

x
-ன் மதிப்பு்கள் சவவவாைா்க உள்்ளன என்்பதாகும்.

 கமற்கண்ட உறறு கோ்்கல்களிலிருந்து எலறல்்கான வறையறைறய உய்த்தறியும் முறையில 
ச்பைலாம்.

வகையக் 9.1
 I என்்பது x0 Î   என்ை புள்ளிறய உள்்ளட்கிய ஒரு திைந்த இறடசவளி என்்க. ொரபு 

f I: .®  என வறையறு்்கப்்பட்டுள்்ளது. x-ன் மதிப்பு x0-ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் எலறல 

மதிப்பு L (அதாவது குறியீட்டில lim ( )
x x

f x L
→

=
0

) என் கூை கவண்டுமானால,  x x¹ 0  ஆ்க அறமந்து 

x-ஆனது கதறவயான அ்ளவு்கு  x0-ஐ இருபுைமுமா்க சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் மதிப்்பானது 
கதறவயான அ்ளவு்கு  L-்கு மி்க அருகில அறமய கவண்டும்.

 கமறகூறிய விவைங்கற்ள பின்வரும் வறை்படங்கள் (9.4 மறறும் 9.5) மூலம் ்காணலாம்.

 ்படம் 9.4 ்படம் 9.5

9.2.2 ஒருபு் எலகலைைள் (One sided limits)
வகையக் 9.2
 x-ன் மதிப்பு கதறவயான அ்ளவு  x0-்கு அருகிலும் x0-ஐ விட் குறைவா்கவும் 
இரு்கும்க்பாது f(x)-ன் மதிப்பு  l1்கு மி்க அருகில இரு்கும் எனில, x-ன் மதிப்பு x0-ஐ  
சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் இ்டப�க்்க எல்லல (x இடப்்ப்்கமிருந்து x0-ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் 
எலறல) என்கூைலாம்.

 குறியீட்டில f x f x l
x x

( ) lim ( )0 1
0

−

→
= =

−
என எழுதலாம்.

x0 x

y

x0 x

y

lim ( )
x x

f x
→ 0

fpilf;fpwJ lim ( )
x x

f x
→ 0

fpilf;fpwJ

x
x0O

y
y

x
x0O

lim ( )
x x

f x
→ 0

,y;iy lim ( )
x x

f x
→ 0

,y;iy
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 இகதக்பான்று

வகையக் 9.3
 x-ன் மதிப்பு கதறவயான அ்ளவு  x0-்கு அருகிலும் x0-ஐ விட அதி்கமா்கவும் இரு்கும்க்பாது 
f(x)-ன் மதிப்பு  l2-்கு மி்க அருகில இரு்கும் எனில, x-ன் மதிப்பு x0-ஐ  சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் 
ேலப�க்்க எல்லல (x வலப்்ப்்கமிருந்து x0-ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் எலறல) என்கூைலாம்.

 குறியீட்டில f x f x l
x x

( ) lim ( )0 2
0

+

→
= =

+
 என எழுதலாம்.

 கமலும்  x < x0  மறறும் x > x0 என்்பறவ முறைகய “ x x→ −
0 ”  மறறும் “ x x→ +

0 ” 
என்குறி்்கப்்படுகிைது.

 இந்த வறையறை்கள் 9.6 முதல 9.9 வறையிலான ்படங்கள் மூலம் வி்ள்்கப்்பட்டுள்்ளன.

 ்படம் 9.6 ்படம் 9.7

 ்படம் 9.8 ்படம் 9.9

 (x0 - ஐ இடப்்ப்்கம், வலப்்ப்்கம் (x0-்கு இடப்்ப்்கம் ொரபு
  இருந்து சேருஙகும்க்பாது வறையறு்்கப்்படவிலறல)
 சவவகவைான மதிப்பு்கள்
 கிறட்கின்ைன)
 கமற்கண்ட விவாதங்களிலிருந்து lim ( )

x x
f x L

→
=

0

 என கிறட்்க கவண்டுமானால  பின்வரும் 
முடிவு்கள் கிறட்்க கவண்டும்.

 (i)  lim ( )
x x

f x
→ +

0

 (ii)  lim ( )
x x

f x
→ −

0

 (iii) lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x L
→ →+ −

= =
0 0

x x0

y

x

f(x)
l1

y

x
x0 x

l2
f(x)

0
1 0lim ( ) ( )

x x
f x l f x

−

−

→
= =

0
2 0lim ( ) ( )

x x
f x l f x

+

+

→
= =

x
x0O

y
y

x
x0O

lim ( )
x x

f x
→ 0

,y;iy lim ( )
x x

f x
→ 0

,y;iy
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 x-ன் மதிப்பு  x0-ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் எலறல மறறும் ஒருபுை எலறல்களின் 

வறையறை்களிலிருந்து பின்வருவனவறறை ச்பைலாம்.

 lim ( )
x x

f x L
→

=
0

  Û  lim ( )
x x

f x
→ −

0

 = L = lim ( )
x x

f x
→ +

0

.

 இவவாைா்க, lim ( )
x x

f x
® 0

 கிறட்்கப்ச்பறும் எனில L ஒரு தனித்த சமய்சயண்ணாகும். கமற்கண்ட 

நி்பந்தறன்களில ஏகதனும் ஒன்றை நிறைவு செய்யவிலறல எனில x-ன் மதிப்பு x0-ஐ சேருஙகும்க்பாது  
f(x)-்கு எலறல மதிப்பு இலறல எனலாம்.

 ஒருபுை எலறல்கள், எலறல்கற்ளவிட வலு்குறைந்தறவயாகும் என்்பதறன் ்கவனத்தில 
ச்காள்்ளவும். ஒருபுை எலறல்கற்ள் ்காண கீழ்்காண்்பறவ ்பயனுள்்ளதா்க இரு்கும்.

 h > 0  எனில,

 f x f a h
h

( ) lim ( ),0 0

−

→
= −  f x f a h

h
( ) lim ( )0 0

+

→
= +  

 குறிப்்பா்க f x( )0
- மறறும் f x( )0

+ ஆகியறவ முறைகய இடப்புை மறறும் வலப்புை எலறல்கற்ள் 
குறி்கும்க்பாது f x( )0 என்்பது x x= 0 என்ை புள்ளியில ொரபின் மதிப்்பாகும்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.1

 lim | |
x

x
®0

-ன் மதிப்பு ்காண்்க.

தீர்வு

அத்தியாயம் 1-ல உள்்ள்படி  | x | = 

−
=









x x
x

x x

  ,   
     ,  
     ,   

<

>

0
0 0

0
 x > 0 எனில, | x | = x, இஙகு x-ன் மதிப்பு  

0-ஐ வலப்்ப்்கமா்க சேருஙகும். 

எனகவ lim | |
x

x
→ +

=
0

0 .

x < 0 எனில,  | x | = - x. இஙகு x-ன் மதிப்பு 0-ஐ இடப்்ப்்கமா்க சேருஙகும். எனகவ  lim | |
x

x
→ −

=
0

0  

இவவாைா்க, lim | | lim | |
x x

x x
→ →− +

= =
0 0

0

எனகவ, lim | |
x

x
®0

= 0.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.2

 f(x) = x , x ³ 0  எனில, lim ( )
x

f x
®0

 கிறட்்கப்ச்பறுமா என்்காண்்க.

்படம் 9.10

x

y

0

y x= − y x=

0x >0x <
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( )f x x=

y

x
0

்படம் 9.11

தீர்வு
 எலறல கிறட்்காது.

 x < 0-்கு f(x) = x  வறையறு்்கப்்படவிலறல. எனகவ,  

x → −0 -்கு, x  வறையறு்்கப்்படவிலறல. எனகவ, lim
x

x
→ −0

-ன் 

மதிப்பு கிறட்்கப்ச்பைாது. இருப்பினும்  lim
x

x
→ +

=
0

0 . ஆற்கயால 

lim
x

x
®0

 கிறட்்கப்ச்பைாது.

 lim log
x

x
→ −0

 கிறட்்கப்ச்பறுமா?

 இந்த வினாவின் விறட்கு log x-ன் வறை்படத்றதப் ்பார்்கவும்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.3

 lim
x

x
→ −

 
2

 மறறும் lim
x

x
→ −

 
2

 ஆகியவறறின் மதிப்பு்கற்ள் ்காண்்க.

தீர்வு

 x-ஐ விட மிற்கப்்படாத மீப்ச்பரு முழு எண் மதிப்ற்பப் ச்பறும் ொரபு  f x x( ) =    ஆகும். 

்படம்1.25-ல உள்்ள இந்த ொரபின் வறை்படம் மூலம்  lim
x

x
→ −

  =
2

1  மறறும் lim
x

x
→ +

  =
2

2  என்்பது 

சதளிவாகிைது.

 கமலும், ஏகதனும் ஒரு இயல எண் n-்கு, lim
x n

x n
→ −

  = −1  மறறும் lim
x n

x n
→ +

  = ஆகும்.

 f(x) = lim
x n

x
→
   கிறட்்கப்ச்பறுமா?  இந்த வினாவிற்கான விறட்கு x   என்ை ொரபின்  

்படம் 1.26-ஐ ்பார்்கவும்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.4

 f(x) = 
x x
x x
+
−





1 0
1 0
,
,

>
<

 என்்க.

 x ® 0 எனில, f x( ) -்கு எலறல மதிப்பு உள்்ளதா என 
கொதி்்கவும்.

தீர்வு
 இந்தச் ொரபின் (்படம் .9.12)

 ்படத்திலிருந்து lim ( )
x

f x
→ −

= −
0

1  மறறும்  lim ( )
x

f x
→ +

=
0

1 . 

இம்மதிப்பு்கள் சவவகவைானறவயா்க உள்்ளதால lim ( )
x

f x
®0

 

கிறட்்கப்ச்பைாது.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.5

  f(x) = 
| | ,

,

x
x

x

x

+
+

−

= −







5
5

5

0 5

  ;  

           ;  

≠
 எனில, lim ( )

x
f x

→−5
கிறட்்கப் ச்பறுமா எனச் கொதி்்க.

்படம் 9.12

-3 -2 -1 1 2 3

y

x

(
)

1

f x
x=
−

(
)

1

f x
x=
+

-1

-2

-3

2

3
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தீர்வு

 (i) f ( )- -5  .
  x < - 5 எனில,   |x + 5| = - (x + 5)

  எனகவ, f
x
xx

( ) lim ( )
( )

− =
− +

+
= −−

→− −
5 5

5
1

5
 

 (ii) f ( )− +5 .
  x > - 5 எனில,   |x + 5| =  (x + 5)

  இதனால f
x
xx

( ) lim ( )
( )

− =
+
+

=+

→− +
5 5

5
1

5
 

 f ( )- -5  ¹ f ( )− +5 . எனகவ எலறல மதிப்பு இலறல.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.6 

  lim | |
| |

,
x

x x
x

x
→

− + −
−

≠
1

4 1 1
1

1கிறட்்கப்ச்பறுமா எனச் கொதி்்க.

தீர்வு  

 x > 1 எனில,    |x - 1| = x - 1 மறறும் f ( )1+ = lim ( ) lim ( )
( )x x

x x
x

x
x→ →+ +

− + −
−

=
−
−

=
1 1

4 1 1
1

5 1
1

5

 x < 1 எனில,   |x - 1| = - (x - 1), மறறும் f ( )1-  = lim ( ) ( )
( )

lim ( )
( )x x

x x
x

x
x→ →− −

− − + −
− −

=
−
−

=
1 1

4 1 1
1

3 1
1

3

 அதாவது f ( )1-  ¹ f ( )1+ . எனகவ எலறல மதிப்பு கிறட்்காது.

பயிற்சி 9.1
 1 முதல 6 வறை உள்்ள ்கண்கு்களு்கு் ்கணிப்்பாறனப் ்பயன்்படுத்தி அட்டவறணறயப் பூரத்தி 
செய்து அதன் மூலம் எலறல மதிப்ற்ப் ்கண்கிடு்க.

 (1) 22

2lim
2x

x
x x→

−
− −

 

x 1.9 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1
f(x)

 (2) 22

2lim
4x

x
x→

−
−

  

x 1.9 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1

f(x)

 (3) 
0

3 3lim
x

x
x→

+ −   

x - 0.1 - 0.01 - 0.001 0.001 0.01 0.1

f(x)
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 (4) 
3

1 2lim
3x

x
x→−

− −
+

x - 3.1 - 3.01 - 3.00 - 2.999 - 2.99 - 2.9
f(x)

 (5) 
0

sinlim
x

x
x→

x - 0.1 - 0.01 - 0.001 0.001 0.01 0.1

f(x)

 (6) 
0

cos 1lim
x

x
x→

−

x - 0.1 - 0.01 - 0.001 0.0001 0.01 0.1

f(x)

 7 முதல 15 வறை உள்்ள ்கண்கு்களு்கு வறை்படத்றதப் ்பயன்்படுத்தி எலறல மதிப்பு ்காண்்க 
(உள்்ளது எனில). எலறல மதிப்பு இலறல எனில, ்காைணத்றத வி்ள்கு்க.

 (7) lim( )
x

x
→

−
3

4  (8) lim( )
x

x
→

+
1

2 2 .

 (9) lim ( )
x

f x
®2

. (10) lim ( )
x

f x
®1

.

  இஙகு  f(x) = 
4 2

2
−

=




x x
x

,   
   0,     

≠
 .  இஙகு f(x) = 

x x
x

2 2 1
1 1
+

=





,
,

≠
 .

 ்படம் 9.13 ்படம் 9.14

-2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

y

0

•
x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

y

x

 ்படம் 9.15 ்படம் 9.16

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

y

x
-2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

y

0

x
�
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 (11) lim
x x→ −3

1
3

 (12) lim
| |

x

x

x→

−
−5

5
5

 (13) lim sin
x

x
→1

π  (14) lim sec
x

x
®0

 (15) lim tan
x

x
→
π
2

்படம் 9.21
 16, 17 ்கண்கு்களு்கு f-ன் வறை்படம் வறைந்து x0-ன் எந்த மதிப்பு்களு்கு  lim ( )

x x
f x

® 0

 உள்்ளது 

என்்பறத் ்காண்்க.

 (16) f(x) = 
x x

x x
x

2 2
8 2 2 4
4 4

,
,

,

≤
−

≥









< <  .

 ்படம் 9.17 ்படம் 9.18

-2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-2

-1

1

2

x

y

O

O

3x �

 ்படம் 9.19 ்படம் 9.20

π

x

y

3π/2π/2-π/2
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 (17) f(x) = 
sin ,

cos ,
cos ,

x x
x x

x x

<
− ≤ ≤

>









0
1 0 π

π

 (18) ச்காடு்்கப்்பட்ட மதிப்பு்கற்ள நிறைவு செய்யும் ொரபின் வறை்படம் வறை்க.

  (i) f(0) வறையறு்்கப்்படவிலறல (ii) f(- 2) = 0
    lim ( )

x
f x

→
=

0
4    f(2) = 0

    f(2) = 6  lim ( )
x

f x
→−

=
2

0   

    lim ( )
x

f x
→

=
2

3    lim ( )
x

f x
®2

  என்ை எலறல மதிப்பு இலறல

 (19) lim ( )
x
f x

→
=

8
25  என்ை குறியீட்டு முறையின் ச்பாருற்ளச் சுரு்்கமா்க வி்ள்கு்க.

 (20) f(2) = 4 எனில, x-ன் மதிப்பு  2-ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் எலறல மதிப்ற்பப் ்பறறி ஏகதனும் 
முடிவு செய்ய இயலுமா?

 (21) x-ன் மதிப்பு 2-ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் எலறல மதிப்பு  4 எனில, f(2)-ஐப் ்பறறி ஏகதனும் 
முடிவு செய்ய இயலுமா? விறட்்கான வி்ள்்கம் தரு்க.

 (22) f ( )3-  மறறும் f ( )3+ ்கண்டு,  அவறறின் மூலம் lim
x

x

x→

−
−3

2 9
3

 -்கு மதிப்பு இரு்குமானால 

அந்த மதிப்ற்ப் ்காண்்க. 

 (23) f(x) = 
| | ,

,

x
x

x

x

−
−

=







1
1

1

0 1

;  

           ;  

≠
 எனில  lim ( )

x
f x

®1
 -ன் மதிப்பு உள்்ளதா என்்பறதச் ெரி்பார்்க.

9.2.3 எலகலைைள் மீதொ்ன ததற்்ஙைள் (Theorems on limits)
 முற்பகுதியில எடுத்து் ச்காண்ட முறைொைா விவாதத்தின் கோ்்கம் எலறல மதிப்பு உள்்ளதா, 
இலறலயா என்்பறதப் ்பறறி உள்்ளாரந்து உணரந்து ச்காள்்ளகவ. இருப்பினும், எலலா கேைங்களிலும் 
வறை்படம் அலலது ொரபின் மதிப்பு்்கான அட்டவறண மூலம் எலறல மதிப்பு உள்்ளதா? என்்பது ்பறறி 
முடிவு செய்வது ேறடமுறைச் ொத்தியமிலறல. எனகவ எலறல மதிப்ற்ப் ்காணவும் அலலது எலறல 
மதிப்பு இலறல என நிறுவவும் ஒரு முறை கதறவ. இப்்பகுதியில அது க்பான்ை வழி்கற்ள நிறுவும் 
கதறைங்கற்ள் ்காணலாம். இந்தத் கதறைங்களின் நிரூ்பணம் இப்புத்த்கத்திறகு அப்்பாற்பட்டது.

 வி்ள்்க எடுத்து்்காட்டு 9.1-ல lim( )
x

x
→

+ = + =
2

2 23 2 3 7  என முடிவு செய்கதாம். அதாவது 

x-ன் மதிப்பு  2-ஐ சேருஙகும்க்பாது  f(x) = x2 + 3-ன் எலறல மதிப்பு x = 2-ல f(x)-ன் மதிப்பு்குச் ெமம் 
[அதாவது, f(2)]. இருப்பினும், சில கேைங்களில x0 என்ை புள்ளியில f(x) வறையறு்்கப்்படாமலும் 
இரு்்கலாம் என்்பதால இந்த முறையில எலறல மதிப்ற்ப் ்காண்்பறத எலலா கேைங்களிலும் 
்பயன்்படுத்த முடியாது. இருந்தாலும் f ஒரு �ல்லுறுபபுக் வ்காலே எனில் ்திபபீடு முல்றயில் எல்லல 
்திபல�க் ்கணக்கி்ட முடியும்.

ததற்்ம் 9.1
 P x a a x a x a xn

n( )= + + + +0 1 2
2
  ஒரு ்பலலுறுப்பு் க்காறவ என்்க. இஙகு a a an0 1,   என்்பன 

சமய்சயண்்கள் மறறும் n ஒரு நிறலயான மிற்க முழு எண், எனில

 lim ( ) ( )
x x n

nP x a a x a x a x P x
→

= + + + + =
0

0 1 0 2 0
2

0 0  ஆகும்.
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எடுத்துக்ைொட்டு 9.7

 lim( )
x

x x
→

− +
3

3 2 6 -ன் மதிப்ற்ப் ்கண்கிடு்க.

தீர்வு

   P x x x( ) = − +3 2 6 ஒரு ்பலலுறுப்பு் க்காறவ.

  எனகவ,  lim ( ) ( )
x
P x P

→
= = − × +

3

33 3 2 3 6 = 27.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.8
 ஏகதனும் ஒரு சமய்சயண் x0-்கு lim( )

x x® 0

5 -ன் மதிப்ற்ப் ்கண்கிடு்க.
தீர்வு

  f(x) = 5 ஒரு ்பலலுறுப்பு் க்காறவ  (்படி 0).
 எனகவ, lim( ) ( )

x x
f x

→
= =

0

5 50 .

 ்ாறிலிச் சாரபின் எல்லல ்திபபு அநத ்ாறிலியாகும்.

ததற்்ம் 9.2

 x0 Î என்ை புள்ளிறய உள்்ளட்கிய ஒரு திைந்த இறடசவளி I  என்்க. 

 f, g : I ®   என்்க.

 c ஒரு மாறிலியா்கவும்  lim ( )
x x

f x
® 0

 மறறும் lim ( )
x x

g x
® 0

-ன் மதிப்பு்கள் உள்்ளன எனில,  

lim( ( )), lim[ ( ) ( )]
x x x x

cf x f x g x
→ →

+
0 0

, lim
x x® 0

 [f(x) - g(x)], lim [ ( ) ( )]
x x

f x g x
® 0

 மறறும் lim
( )
( )

, ( )
x x

f x

g x
g x

® 0

¹ 0 

என்்பனவறறின் மதிப்பு்கள் கிறட்கும். கமலும்

 (i) lim ( ) lim ( )
x x x x

cf x c f x
→ →

=
0 0

,

 (ii) lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

± = ±
0 0 0

,

 (iii) lim[ ( ). ( )] lim ( ) . lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

=
0 0 0

 மறறும்

 (iv) lim
( )
( )

lim ( )

lim ( )x x

x x

x x

f x

g x

f x

g x→

→

→

=
0

0

0

,  இஙகு lim ( ) .
x x

g x
→

≠
0

0  

 இந்த முடிவு்கற்ள, எலலா முடிவுறு எண்ணி்ற்கயிலான ொரபு்களு்கும் விரிவு்படுத்தலாம்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.9

 மதிப்பிறன் ்காண்்க : (i)  lim( )
x

x
®8

5     (ii) lim
x

x
→−

−





2

3
2

.
தீர்வு

 (i) lim( ) lim( )
x x

x x
→ →

= = × =
8 8

5 5 5 8 40 .

 (ii) lim lim ( ) ( )
x x

x x
→− →−

−





 = − = −






 − =

2 2

3
2

3
2

3
2

2 3 .
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எடுத்துக்ைொட்டு 9.10

 ்கண்கிடு்க : lim
x

x x
x

x
→

+
+ +









0

2
34 3 .

தீர்வு

   lim
x

x x
x

x
→

+
+ +









0

2
34 3  = lim

x

x x

x→

+









0

2

 + lim( )
x

x
→

+
0

34 3

    = lim( ) lim( )
x x

x x
→ →

+ + +
0 0

31 4 3

    = (0 + 1) + (0 + 3) = 4.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.11
 ்கண்கிடு்க : lim( )

x
x

→−
−

1

2 103 .
தீர்வு

   lim( )
x

x
→−

−
1

2 3  = 1 - 3 = - 2.

   எனகவ,  lim( )
x

x
→−

−
1

2 103  =  lim( ) ( )...( )
x

x x x
→−

− − −
1

2 2 23 3 3 (10 முறை)

    = lim( ) lim ( )... lim ( )
x x x

x x x
→− →− →−

− − −
1

2

1

2

1

23 3 3  (10 முறை)

    = lim( )
x

x
→−

−



1

2
10

3 =  (-2)10 = 210 = 1024.

    lim( )
x

x
→−

−
1

2 103  = lim( )
x

x
→−

−



1

2
10

3 என்்பறத ்கவனி்்கவும்.

ததற்்ம் 9.3

  lim ( )
x x

f x
® 0

கிறட்குமானால lim [ ( )]
x x

nf x
® 0

 -ம் கிறட்்கப்ச்பறறு

  lim[ ( )]
x x

nf x
® 0

 = lim ( )
x x

n

f x
→





0

ஆகும்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.12
 lim ( ) ( )

x
x x x

→−
− + − +

2

3 23 6 15 -ன் மதிப்ற்ப் ்காண்்க.

தீர்வு

    lim ( )
x

x x
→−

− +
2

3 3 6  = (-2)3 - 3(-2) + 6 = - 8 + 6 + 6 = 4

   lim ( )
x

x
→−

− +
2

2 15  = -(- 2)2 + 15 = - 4 + 15 = 11

   lim ( ) ( )
x

x x x
→−

− + − +
2

3 23 6 15  = lim ( ) lim ( )
x x

x x x
→− →−

− + − +
2

3

2

23 6 15  = 4 ´ 11 = 44.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.13

 lim ( )
x

x x
x x→

− +
− +3

2

3

6 5
8 7

-ன் மதிப்ற்ப் ்காண்்க.
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தீர்வு

   lim( )
x

x x
→

− +
3

2 6 5  = 32 - 6 ´ 3 + 5 = -4

   lim( )
x

x x
→

− +
3

3 8 7  = 33 - 8 ´ 3 + 7 = 10 ¹ 0.

   எனகவ,    lim ( )
x

x x
x x→

− +
− +3

2

3

6 5
8 7

 = 
lim( )

lim( )
x

x

x x

x x
→

→

− +

− +
3

2

3

3

6 5

8 7  = 
−

= −
4

10
2
5

.

�க்னவில �ொள்௧

 lim ( )
x x

g x
→

=
0

0  எனில பின்னச்ொரபு்கு எலறலத் கதறைத்திறனப் ்பயன்்படுத்துதல கூடாது.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.14

 ்கண்கிடு்க : lim
x

x

x→

−
−1

1
1

. 

தீர்வு

 இஙகு lim( )
x

x
→

− =
1

1 0 . எனகவ சதாகுதிறய விகிதப்்படுத்து்க.

 lim
x

x

x→

−
−1

1
1

 = lim
x

x

x x→

−( )
−( ) +( )1

1

1 1
 = lim

x x→ +1

1

1
 = 

lim( )

lim
x

x
x

→

→
+( )

=1

1

1

1

1
2

.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.15

 lim
t

t
t→

+ −
0

2

2

9 3
-ன் மதிப்ற்ப் ்காண்்க.

தீர்வு

 இயற்கணித முறையில சதாகுதிறய விகிதப்்படுத்து்க.

  
t

t

2

2

9 3+ −
 = 

t t

t t

t

t t

2 2

2 2

2

2 2

9 3 9 3

9 3

9 9

9 3

+ −( ) + +( )
+ +( )

=
+ −

+ +( )
  lim

t

t
t→

+ −
0

2

2

9 3
 = lim lim .

t t

t
t t t→ →+ +

=
+ +

=
+

=
0

2

2 2 0 29 3
1
9 3

1
9 3

1
6

ததற்்ம் 9.4

 lim
x a

n n
nx a

x a
na

→

−−
−

= 1 .

�ரூ்ணம்

   x a x a x x a x a xa an n n n n n n− = − + + + + +− − − − −( )( )1 2 3 2 2 1
  

  lim
x a

n nx a
x a→

−
−

 = lim ( )( )
( )x a

n n n n nx a x x a x a xa a
x a→

− − − − −− + + + + +
−

1 2 3 2 2 1


 

   = lim( )
x a

n n n n nx x a x a x a a
→

− − − − −+ + + + − +1 2 3 2 2 1
  

   = a a an n n− − −+ + +1 1 1
  (n முறை)

  lim
x a

n nx a
x a→

−
−

 = nan-1

 இது எலலா விகிதமுறு எண் n-்கும் உண்றமயாகும்.
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எடுத்துக்ைொட்டு 9.16

 ்கண்கிடு்க : lim
x

x

x→

−
−1

3 1
1

.

தீர்வு

  lim
x

x

x→

−
−1

3 1
1  = lim

x

x

x→

−
−1

3 31
1

 = 3 1 33 1( ) − =  .

எடுத்துக்ைொட்டு 9.17

 lim
t

t

t→

−
−1

1
1

-ன் மதிப்ற்ப் ்காண்்க.

தீர்வு

  lim
x

t

t→

−
−1

1
1

 = lim
x

t

t→

−
−1

1
2

1
21

1
 = 

1
2

1
1
2

1
2

1
( )

−
= .

எடுத்துக்ைொட்டு 9.18

 lim
( )

x

x

x→

+ −
0

5 52 2
 -ன் மதிப்ற்ப் ்காண்்க.

தீர்வு

 2 + x = y என்்க. இதனால x ® 0 எனில, y ® 2 ஆகும்.

 எனகவ,    lim ( ) lim ( ) .
x y

x
x

y
y→ →

+ −
=

−
−

= =
0

5 5

2

5 5
42 2 2

2
5 2 80

எடுத்துக்ைொட்டு 9.19

 lim
x

n nx

x→

−
−

=
3

3
3

27  எனுமாறு உள்்ள மிற்க முழு எண் n-ஐ ்காண்்க.

தீர்வு

 lim .
x

n n
nx

x
n

→

−−
−

= =
3

13
3

3 27

 அதாவது, n nn.3 3 3 3 3 31 2 3 1− −= × = × ⇒ =  

எடுத்துக்ைொட்டு 9.20

     f(x) = 
ax b x
ax b x
+
− +





          ,  
  ,  

>
<

3
3 4 1 3  மறறும் lim ( )

x
f x

®3
 கிறட்்கப்ச்பறுமானால a மறறும் b-்கு 

இறடகய உள்்ள சதாடரற்ப் ்காண்்க.
தீர்வு

  lim ( )
x

f x
→ −3

= 9a - 4b + 1

  lim ( )
x

f x a b
→ +

= +
3

3 .   எலறல கிறட்்கப் ச்பறுதல என்்பதன் விற்ளவா்க,

  lim ( )
x

f x
→ −

=
3

lim ( )
x

f x
→ +3

.

  ⇒  9a - 4b + 1 = 3a + b
  ⇒ 6a - 5b + 1 = 0.
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பயிற்சி 9.2
பின்வரும் எலறல மதிப்பு்கற்ள் ்காண்்க :

 (1) lim
x

x
x→

−
−2

4 16
2

 (2) lim
x

m

n
x
x→

−
−1

1
1

, m, n முழு எண்்கள்

 (3) lim
x

x
x→

−
−3

2 81
3

 (4) lim ,
h

x h x
h

x
→

+ −
>

0
0   (5)   lim

x

x
x→

+ −
−5

4 3
5

 (6)  lim
x

x
x→

−

−2

1 1
2
2

 (7) lim
x

x x
x→

−
−1

2

1
  (8)   lim

x

x
x→

+ −

+ −0

2

2

1 1
16 4

 (9) lim
x

x
x→

+ −
0

1 1
  (10) lim

x

x x
x→

+ − +
−1

33 27 3
1

 (11) lim
x

x
x→

− +
− −2 3 3

2 2
2 4

 (12)  lim
x

x
x→

+ −
0

21 1
 (13) lim

x

x
x→

− −
0 2

1 1
 (14) lim

x

x
x→

− −
−5

1 2
5

 (15) lim ( )
x a

x b a b
x a

a b
→

− − −
−

>2 2

9.2.4 முடிவு்ொ எலகலை மற்றும் முடிவிலியில எலகலை 

 (Infinite limits and Limits at infinity)
முடிவு்ொ எலகலை (Infinite Limits)

 f : \{ } 0 ® என்ை ொரபு f x
x

( ) =
1

2  என வறையறு்்கப்்படுகிைது என்்க. இப்க்பாது lim
x x®0 2

1

்கண்கிடுவறத் ்காண்க்பாம். 0-ன் அருகில 
1

2x
-ன் மதிப்பு்கற்ள கீழ்்காணும் அட்டவறண 

்காண்பி்கிைது.

 x → +0  x → −0

x x2
2

1
x

x x2
2

1
x

1 1 1 -1 1 1

0.5 0.25 4 - 0.5 0.25 4

0.1 0.01 100 - 0.1 0.01 100

0.01 0.0001 10,000 - .01 0.0001 10,000

0.001 0.000001 10,00,000 - 0.001 0.000001 10,00,000

0.0001 0.00000001 10,00,00,000 - 0.001 0.00000001 10,00,00,000
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 அட்டவறணயிலிருந்து x-ன் மதிப்பு பூஜ்ஜியத்றத சேருங்க, சேருங்க f(x) = 
1

2x
 -ன் மதிப்பு 

ச்பரிய, ச்பரிய மதிப்்பா்க மாறுவறத் ்கவனி்்கலாம். உண்றமயில x-ன் மதிப்பு இருபுைமிருந்தும் 

பூஜ்ஜியத்றத சேருஙகும்க்பாது 
1

2x
-ன் மதிப்பு எலறல இலலாமல அதி்கரி்கிைது. இந்நிறலயில  x 

பூஜ்ஜியத்றத சேருஙகும்க்பாது f(x) ஆனது ¥-ஐ சேருஙகுகிைது எனலாம். 

 x → −0 எனில,  1
2x
→∞ மறறும் x → +0

எனில 
1

2x
→∞ . எனகவ x ® 0 எனில, 

1
2x
→∞

 வடிவியலில, x = 0  எனில y-அச்சு f x
x

( ) =
1

2

என்ை வற்ளவறையின் செஙகுத்துத் சதாறலத் 

சதாடுக்காடு ஆகும்.

 f(x) = 
1

2x
-ன் வறை்படம் ்படம்  9.22-ல 

தைப்்பட்டுள்்ளது.

 x = 0 எனில எலறல மதிப்பு முடிவிலி. அதனால lim
x x®0 2

1
 

கிறட்்கப்ச்பைாது.  ¥ என்்பது f(x) = 
1

2x
 என்ை ொரபின் இந்த 

செயல்பாட்றட் குறி்கும் ஒரு குறியீடு மட்டுகம. அது ஒரு 
புதிய எண் அலல என்்பறத மாணவர்கள் நிறனவில ச்காள்்ள 

கவண்டும். இதுக்பால f(x) = 
1
x

,  (்படம் 9.23) என்ை ொரபு்கு

 x → −0 எனில 
1
x
→−∞

 x → +0 எனில 
1
x
→+∞  எனச் சுல்பமா்க் ்காணலாம்.

 இதறன  f(x) = 
1
x

-ன் வடிவியல முறையில சதளிவா்க அறியலாம்.

 ச்பாதுவா்கப் பின்வரும் உள்ளுணரவு வறையறை்கற்ள் ்காணலாம்.

வகையக் 9.4
    ச்காடு்்கப்்பட்ட மதிப்பு M > 0-்கு  (M, ¥) என்ை திைந்த இறடசவளி ¥ -ன் அண்றமப்்பகுதியாகும். 

ச்காடு்்கப்்பட்ட மதிப்பு K < 0்கு (-¥, K) என்ை திைந்த இறடசவளி - ¥-ன் அண்றமப்்பகுதியாகும்.

வகையக் 9.5
 ச்காடு்்கப்்பட்ட மிற்க எண்  M-்கு x-ன் மதிப்பு  x0 -ன் அண்றமப்்பகுதியில f(x) > M  (அதாவது
 f(x) Î (M, ¥)) என இரு்குமாறு x0-ன் அண்றமப்்பகுதி அறமயுமானால x x® 0 எனும்க்பாது  
f(x) ® ¥ எனலாம்.
  இகத க்பான்று ச்காடு்்கப்்பட்ட K < 0-்கு x-ன் அண்றமப்்பகுதியில f(x) < K  (அதாவது  f(x) 
Î (-¥, K)) என இரு்குமாறு  x0 அண்றமப்்பகுதி அறமயுமானால x x® 0 எனும்க்பாது  
f(x) ® - ¥ எனலாம். 

y

2

1
( ) , 0f x x

x
� �

2

1
( ) , 0f x x

x
� �

x

்படம் 9.22

்படம் 9.23

1
( ) ,f x x 0x� �

1

x�( ) , 0f x x �

x

y
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 இந்நி்கழவு்கற்ள குறியீடு வாயிலா்க் கீழ்்காணுமாறு எழுதலாம்.

 x x® 0 எனும்க்பாது f x( ) →∞

 x x® 0  எனும்க்பாது f x( ) →−∞

 x x→ −
0  எனும்க்பாது f x( ) →∞

 x x→ +
0 எனும்க்பாது f x( ) →−∞

 x x→ +
0 எனும்க்பாது f x( ) →∞

 x x→ −
0 எனும்க்பாது f x( ) →−∞

 என்்பன முடிவிலி எல்லல்கள் எனப்்படும். கமற்கண்ட நி்பந்தறன்களில ஒன்று நிவரத்தி செய்யப்்படின் 
x = x0 என்ை க்காடு f(x) வறை்படத்தின் பசஙகுத்துத் பதாலலத் பதாடுவ்கா்டா்க இரு்கும்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.21

 மதிப்பிடு்க : lim
( )x x x→ +0 2 3

1
.

தீர்வு
 பூஜ்ஜியத்திறகு அருகில (இருபுைமிருந்தும்) உள்்ள x-ன் மதிப்பு்கற்ள 

அட்டவறணப்்படுத்தினால  f x
x x

( ) =
+
1

2 3  -ன் மதிப்பு எலறலயறறு அதி்கரி்கின்ைது என 

அறியலாம். எனகவ x ® 0 எனில f x( ) →∞ஆகும்.

 இந்தச் ொரபின் எலறல மதிப்பிறன அட்டவறண இலலாமல ்காண்்பதறகு, முதலில 
சதாகுதிறயயும்  ்பகுதிறயயும் x2-ஆல வகு்்க கவண்டும். எலறல மதிப்பு் ்காணும்க்பாது  x ¹ 0 
மறறும் x2 ¹ 0. எனகவ வகுத்தல ொத்தியமாகிைது.

  lim
x x x→ +0 2 3

1
 = lim

x

x
x x

x

→ +0

2

2 3

2

1

 = 
lim

lim( )
.

x

x

x
x

→

→









+

0 2

0

1

1
 

 தறக்பாது x ® 0 எனில 
1

2x
→∞  மறறும் lim( )

x
x

→
+ =

0
1 1  .

 அதாவது, ்பகுதி 1-ஐ சேருஙகும்க்பாது சதாகுதி முடிவிலலாமல அதி்கரி்கின்ைது. அதாவது, 

1
2 3( )x x+

 முடிவிலிறய கோ்கிச் செலகிைது எனலாம்.

 இந்த எடுத்து்்காட்டு ஒரு ்கடினமான ்கண்கிடுதறல சில இயற்கணித மாறைங்களின் மூலம் 
எவவாறு எளிறமயா்்கலாம் என வி்ள்குகின்ைது.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.22

 மதிப்பிடு்க : lim
( )x x→ −2 3

1
2

 .

9th Differential Calculus 1.indd   113 03-09-2018   15:47:21



114XI - கணிதவியல்

தீர்வு

 f(x) = 
1
2 3( )x -

-ன் வறை்படத்திலிருந்து  

 x → −2  எனில, 
1

2 3( )x −
→ −∞   

  மறறும் x → +2 எனில 
1

2 3( )x −
→∞ஆகும். 

 எனகவ எலறல மதிப்பு இலறல.

ச்பாதுவா்க

 (i) n ஒரு இைட்றடப்்பறட முழு எண் : (ii) n ஒரு ஒறறைப்்பறட மிற்க முழு எண் :

   x a® எனில 
1

( )x a n−
→∞   x a→ − எனில 

1
( )x a n−

→ −∞

   x a→ − எனில 
1

( )x a n−
→∞   x a→ + எனில 

1
( )x a n−

→ +∞

   x a→ + எனில
1

( )x a n−
→∞

 x a=  என்ை க்காடு செஙகுத்துத் சதாறலத் சதாடுக்காடா்க அறமயும்.

9.2.5 முடிவிலியில எலகலைைள் (Limits at infinity)
 முற்பகுதியில முடிவுைா எலறல்கள் மறறும் செஙகுத்துத் சதாறலத் சதாடுக்காடு்கள் ்பறறி 
ஆைாய்ந்கதாம். அஙகு x-ன் மதிப்பு குறிப்பிட்ட எண்றண கோ்கி ே்கரும்க்பாது  y-ன் மதிப்பு ்கட்டுப்்பாடு 
இன்றி அதி்கரித்தது (மிற்க அலலது குறையில எலறலயறறு). இப்்பகுதியில  x-ன் மதிப்பு சீைறை 
முறையில அதி்கரி்கும்க்பாது  y-ன் மதிப்பு எவவாறு உள்்ளது என் ்காணலாம்.

 x மி்கப்ச்பரிய அ்ளவில அதி்கரி்கும்க்பாது, f : ® ,  f(x) = 
x

x

2

2

1
1

−
+

 என்ை ொரபின் தன்றம 

்பறறி ஆைாய்கவாம்.

 இந்த ொரபின் மதிப்பு்கற்ள அட்டவறணயிடுகவாம்

x f(x)
0    -1

±1    0
±2 0.6000000
±3 0.800000
±4 0.882353
±5 0.923077

±10 0.980198
±50 0.999200
±100 0.999800

±1000 0.999998

y

3

1
( )

( 2)
f x

x
�

�

2x �

x

்படம் 9.24
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 x-ன் மட்டு மதிப்பு ச்பரிதா்கப் ச்பரிதா்க (மிற்க அலலது குறை)  
f(x)-ன் மதிப்பு  1-ஐ சேருஙகி சேருஙகிச் செலவறத் ்காணலாம்.  
x-ன் மதிப்ற்பத் கதறவயான அ்ளவு ச்பரிதா்க எடுத்து்ச்காண்டு 
f(x)-ன் மதிப்ற்ப 1-்கு சேரு்்கமா்க் ்காணலாம் எனத் சதரிகிைது. 
இந்த நிறலறயப் பின்வருமாறு எழுதலாம்.

    lim
x

x

x→±∞

−
+

2

2

1
1

  = 1.

 வடிவியலில இச்சூைல (்படம் 9.25) பின்வரும் வறையறை்கு் 
ச்காண்டு செலகிைது. 

வகையக் 9.6 

  lim ( )
x

f x l
→−∞

=  அலலது lim ( )
x

f x l
→+∞

= எனில y = l என்ை க்காடு y = f(x) என்ை வற்ளவறையின் 

கிறடமட்டத் சதாறலத் சதாடுக்காடு ஆகும்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.4

 f :®  −





π π
2 2

, -ல f x x( ) tan= −1 எனில

 lim tan
x

x
→−∞

−1  மறறும்  lim tan
x

x
→+∞

−1 என்்பவறறின் மதிப்பு ்காண்்க.

தீர்வு

 y = tan-1x என்ை வறை்படத்றத் ்காண்்க.

 lim tan
x

x
→−∞

−1   =  -
p
2
,   lim tan

x
x

→+∞

−1   = 
p
2

.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.5

 ்கண்கிடு்க : lim
x

x x

x x→∞

− +
+ +

2 2 3
4 4

2

2  .

தீர்வு

 இதன் எலறல மதிப்ற்ப் ்கண்கிட எலறலத் கதறைங்கற்ளப் ்பயன்்படுத்தினால ோம் பின்வரும் 
சூைறலச் சென்ைறடகவாம்.
 x →∞  எனில ( )2 2 32x x− + →∞
 x →∞எனில ( )x x2 4 4+ + →∞

 lim
x

x x

x x→∞

− +
+ +











2 2 3
4 4

2

2   = 
¥
¥  இது கதைப்ச்பைாத வடிவம் எனப்்படும்.

 ஆனால கேரிறடயான ்கண்கீடு மறறும் அதன் அட்டவறண பின்வருமாறு உள்்ளது :

x 22 2 3x x− +  2 4 4x x+ +  
2

2
2 2 3

4 4
x x
x x

− +
+ +

 
1 3 9 0.3333

10 183 144 1.27083
100 19803 10404 1.90340

1000 1998003 1004004 1.99003
10000 199980003 100040004 1.99900

1y �

2

2

1
( )

1

xf x
x
�

�
�

y

0

-1 10

x

்படம் 9.25

்படம் 9.26

3 / 2π−

π−

/ 2π−

π

0

3 / 2π1
tany x−=

/ 2π

x

y
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 அட்டவறணயிலிருந்து x கதறவயான அ்ளவிறகு ச்பரியதாகும்க்பாது f(x)-ன் மதிப்பு  2-ஐ 
சேருஙகி சேருஙகி செலவறத் ்காணலாம்.

    lim
x

x x

x x→∞

− +
+ +











2 2 3
4 4

2

2   = 2.

 இந்த் ்கண்கில ்பகுதிறயயும் சதாகுதிறயயும் x2-ஆல வகுப்்பதன் மூலம் சுரு்்கலாம்.

    lim
x

x x

x x→∞

− +
+ +

2 2 3
4 4

2

2   = lim
x

x x

x x

→∞

− +

+ +

















2
2 3

1
4 4

2

2

 

     = 
2 0 0
1 0 0
− +
+ +

 (x ® ¥ எனில 
1
x

 ® 0,  
1

2x
 ® 0)

     = 2.

 இஙகுப் ்பகுதி, சதாகுதி்களின்்படிச் ெமமா்க உள்்ளறத் ்காணலாம்.

 ச்பாதுவா்க x ® ± ¥ எனில விகிதமுறு க்காறவ்களின் எலறல மதிப்ற்ப் ்காண ்பகுதியில 
உள்்ள x-ன் அதி்க்பட்ெ அடு்்கால ்பகுதிறயயும் சதாகுதிறயயும் வகுத்து ்பகுதி்கும் சதாகுதி்கும் 
தனித்தனிகய எலறல மதிப்ற்ப் ்காணலாம்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.23

 மதிப்பு் ்காண்்க : lim
( )x

x x

x→∞

+ +
+

3

2

2 3
5 1

 .

தீர்வு
 x2-ஆல வகு்்க

   lim
( )x

x x

x→∞

+ +
+

3

2

2 3
5 1

 = lim
x

x
x x

x
→∞

+ +

+
→∞

2 3

5 1
2

2

 

 அதாவது, x →∞  எனில 
x x

x

3

2

2 3
5 1
+ +

+
→∞

( )

 அதாவது, எலறல மதிப்ற்ப் ்காண இயலாது. சதாகுதியின் ்படி ்பகுதியின் ்படிறயவிட 
அதி்கமா்க உள்்ளறத் ்கவனி்்கவும்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.24

  மதிப்பு் ்காண்்க : lim
x

x
x→∞

−
+

1
3 2

3

தீர்வு

 x-ஆல வகு்்க

    
1
3 2

3−
+
x

x
 = 

1

3 2

2

x
x

x

−

+
 . x →∞  எனில 

1
3 2

3−
+
x

x
 →−∞  

 ஆதலால எலறல மதிப்பு இலறல.
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9.2.6 விகிதமுறு ெொர்புைளின எலகலைைள் (Limits of rational functions)

 R (x) = 
p x

q x

( )
( )

 மறறும் q(x)-ன் ்படிறயவிட p(x)-ன் ்படி அதி்கமா்க இருந்தால

 x →∞எனும்க்பாது 
p x
q x

( )
( )

→+∞அலலது −∞  ஆகும்.

 q(x)-ன் ்படி  p(x)-ன் ்படிறயவிட அதி்கமா்க இருந்தால,

    lim
( )
( )x

p x

q x→∞
 = 0.

 முடிவா்க p(x) மறறும் q(x)-ன் ்படி்கள் ெமம் எனில, 

    lim
( )
( )x

p x

q x→∞
 = 
p x x
q x x

( )
( )

y; cs;s ?d; mjpfgl;r mLf;fpd; bfG

y; cs;s ?d; mjpfggl;r mLf;fpd; bfG

குறிப்புகை

 x a®  எனில f x( ) →∞ , x a® எனில f x( ) →−∞மறறும்  x →∞எனில f x( ) →∞ ,  x →∞
எனில f x( ) →−∞என்்பறவ்கள் எலறல மதிப்பு இலறல என்்பறத மறு்படியும் உறுதி செய்கின்ைன.  ¥ 
என்ை குறியீடு ஒரு எண்றண் குறி்்கவிலறல. கமலும் அறத ஒரு எண்ணா்கவும் ்பயன்்படுத்த்கூடாது.

9.2.7 எலகலைைளின ்யன்ொடு (Applications of limits)

எடுத்துக்ைொட்டு 9.25
 உடலில உள்்ள ஆல்கஹாறல நுறையீைல, சிறுநீை்கம் க்பான்ை உறுப்பு்களும் மறறும் கவதி 
விறனமூலம் ்கலலீைலும் சவளிகயறறுகின்ைன. ஆல்கஹாலின் அடரத்தி மிதமா்க இருந்தால 
அறத சவளிகயறறுகின்ை கவறலயின் ச்பரும்்பகுதிறய் ்கலலீைகல செய்கின்ைது. அதன் அ்ளவில 
5% ் கு் குறைவா்ககவ நுறையீைலும், சிறுநீை்கமும் சவளிகயறறுகின்ைன. இைத்த ஓட்டத்தில உள்்ள 
ஆல்கஹாறல ்கலலீைல பிரித்சதடு்கும் வீதம் r-்கும் இைத்தத்தில உள்்ள ஆல்கஹாலின் அடரத்தி  

x-்கும் உள்்ள சதாடரபு ஒரு விகிதமுறு ொர்பா்க  r(x) = 
α

β
x

x +
 என உள்்ளது. இஙகு a, b என்்பன 

மிற்க மாறிலி்கள்.  ஆல்கஹாலிறன சவளிகயறறும் மீப்ச்பரு வீதம் ்காண்்க.
தீர்வு
 ஆல்கஹாலின் அடரத்தி x அதி்கரி்கும்க்பாது அறத சவளிகயறறும் வீதமும் அதி்கரி்கின்ைது.

 எனகவ, சவளிகயறறும் மீப்ச்பரு வீதம் என்்பது lim ( )
x
r x

→∞
 ஆகும்.

   lim ( )
x
r x

→∞
 = lim

x

x
x→∞ +
α
β

 

    = lim
x

x
→∞

+







α
β1

  = α

எடுத்துக்ைொட்டு 9.26
 ஐன்ஸ்டினின் ொரபியல க்காட்்பாட்டின்்படி v திறெகவ்கத்துடன் கூடிய ஒரு ச்பாருளின் நிறை 

m = 
m

v

c

0

2

21 -

 , இஙகு m0 என்்பது ஆைம்்ப நிறை மறறும் c என்்பது ஒளியின் கவ்கம். v ® c-  எனில 

m-ல ஏற்படும் மாறைம் என்ன? ஏன் இடது்ப்்க எலறல அவசியம்?
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தீர்வு

 lim( )
ν→ −c

m  = lim
ν ν→ −

−
c

m

c

0
2

21
 =  

m

v
cv c

0

2

21lim
→ −

−










 

 h> 0  எனில, c h v c− < < .  இதன் மூலம் ( )c h v c− < <2 2 2

 அதாவது ( )c h
c

v
c

− < <
2

2

2

2 1   ⇒  lim ( ) lim lim
h h h

c h
c

v
c→ → →

−
< <

0

2

2 0

2

2 0
1

 ⇒   1 1
0

2

2< <
→

lim
h

v
c

 ⇒  1 1
0

2

2< <
→

lim( )
h

m v
c

   ⇒  1 1
2

2< <
→ −
lim
v c

v
c

 இறடயீட்டுத் கதறைத்தின்்படி, lim
v c

v
c→ −
=

2

2 1

 எனகவ lim( )
v c

m
→ −

→∞

 ஆ்ககவ, v c→ − எனில நிறை மி்க மி்கப்ச்பரியதா்க (முடிவிலி) அறமகிைது.
 இடப்புை எலறல கதறவயானதா்க உள்்ளது. வலப்புை எலறல எடுப்பின் ν → +c  எனில 

1 0
2

2− <
v
c

 ஆ்க அறமயும். எனகவ நிறை ்காண இயலாது.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.27

 ஆ்காயத்திலிருந்து விழுகின்ை ஒரு ச்பாருளின் கவ்கம் r t
k

e
e

t k

t k
( ) = − −

+

−

−

32 1
1

2 32

2 32  என 

வறையறு்்கப்்பட்டுள்்ளது. கவ்கம் அடி/வினாடியில ்கண்கிடப்்படுகிைது. இஙகு k என்ை மாறிலி 
அந்தப் ச்பாருளின் அ்ளவு, வடிவம் மறறும் ்காறறின் அடரத்திறயப் ச்பாறுத்து உள்்ளது. அந்தப் 
ச்பாருளின் எலறல கவ்கத்திறன் ்காண்்க. அதாவது,  lim ( )

t
r t

→∞
-ஐ் ்காண்்க.

தீர்வு

   lim ( )
t
r t

→∞
 = lim

t

t k

t kk
e
e→∞

−

−
−

−
+

32 1
1

2 32

2 32  

    = −
−
+→∞

−

−

32 1
1

2 32

2 32k
e
et

t k

t k
lim  

    = −
−
+

= −
32 1 0

1 0
32

k k
( )
( ) அடி/வினாடி

எடுத்துக்ைொட்டு 9.28

 ஒரு விலஙகின் ்கண்்பாறவயின் விட்டம் f x x
x

( )
.

.=
+
+

−

−

160 90
4 15

0 4

0 4  என்ை ொர்பா்கத் 

தைப்்பட்டுள்்ளது. இஙகு x என்்பது ஒளியின்  செறிவிறன் குறி்கின்ைது மறறும் f(x) மி.மீ.-இல 
தைப்்பட்டுள்்ளது. அந்த் ்கண்்பாறவயின் விட்டத்றத, 
 (a) ஒளியின் செறிவு குறைவா்க (b) ஒளியின் செறிவு அதி்கமா்க, ்காண்்க.
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தீர்வு

 (a) ஒளியின் செறிவு குறைவா்க இரு்கும்க்பாது, அதாவது x → +0  எனும்க்பாது, ொரபின் 

எலறலறய் ்காண கவண்டும்.

   lim ( )
x

f x
→ +0

 = lim lim
.

.

.

.x x

x
x

x
x→

−

− →+ +

+
+

=
+
+0

0 4

0 4 0

0 4

0 4

160 90
4 15

160 90
4 15

 

    = 
160

4
40=  kp/kP

 (b) ஒளியின் செறிவு அதி்கமா்க இரு்கும்க்பாது, அதாவது  x →∞  எனும்க்பாது, ொரபின் 
எலறலறய் ்காணகவண்டும்.

‘  lim ( ) lim
.

.x x
f x x

x→∞ →∞

−

−=
+
+

= =
160 90

4 15
90
15

6
0 4

0 4 kp/kP  

 ஒளியின் செறிவு அதி்கமா்க இரு்கும்க்பாது ்கண்்பாறவயின் விட்டத்தின் எலறல 6 மி.மீ 
ஆ்க இரு்கும்.

பயிற்சி 9.3
 (1) பின்வரும் ொரபு்களு்கு இடப்புை, வலப்புை எலறல்களின் மதிப்ற்ப் ்காண்்க.

  (a) x=−2 -ல f x
x

x x x
( )

( )( )
= −

+ + +

2

2

4
4 4 3

 

  (b) x = π
2

 -ல f x x( ) tan=

பின்வரும் எலறல்களின் மதிப்ற்ப் ்காண்்க :

 (2) lim
( )x

x
x x x→

−
− +3

2

2 2

9
6 9

  (3) lim
x x

x
x x→∞ −

−
+
+ −

3
2

2 11
62   (4) lim

x

x x

x x→∞

+
− +

3

4 23 1

 (5) lim
x

x x
x x→∞

−
− +

4

2

5
3 1

  (6) lim
x

x x

x x→∞

+ −
+ +

1 3
1 3

3

2 3  (7) lim
x

x

x

x

x→∞ −
−

+










3

2

2

2 1 2 1

 (8) நிறுவு்க

   (i)  lim ...
n

n
n n→∞

+ + + +
+ +

=
1 2 3

3 7 2
1
62     (ii) lim ... ( )

( ... )( )n

n
n n→∞

+ + +
+ + + +

=
1 2 3

1 2 5 2 3
9
25

2 2 2

 

   (iii) lim
. . . ( )n n n→∞
+ + + +

+
=

1
1 2

1
2 3

1
3 4

1
1

1  

 (9)  மீன் வ்ள அறிவியலின் மு்கிய பிைச்ெறன நீகைாறட்களில உள்்ள முட்றடயிடத் தகுதியான 
மீன்்களின் எண்ணி்ற்கறய் ்கண்கிட்டு இந்தத் த்கவறலப் ்பயன்்படுத்தி இனப்ச்பரு்்க் 
்காலத்தில ஆறறு்குள் நுறையும் மீன் பிடிப்பு்குத் தகுந்த மீன்்களின் எண்ணி்ற்கறய் 
்கண்கிடுவதாகும். S  என்்பது முட்றடயிடும் நிறலயில உள்்ள மீன்்களின் எண்ணி்ற்க 
மறறும் R  என்்பது மீன் பிடிப்பு்குத் தகுந்த மீன்்களின் எண்ணி்ற்கயாகும்.  “ பிவரட்டன்  

கஹாலட்” -ன் இனப்ச்பரு்்கச் ொரபு  R(S) = S
S( )α β+

,  இஙகு a, b  என்்பன மிற்க மாறிலி்கள். 

இந்தச் ொரபு இனப்ச்பரு்்க நிறலயில இரு்கும் மீன்்களின் எண்ணி்ற்க கதறவயான அ்ளவு 
அதி்கரி்கும் க்பாது அறுவறட்குத் தகுந்த மீன்்களின் எண்ணி்ற்க கதாைாயமா்க மாறிலியா்க 
அறமயும் என நிறுவு்க.
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 (10)  ஒரு சதாட்டியில 5000  லிட்டர ேலல நீர உள்்ளது என்்க. ஒரு லிட்டரு்கு 30  கி அ்ளவு 

உப்பு ச்காண்ட உவர நீர 25  லி/நிமிடம் என்ை அ்ளவில சதாட்டியில செலுத்தப்்படுகின்ைது. t  

நிமிடங்களில இந்த உவர நீரின் அடரத்தி ( கிைாம்/லிட்டர) C(t) = 
30

200
t

t+
  என தைப்்பட்டுள்்ளது. 

t →∞எனில  அடரத்தி எவவாறு மாறும்?

9.2.8 இகடயீட்டுத் ததற்்ம்  (Sandwich Theorem )
 இத்கதறைம் சேரு்குத் கதறைம் (Squeeze Theorem) எனவும் 
அறை்்கப்்படுகிைது. ்படம் 9.27-ல உள்்ள்படி f(x) என்ை ொரபின் 
வற்ளவறை y f x= ( ) மறறும் y g x= ( ) என்ை வற்ளவறை்களு்கு 
இறடயில அறமந்துள்்ளது. குறிப்்பா்க x என்ை புள்ளியானது 
x0-ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x) ஆனது g(x) மறறும் h(x)-்கு 
இறடயில மி்க சேரு்்கமா்க அறமகிைது. இப்க்பாது x-ஆனது x0-ஐ 
சேருஙகும்க்பாது  g மறறும் h என்்பறவ்களின் எலறல்கள் lஆ்க 
இருப்பின் f-ன் எலறலயும் l-ஆ்க அறமயும்.

இகடயீட்டுத் ததற்்ம் (Sandwich Theorem)

 f, g, h : I Í   ®   என்ை ொரபு்கள் I-ல உள்்ள x0-ஐ நீ்கிய x0-ன் அண்றமப்்பகுதியில உள்்ள 

எலலா x-்கும் g(x) £ f(x) £ h(x) எனவும் கமலும்  lim ( ) lim ( ) ,
x x x x

g x h x l
→ →

= =
0 0

  எனவும் இரு்குமானால  

lim ( )
x x

f x l
→

=
0

ஆ்க இரு்கும்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.29

 மதிப்ற்ப் ்காண்்க : lim sin
x

x
x→







0

2 1
 .

தீர்வு

 - 1 £ sin 1 1
x
£   என ேம்குத் சதரியும். இதிலிருந்து    - x2 £ x2 sin 1 2

x
x£

   இஙகு   g(x) = -x2, f(x) = x x
h x x2 21sin ; ( ) = என்்க.

   lim ( )
x

g x
®0

 = lim( )
x

x
→

− =
0

2 0  மறறும்

   lim ( )
x

h x
®0

 = lim( )
x

x
→

=
0

2 0 ஆகும்.

 இறடயீட்டுத் கதறைப்்படி

   lim sin
x

x
x→







0

2 1
 = 0 ஆகும்.

 எலறல மதிப்புத் கதறைங்கற்ளப் ்பயன்்படுத்தியிருந்தால தவைான முடிவு்கு வந்திருப்க்பாம்.

   அதாவது,  lim sin
x

x
x→







0

2 1
  = lim( ) lim sin

x x
x

x→ →







0

2

0

1
 

்படம் 9.27

0
x
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 தறக்பாது, lim sin
x x®0

1
-்கு மதிப்பு இலறல.  lim

x
x

®0

2 = 0 எனகவ lim sin
x

x
x→







0

2 1
-ன் மதிப்பு 

பிைச்ெறன்குரியதா்க உள்்ளது.
 குறிப்பு : a £ f(x) £ a, எனில, lim ( )

x x
f x a

→
=

0

.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.30
 நிறுவு்க : lim sin

x
x

→
=

0
0  .

தீர்வு

 எலலா x ³ 0-்கும் - x £ sinx £ x  என ேம்குத் சதரியும்.
   lim( )

x
x

→
−

0
 = 0  மறறும்  lim( )

x
x

®0
 = 0.

 இறடயீட்டுத் கதறைப்்படி  lim sin
x

x
®0

 = 0.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.31

 lim ...
x

x
x x x→ +





+ 



+ + 













 =0

1 2 15 120 என நிறுவு்க.

தீர்வு

   
1 1
x

-  £ 
1 1 1
x x




≤ +  

   
2 1
x

-  £ 
2 2 1
x x




≤ +

     

   
15 1
x

-  £ 
15 15 1
x x






≤ +

 கூடுதல ்காண,

   
120 15

x
-  £ 

1 2 15 120 15
x x x x




+ 



+ + 





+≤...

   120 15- x  £ x
x x x

x1 2 15 120 15



+ 



+ + 













 ≤ +...

   lim ( )
x

x
→ +

−
0

120 15  £ lim ... lim (
x x

x
x x x→ →+ +





+ 



+ + 













 ≤ +

0 0

1 2 15 120 115x)

   120  £ lim ...
x

x
x x x→ +





+ 



+ + 













 ≤0

1 2 15 120

  lim ...
x

x
x x x→ +





+ 



+ + 













 =0

1 2 15 120 .
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9.2.9 இைணடு சி்ப்்ொ்ன முக்தைொணவியல எலகலைைள் 
(Two special Trigonometrical limits) 
முடிவு 9.1

 (a) lim
sin

θ

θ
θ→

=
0

1   (b)  lim
cos

θ

θ
θ→

−
=

0

1
0  .

�ரூ்ணம்

 இதறன வட்ட்க்காணப் ்பகுதி மூலம் நிறுவலாம்.

 றமயம்(0, 0) மறறும் ஆைம் 1 உள்்ள வட்டத்றத எடுத்து் ச்காள்கவாம். வட்டத்தின் மீதுள்்ள 
ஏகதனும் ஒரு புள்ளி  P(cosq, sinq) என்்க.

(a) ்பைப்பின் ்பண்புப்்படி 
tan sinθ θ θ

2 2 2
≥ ≥  

 இதறன 
2

sinθ
-ஆல ச்பரு்்க,  

1
1

cos sinθ
θ
θ

≥ ≥   என் கிறட்கும். தறலகீழி ்காண, 

cos
sin

θ
θ

θ
≤ ≤ 1  .

 cos (- q) = cosq  மறறும் 
sin( ) sin−
−

=
θ

θ
θ

θ
  என்்பதால இந்த ெமனிலி −








π π
2 2

, என்ை திைந்த 

இறடசவளியில உள்்ள பூஜ்ஜியம் அலலாத எலலா q மதிப்பு்கும் ச்பாருந்தும் எனலாம்.

    lim cos ; lim( )
θ θ

θ
→ →

= =
0 0

1 1 1  என ேம்குத் சதரியும். எனகவ இறடயீட்டுத் கதறைப்்படி lim
sin

θ

θ
θ→

=
0

1  .

(b) lim
cos

θ

θ
θ→

−
=

0

1
0 .

   1 - cosq = 2
2

2sin
θ

 

   
1 − cosθ

θ
  = sin

θ
2







   

sin
θ

θ
2

2

















 

 ்படம் 9.28 ்படம் 9.29 ்படம் 9.30 ்படம் 9.31

y

x

}θ

tan θ sin θ

θ
θ

(1,0) 

(cos θ, sin θ) 

θ

Kf;nfhzj;jpd; 
gug;g[

tanθ
2

tl;lf;nfhzg;
gFjpapd; gug;g[

θ
2

Kf;nfhzj;jpd; 
gug;g[

sinθ
2
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   எனகவ,  lim
cos

θ

θ
θ→

−
0

1
  = lim sin . lim

sin

θ θ

θ
θ

θ→ →























0 02

2

2

 

    = 0 ´ 1 = 0.

9.2.10 மற்் முக்கிய எலகலைைள் (Some important other limits)
முடிவு 9.2

 lim .
x

xe
x→

−
=

0

1 1  

முடிவு 9.3

 lim log ,
x

xa
x

a a
→

−
= >

0

1 0

�ரூ்ணம்

 a xx
a, log  என்்பறவ ஒன்று்கு ஒன்று கேரமாறு என ோம் அறிகவாம்.

 log ( )f x  என்்பது exp( ( ))f x -ன் கேரமாறு எனில exp(log ( )) ( )f x f x=

 எனகவ, ax  =  exp(log )ax

   = ex alog  

     
a
x

x -1
 = 
e
x a

a
x alog

log
log−

×
1

 

  x ® 0 எனில, y = x log a ® 0

  எனகவ,  lim
x

xa
x→

−
0

1
 =  lim log log lim log ( ) log

y

y

y

ye
y

a a e
y

a a
→ →

−
× =

−







 = =

0 0

1 1 1

 
முடிவு 9.4

  lim log( ) .
x

x
x→

+
=

0

1 1

�ரூ்ணம்

   என்்க   log( )1+ x  = y
   x ® 0 எனில y ® 0  மறறும்
   1+ x  = ey  

   x = ey -1 

   எனகவ,   lim log( )
x

x
x→

+
0

1  = lim
y y

y
e→ −0 1

 

    = lim .
y ye

y
→ −









= =
0

1
1

1
1

1  
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�ரூ்ணம் இலலைொத சிலை முக்கிய எலகலைைள் (Some important limits without proof )
முடிவுைள் 9.5 முதல 9.9

 (5) lim sin
x

x
x→

−

=
0

1

1   (6)   lim tan
x

x
x→

−

=
0

1

1 

 (7) lim
x

x

x→∞
+






1 1

 உள்்ளது மறறும் இந்த மதிப்பு e என் குறி்்கப்்படும், 2 < e < 3.

 (8) lim( ) /

x

xx e
→

+ =
0

11   (9)  lim .
x

x
kk

x
e

→∞
+






 =1  

 எண் e என்்பது ஆழநிறல எண் எனவும் கூைலாம். e என்ை எண் எனவும் கூைலாம். 
 e என்ை எண் a x a x a x an n

n n0 1
1

1 0+ + + =−
−  என்ை ்பலலுறுப்பு் க்காறவச் ெமன்்பாட்றட 

எப்க்பாதும் நிறைவு செய்யாது.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.32
 மதிப்ற்ப் ்காண்்க : lim( sin )

x

xx
→

+
0

21 cosec   

தீர்வு

    sin x = 
1
y

 என்்க.

  x ® 0 எனில,  y ® ¥ மறறும் 

  lim( sin )
x

xx
→

+
0

21 cosec  = lim lim
y

y

y

y

y y→∞ →∞
+









 = +























1
1

1
1

2 2

  = e2 .

எடுத்துக்ைொட்டு 9.33

 மதிப்பிடு்க : lim
x

xx
x→∞

+
−









2
2 .

தீர்வு

   lim
x

xx
x→∞

+
−









2
2  = lim lim

( )

x

x

x

xx
x x→∞

− +

→∞

− +− +
−







 = +

−








2 4
2

1 4
2

2 2 2 2

 y = x - 2 எனில x ® ¥ எனும்க்பாது y ® ¥ .

   lim
x

xx
x→∞

+
−









2
2  = lim lim .lim

y

y

y

y

yy y y→∞

+

→∞ →∞
+









 = +









 +









1 4 1 4 1 4

2 2

    = e4.1 = e4 .

எடுத்துக்ைொட்டு 9.34

  மதிப்பிடு்க : lim
(cos sin )

sinx

x x

x→

− +
−π

4

54 2
1 2

.

தீர்வு

   
4 2

1 2

5− +
−

(cos sin )
sin

x x

x
 = 

2

1 2

5
2 2

5
2− + 

−

(cos sin )

sin

x x

x
 

      = 
2 1 2
2 1 2

5
2

5
2− +

− +
( sin )
( sin )

x

x
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      = 
2 1 2
2 1 2

5
2

5
2− +

− +
( sin )
( sin )

x

x

 எனகவ,   lim [(cos sin ) ]
[ sin ]

/

x

x x
x→

− +
− +π

4

5
2 2 5 22

2 1 2
 = lim

sin )

( sin )x

x

x→

− +[ ]
− +π

4

5
2

5
22 1 2

2 1 2
. 

 y = 1 + sin2x என்்க. x →
π
4

 எனில y ® 2

      = lim
y

y

y→

−
−2

5
2

5
22

2

      = 
5
2

2
5
2

2 5 2
5
2

1
3
2.

−
= × = .

எடுத்துக்ைொட்டு 9.35
  x ® 0 எனும்க்பாது பின்வரும் ொரபு்களு்கு எலறலமதிப்பு உள்்ளதா என் ்காண்்க? 
விறட்்கான ்காைணம் கூறு்க.

 (i) 
sin | |x

x
 (ii) 

sin
| |

x

x
 (iii) 

x x

x

 
sin | |

 (iv) 
sin x x

x x

−  ( )
−  

.

தீர்வு

 (i)   f x( )  = 

sin( )

sin

−
−








x
x

x

x
x

x

   ; 

        ;  

1 0

0 1

< <

< <

 எனகவ,    lim ( )
x

f x
→ −0

 = -1  மறறும்

    lim ( )
x

f x
→ +0

 = +1 .

 இஙகு f f( ) ( )0 0− +≠  ஆற்கயால எலறல மதிப்பு இலறல.

 (ii)  
sin
| |

x
x

  =  

sin( )

sin

x
x

x

x
x

x

−
−








   ; 

     ;  

1 0

0 1

< <

< <

   எனகவ,   lim ( )
x

f x
→ −0

 = -1

   lim ( )
x

f x
→ +0

  = 1.  ஆற்கயால எலறல மதிப்பு இலறல.

 (iii)  f x
x x

x
( )

sin | |
=

    =  

−
−

−








x
x

x

x
x

x

sin( )
.

sin

   ;

       ; 

1 0

0 0 1

< <

< <
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     =  
x

x
x

x
sin

  ; 

        ;  

−





1 0

0 0 1

< <

< <

   எனகவ,   lim ( )
x

f x
→ −0

 = +1

    lim ( )
x

f x
→ +0

 = 0.

 எனகவ எலறல மதிப்பு இலறல.

 (iv)  
sin x x

x x
−  ( )

−  
  =  

sin( ( )
( )

sin( )

x
x

x

x
x

x

− −
− −

−

−
−










1
1

1 0

0
0

0 1

   ;

      ;  

< <

< <

   f x( )  = 

sin( )
( )

sin

x
x

x

x
x

x

+
+

−








1
1

1 0

0 1

   ; 

        ; 

< <

< <

   lim ( )
x

f x
→ −0

 = 
sin sin1

1
1=

   lim ( )
x

f x
→ +0

 = 1.

 எனகவ எலறல மதிப்பு இலறல.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.36

 மதிப்ற்ப் ்காண்்க: lim
x

x

x→

−
+ −0

3 1

1 1
 .

   
3 1

1 1

x

x

−
+ −

 = 
( ) ( )( )

( )

( )3 1
1 1

1 1
1 1

3 1 1 1
1 1

3 1 1 1x x x

x
x
x

x
x

x

x
−

+ −
+ +
+ +

=
− + +
+ −

=
− + +( )

 

 எனகவ  lim
x

x

x→

−
+ −0

3 1

1 1
 = lim . lim

x

x

xx
x

→ →

−
+ +

0 0

3 1
1 1  = (log 3)(2) = 2 log 3 = log 9.

பயிற்சி 9.4
பின்வருவனவறறின் மதிப்ற்ப் ்காண்்க.

 (1) lim
x

x

x→∞
+






1 1 7

 (2) lim( ) /

x

xx
→∞

+1 1 3  

 (3) lim
x

m
xk

x→∞
+






1  (4) lim

x

x
x
x→∞

+
+
+











2 3
2 5

2

2

8 32

  

 (5) lim
x

x

x→∞

+

+





1 3 2

  (6) lim
sin

x

x

x→









0

3

3

2
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 (7) lim
sin
sinx

x

x→0

α
β

 (8) lim
tan
sinx

x

x®0

2
5

 

 (9) lim
sin( )
(sin )α

α
α→0

n

m  (10) lim
sin( ) sin( )

x

a x a x

x→

+ − −
0

 

 (11) lim
x

x a a

x b b→

+ −

+ −0

2 2

2 2
 (12) lim

arcsin
x

x

x®0

2
3

 

 (13) lim
cos

x

x

x→

−
0 2

1
 (14) lim

tan
x

x

x®0

2

 (15) lim
x

x x

x→

−
0

2 3
 (16) lim

x

x

x→

−
+ −0

3 1

1 1

 (17) lim
cos
sinx

x

x x→

−
0

21
2

 (18) lim
x

x xx
x

e
→∞

+ − 





 −









3 1

11 1

cos

 (19) lim{ [log( ) log( )]}
x

x x a x
→∞

+ −  (20) lim
sin
sinx

x

x→π

3
2

 (21) lim( sin )
x

xx
→

+
π
2

21 cosec  (22) lim
cos

sinx

x

x→

− +
0 2

2 1

 (23) lim
sin sin

tanx

x x

x→

+ − −
0

1 1
 (24) lim

x

x
x x

x x→∞

− +
− +











2

2

2 1
4 2

 (25) lim
sinx

x xe e

x→

−−
0

 (26) lim
x

ax bxe e

x→

−
0

 (27) lim
sin ( cos )

x

x x

x→

−
0 3

1
 (28) lim

tan sin
x

x x

x→

−
0 3  

9.3 ததொடர்ச்சித் தனகம (Continuity)
 ஒரு ொரபின் தனிச்சிைப்பு வாய்ந்த ்பண்பு்களில ஒன்று அதன் சதாடரச்சியாகும். ேறடமுறையில 
்காணும் ்பல இயறற்க சூைல்களில இந்தப் ்பண்பிறன் ்காணலாம். உதாைணமா்க ஒரு ்கம்பிறய 
சூகடறறும்க்பாது ்கம்பியானது சதாடரந்து நீட்சியறடகிைது. ஓர உயிரியின் சதாடரச்சியான வ்ளரச்சி, 
சதாடர ஓட்டம், வளிமண்டல சவப்்பநிறலயின் சதாடரச்சியான மாறுதல எனப் ்பலவாைா்க க்பசுவறத் 
க்கட்டிருப்க்பாம்.

 ஒரு ொரபின் சதாடரச்சி என்ை ்கருத்தானது ொரபின் வற்ளவறை எஙகும்  “உறடந்து 
்காணப்்படவிலறல” என்்பறத அடிப்்பறடயா்க் ச்காண்டது. இந்தச் சொல “Continuous”என்்பது 
இலத்தீன் சமாழியில “Continuere”இறணந்திருத்தல என்ை சொலலில இருந்து கதான்றியது 
ஆகும். ொரபு்கற்ளப் ்பகுப்்பாய்வு செய்யும்க்பாது சதாடரச்சியானது என்்பறத் குறிப்பிட “உறடந்து 
்காணப்்படவிலறல” அலலது “இறணந்திரு்கிைது” என் கூறுவதில ச்பரிய குறை்பாடு உள்்ளது. 
ஆ்ககவ சதாடரச்சியின்றம ்பறறி அறிய ொரபின் வற்ளவறைறய முதிரச்சி இலலாமல ்பயன்்படுத்துவது 
தவைான வழி்காட்டுதலாகும். இருப்பினும் ஒரு ொரபிறகு ஒரு குறிப்பிட்ட இறடசவளியில சதாடரச்சி 
என்்பது ொர்ப்கம் சதரிந்து ச்காண்டு, அந்த வற்ளவறைறயப் ச்பன்சிலின் முறனறய எடு்்காமல 
வறைய்கூடிய வற்ளவறை என்்பறதப் பின்னர ஒருவர உணரந்து ச்காள்வார.

 சதாடரச்சியின் ்கருத்தா்்கத்றதப் புரிந்துச்காள்்ளத் சதாடரச்சிறய எலறலயுடன் 
சதாடரபு்படுத்தி் ்கறைல என்்பது மி்கச் சிைந்த வழியாகும். ச்பாதுவா்க் கூைகவண்டுமானால, 
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சதாடரச்சித் தன்றம உள்்ளது 
என் கூறும்க்பாது அதன் 
ச்பாருள் கதறவயான ஓர 
எலறல கிறட்கின்ைது 
என்்பதாகும். எலறலயிலிருந்து 
சதாடரச்சி்்கான ்கருத்தா்்கத்றத 
உருவா்்க ஒரு புள்ளியில ேமது 
்கவனத்றத் குவி்்க கவண்டும். 
ஒரு புள்ளியில எலறல மறறும் 
சதாடரச்சி ஆகியறவ சதாட்்க 
நிறல் ்கருத்து்கள் ஆகும். 
ஆனால ொரபின் சதாடரச்சி என்்பது 
புள்ளி வாரியா்க ச்பைப்்பட்ட ொரபு 
முழுறம்குமான ச்பாதுப் ்பண்பு ஆகும்.

 உதாைணமா்க, ஒரு சவப்்பமானி T ஆனது L நீ்ளமுள்்ள சூடான ்கம்பியின் சவப்்ப நிறலறயப் 
்பதிவு செய்வதா்க் ச்காள்கவாம். L-ன் மீதுள்்ள ஒவசவாரு புள்ளி x-லும் அதன் சவப்்பநிறல t(x) 
என்்க.  L நீ்ளமுள்்ள ்கம்பியில x0-ஐ அறடயும் வறை அதன் சவப்்பநிறல  250°F என் ச்காள்கவாம்.  
x0 என்ை புள்ளியில திடீசைன்று சவப்்பநிறலயானது (insulation) ்காப்பின் ்காைணமா்க அறையின் 
சவப்்பநிறலயான 75°F -்கு் குறைகின்ைது. x0 -்குப் பிைகு அதன் சவப்்ப நிறல  250°F ஆ்கத் 
சதாடரகிைது எனில ொரபின் குறியீட்டால

 t(x) =  
250

75
0

0





F x x

F x x

  ;  

   ;   

≠

=






 என எழுதலாம்.

 ஆ்ககவ x0  என்ை புள்ளி தனித்துவப் புள்ளியா்க (சிைப்பு புள்ளியா்க அலலது வை்்கமறை 
புள்ளியா்க) மாறுகின்ைது. சவப்்பநிறலயின் வீச்றெ ஆைாயும்க்பாது x ஆனது x0-ஐ சேருங்கவிலறல 
என்்பறத அறியலாம். சுரு்்கமா்க் கூறினால  x0-ல ஒரு துள்்ளல நி்கழந்துள்்ளது. ஆ்ககவ 
சவப்்பநிறலச் ொர்பானது x0 -ல சதாடரச்சியா்க இலறல என் கூை முற்படுகின்கைாம். ஏசனனில 
x0 -ன் அண்றமயில x இரு்கும்க்பாது t(x) = 250°F ஆ்க இருப்்பதால t(x0)-ன் மதிப்பும்  250°F ஆ்க 
இரு்்க கவண்டும் என எதிர்பார்கிகைாம். இப்ச்பாழுது ோம் சதாடரச்சி எனும் ்கருத்தா்்கத்றத 
ச்பாதுறமப்்படுத்தும்க்பாது பிைதி பிம்்பங்கள் சேருஙகி வரும்க்பாது அதறகுரிய பிம்்பங்களும் சேருஙகி 
வைகவண்டும் என்கிகைாம்.
 கமறகூறிய எடுத்து்்காட்டில ்கம்பியின் மீதுள்்ள புள்ளி்கள் பிைதி பிம்்பங்கள் ஆகும். அதற்கான 
சவப்்பநிறல்களின் பிம்்பங்கள் ஆகும்.

 ஒரு மாணவனு்குத் சதாடரச்சிறயப் ்பறறிய உள்ளுணரவான ்கருத்து அதன் சதாடரச்சித் 
தன்றமயிலிருந்து உருவா்க கவண்டுகம அலலாமல, ேறடமுறையில ்காணப்்படும் திடீசைன ஏற்படும் 
சதாடரச்சியறை தன்றமயிலிருந்து உருவா்க் கூடாது. உடனடியா்க மனத்தில கதான்றும் சில 
ொரபு்களின் ்கணித மாதிரி்கற்ள் கீகை ்பட்டியலிட்டுள்க்ளாம்.

்படம் 9.32

 ்படம் 9.33 ்படம் 9.34 ்படம் 9.35 

L

T

x

250 F75 F

0
x

btg;gkhdpapd;
myFfs;

Nlhd fk;gp

a a a
( ( (

b b b
) ) )x x x

y y y

x0 x0 x0

f(x0)

0( ) tiuaWf;fg;gltpy;iyf x lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

≠
0

0f x( )0
− kw;Wk; f x( )0

+

vd;gd rkkw;wit
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 (1) ஒளி வி்ள்ற்க ஒளிைச் செய்தல : இஙகு ஒளியின் செறிவு என்்பது ்காலத்றதப் ச்பாறுத்த 
ொரபு.

 (2) வா்கனங்களின் கமாதல : இஙகுத் திறெகவ்கம் என்்பது ்காலத்றதப் ச்பாறுத்த ொரபு.

 (3) வாசனாலியிறன அறணத்தல : இஙகு ஒலியின் செறிவு ்காலத்றதப் ச்பாறுத்த ொரபு.

 (4) ்பலூன் சவடித்தல : இஙகு ஆைம் உள்க்ள செலுத்தப்்படும் ்காறறைப் ச்பாறுத்த ொரபு.

 (5) ்கயிறறிறன அறுத்தல : இஙகு இறு்்கம் என்்பது நீ்ளத்றதப் ச்பாறுத்த ொரபு.

 (6) அஞ்ெல ்கட்டணம் : இஙகு அஞ்ெல ்கட்டணம் என்்பது எறடறயச் ொரந்த ொரபு.

 (7) வருமான வரி : இஙகு வரி விகிதம் என்்பது வருமானத்றதச் ொரந்த ொரபு.

 (8) வயது வருடங்களில : இஙகு வயது முழு வருடங்களில என்்பது ்காலத்றதச் ொரந்த ொரபு.

 (9) ்காப்பீட்டுத் தவறண : தவறண என்்பது வயறதப் ச்பாறுத்த ொரபு.

 எடுத்து்்காட்டு்கள் (1) - (5) வறை மி்கவும் துலலியமா்க இலறல. எடுத்து்்காட்டா்க ஒளியின் 
செறிவு என்்பது ்பைவலா்க பூஜ்ஜிய செறிவிலிருந்து மிற்கச் செறிறவ கோ்கி ே்கரகிைது. உண்றமயில 
இயறற்க சதாடரச்சியறை தன்றமறய சவறுப்்பதா்கத் கதான்றுகிைது. (6) - (9) வறை உள்்ள 
எடுத்து்்காட்டு்கள் சதாடரச்சியறைதா்கவும் கமலும் உண்றமயில ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளியில துள்்ளல 
இருப்்பறதயும் அறியலாம்.

 மாணவர்கள், சதாடரச்சியின் வறையறைறய, வை்்கமா்க ோம் ேறடமுறையில ்பயன்்படுத்தும் 
சதாடரச்சியான என்ை வாரத்றதயின் ச்பாருளுடன் ஒப்பிட்டுப் ்பார்்க கவண்டும். ஒரு சதாடரச்சியான 
நி்கழவானது ்படிப்்படியா்க எந்த இறடயூறும் இலலாமலும், திடீசைன்ை மாறைங்களும் இலலாதவாறு 
ேறடச்பறுவதாகும். அதாவது அதில எந்த ஒரு ஓட்றடகயா, துள்்ளகலா அலலது இறடசவளிகயா 
இலலாதிருத்தலாகும். கீழ்்காணும் x-ன் மூன்று மதிப்பு்களில சதாடரச்சியறை தன்றம உள்்ளறத் 
்காணலாம். இறடசவளி (a, b)-ன் மறை எலலா இடங்களிலும் f-ன் வற்ளவறை எந்தவித குறு்கீடும் 
இன்றித் சதாடரச்சியா்க உள்்ளது.

 கமறகூறிய வற்ளவறை்களில (்படம் 9.33 - 9.35) மூன்று நி்பந்தறன்களில  x = x0 என்ை புள்ளியில 
சதாடரச்சித் தன்றம இலலாமல இரு்்க மூன்று நி்பந்தறன்கள் உள்்ளன.

 (1) x = x0-ல ொரபு வறையறு்்கப்்படவிலறல.

 (2) x = x0-ல f(x)-்கு எலறல வறையறு்்கப்்படவிலறல.

 (3) x = x0-ல f(x)-்கு எலறல உள்்ளது. ஆனால இதன் மதிப்பு  f(x0)-்குச் ெமமா்க இலலாமல 
இரு்கிைது.

 ோம் இப்ச்பாழுது சில வி்ள்்க எடுத்து்்காட்டு்கற்ள் ்காண்க்பாம்.
விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.6

 (i) f(x) = x2+3 (ii) f(x) = 
16
4

2−
+

x

x
 

தீர்வு

 (i) x ® 2 எனில ஒரு ்ப்்க எலறல்கள்

   lim ( )
x

f x
→ −2

 = 7,    lim ( )
x

f x
→ +2

  = 7

 எனகவ lim ( )
x

f x
→

=
2

7  கமலும் f(2) = 7 = lim ( )
x

f x
®2

. இதனால  x = 2-ல f(x) சதாடரச்சியானது.

 (ii) இதன் ஒரு ்ப்்க எலறல்கள்

   lim ( )
x

f x
→− −4

 = 8
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   lim ( )
x

f x
→− +4

 = 8

 ஆற்கயால lim ( )
x

f x
→−4

  = 8   ஆனால f(- 4)-ன் மதிப்பு இலறல.

 f(x)-ன் எலறல மதிப்பு இருந்தக்பாதிலும் x = −4 -ல ொரபின்   மதிப்பு f ( )-4  

வறையறு்்கப்்படவிலறல. இதனால lim ( )
x

f x
→−4

 இருப்்பதறகும் f(- 4)ஆ்க இருப்்பதறகும் எந்தத் 
சதாடரபும் இலறல.
 தறக்பாது ோம் சதாடரச்சி ்பறறி முறையான வறையறைறய் ்காண்க்பாம்.

வகையக் 9.7
 x0-ஐ உள்்ளட்கிய திைந்த இறடசவளி I என்்க.   f : I ®   என்்க.  f  என்ை ொரபு x = x0-ன் 

அண்றமப்்பகுதியில வறையறு்்கப்்பட்டு x = x0  என்ை புள்ளியில ொரபின் மதிப்பும், அதன் எலறல 
மதிப்பும் கிறட்்கப்ச்பறறு ெமமா்கவும் இரு்குமானால, f என்ை ொரபு x = x0 என்ை புள்ளியில 
சதாடரச்சியானது எனலாம்.

 இவவாறு x = x0  என்ை புள்ளியில ஒரு ொரபு y = f(x) சதாடரச்சியானதா்க இரு்்க மூன்று 
நி்பந்தறன்கற்ள நிறைவு செய்ய கவண்டும்.

 (i) x0-ன் அண்றமப் ்பகுதியில f(x) வறையறு்்கப்்பட்டிரு்்க கவண்டும்.

 (ii) lim ( )
x x

f x
® 0

 கிறட்்க கவண்டும்.

 (iii) f(x0) = lim ( )
x x

f x
® 0

 .

 நி்பந்தறன (iii)-ஐ  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −[ ] =
x

f x x f x
0 0 0 0   என மாறறியும் அறம்்கலாம். கமலும்  

x0-ல  f-ன் சதாடரச்சிறயப் பின்வருமாறு மாறறியும் வறையறு்்கலாம். அதாவது. 

வகையக் 9.8
 x0 என்ை புள்ளியின் அண்றமப் ்பகுதியில ொரபு f வறையறு்்கப்்பட்டு 

lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −[ ] =
x

f x x f x
0 0 0 0ஆ்கவும் இரு்குமானால y = f(x) என்ை ொரபு x = x0 என்ை 

புள்ளியில சதாடரச்சியானது எனலாம்.

 (iii) என்ை நி்பந்தறனறய lim ( ) lim
x x x x

f x f x
→ →

= ( )
0 0

 எனவும் எழுதலாம். lim
x x® 0

x-ல f ஆனது 

சதாடரச்சியா்க இரு்குமானால எலறல  ்குறியீட்றடயும், ொரபு  ்குறியீட்றடயும் இடமாறைம் செய்ய முடியும்.

9.3.1 ஒரு புள்ளியில ததொடர்ச்சியொ்ன ெொர்புைளின எடுத்துக்ைொட்டுைள்

(Examples of functions continuous at a point)

 (1) மாறிலிச் ொரபு  -ன் எலலா புள்ளியிலும் சதாடரச்சியானது .

  f x k k( ) ,= ∈  என்்பது ஒரு மாறிலி. x0 Î,  எனில f x k( ) .0 =  கமலும்

  lim ( ) lim( ) .
x x x x

f x k k
→ →

= =
0 0
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 (2) மிற்க முழு எண் அடு்கு உறடய அடு்குச் ொரபு்கள்  -ன் எலலா புள்ளி்களிலும் 

சதாடரச்சியானறவ.  f(x) = xn எனில, f -ன் ொர்ப்கம்    = (- ¥, ¥) மறறும் எலறலத் 

கதறைத்தின்்படி lim ,
x x

n
o
nx x x

→
= ∈

0
0  .

 (3) p(x) = a x a x a x a an n
n n0 1

1
1 0 0+ + + + ≠−
− ,  என்ை ்பலலுறுப்பு் க்காறவ்கள்  -ன் எலலா 

புள்ளி்களிலும் சதாடரச்சியானது. எலறலத் கதறைப்்படி 

   lim ( )
x x

p x
® 0

 = a x a x a x a p xn n
n n0 0 1 0

1
1 0 0+ + + + =−
− ( )

 (4) ்பலலுறுப்பு் க்காறவ்களின் பின்னம் அதாவது  R(x) = 
p x

q x

( )
( )

 , q(x) ¹ 0 என்ை விகிதமுறு 

ொரபு்கள் எலலாப் புள்ளி்களிலும் சதாடரச்சியானறவ.

   lim ( )
x x

R x
® 0

 = lim
x x® 0

 
p x

q x

( )
( )

    = 
lim ( )

lim ( )
( )
( )

( )x x

x x

p x

q x

p x

q x
R x→

→

= =0

0

0

0
0 .

 (5)  வட்டச் ொரபு்க்ளான sin x  மறறும் cos x என்்பறவ அவறறின் ொர்ப்கம்   = (- ¥, ¥)-ல 

உள்்ள எலலாப் புள்ளி்களிலும் சதாடரச்சியானறவ.

   lim
x x® 0

 sin x = sin x0 ,  lim cos cos
x x

x x
→

=
0

0 .

  இதன் விற்ளவா்க, எலறல்களின் தறலகீழி மறறும் வகுத்தல விதிகிளின்்படி, tan x, cot x,  
cosec x, sec x க்பான்ை ொரபு்கள் அவறறிறகு ச்பாருத்தமான ொர்ப்கங்களில சதாடரச்சியானறவ.

 (6) f x x n( ) =
1

 க்பான்ை n-ஆம் ்படி மூல ொரபு்கள் அவறறிறகு ச்பாருத்தமான ொர்ப்கங்களில 

சதாடரச்சியானறவ. ்காைணம்  lim
x x

n nx x
→









 =

0

1

0

1

 .

 (7) தறலகீழிச் ொரபு f x
x

( ) =
1

,  x = 0-ல அது சதாடரச்சியறைது. ஆனால   -{ }0 -ல எலலா 

புள்ளி்களு்கும்  f சதாடரச்சியானது.

 (8) h(x) = 
x x
x x
+

+





1 0
1 02

,
,
    
  

≤

>
 

  h-ன் ொர்ப்கம் எலலா சமய்சயண்்கள் ஆகும். கமலும்

   lim
x → −0

 h(x) = lim( ) ( )
x

x h
→ −

+ = =
0

1 1 0  

   lim
x → +0

 h(x) = lim( ) ( )
x

x h
→ +

+ = =
0

2 1 1 0 .

  எனகவ x = 0-ல  h ஒரு சதாடரச்சியான ொர்பாகும். கமலும் (- ¥, 0) மறறும் (0, ¥)-ல  h ஒரு 
சதாடரச்சியான ொரபு. எனகவ, (- ¥, ¥)-ல  h(x) ஒரு சதாடரச்சியானது.
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 (9) மீப்ச்பரு முழு எண் ொரபு f(x) = x  , x = 0-ல சதாடரச்சியறைது.

   lim
x → −0

 x    = - 1 மறறும்

   lim
x

x
→ +

 
0

 = 0

  எலலா முழு எண் மதிப்பு்களு்கும் இந்தச் ொரபு சதாடரச்சியறைது.

   குறிப்்பா்க  lim
x n

x
→ −

   = n - 1 மறறும்

   lim
x n

x
→ +

   = n.

 (10) மட்டுச் ொரபு  -ன் எலலா மதிப்பு்களு்கும் சதாடரச்சியானது.

  f(x) = |x| =  

−
=









x x
x

x x

  ; 
     ; 
     ;  

<

>

0
0 0

0
  குறிப்்பா்க, 
   lim | |

x
x

→ −0
 = lim( )

x
x

→ −
−

0
 = 0,

   lim | |
x

x
→ +0

 = lim
x → +0

(x) = 0, மறறும்

   lim ( )
x

f x
→ −0

 = 0 = lim ( )
x

f x
→ +

=
0

 0 = f(0).

 (11) ்படி்குறிச் ொரபு f(x) = ex,  -ன் எலலா புள்ளி்களு்கும் சதாடரச்சியானது.
 (12) மட்ற்கச் ொரபு f(x) = log x (x > 0), (0, ¥)-ல சதாடரச்சியானது.

9.3.2 ததொடர்ச்சியொ்ன ெொர்புைளின இயற்ைணிதம்

(Algebra of continuous functions)
 f மறறும் g என்ை ொரபு்கள், x0-ஐ உள்்ளட்கிய அண்றமப் ்பகுதியிலும் x0  என்ை புள்ளியிலும் 
சதாடரச்சியானறவ்கள் எனில,
 (1) x = x0-இல f + g  சதாடரச்சியானது
 (2) x = x0-இல f - g  சதாடரச்சியானது
 (3) x = x0-இல f . g  சதாடரச்சியானது

 (4) x = x0-இல  
f
g

 (g(x) ¹ 0) சதாடரச்சியானது

 (5) சதாடரச்சிறயப் ்பறறிய ொரபு்களின் கெரப்புத் கதறைம் f  என்ை ொரபு g(x0)-இல மறறும்  g 
என்ை ொரபு x = x0-இல சதாடரச்சியானறவ எனில fog -யும் x0-இல சதாடரச்சியானது.

மூடிய இகடதவளியில ததொடர்ச்சி

(Continuity in a closed  interval)

வகையக் 9.9
 f a b:[ , ] ®  என்ை ொரபு, திைந்த இறடசவளி (a, b)-ல சதாடரச்சியானதா்கவும் 

lim ( ) ( )
x a

f x f a
→ +

=  மறறும் lim ( )
x b

f x
→ −

 = f(b)ஆ்கவும் இருப்பின், அந்தச் ொரபு மூடிய இறடசவளி  

[a, b] -ல சதாடரச்சியானது  என்கூைலாம்.
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 அதாவது ஒரு ொரபு a-்கு வலப்்ப்்கமிருந்து சதாடரச்சியா்கவும்  b-்கு இடப்்ப்்கமிருந்து 
சதாடரச்சியா்கவும் மறறும் (a, b) திைந்த இறடசவளியில உள்்ள ஒவசவாரு புள்ளி  x0-்கும் 
சதாடரச்சியா்க இரு்்க கவண்டும்.
விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.7

 f(x) = 1 2- x என்ை ொரபின் சதாடரச்சித் தன்றமறய ஆைாய்்க.
தீர்வு

 ொரபு f-ன் வறையறைப்்படி ொர்ப்கம் மூடிய 
இறடசவளி  [-1,1] ஆகும். 

 (1 - x2 ³ 0 ஆ்க இரு்கும்க்பாது  f 
வறையறு்்கப்்படுகிைது )  
 c Î (-1, 1) என்ை ஏகதனும் ஒரு புள்ளி்கு

  lim
x c®

 f(x) = lim
x c

x
→

−1 2  = lim( )
x c

x
→

−



1 2

1
2  

   = ( ) ( )1 2
1
2− =c f c .

  lim ( )
x

f x
→− +1

 = lim ( ) ( )
x

x f
→− +

− = =
1

2
1
21 0 1 .

  lim ( )
x

f x
→− −1

 = lim ( )
x

x
→− −

−



1

2

1
21 = 0 = f(-1).

 இவவாைா்க f என்ை ொரபு [-1, 1] இறடசவளியில சதாடரச்சியானது. இந்த் ்கண்கிறன 
ொரபு்களின் கெரப்புத் கதறைம் மூலமும் தீர்்கலாம்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.37
   பின்வரும் ொரபு்கள் எந்த இறடசவளி்களில சதாடரச்சியானது என் ்காண்்க.

 (i) f(x) = tan x  (ii)  g(x) = 
sin ,

,

1 0

0 0
x

x

x

   

          

≠

=






        (iii) h(x) = 

x
x

x

x

sin ,

,

1 0

0 0

   

            

≠

=






 

தீர்வு

 (i) f(x) = tan x என்ை ொரபு x = (2n + 1) 
p
2

 , n Î Z என்ை இடங்களில 

வறையறு்்கப்்படவிலறல. மறை எலலா இடங்களிலும் இது சதாடரச்சியானது, எனகவ  
f(x) = tan x ொரபு

  ... , , , , , ,...− −





 −














3
2 2 2 2 2

3
2

π π π π π π
 க்பான்ை திைந்த இறடசவளி்களில 

சதாடரச்சியானது.

 (ii) y
x

=
1

 என்ை ொரபு x = 0-ஐ தவிை   -ன் மறை எலலா இடங்களிலும் சதாடரச்சியானது. 

x = 0-இல ொரபு வறையறு்்கப்்படவிலறல. 
  g x

x
( ) sin=

1
 என்ை ொரபு x = 0 தவிை மறை எலலா இடங்களிலும் சதாடரச்சியானது.  

lim ( )
x

g x
®0

 மதிப்பு கிறட்்காது. எனகவ g என்ை ொரபு (- ¥, 0) மறறும் (0, ¥) 

இறடசவளி்களில சதாடரச்சியானது.

-1 1

1

y

o

x

2
( ) 1f x x= −

்படம் 9.36
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 (iii) h(x) என்ை ொரபு,   = (- ¥, ¥)-ல x0 ¹ 0 என உள்்ள எலலா புள்ளி்களு்கும் 

வறையறு்்கப்்பட்டுள்்ளது.

   lim ( )
x x

h x
® 0

 = lim sin
x x

x
x→









0

1
 = x

x0
0

1
sin  = h(x0)

 For x0 0=  
   h(x) = x

x
.sin 1

 

   - x £ x
x

xsin 1
£

   g(x) = − = =x f x x
x
h x x, ( ) sin , ( )1

 

   lim ( )
x
g x

®0
 = 0, lim ( )

x
h x

→
=

0
0  

    lim sin .
x

x
x→
=

0

1 0    

 சேரு்குத் கதறைத்தின்்படி

   lim sin
x

x
x→







0

1
 = 0 = h(0).

  எனகவ சமய்சயண் க்காட்டில உள்்ள எலலாப் புள்ளி்களு்கும் h(x) சதாடரச்சியானது.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.38
 த்்காளி சமாத்த விற்பறனயா்ளர ஒருவர புதியதா்க அறுவறடயான த்்காளியின் விறல 
100 கிகலாவு்கு குறைவா்க வாஙகினால ரூ்பாய் ₹ 0.16/கி வீதமும் குறைந்த்பட்ெம்  100 கி 
வாஙகினால ரூ்பாய் ₹ 0.14/கி விற்பதா்க் ்காண்கிைார. சமாத்த விறலயின் ொரற்பயும் 100 கிகலா 
வாஙகும்க்பாது உள்்ள விறலறயயும் ்காண்்க.
தீர்வு
 ோள் ஒன்று்கு வாஙகும் த்்காளியின் அ்ளவு x என்்க. மறறும் விறல C என்்க.

 C(x) = 
0 16 0 100
0 14 100

. ,

. ,
x x
x x

  ;  
  ;   

≤ <
≥





 

 இந்தச் ொரபின் ்படம் பின்வருமாறு :

்படம் 9.37

100

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24 y

m = .14

m = .16

x
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  x = 100-இல ொரபு சதாடரச்சியறைது. ஏசனனில  lim ( )
x

C x
→ −

=
100

16  மறறும்

lim ( )
x

C x
→ +

=
100

14  

 C(100) = 14

 இவவாைா்க, lim ( ) lim ( ) ( )
x x

C x C x C
→ →− +

= ≠ = =
100 100

16 14 100  

 இஙகுச் ொரபு ஒரு குறிப்பிட்ட மதிப்பு 14-ல இருந்து மறசைாரு எண் 16்கு மாறைம் அறடகிைது.

9.3.3 நீக்ைக் கூடிய மற்றும் துள்ைல ததொடர்ச்சியற்் தனகம

            (Removable and Jump discontinuities)
 பின்வரும் ொரபு்கற்ள் ்கவனிப்க்பாம் :

 (i) f x x
x

( ) sin
=  

 (ii) g x C x( ) ( ).=   (எடுத்து்்காட்டு 9.38-ல வறையறு்்கப்்பட்ட C x( ) )

 x = 0 -ஐ தவிை சமய்சயண் கேர்க்காட்டில உள்்ள எலலா புள்ளி்களு்கும்  f(x) 

வறையறு்்கப்்பட்டுள்்ளது. அதாவது, f(0) வறையறு்்கப்்படவிலறல. ஆனால, lim sin
x

x
x→

=
0

1  ஆ்க 

உள்்ளது. பின்வருமாறு ொரற்ப மாறறி வறையறுப்க்பாம் எனில

   h(x) = 
sin ,x

x
x

x

≠

=







0

1 0,       
 

 சமய்சயண் கேர்க்காட்டில உள்்ள அறனத்துப் புள்ளி்களு்கும் x = 0-ஐயும்  கெரத்து h 
வறையறு்்கப்்பட்டுள்்ளது. கமலும்  x = 0-இல h சதாடரச்சியானது.

   lim ( )
x
h x

®0
 = lim sin ( )

x

x
x

h
→

= =
0

1 0 .

 x ¹ 0-்கு h(x) = f(x) என்்பறத் ்கவனி்்கவும். மூலச்ொரபு f(x),  x = 0-இல சதாடரச்சியறைதா்க 
இருந்தக்பாதிலும் மாறறி வறையறு்்கப்்பட்ட ொரபு h பூஜ்ஜியத்திலும் சதாடரச்சியானதா்க உள்்ளது. 
அதாவது ொரற்ப மாறறி வறையறுத்து சதாடரச்சியறை தன்றமறய சதாடரச்சியானதா்க மாறை 
முடியும். இவவாறு உள்்ள சதாடரச்சியறை புள்ளி்கள் நீ்்க்கூடியத் சதாடரச்சியின்றம எனப்்படும்.

வகையக் 9.10

 h : I ® என்ை ொரபு h(x) = 
f x x x

f x x x
x x

( ),
lim ( ),

        ; 
  ;  

≠
=





 →

0

0
0

 என வறையறு்்கப்்பட்டால I Í R என்ை 

இறடசவளியில வறையறு்்கப்்பட்ட ொரபு f-்கு  x0 Î I -இல நீ்்க்கூடிய சதாடரச்சியறை தன்றம 
உள்்ளது எனலாம்.

 நீ்்க்கூடிய சதாடரச்சியறை தன்றம்கு lim ( )
x x

f x
® 0

 கிறட்்க கவண்டும்.

 எடுத்து்்காட்டு 9.38-ல உள்்ளவாறு g(x) = C(x) என்ை ொரற்ப ஆய்வு செய்கவாம்.  
இது [0, ¥)-இல உள்்ள எலலாப் புள்ளி்களிலும் வறையறு்்கப்்பட்டாலும், lim ( )

x
g x

®100
 

கிறட்்கப்ச்பைவிலறல. கமலும் lim ( ) lim ( )
x x

g x g x
→ →+ −

− = − =
100 100

16 14 2  என்ை முடிவான மதிப்பு்கு 
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ஒரு துள்்ளல உள்்ளது. lim ( )
x

g x
®100

-ன் மதிப்பு கிறட்்கவிலறல என்்பதால  x = 100-இல அது 

சதாடரச்சியறைது. இதுக்பான்ை சதாடரச்சியறை தன்றம்கள் துள்்ளல சதாடரச்சியறை தன்றம 
எனப்்படும். இதிலிருந்து பின்வரும் வறையறைறயப் ச்பைலாம் :

வகையக் 9.11
 I Í R  என்ை இறடசவளியில f  என்ை ொரபு வறையறு்்கப்்பட்டது என்்க. 

 lim ( )
x x

f x
→ −

0

மறறும் lim ( )
x x

f x
→ +

0

ஆகியறவ கிறட்்கப்ச்பறறு lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
→ →− +

≠
0 0

 எனுமாறு   

x0 Î I-இல  f-்குத் துள்்ளல சதாடரச்சியறை தன்றம உள்்ளது எனலாம்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.39

 f(x) = 
x

x
x

x

2 1 0

0 0

sin ,

,

  ;  

            ;  

≠

=






 என வறையறு்்கப்்பட்டால f என்ை ொரபு  -இல சதாடரச்சியானதா 

எனத் தீரமானி்்க.
தீர்வு

 இறடயீட்டுத் கதறைப்்படி lim sin
x

x
x→
=

0

2 1
0  மறறும் f(x)-ன் வறையறைப்்படி f(0) = 0, எனகவ,   

x = 0-இல f சதாடரச்சியானது. கமலும் மறை எலலா மதிப்பு்களு்கும் சதாடரச்சியானது என்்பது 
சதளிவா்கத் சதரிகிைது. எனகவ f என்ை ொரபு  -இல சதாடரச்சியானது.

பயிற்சி 9.5
 (1) f(x) = 2x2 + 3x - 5   -ன் எலலா புள்ளி்களிலும் சதாடரச்சியானது என நிறுவு்க. 

 (2) பின்வருவனவறறின் சதாடரச்சித் தன்றமறய ஆைாய்்க :

  (i) x + sin x (ii) x x2 cos  (iii) e xx tan  

  (iv) e xx2 2+   (v) x x. ln   (vi) 
sin x

x 2  

  (vii) 
x
x

2 16
4

−
+

 (viii) | x + 2 | + | x - 1 | (ix) 
| |
| |
x

x

−
+

2
1

 

  (x) cot x + tan x

 (3) பின்வரும் ொரபு்களு்குத் சதாடரச்சித் தன்றமறய் ச்காடு்்காத புள்ளி்கற்ள் ்காண்்க.

  (i) f(x) = 
4 5 3
4 5 3

x x
x x
+ ≤
−





,
,
  ;  
  ;  >  (ii)  f(x) = 

x x
x x
+




2 2
22

,
,

 ;  
     ; 

≥

<

  (iii) f(x) = 
x x
x x

3

2

3 2
1 2

− ≤

+







,
,
  ,  
  ,  >

  (iv) f(x) = 
sin ,

cos ,

x x

x x

   

  

0
4

4 2

≤ ≤








π

π
< <

π
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 (4) ச்காடு்்கப்்பட்ட ொரபு்கு் ச்காடு்்கப்்பட்ட புள்ளி x0 -இல சதாடரச்சியானதா அலலது 

சதாடரச்சியறைதா என் ்காைணத்துடன் கூறு்க.

   (i) x0 = 1,  f(x) = 
x
x

x

x

2 1
1

1

2 1

−
−

=







,

,

  

          

≠
  (ii) x0 = 3,  f(x) = 

x
x

x

x

2 9
3

3

5 3

−
−

=







,

,

  ;  

           ; 

≠

 (5) 
x
x

x

x

3 1
1

1

3 1

−
−

=







,

,

  ;  

          ;  

≠
என்ை ொரபு  (- ¥, ¥)-இல சதாடரச்சியானது என்்காட்டு்க.

 (6) f(x) =  
x
x

x

x

4 1
1

1

1

−
−

=







,

,

   ;  

          ;  

≠

α
 என வறையறு்்கப்்பட்ட ொரபில x = 1-இல ொரபு சதாடரச்சியானது 

எனில, α-ன் மதிப்பு ்காண்்க.

 (7) f(x) = 

0 0
0 2

4 2

2

,
,

,

    ; 
  ;  

   ;   

x
x x

x

<

≤ <
≥









 என்ை ொரபின் வற்ளவறைறய வறை்க. இச்ொரபு (- ¥, ¥)-ல 

சதாடரச்சியானது என நிறுவு்க.

 (8) f மறறும் g சதாடரச்சியான ொரபு்கள் கமலும் f(3) = 5 மறறும் lim ( ) ( )
x

f x g x
→

−[ ] =
3

2 4  

எனில g(3)-ஐ் ்காண்்க.

 (9) ொரபு சதாடரச்சியறைதா்க உள்்ள புள்ளி்கற்ள் ்காண்்க. இந்தப் புள்ளி்களில எந்தப் 
புள்ளி்களு்கு f-்கு வலப்்ப்்கத் சதாடரச்சி, இடப்்ப்்கத் சதாடரச்சி மறறும் எதுவுமிலறல 
என உள்்ளறத் ்காண்்க.  f -ன் வற்ளவறைறய வறை்க.

  (i) f(x) = 
2 1 1
3 1 1
2 1 1

x x
x x
x x

+ −
−

−









,

,

  ;   
        ;  

 ;   

≤
< <

≥
  (ii) f(x) = 

( ) ,
( ) ,
x x
x x
−

+







1 0
1 0

3

3

   ; 
   ;  

<

≥

 (10) f  பின்வருமாறு வறையறு்்கப்்பட்டுள்்ளது :

  f(x) =  

0 0
0

                    ;   
                    ;    

x
x x

<
≤ <11

4 2 1 3
4 3

2− + −
−











x x x
x x

  ;   
              ;    

≤ <
≥

  இந்தச் ொரபு சதாடரச்சியானதா?

 (11) பின்வரும் ொரபு்களில எவறறு்கு x = x0-ல நீ்்க்கூடிய சதாடரச்சியறை தன்றம உள்்ளது 
என் ்காண்்க? சதாடரச்சியறை தன்றம இரு்குமானால,  f-ன்  x ¹ x0-்கு ஏறைவாறு   
 -இல சதாடரச்சியா்க இரு்குமாறு  g என்ை ொரற்ப் ்காண்்க.

  (i) f(x) = 
x x

x
x

2

0
2 8

2
2− −

+
= −,     .
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  (ii) f(x) = 
x
x

x
3

0
64
4

4+
+

= −,   .

  (iii) f(x) = 
3
9

90
−
−

=
x

x
x,      .

 (12) g x
x b x
bx x

( ) =
− <
+ ≥





2 2 4
20 4

  ;  
  ;  

 என்ை ொரபு ( , )−∞ ∞ -ல சதாடரச்சியானது எனில மாறிலி b -ஐ் 

்காண்்க.

 (13) f x x
x

( ) sin=
π   என்்க. f(0)-ன் எந்த மதிப்பு்கு f எலலா இடங்களிலும் சதாடரச்சியானதா்க 

இரு்கும்?

 (14) f x x
x

( ) = −
−

2

3

1
1

 என்ை ொரபு x = 1-ல வறையறு்்கப்்படவிலறல.  f(1)-ன் எந்த மதிப்பிறகு   

x = 1-ல f சதாடரச்சியானதா்க இரு்கும் ?

 (15) பின்வரும் வற்ளவறை்களு்கு x x= 0 -ல எவவாறு சதாடரச்சியறறு உள்்ளது என்கூறு்க?

பயிற்சி 9.6
ெரியான அலலது மி்கவும் ஏறபுறடய விறடயிறன் ச்காடு்்கப்்பட்ட  
ோன்கு மாறறு விறட்களிலிருந்து கதரந்சதடு்்கவும்.

 (1) lim sin
x

x
x→∞

 

  (1) 1 (2) 0 (3) ¥   (4) −∞  

  ்படம் 9.38 ்படம் 9.39

x

y

O
x

y(a) (b)

0
x

0
xO

x

y
(c) (d)

0
xO

-2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

y

0
x x�

x

  ்படம் 9.40 ்படம் 9.41
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 (2) lim
cos/x

x
x→

−
π

π
2

2
 

  (1) 2 (2) 1 (3) -2   (4) 0

 (3) lim cos
x

x
x→

−
0

1 2
 

  (1) 0 (2) 1 (3) 2   (4) இவறறில ஏதுமிலறல

 (4) lim sin
sinθ

θ
θ→0

 

  (1) 1 (2) - 1 (3) 0 (4) 2

 (5) lim
x

x
x x
x x→∞

+ +
+ +











2

2

5 3
3

  (1) e4  (2) e2  (3) e3  (4) 1

 (6) lim
x

x
x→∞

−
+

=
2 1

2 1
 

  (1) 1 (2) 0 (3) - 1 (4) 
1
2

 

 (7) lim
x

x xa b
x→∞

−
=  

  (1) log ab (2) log a
b






   (3) log b

a






   (4) a

b
 

 (8) lim
x

x x x x

x→

− − +
=

0 2

8 4 2 1
 

  (1) 2 log 2 (2) 2 2 2(log )   (3) log 2 (4) 3 log 2

 (9) f x x xx( ) ( ) ,= − ≤



1 0

1

, இஙகு x என்்பது x-்குச் ெமமான அலலது குறைவான மீப்ச்பரு முழு 
எண், எனில, lim ( )

x
f x

®0
-ன் மதிப்பு

  (1) - 1 (2) 0 (3) 2 (4) 4

 (10) lim
x

x
→
  =3

  (1) 2 (2) 3 (3) மதிப்பு இலறல (4) 0

 (11)   f x
x
x x

x
( )

,
,

=
− + < ≤




≤ ≤3 0
3 5 1 2

1
எனில

  (1) lim ( )
x
f x

→
=

1
1    (2) lim ( )

x
f x

→
=

1
3  

  (3) lim ( )
x
f x

→
=

1
2    (4) lim ( )

x
f x

®1
 இலறல
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 (12) f : ®  என்்பது f x x x x( ) | |= −  + − ∈3 4 ,   , என வறையறு்்கப்்பட்டால lim ( )
x

f x
→ −3

 -ன் 

மதிப்பு

  (1) - 2 (2) - 1 (3) 0 (4) 1

 (13) lim sin
x

xxe x
x→

−
0

 -ன் மதிப்பு

  (1) 1 (2) 2 (3) 3 (4) 0

 (14) If lim sin
tanx

px
x→
=

0 3
4  எனில p-ன் மதிப்பு

  (1) 6 (2) 9 (3) 12 (4) 4

 (15) lim sin cos
/x→

−

−
π

α α

α π4

4

 -ன் மதிப்பு

  (1) 2   (2) 
1
2

  (3) 1 (4) 2

 (16) lim
n n n n

n
n→∞

+ + + +







1 2 3
2 2 2 2  is

  (1) 
1
2

  (2) 0 (3) 1 (4) ¥  

 (17) lim
sin

x

xe
x→

−
=

0

1
 

  (1) 1 (2) e (3) 
1
e

  (4) 0

 (18) lim
tan

tan

x

x xe e
x x→

−
−

=
0

 

  (1) 1 (2) e (3) 
1
2

  (4) 0

 (19) lim sin
x

x
x®0 2

 -ன் மதிப்பு

  (1) 1 (2) - 1 (3) 0 (4) ¥

 (20) lim
x k

x x
→ −

−   -ன் மதிப்பு இஙகு k
  (1) - 1 (2) 1 (3) 0 (4) 2

 (21) x =
3
2

-ல f x
x
x

( ) | |
=

−
−

2 3
2 3

 என்்பது

  (1) சதாடரச்சியானது  (2) சதாடரச்சியறைது

  (3) வற்கயிடத்த்்கது  (4) பூஜ்ஜியமறைது
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 (22) f : ®   என்்பது   f x
x x
x x

( )
;
;

=
−





  xU tpfpjKwh vz;

 xU tpfpjKW vz;1  எனில f  என்்பது

  (1) x =
1
2

 -ல சதாடரச்சியறைது (2) x =
1
2

 -ல சதாடரச்சியானது

  (3) எலலா இடங்களிலும் சதாடரச்சியானது (4) எலலா இடங்களிலும் சதாடரச்சியறைது

 (23) ொரபு f x
x
x

( ) = −
+

2

3

1
1

, x = −1 ஆல வறையறு்்கப்்படவிலறல. f ( )-1 -ன் எம்மதிப்பிறகு இந்த 

ொரபு சதாடரச்சியானதா்க இரு்கும்.

  (1) 
2
3

  (2) -
2
3

  (3) 1 (4) 0

 (24) f  என்ை ொரபு [2, 5]-இல சதாடரச்சியானது என்்க. x-ன் எலலா மதிப்பு்களு்கும்  f விகிதமுறு 
மதிப்பு்கற்ள மட்டுகம ச்பறும். கமலும் f ( )3 12=  எனில f ( . )4 5 -ன் மதிப்பு

  (1) 
f f( ) ( . )

.
3 4 5

7 5
+

  (2) 12 (3) 17.5 (4) 
f f( . ) ( )

.
4 5 3

1 5
-

 

 (25) f  என்ை ொரபு f x x x
x

x( ) | | ,=
−

≠ 0  என வறையறு்்கப்்பட்டு f ( )0 2= எனில f என்்பது

  (1) எஙகும் சதாடரச்சியானது அலல

  (2) எலலா இடங்களிலும் சதாடரச்சியானது

  (3) x = 1-ஐ தவிை எலலா x மதிப்பு்களு்கும் சதாடரச்சியானது

  (4) x = 0 -ஐ தவிை எலலா x மதிப்பு்களு்கும் சதாடரச்சியானது

்ொடத் ததொகுப்பு

   இப்்பாடப்்பகுதியில ோம் ்கறறுத் சதளிந்தறவ

 • x-ன் மதிப்பு x0 -்கு குறைவான மதிப்பிலிருந்து  x0 -ஐ சேருஙகும்க்பாது y f x= ( )  என்ை 

ொரபின் எலறல மதிப்பு
 • x-ன் மதிப்பு x0 -்கு அதி்கமான மதிப்பிலிருந்து x0 -ஐ சேருஙகும்க்பாது y f x= ( )  என்ை 

ொரபின் எலறல மதிப்பு.
 • x0

-ஐ நீ்கிய  x0 -ன் அண்றமப்்பகுதியில x-ன் மதிப்பு x0 -ஐ சேருஙகும்க்பாது ொரபு  

f-ன் எலறலமதிப்பு இரு்குமானால lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x L f x f x L
→ → →− +

= = = =
0 0 0

 என 

இரு்கும். இதன் மறுதறலயும் உண்றம.
 • lim ( )

x x
f x L

→
=

0
  என்்பது x x= 0 -ஐ தவிை  x-ன் மதிப்பு  x0 -்கு இருபுைமிருந்தும் x0 -ஐ 

சேருஙகும்க்பாது f(x) -ன் மதிப்பு L -்கு சேருஙகுகின்ைது.

 • lim ( )
x x

f x
® 0

மறறும் lim ( )
x x

g x
® 0

 இரு்குமானால
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  (i) lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

±[ ] = ±
0 0 0

, 

  (ii) lim ( ). ( ) lim ( ). lim ( )
x x x x x x

f x g x f x f x
→ → →

[ ] =
0 0 0

 

  (iii) lim ( )
( )

lim ( )

lim ( )x x

x x

x x

f x
g x

f x

g x→

→

→









 =

0

0

0

  எனில g x( ) ¹ 0 ,  lim ( )
x x

g x
→

≠
0

0 .

 • x x→ −
0  எனும்க்பாது f x( ) →±∞  அலலது  x x→ +

0  எனும்க்பாது f x( ) →±∞  அலலது 

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x l l f x
→ →− +

= ≠ =
0 0

1 2   என இரு்குமானால, x-ன் மதிப்பு x0 -ஐ சேருஙகும்க்பாது 

f(x)-ன் எலறல மதிப்பு இலறல. 

 • ( , )M ¥  என்்பது +∞ -ன் அண்றமப்்பகுதி,  M >0

  ( , )−∞ K  என்்பது  −∞ -ன் அண்றமப்்பகுதி K < 0.

 • x x= 0  எனும்க்பாது f x( ) →±∞எனில x x® 0 என்று செஙகுத்துத் சதாறலத் சதாடுக்காடு 

ஆகும்.
 • x →∞  எனும்க்பாது f x l( ) ® 1 அலலது x →−∞  எனும்க்பாது  f x l( ) ® 2  ஆகியவறறில 

ஒன்று உண்றம எனில y = f(x)  என்ை வற்ளவறை்கு y l= 1  (அ) l2  என்ை க்காடு 
கிறடமட்டத் சதாறலத் சதாடுக்காடு ஆகும்.

 • f x( )  சதாடரச்சியானது எனில

  (i) lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

=
0

0  

  (ii) lim[ ( ) ( )]
∆ →

+ ∆ − =
x

f x x f x
0 0 0 0  

  (iii) lim ( ) lim
x x x x

f x f x
→ →

= ( )
0 0

 இதன் மறுதறலயும் உண்றம.

 • துள்்ளல மறறும் நீ்்க்கூடிய சதாடரச்சியறை தன்றம.
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143XI - ்கணிதவியல்

வை்க நுண்்க�தம்-எல்ைல்கள் 
மற்றும் ெதகாடர்ச்சித் தன்ைம

செயல்பாட்டின் இறுதியில

கிறட்்கப் ச்பறுவது

�டி - 1
கீழ்்காணும் உைலி / விறைவு் குறியீட்றடப் ்பயன்்படுத்தி GeoGebra-வின் “XI standard 
Limits” ்ப்்கத்திறகுச்  செல்க.  உங்கள்  ்பாடம் ொரந்த ்பல ்பயிறசித்தாள்்கள் இப்்ப்்கத்தில 
ச்காடு்்கப்்பட்டிரு்கும்.. 

�டி -2
“Limits basic” என்ை ்பயிறசித் தாற்ளத் கதரவு செய்்க. சதாடர ொரபு 
ச்காடு்்கப்்பட்டிரு்கும்.உங்களு்கு கவண்டிய புள்ளிறய ேழுவல ‘a’ ே்கரத்தி 
கதரவு செய்து ச்காள்்ளலாம்.க்காடு x = h -ஐ  ே்கரத்தவும் (ஒரு புள்ளி்கு 
அருகில) இடது மறறும்  வலது ்ப்்கம் இரு புைமும் f(h) -ஐ ெரி்பார்்க ேழுவல 
“h”-ஐ ே்கரத்தவும். புத்த்கத்தில உள்்ள வறையறையுடன் ஒப்பிட்டு ெரி ்பார்்கவும்..

கமலும் புது வினா்்களு்கு “New Problem” என்்பறதத் கதரவு செய்யவும்.

உைலி :
https://ggbm.at/ycgpqqv9

*்படங்கள் அறடயா்ளத்திறகு மட்டும்.

மற்றும் ெதகாடர்ச்சித் தன்ைம

இகணயச் தெயல்ொடு 9 (a)

�டி - 1 �டி - 2
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144 எல்லல்கள் ்ற்றும் பதா்டரச்சித் தன்ல்

செயல்பாட்டின் இறுதியில

கிறட்்கப் ச்பறுவது

�டி - 1 
கீழ்்காணும் உைலி / விறைவு் குறியீட்றடப் ்பயன்்படுத்தி GeoGebra-வின் XI “ standard 
Limits” ்ப்்கத்திறகுச்  செல்க.  உங்கள்  ்பாடம் ொரந்த ்பல ்பயிறசித்தாள்்கள் இப்்ப்்கத்தில 
ச்காடு்்கப்்பட்டிரு்கும்.

�டி - 2
“Piece-wise limit” என்ை ்பயிறசித் தாற்ளத் கதரவுசெய்்க.க்காடு x = h -ஐ ே்கரத்தவும் (ஒரு 
புள்ளி்கு அருகில) இடது மறறும் வலது்ப்்கம் இருபுைமும் f(h) -ஐ ெரி்பார்்க ேழுவல 
“h”-ஐ ே்கரத்தவும். புத்த்கத்தில உள்்ள வறையறையுடன் ஒப்பிட்டுச் ெரி்பார்்கவும்.

உைலி :
https://ggbm.at/ycgpqqv9
*்படங்கள் அறடயா்ளத்திறகு மட்டும்.

�டி - 1 �டி - 2

வை்க நுண்்க�தம்-எல்ைல்கள் 
மற்றும் ெதகாடர்ச்சித் தன்ைம

இகணயச் தெயல்ொடு 9 (b)
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145 வ்க்ம மறறும் வ்கயிடல மு்்றகள்

10.1 அறிமுைம் (Introduction)
 இப்பொ்டப்பகுதியில் �ன�க்ச�ழுக் �ருத்தியன்லப் பறறியும், அ்தன ச்தொ்டர்பொை இ்தர 
�ருத்து�ன்ளயும் ஆரொய�்தன மூ்லம் அனைொ்ட �ொழக்ன�யில் ெநதிக்கும் ெ�ொல்�ளுக்குத் தீர்வுக் 
�ொண இயலும். இ்தன ச்தொ்டர்ச்சியொ� தினெந��த்தின ெரொெரினயக் கீழக்�ொணும் உ்தொரணத்தின 
மூ்லம் �ொணநபொம்.

 ஒரு குறிப்பிட்ட தூரத்தினைக் �்டக்� உள்ளுணர்வு மூ்லம் தினெந��ம் அல்்லது ந�� வீ்தத்தினைப் 
பயனபடுத்தும் இயல்பு சபொது�ொ� அனை�ரி்டமும் உள்்ளது. ெொனைொ� ஒரு மணி நேரத்தில் ஒரு 
நபருநது 60 கி.மீ. தூரத்தினைக் �்டந்தொல் அப்நபருநதின ெரொெரித் தினெந��ம் மணிக்கு 60 கி.மீ. எை 
அனமயும். ஆைொல் பயணத் தூரம் முழு�தும் 60 கி.மீ. எைச் சீரொை ந��த்திந்லநய நபருநதினை 
இயக்� இய்லொது. ஏசைனில் ே�ர்ப்புைங�ளில் ெறநை ந��த்தினை குனைக்�வும் பிை �ொ�ைங�ன்ளக் 
�்டக்கும்நபொது ந��த்தினைக் கூட்டவும் ந�ணடும். ந�று செொற�ளில் செொல்�ச்தனைொல், 
நேரத்தினைப் சபொறுத்துத் தினெந��ம் 
மொறும் எை்லொம்.
      ஒரு நபொக்கு�ரத்து நிறு�ைத்தின 
அட்ட�னணப்படி ஒரு நபருநது ஓர் 
ஊரிலிருநது மறநைொர் ஊருக்குச் 
செல்்ல ஒரு மணி நேரத்தில் 60 கி.மீ. 
�்டக்� ந�ணடுசமனில் நபருநதின 
பயணப்பொன்தயில் ஆங�ொஙந� 
ஏறபடும் நேர விரயத்தினையும், 
ந��க் குனைவினையும் ஏனைய 
இ்டங�ளில் ஈடுசெயய ந�ணடும் 
எனப்தனை ஓடடுேர் உணர்நந்த 
நபருநதினை இயக்குகிைொர். 
ெரொெரித் தினெந��ம் மணிக்கு
60 கி.மீ.  எனறு  அறிநதிருந்தொலும், 
ஒரு குறிப்பிட்ட ்தருணத்தில் 
நபருநதின தினெந��ம் 
எனைச�னப்தறகு வின்டயொ� 
அனமயொது. 
 சபொது�ொ�, ெரொெரித் தினெந��ம் அல்்லது ே�ரும் சபொருளின ெரொெரி ந��ம் எனபது 
இ்டப்சபயர்ச்சியின நேர வீ்தம் எனபது கீழக்�ொணுமொறு �னரயறுக்�ப்படுகிைது.

vave =
gaz J}uk;

gaz neuk;

வகை நுண்ை�தம்
வகைகம மற்றும் வகையிடல் முகைைள

DIFFERENTIABILITY AND METHODS OF DIFFERENTIATION 10அததியதாயம்

“ேதரவயானரத எடுத்துக ்காள், ்சய்வன ்சய்,
அரடயேவண்�யரத அரடவாய்”

- லிபினிட்ஸ்

உநென நபொல்டடின ெரொெரி ந��ம்

100 10.4
9.58

y
x

∆ = =
∆

kP

tp
மீ/வி

உநென நபொல்டடின ்தறநபொன்தய ந��ம் எனை? → நுண�ணி்தம்
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146XI - கணிதவியல்

 ஒரு 10 கி.மீ பந்தயத் தூரத்தினை ஓர் ஓட்டப் பந்தய வீரர் நினைவு 
செயய எடுத்துக் ச�ொண்ட நேரம் 1 மணி 15 நிமி்டங�ள் (1.25 மணி) எைக் 
�ருதுந�ொம். 
 இந்த ஓட்டப் பந்தயத்தில் அ�ருன்டய ெரொெரித் தினெந��ம் அல்்லது 
ெரொெரி ந��ம்

vave = =
10

1 25
8

.
 கி.மீ. / மணி எனப்தொகும்.

 பந்தயத் தூரத்தின பொதித் தூரத்தினைக் �்டக்கும் ்தருணத்தில் ஓடுப�ரின 

ந��ம் v-யினைத் துல்லியமொ�க் �ணக்கி்ட ந�ணடும் எைக் �ருதுந�ொம்.   
0 மணியிலிருநது 0.5 மணிக்குள் உள்்ள நேர இன்டச�ளியில் உள்்ள தூரம்  

5 கி.மீ. எனில்,  vave = =
5

0 5
10

.
 கி.மீ/மணி ஆகும்.

 அந்த ெமயம், அனர மணி நேரத்தில் ஓடுப�ரின ந�� வீ்தத்திற�ொை �ணநேர வீ்தம் v-ஐ சிைந்த 
குறியீ்டொ� நமற�ண்ட வின்டனய எடுத்துக் ச�ொள்்ள இய்லொது. ச்தொ்டக்� இ்டத்திலிருநது 5.7 கி.மீ 
தூரத்தில் 0.6 மணியில் இருக்கிைொர் எைத் தீர்மொனித்்தொல்,  0 மணியிலிருநது 0.6 மணி �னரயுள்்ள 

ெரொெரி ந��ம் vave =
−
−

=
5 7 5

0 6 0 5
7.

. .
கி.மீ./மணி ஆகும்.

 �ன்டசியொ�ப் சபைப்பட்ட v-ன மதிப்னப ெறநைைக்குனையச் ெரியொை மதிப்பீ்டொ�க் �ரு்த்லொம். 
இக்�ொ்ல இன்டச�ளினய  0.5 மணிக்குள் ‘குனைப்ப்தன மூ்லமும்’ அ்தறந�றப  5 கி.மீ. தூரத்திறகு ஒப்ப 
நேர அ்ளவீடன்டயும் �ணக்கிடும்நபொது ஓடுப�ரின ந��த்தினை அனரமணியில் நமலும் சிைப்பொை 
ந்தொரொய மதிப்பீடு�ன்ளத் ்தர இயலும்.
 தினெந��த்தினைக் �ணக்கிடு�து எனபது y f x= ( )  எனும் சபொது�ொை பகுமுனைச் ெொர்பிைது 
�ணி்த மொதிரியின �ன�யிடு்தன்லக் �ணக்கிடு�்தறகு இடடுச் செல்கிைது. அ்தன வின்ள�ொ� 
கீழக்�ொணும் குறிக்ந�ொள்�ன்ளயும், ச்தொ்டர்ச்சியொ� �ன�யிடு்தலின பகுப்பொயவினைப் பறறியும் 
�ொணநபொம்.

கற்றலின் ந�ோககஙகள்

இப்பொ்டப்பகுதி நினைவுறும்நபொது மொண�ர்�ள் அறிநதிருக்� ந�ணடியன��்ளொ�
• பினைங�ளின எல்ன்லயொ� �ன�யீடடினை அறி்தல்
• �டிவியல் ரீதியொ� �ன�யீடடினைக் �ொணு்தல்
• மொறைங�ளின  அ்ளவீடடுச் செய்லொ� �ன�யீடடினைப் புரிநது ச�ொள்ளு்தல்
• �ன்ள�னர�ளின மீ்தொை ச்தொடுந�ொடு�ளின ெொய�ொ�வும்/மொறுவீ்தம் ஆ�வும் �ன�யீடடினை 

உணர்நது ச�ொள்ளு்தல்
• �ன�யிடு்தலின பல்ந�று முனை�ன்ள அறிநது ச�ொள்ளு்தல்
• அனைொ்ட நி�ழவு�ளின தீர்வு�ளுக்குக் �ருவியொ� �ன� நுண�ணி்தத்ன்தப் பயனபடுத்து்தல்.
ஆகியன� எதிர்பொர்க்�ப்படுகினைை.

10.2 வகையிடுதலின் ைருதததாகைம் (The concept of derivative)
 பதிநைழொம் நூறைொணடில் �ணி்தவிய்லொ்ளர்�ள் தீர்வு �ொண முயனை ேொனகு முக்கியமொை 
�ணக்கு�ளிலிருநது �ன�நுண �ணி்தம் ந்தொனறி �்ளர்ச்சி சபறைது. அன�
 (1) ச்தொடுந�ொடுக் �ணக்கு
 (2) தினெந��ம் மறறும் முடுக்�க் �ணக்கு
 (3) சிறுமம் மறறும் சபருமக் �ணக்கு
 (4) பரப்ப்ளவுக் �ணக்கு.

 மு்தலிரணடு �ணக்கு�ன்ளப் பறறி இப்பொ்டப்பகுதியில் �ொணநபொம். ஏனைய இரணடினைப் 
பினைர் �ரும் பொ்டப்பகுதியில் �ொண்லொம்.

காட்ஃபிரைட் வில்ஹெலம் 
லிபினிட்ஸ் (1646 - 1716)
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147 வகைகை ைற்றும் வகையிடல் முகைைள்

10.2.1. தததாடுகைதாடுக ைணககு(The tangent line problem)
 ஒரு �ன்ள�னரயில் குறிப்பிட்ட ஒரு புள்ளியில் ஒரு 
நேர்க்ந�ொடு ச்தொடுந�ொ்டொ� அனமகினைது எனப்தன சபொருள் 
எனை? ஒரு �ட்டத்தில் ‘P’ எனும் புள்ளியின மீது ச்தொடடுச் 
செல்லும் ச்தொடுந�ொடு எனபது ப்டம் 10.1-ல் �ணடுள்்ள�ொறு 
‘P’ எனும் புள்ளினயச் ெநதிக்கும் ஆரக்ந�ொடடிறகுச் செஙகுத்துக் 
ந�ொ்டொ� (radial line) அனமயும்.
   ஆைொல் சபொது�ொை �ன்ள�னரயொ� இருந்தொல் ச்தொடுந�ொடன்டக் 
�ண்டறி�து மி�க் �டிைமொை செய்லொகும். எடுத்துக்�ொட்டொ� 
கீழக்�ொணும் 10.2-லிருநது 10.4 �னரயி்லொை ப்டங�ளில் 
உள்்ள�றறிறகுத் ச்தொடுந�ொடு�ன்ள எவ�ொறு �னரயறுக்� இயலும்?

 ‘P’ எனும் புள்ளியில் �ன்ள�னரனய ச�டடிச் செல்்லொமல் ச்தொடடுச் செல்லும் ந�ொடு்தொன 
ச்தொடுந�ொ்டொ� அனமயும் எைக் கூை முனைய்லொம். இந்த �னரயனை ப்டம் 10.2-ல் உள்்ளது நபொனை 
�ன்ள�னரக்குப் சபொருநதும், ஆைொல் 10.3-ல் உள்்ள �ன்ள�னரக்குப் சபொருந்தொது,  அல்்லது ஒரு 
�ன்ள�னரக்கு ஒரு ந�ொடு ச்தொடுந�ொ்டொ� அனமய ந�ணடுசமனில், ந�ொடும் �ன்ள�னரயும் 
ஒநர ஒரு புள்ளியில் ச்தொடடுச் செல்்லந�ொ அல்்லது ெநதிக்�ந�ொ ந�ணடும். ஆைொல் இந்த 
�னரயனை �ட்டத்திறகுப் சபொருந்தக் கூடும். ஆைொல் ப்டம் 10.4-ல் உள்்ளது நபொனை சபொது�ொை 
�ன்ள�னர�ளுக்கு இந்த �னரயனை சபொருந்தொது.
 அடிப்பன்டயில் ‘P’  எனும் புள்ளியில் உள்்ள ச்தொடுந�ொடன்டக் �ண்டறிய முயல்�து ‘P’ எனும் 
புள்ளியில் ச்தொடுந�ொடடின ெொயவினைக் �ண்டறி�்தொ� மொறுகிைது.
 இச்ெொயவினை, ச்தொடு�னரப்புள்ளி   (point of tangency) மறறும் �ன்ள�னரயின மீ்தொை 
மறசைொரு புள்ளி �ழியொ�ச் செல்லும் ச�டடுக் ந�ொடடின ெொயவுக்குத் ந்தொரொயமொ�ப் ப்டம் 10.5ல் 
�ொணபதுநபொல் �ொண்லொம்.
 ச்தொடு�னரப்புள்ளியொ� P(x0, f(x0)) எைவும் இரண்டொ�து புள்ளியொ� Q(x0 + Dx, f(x0 + Dx)) 
எைவும் �ருதுந�ொம். 

 m =  
y y
x x

2 1

2 1

-
-

எனும் ெொயவு விதியில் பிரதியிடு�்தன மூ்லம் இரு புள்ளி�ள் �ழியொ�ச் செல்லும் 

ச�டடுக் ந�ொடடின ெொயன�ப் சபை இயலும்.

 msec = 
f x x f x
x x x

( ) ( )
( )

0 0

0 0

+ ∆ −
+ ∆ −

 = 
y
x

y
x

?d;; khw;wk;

?d; khw;wk;
=
∆
∆

 அ்தொ�து, msec = 
f x x f x

x
( ) ( )0 0+ ∆ −

∆
 எனபது 

ச�டடுக்ந�ொடடின ெொய�ொ� அனமயும்.
 இந்தச் ெமனபொடடின �்லப்பக்�ம் இருப்பது ந�றுபொடடுப் 
பினைம்  (Difference quotient) ஆகும். 

 பகுதி Dx எனபது x-ன் மோற்றம் (x-ன அதி�ரிப்பு) மறறும் 
ச்தொகுதி Dy = f(x0 + Dx) - f(x0) எனபது y-ன் மோற்றம் ஆகும்.

 ச்தொடு�னரப்புள்ளிக்கு மி� அருந� புள்ளி�ன்ளத் ந்தர்நச்தடுப்ப்தன மூ்லம் ச்தொடுந�ொடடின 
ெொயவிற�ொை சிைந்த ந்தொரொய மதிப்பினைப் சபை இயலும் எனபந்த இம்முனையின சிைப்பம்ெம் ஆகும்.

x

y

P

x

y

P

x

y

P

x

y

P

( )y f x=
(

)

y
f

x
=( )y f x=

ப்டம் 10.1

ப்டம் 10.5

 ப்டம் 10.2 ப்டம் 10.3 ப்டம் 10.4

x

y

  

  

∆x

( )
y f x=

0 0
( , ( ))P x f x

0 0
( , ( ))Q x x f x x+ ∆ + ∆

0 0
( ) ( )y f x x f x∆ = + ∆ −

bt
l;L

f;n
fh
L
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தததாடுகைதாட்டின் கததாரதாயம்

ப்டம் 10.6 மு்தல் 10.13 �னர

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

0x∆ → 0x∆ →

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x
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விளகக எடுத்துககாட்டு 10.1
 f(x) = x2  எனும் �ன்ள�னரக்கு (1, 1) 
எனை புள்ளியில் ச்தொடுந�ொடடின ெொயவினைக் 
�ண்டறிந�ொம்.

 மு்தலில் Dx = 0.1 எைக் �ருதுந�ொம்.  
(1, 1) மறறும் (1.1, (1.1)2) புள்ளி�ள் �ழியொ�ச் 
செல்லும் ச�டடுக்ந�ொடடின ெொயவினைக் 
�ண்டறிந�ொம்.
 (i) f(1.1) = (1.1)2 = 1.21

 (ii) Dy = f(1.1) - f(1)

   = 1.21 - 1 = 0.21

 (iii) 
D
D
y
x   = 

0 21
0 1
.
.

  = 2.1

 1-க்கு �்லப்பக்�மும் இ்டப்பக்�மும் அனமயும் அடுத்்தடுத்்த மதிப்பு�ன்ளக் கீழக்�ொணும் 
�ன�யில் அட்ட�னணப்படுத்துந�ொம்.

Dx 1 + Dx f(1) f(1 + Dx) Dy Dy / Dx

0.1 1.1 1 1.21 0.21 2.1

0.01 1.01 1 1.0201 1.0201 2.01

0.001 1.001 1 1.002001 0.002001 2.001

- 0.1 0.9 1 0.81 - 0.19 1.9

- 0.01 0.99 1 0.9801 - 0.0199 1.99

- 0.001 0.999 1 0.998001 - 0.001999 1.999

 ச்தளி�ொ�,  lim
∆x

y
x→ −

∆
∆0

 = 2 ;  lim
∆x

y
x→ +

∆
∆0

 = 2

 இ�றறின மூ்லம் lim
∆x

y
x→

∆
∆

=
0

2 எைக் �ொண்லொம்.

 எைந�, y = x2  எனும் �ன்ள�னரயின ச்தொடுந�ொடடின ெொயவு (1, 1) எனும் புள்ளியில் mtan = 2 
எை அனமயும்.

 ப்டங�ள் 10.6 மு்தல் 10.13, வி்ளக்� எடுத்துக்�ொடடு  10.1 மறறும் ேமது உள்ளுணர்வின 
�ொயி்லொ�,  “P எனும் புள்ளியில் y = f(x) எனும் �ன்ள�னரயின ‘L’ எனும் ச்தொடுந�ொடு,  
Q ® P (Dx ® 0) எனுமொறு P மறறும் Q-ன �ழியொ�ச் செல்லும் ச�டடுக்ந�ொடு PQ -ன எல்ன்ல எை 
எடுத்துனரக்� இயலும்’. நமலும்  L-ன ெொயவு mtan எனபது Dx ® 0 எனும்நபொது msec -ன எல்லை 
மதிப்ோக அனமயும். இ்தனைநய பின�ருமொறு ச்தொகுத்துக் கூை்லொம்:

வகரயகை 10.1  (சதாய்வு m உள்ள தததாடுகைதாடு) (Tangent line with slope m) 
 x0 எனை புள்ளி அனமநதுள்்ள திைந்த இன்டச�ளியில் f  எனை ெொர்பினை �னரயறுப்நபொம்.

 நமலும், lim lim ( ) ( )
tan∆ → ∆ →

∆
∆

=
+ ∆ −
∆

=
x x

y
x

f x x f x
x

m
0 0

0 0   கின்டக்�ப்சபறைொல், m எனும் ெொயவு்டன 

(x0, f(x0)) புள்ளி �ழியொ�ச் செல்லும் ந�ொடு, (x0, f(x0)) எனும் புள்ளியில் f எனும் �ன்ள�னரயின 
த�ோடுநகோடோக அனமயும்.

2y x=

tan
2m =

x

y

ப்டம் 10.14
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 x f x0 0, ( )( )  எனை புள்ளியில் �னரயப்பட்ட த�ோடுநகோட்டின் சோய்வு, அப்புள்ளியில் 
�ன்ள�னரயின ெொயவு எைவும் அனழக்�ப்படுகிைது,

 �னரயனையின மூ்லம் ஒரு �ன்ள�னர (x0, f(x0)) எனை புள்ளியில் ஒரு ச்தொடுந�ொடடினைத் 
்தருமொயின அது ்தனித்்த்தொ� இருக்கும். ஏசைனில் ச�ொடுக்�ப்பட்ட ஒரு புள்ளி மறறும் ெொயவு �ழியொ� 
ஒநர ஒரு ந�ொடடினைநய �னரய இயலும்.

 �ன்ள�னரயின ெொயன�க் �ொணப்தற�ொை நிபந்தனை�ன்ள 4 படி நின்ல�்ளொ� எழு்த்லொம்.

 (i) x0 மறறும் x0 + Dx எனை புள்ளி�ளில் f-ன மதிப்பு�ன்ளக் �ொண�. அ்தொ�து, f(x0) மறறும்  
f(x0 + Dx) ஆகிய�றனைக் �ொண�.

 (ii) Dy �ணக்கிடு�: அ்தொ�து Dy = f(x0 + Dx) - f(x0)-ஐ �ொண�.

 (iii) Dy-ஐ  Dx ≠ 0ஆல் �குக்� : அ்தொ�து,   
D
D
y
x  = 

f x x f x
x

( ) ( )0 0+ ∆ −
∆

-ஐ �ொண�.

 (iv) Dx ® 0 (Dx ≠ 0) எனும்நபொது : 
D
D
y
x -ன எல்ன்லனயக் �ொண�. அ்தொ�து,  mtan = lim

x

y
x→

∆
∆0

 வி்ளக்� எடுத்துக்�ொடடு 10.1-ல் உள்்ள �ன்ள�னரயின ெொயவினைக் �ொணபன்த எளினமப்படுத்்த 
�னரயனை�ள் பயனபடு�ன்தக் �ொண்லொம்.
 (i) f(1) = 1 12 = .  

 எந்தச�ொரு Dx ¹ 0-க்கும்    f(1 + Dx) = (1 + Dx)2 = 1 + 2Dx + (Dx)2

 (ii) Dy = f(1 + Dx) - f(1) = 2Dx + (Dx)2 = Dx (2 + Dx)

 (iii) 
D
D
y
x   = 

∆ + ∆
∆

x x
x

( )2
 

   = 2 + Dx .

 (iv) mtan = lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

   = lim( )
x

x
0

0 2 .

எடுததுகைதாட்டு 10.1
 f(x) = 7x + 5 எனும் �ன்ள�னரக்கு (x0, f(x0)) எனும் புள்ளியில் ச்தொடுந�ொடடின ெொயவினைக் 
�ொண�.
தீர்வு 

    படிநின்ல (i)  f(x0) = 7x0 + 5. 

  எந்தச�ொரு Dx ¹ 0-க்கும்,
  f(x0 + Dx) = 7(x0 + Dx) + 5
   = 7x0 + 7Dx + 5

    படிநின்ல (ii) Dy = f(x0 + Dx) - f(x0)
   = ( ) ( )7 7 5 7 50 0x x x+ ∆ + − +  

   = 7Dx

    படிநின்ல (iii) 
D
D
y
x   = 7

    எைந�, f(x) = 7x + 5 எனும் �ன்ள�னரயில் உள்்ள எந்தச�ொரு புள்ளிக்கும், 
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  படிநின்ல (iv) mtan = lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 

   = lim ( )
∆ →x 0

7  

   = 7

 ஒரு நேரிய �ன்ள�னரக்கு, 
D
D
y
x  எனபது x0 மறறும் ஏறை மதிப்பொை Dx ஆகிய�றனை ெொரொமல் 

ஒரு மொறிலியொ� இருக்கும் எனப்தனைக் ��ைத்தில் ச�ொள்்ளவும்.

எடுததுகைதாட்டு 10.2
 f(x) = - 5x2 + 7x எனும் �ன்ள�னரக்கு (5, f(5)) எனை புள்ளியில் ச்தொடுந�ொடடின ெொயவினைக் 
�ொண�.
தீர்வு

 படிநின்ல (i)  f(5) = - 5(5)2 + 7 ´ 5 = - 125 + 35 = - 90.

  எந்தச�ொரு Dx ¹ 0-க்கும்
   f(5 + Dx) = - 5(5 + Dx)2 + 7(5 + Dx) = - 90 - 43Dx - 5(Dx)2.

 படிநின்ல (ii) Dy = f(5 + Dx) - f(5)

    = - 90 - 43Dx - 5(Dx)2 + 90 = - 43Dx - 5(Dx)2

    =  Dx [- 43 - 5Dx].

 படிநின்ல (iii) 
D
D
y
x  = - 43 - 5Dx

 படிநின்ல (iv) mtan = lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 = - 43.

10.2.2 கேரககைதாட்டியகைததில் திகசகவைம் (Velocity of Rectilinear motion)
 ஆதியிலிருநது ‘t’ நேரத்தில் ஒரு சபொருளின ே�ர்வு (இயக்�ப்பட்ட தூரம்) s என�. s = f(t) எனும் இயக்�ச் 
ெமனபொடடினபடி அப்சபொருள் நேர்க்ந�ொடடில் ே�ர்�்தொ�க் ச�ொள்ந�ொம். இஙகு இயக்�த்ன்த வி�ரிக்கும்  
‘f’ எனும் ெொர்புப் சபொருளின ‘நி்லைசசோர்பு’ (position function) எை அனழக்�ப்படுகிைது. t = t0-லிருநது   
t = t0 + Dt எனும் நேர இன்டச�ளியில் நின்ல மொறைம்  f(t0 + Dt) - f(t0) ஆகும். இந்த நேர இன்டச�ளியில் 
ெரொெரி தினெந��ம் 

 ப்டம் 10.15 ப்டம் 10.16

o  

 T

S

O

 

0 0
( ) ( )f t t f t+ ∆ −

0
( )f t t+ ∆

0
( )f t

0 0
( , ( ))P t f t

0 0
( , ( ))Q t t f t t+ ∆ + ∆

0
t t+ ∆0

t

0 0
( ) ( )

PQ
f t t f t         m

t
+ ∆ −

= =
∆

    vDk;
epiyapy;
t t=

0
       vDk;
epiyapy;

t t t= +
0

∆

PQ?d; rha;t[
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 vavg = 
epiy khw;wj; bjhiyt[

neuk;

?y; cs;s khw;w
=

+ ∆ −
∆

=
f t t f t

t
s( ) ( )0 0 kk;

?y; cs;s khw;wk;t
s
t

=
∆
∆

 இது ப்டம் 10.16-ல் உள்்ளபடி PQ எனும் ச�டடுக்ந�ொடடின ெொயவு ஆகும்.

 நேர இன்டச�ளி Dt -ல் (t0-லிருநது t0 + Dt �னர) தூரத்ன்த 
நினைவு செய்தல் (செல்லும் தூரம்) ஒனைொ� இருந்தொலும் இயக்�ம் 
ப்ல �ன�யொ� அனமய்லொம். இது ஒரு ்த்ளத்திலுள்்ள P மறறும் Q 
புள்ளி�ளுக்கின்டநய முறறிலும் ச�வந�ைொை  C1, C2, C3 ¼ 
�ன்ள�னர�ள் மூ்லம் வி்ளக்�ப்படடுள்்ளது. (ப்டம் 10.17) இந்த 
�னரப்டத்தில் உள்்ள �ன்ள�னர�ள் ச�ொடுக்�ப்பட்ட நேர 

இன்டச�ளி�ளில், அனைத்து இயக்�ங�ளுக்கும் 
D
D
s
t  எனும் ஒநர 

ெரொெரித் தினெந��ம் ச�ொண்ட்தொ�வும் ஆைொல், முறறிலும் 
ச�வந�ைொை இயக்�ங�்ளொ�வும் அனமகினைது.
 [t0, t0 + Dt] எனும் குறுகிய மறறும் நமலும் ச்தொ்டர்நது குறுகிய நேர இன்டச�ளி�ளில் ெரொெரித் 
தினெந��ங�ன்ள இப்நபொது �ணக்கிடுந�ொம். ந�று வி்தமொ�க் கூறு�ச்தனைொல், Dt எனபது 0-ன� 
அணுகு�்தொ� ச�ொள்ந�ொம். இப்நபொது t = t0 எனை நேரத்தில் தினெந��த்தினை v(t0) (�ணநேர 
தினெந��ம்) ெரொெரித் தினெந��ங�ளின எல்ன்லயொ�க் �ொண்லொம்.

   v(t0) = lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆t

f t t f t
t0

0 0  = lim
∆ →

∆
∆t

s
t0

.

 இதிலிருநது t = t0 எனை நேரத்தில் தினெந��ம் எனபதும் P எனை புள்ளியில் ச்தொடுந�ொடடின 
ெொயவும் ெமமொ� இருக்கிைது எனபது ச்தளி�ொகிைது.
விளகக எடுத்துககாட்டு 10.2
 ச�றறி்ட ச�ளியில் ்தன்டயினறி விழும் ஒரு சபொருள் �்டந்த தூரம்  s  என�.  அ்தறகு 
எடுத்துக்ச�ொள்ளும் நேரம் t  என�. இன� இரணடும் மொறி�்ளொ�வும் ஒனனைசயொனறு ெொர்ந்த்தொ�வும் 
இருக்கும். ்தன்டயறறு விழும் விதிப்படி நமற�ண்ட ெொர்ந்த ்தனனமனயக் கீழக்�ொணுமொறு 
வி�ரிக்�்லொம்:

   s = 
1
2

2gt  (ச்தொ்டக்�த் தினெந��ம் இல்்லொ்தநபொது), 

         இஙகு g புவியீர்ப்பு மொறிலியொகும்.

 படிநின்ல (i) f(t0 + Dt) = 
1
2

1
2

20
2

0
2

0
2g t t g t t t t( ) ( )+ ∆ = + ∆ + ∆( )  

 படிநின்ல (ii) Ds = f(t0 + Dt) - f(t0)

    = 
1
2

2 1
20

2
0

2
0
2g t t t t gt( ( )+ ∆ + ∆  −

    = g t t t∆ + ∆





0
1
2

 

 படிநின்ல (iii) 
D
D
s
t  = 

g t t t

t
g t t

∆ + ∆





∆
= + ∆





0

0

1
2 1

2
 

 படிநின்ல (iv) v(t0) = lim
∆ →

∆
∆

=
t

s
t
gt

0 0 .

 இதிலிருநது, t0  �ணநேரத்தில் முழுனமயொ�த் தினெந��ம் �னரயறுக்�ப்படடுள்்ளது எனபது 
ச்தளி�ொகிைது. நமலும் இது இயக்� நேரத்திறகு விகி்த ெமமொ� அனமகினைது.

P

Q
1

C

2
C

3
C

0
t 0

t t+ ∆ T

S

ப்டம் 10.17
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10.2-3. சதாரபின் வகைகதைழு அல்்லது வகையிடல் (The derivative of a Function)
 இப்நபொது ேொம் நுண �ணி்தத்தின மி� முக்கியமொை ்தருணத்திறகு �நதுள்ந்ளொம். எல்ன்ல 
மூ்லமொ�த் ச்தொடுந�ொடடின ெொயன� �னரயறுத்்தல் அல்்லது எல்ன்ல மூ்லமொ�த் ்தன்டயினறி விழும் 
சபொருளின �ணநேரத் தினெந��த்தினைக் �ொணு்தல், எனபது �ன� நுண�ணி்தத்தில் உள்்ள இரு 
அடிப்பன்டச் செயல்பொடு�ளில் ஒனைொை வ்கயிடல ஆகும்.

வகரயகை 10.2 
 x0 எனை புள்ளி அனமநதுள்்ள ஒரு திைந்த இன்டச�ளியொை  I Í  -ல்  f எனை ெொர்பு 

�னரயறுக்�ப்படுகிைது. நமலும்  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0   எனபது கின்டக்�ப்சபறும் என�. 

இப்நபொது f  எனபது x0-ல் வ்கயிடத�ககது எைவும்,   x0-ல் f -ன வ்ககதகழு எனபது ¢f x( )0

எைக் குறிக்�ப்படடு பின�ருமொறு அனமகிைது.

   ¢f x( )0  = lim lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

∆
∆

=
+ ∆ −
∆x x

y
x

f x x f x
x0 0

0 0  . 

 இந்த எல்ன்லயொைது கின்டக்�ப்சபறும் அனைத்து x-ன மதிப்பு�ளுக்கும்

 ¢f x( )  =  lim lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

∆
∆

=
+ ∆ −
∆x x

y
x

f x x f x
x0 0

எனபது x-ன ெொர்பொ� அனமயும்.

 x-ஆல் ஆை ெொர்பின �ன�க்ச�ழுவும் x-ஆல் ஆை ெொர்பொ� அனம�ன்த உறுதி செயய முடியும். 
இந்தப் “புதிய ெொர்பு”  (x, f(x)), எனும் புள்ளியில் f  எனை �ன்ள�னரயின ச்தொடுந�ொடடின ெொயவினைக் 
ச�ொடுப்ப்தொ� அறிய்லொம். (அந்தப் புள்ளியில் ச்தொடுந�ொடன்ட �னரய முடியுசமனில்)

 ஒரு ெொர்பின �ன�க்ச�ழுன�க் �ொணும் முனையினை வ்கயிடல எை அனழக்கிநைொம். ஒரு 
ெொர்பு x-ல் �ன�யி்டத்்தக்�்தொ� (�ன�னமயொ�) இருக்�,  x-ல் அ்தன �ன�க்ச�ழு இருத்்தல் ந�ணடும். 
நமலும் தி்றந� இ்டதவளியோன (a, b)-ல  வ்க்மயோக இருகக நவண்டுமோயின் (a, b)-ல உள்்ள 
ஒவதவோரு புள்ளியிலும் வ்க்மயோக இருத�ல நவண்டும்.

 y = f(x)-ன �ன�க்ச�ழுன�க் குறிக்�, ¢f x( ) “f prime of x” அல்்லது  “f dash of x” எனபது 

மடடுமனறி பிை குறியீடு�ளும் பயனபடுத்்தப்படுகினைை. அ�றறில் சி்ல, 

 ′ ′ [ ]f x dy
dx

y d
dx

f x D yx( ), , , ( ) , [ ]  அல்்லது  Dy அல்்லது y1 . இஙகு 
d
dx

அல்்லது D எனபது 

�ன�யி்டல் செயலி ஆகும். 

 இஙகு 
dy
dx

 எனபன்த  “dy - dx”, அல்்லது  “Dee y Dee x” அல்்லது “Dee Dee x of y” எைவும் 

படிக்�்லொம். இக்குறியீடு ஒரு பினைத்ன்த குறிக்�ொது எனபன்த நினைவில் நிறுத்்தவும். 

 
dy
dx

 எனை குறியீடடினை லிபினிட்ஸ் குறியீடு எனபர்.

10.2.4 ஒரு பகை வகைகதைழுகைள (இடபபகை மற்றும் வ்லபபகை வகைகதைழு)
One sided derivatives (left hand and right hand derivatives)

 x0 எனும் புள்ளியினை உன்டய திைந்த இன்டச�ளியொை (a, b)-ல்  y = f(x) எனும் ெொர்பு 
�னரயறுக்�ப்படுகிைது. x = x0-ல் f-ன இடப்கக வ்ககதகழுவும் வலைப்கக வ்ககதகழுவும் முனைநய 
′ −f x( )0  மறறும் ′ +f x( ),0 எைக் குறிக்�ப்படடுக் கீழக்�ொணுமொறு �னரயறுக்�ப்படுகிைது. 
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எல்ன்ல�ள் கின்டக்கும் படெத்தில்

   ′ −f x( )0  = lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0  எைவும்

   ′ +f x( )0  = lim ( ) ( )
∆ → +

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0  எைவும் �னரயறுக்�ப்படுகினைை.

 அ்தொ�து, �்லப்பக்�மொ�வும் இ்டப்பக்�மொ�வும் ெொர்பு �ன�னமயொை்தொ� அனமகிைது,  

x0-ல் ெொர்பின எல்ன்ல �னரயனையில் �ண்டது நபொல், ′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0 0

0 0  எனை 

�ன�க்ச�ழு கின்டக்�த் ந்தன�யொைதும் மறறும் நபொதுமொைதுமொை நிபந்தனை எனைச�னில், 

 ′ −f x( )0 = lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0  மறறும் ′ +f x( )0 = lim ( ) ( )
∆ → +

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0  ஆகியன� 

கின்டக்�ப்சபறறு, நமலும் ′ −f x( )0 = ′ +f x( )0  ஆ� இருத்்தல் ந�ணடும் எனப்தொகும்.

 எைந�, ′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0 0

0 0  Û ′ −f x( )0 = ′ +f x( )0 .

 இ�றறில் ஏந்தனும் ஒரு நிபந்தனை மீைப்பட்டொலும்  f  ஆைது x0 -ல் �ன�னமயொ�ொது. 

 இ்தனைநய  h =  Dx > 0 எனை �ன�யில், 

   ′ +f x( )0  = lim ( ) ( )
h

f x h f x
h→

+ −
0

0 0   மறறும்

   ′ −f x( )0  = lim
h®0

 
f x h f x

h
( ) ( )0 0- -

 ஆகும்.

வகரயகை 10.3
 [a, b] எனை மூடிய இன்டச�ளியில் ெொர்பு f  �ன�னமயொைது எைக்கூை ந�ணடுமொைொல்,   
ெொர்பு f  ஆைது (a, b) எனும் திைந்த இன்டச�ளியில் �ன�னமயொை்தொ�வும், நமலும் 
இறுதிப்புள்ளியொை a மறறும் b-ல்

   ¢f a( )  = lim ( ) ( )
∆ → +

+ ∆ −
∆x

f a x f a
x0

 = lim
( ) ( ) ,

h

f a h f a
h

h
→

+ −
>

0
0  

   ¢f b( )  = lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f b x f b
x0

 = lim
( ) ( ) , .

h

f b h f b
h

h
→

− −
>

0
0  

 x = x0 எனை புள்ளியில்  f  �ன�யி்டத்்தக்�்தொ� இருப்பின ′ =
−
−→

f x f x f x
x xx x

( ) lim ( ) ( )
0

0

00
, இஙகு  

x = x0 + Dx மறறும் Dx ® 0 எனபது x ® x0-க்கு ெமொைம் ஆகும். இத்்தன�ய மொறறு முனை சி்ல நேரங�ளில் 
�ன�னமனயக் �ணக்கி்ட எளி்தொ� அனமயும்.

 �ெதிக்ந�றப, h x= ∆ ,  எை எடுத்துக்ச�ொண்டொல் எல்ன்ல கின்டக்�ப்சபறின, 

′ =
+ −

→
f x f x h f x

hh
( ) lim ( ) ( )

0
 ஆகும்.
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10.3 வகைகம (வகையிடல் தன்கம) மற்றும் தததாடரச்சி (Differentiability and Continuity)

விளகக எடுத்துககாட்டு 10.3
 x = 2 எனை புள்ளியில் f(x) = |x - 2| எனும் ெொர்பின �ன�னமத் ்தனனமனயச் நெொதிக்�.
தீர்வு

 இச்ெொர்பு x = 2-ல் ச்தொ்டர்ச்சியொைது எனபன்த அறிந�ொம்.

 ஆைொல், ′ −f ( )2  = lim ( ) ( )
x

f x f
x→ −

−
−2

2
2

  

    = lim | |
x

x
x→ −

− −
−2

2 0
2

    = lim | |
x

x
x→ −

−
−2

2
2

 = lim ( )
( )x

x
x→ −

− −
−

= −
2

2
2

1   மறறும்

   ′ +f ( )2  = lim ( ) ( )
x

f x f
x→ +

−
−2

2
2

    = lim | |
x

x
x→ +

− −
−2

2 0
2

 = lim ( )
( )x

x
x→ +

−
−

=
2

2
2

1 ஆகும்.

 இஙகு இ்டப்பக்� மறறும் �்லப்பக்� �ன�க்ச�ழுக்�்ளொை ′ −f ( )2  மறறும் ′ +f ( )2  ஆகியன� 

ெமமறைன� எனப்தொல், ¢f (2) கின்டக்�ப்சபைொது. அ்தொ�து, x = 2-ல் f எனை ெொர்பு �ன�யி்டத் ்தக்�்தல்்ல. 

ஏனைய புள்ளி�ளில் ெொர்பு �ன�னமயொைது (�ன�யி்டத்்தக்�து) ஆகும்.

 நமலும்  x0 ¹ 2 எனும் மறை புள்ளி�ளில்

   ¢f x( )0  = lim | |
x x

x x
x x→

−
−

=
0

0

0

 
1

1
0

0

x x
x x
>

− <




vdpy;

vdpy;

   Thus   ¢f ( )2  = 
1 2

1 2
   vdpy;

  vdpy;

x
x
>

− <




 உணனமயில், ¢f (2) கின்டக்�ப் சபைொது எனும் �ருத்து �டிவியல் ரீதியொ� �ன்ள�னர  

y = | x - 2 |-க்கு  (2, 0) எனை புள்ளியில் ச்தொடுந�ொடு இல்ன்ல எனப்தன மூ்லம் பு்லைொகிைது. நமலும்  
(2, 0) புள்ளியில் �ன்ள�னர கூர்முனை ச�ொணடுள்்ளன்தக் ��னிக்�.

விளகக எடுத்துககாட்டு 10.4

 x = 0 எனை புள்ளியில் f x x( ) =
1
3  -ன �ன�னமத் 

்தனனமனயக் �ொண�.

தீர்வு

 f x x( ) =
1
3  என�. இச்ெொர்பின �ன்ள�னரயில் எவவி்த 

து�ொரநமொ (அல்்லது) உன்டப்நபொ இல்ன்ல எனப்தொல் 
ெொர்ப�த்தில் உள்்ள அனைத்துப் புள்ளி�ளிலும் ெொர்பு 
ச்தொ்டர்ச்சியொ� இருக்கும்.

 ¢f ( )0  கின்டக்�ப் சபறுமொ எைச் நெொதித்துப் பொர்ப்நபொம்.

x

y

-3 -2 -1 1 2 3

1

2

3

  y =|x-2|

ப்டம் 10.18

ப்டம் 10.19

x
-3 -2 -1

1

2

3

1/3

( )f x
x=

y
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  ¢f ( )0  = lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →

−
−

=
−

0 0

1
30

0
0

   = lim
x

x
→

−

0

2
3  = lim

x
x

→
→∞

0 2
3

1

 எைந�, x = 0-ல்,  f(x)-க்கு �ன�னம இல்ன்ல, நமலும் x = 0-ல் ச்தொடுந�ொடு செஙகுத்துக் ந�ொ்டொ� 
உள்்ளது  (ப்டம் 10.19). எைந�,  x = 0-ல் f-க்கு �ன�னம இல்ன்ல.

 ஒரு ெொர்புக்கு ஒரு புள்ளியில்  ச்தொ்டர்ச்சித் ்தனனம உள்்ள்தொந்லநய அச்ெொர்பு அப்புள்ளியில் 
�ன�னமயொ� இருக்கும் எைக் கூை இய்லொது.

எடுததுகைதாட்டு 10.3
 மீப்சபரு முழு எண ெொர்பொை f x x( ) =    எனபது எந்த ஒரு முழு எணணிறக்கும் ஒரு 
�ன�னமயொ�ொது எை நிரூபிக்�வும்.
தீர்வு

 மீப்சபரு முழு எண ெொர்பொை  f x x( ) =     ஆைது ஒவச�ொரு முழு எண  n-க்கும் 

ச்தொ்டர்ச்சியறைது. ஏசைனில்  lim
x n

x n
→ −

  = −1 மறறும் lim
x n

x n
→ +

  = . எைந�, ¢f n( )  

கின்டக்�ப்சபைொது. 

 ஏனைய புள்ளி�ளில் ெொர்பின �ன�னமனயப் பறறி எனை கூை இயலும்?

விளகக எடுத்துககாட்டு 10.5

 f(x) = 
x x

x x
≤

+ >




0
1 0

  என�.

 ¢f ( )0  கின்டக்�ப்சபறின அ்தனைக் �ொண�.

தீர்வு

   ′ −f ( )0  = lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f x f
x0

0 0

    = lim ( )
∆

∆
∆x

f x
x→ −0

   ′ −f ( )0  = lim
∆ → −

∆
∆

=
x

x
x0

1

   ′ +f ( )0  = lim
∆ → +

+ ∆
∆x

x
x0

1

    = lim
∆ → +

+
∆







 →∞

x x0
1 1

 எைந� ¢f (0) கின்டக்�ப்சபைொது.

 இஙகு x = 0-ல் f -க்கு ஒரு துள்்ளல் (jump) உள்்ளது. அ்தொ�து x = 0 எனபது ஒரு துள்்ளல் 
ச்தொ்டர்ச்சியினனமயொகும்.

x

y

O

, 0
( )

1 , 0

x
f x

x x
≤

=  + >

ப்டம் 10.20
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 நமற�ண்ட வி்ளக்� எடுத்துக்�ொடடு�ள் மறறும் உ்தொரணங�ள் ஆகிய�றறிலிருநது பின�ரும் 
முடி��ன்ளத் ச்தொகுக்�்லொம்.

 ஒரு ெொர்பு f ஆைது ெொர்ப�த்திலுள்்ள ஒரு புள்ளி x0-ல் கீழக்�ொணும் ஏ்தொ�து ஒரு நி�ழவு சமய 
எனில்,  f அப்புள்ளியில் �ன�னமயொ�ொது.

 (i) x = x0 எனை புள்ளியில் f -க்கு செஙகுத்துத் ச்தொடுந�ொடு அனமகிைது.

 (ii) x = x0  எனை ஒரு கூர்முனைப்புள்ளியில் ெநதிக்கிைது. (கூர்னமயொை Ú �டி�ம் அல்்லது 
கூர்னமயொை உச்சி Ù)

 (iii) x = x0 எனை புள்ளியில் f  ஆைது ச்தொ்டர்ச்சியறைது.

 கீழக்�ொணும் நி�ழவு�ளில் ஒரு ெொர்பு �ன�னம ஆ�ொது :

 வி்ளக்� எடுத்துக்�ொடடு 10.3 மறறும் 10.4-ல் ெொர்பு f x x f x x( ) | | ( )= − =2
1
3 kw;Wk;  முனைநய 

x = 2 மறறும் x = 0-ல் ச்தொ்டர்ச்சியொ�வும் ஆைொல் அந்த இ்டங�ளில் f �ன�னமயறை்தொ�வும் உள்்ளது.

 அந்த நேரத்தில் 10.3 உ்தொரணத்திலும் 10.5 வி்ளக்� எடுத்துக்�ொடடிலும் உள்்ள ெொர்பு�ள் 

f x x f x
x x
x x

( ) ( )=   =
≤

+ >




 kw;Wk; 
0

1 0
 ஆகும். முனைநய எந்தச�ொரு முழு எண x = n-க்கும் மறறும்  

x = 0 -ல் ச்தொ்டர்ச்சியறறும் �ன�னமயில்்லொமலும் அனமகினைது. நமற�ண்ட ஆயன�ப் பின�ரும் 
�ன�யில் சுருக்�மொ�க் கூை்லொம் : ச்தொ்டர்ச்சியினனம �ன�னமயினனமனய ச�ொடுக்கிைது.

கதற்ைம் 10.1 (வகைகமத தததாடரச்சிகய தைதாடுககிைது)  
   (Differentiability implies continuity) 
 x = x0 எனை புள்ளியில் f  �ன�னமயொைொல் அப்புள்ளியில் f  ச்தொ்டர்ச்சியொை்தொ� இருக்கும்.
நிரூபணம்

 x0 எனும் புள்ளினயக் ச�ொண்ட (a, b) எனை இன்டச�ளியில் f(x) �ன�னமயொைது என�. எைந�, 

′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0 0

0 0  கின்டக்�ப்சபறறு ¢f x( )0  எனபது ஒரு முடிவுறு எண எனபது 

பு்லைொகிைது.

  இப்நபொது lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −[ ]
x

f x x f x
0 0 0  = lim ( ) ( )

∆ →

+ ∆ −
∆

×∆
x

f x x f x
x

x
0

0 0

   = lim ( ) ( ) lim ( )
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆






× ∆

x x

f x x f x
x

x
0

0 0

0

    = ′ × =f x( )0 0 0 .

 இதிலிருநது  x = x0-ல் f ச்தொ்டர்ச்சியொ� இருக்கிைது எனபது உணனமயொகிைது.

 ப்டம் 10.21 ப்டம் 10.22 ப்டம் 10.23

x

y

O x0

x

y

O x0

x

y

O x0

O

br’;Fj;Jj;
bjhLnfhL bjhlu;r;rpapd;ik

br’;Fj;Jj;
bjhLnfhL
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முதல் தைதாளகையிலிருந்து வகைகதைழு ைதாணல்  (Derivatives from first principle)
 �ன�க்ச�ழு �னரயனை�ளில் எடுத்துனரக்�ப்பட்ட நிபந்தனை�ன்ளப் பயனபடுத்தி ஒரு 
ெொர்பின �ன�க்ச�ழு �ொணும் �ழிமுனைநய மு்தல் ச�ொள்ன�யிலிருநது �ன�க்ச�ழு �ொணல் எை 
அனழக்�ப்படுகிைது.

பயிற்சி 10.1
 (1) மு்தல் ச�ொள்ன�யினைப் பயனபடுத்திப் பின�ரும் ெொர்பு�ளின �ன�க்ச�ழுக்�ன்ளக் �ொண�.

  (i) f x( ) = 6   (ii) f(x) = - 4x + 7   (iii) f(x) = - x2 + 2

 (2) கீழக்�ொணும் ெொர்பு�ளுக்கு  x = 1ல் இ்டப்பக்� மறறும் �்லப்பக்� �ன�க்ச�ழு (கின்டக்�ப்சபறின) 
�ொண�. x = 1-ல் ெொர்பு�ளுக்கு �ன�னமத்்தனனம உள்்ள்தொ எனப்தனையும் �ொண�.

  (i) f(x) = |x - 1| (ii) f x x( ) = −1 2   (iii)  f(x) = 2

, 1
, 1

x x
x x

≤


>
 

 (3) ச�ொடுக்�ப்படடுள்்ள புள்ளி�ளில் கீழக்�ொணும் ெொர்பு�ள் �ன�னமயொை்தொ எனபன்தத் 
தீர்மொனிக்�வும். 

  (i) f(x) = x | x | ; x = 0           (ii) f(x) = | |;x x2 1 1− =     

  (iii) f(x) = | x | + | x - 1 |  ;  x = 0, 1 (iv) f x x x( ) sin | |= = ;  0

 (4) கீழக்�ொணும் ெொர்பு�ளுக்குக் குறிப்பி்டப்படடுள்்ள புள்ளி�ளில் �ன�னம இல்ன்ல எனபன்த 
நிறுவு�.

  (i) f(x) = 
− + ≤
− >





=
x x
x x

x
2 2

2 4 2
2

,
,

;           (ii) f(x) = 
3 0

4 0
0

x x
x x

x
,

,
'

<
− ≥




=  

 (5) ்தரப்படடுள்்ள f-ன �னரப்டத்தில் எநச்தந்த  x-ன மதிப்பு�ளுக்கு (எண�ளுக்கு)  f  �ன�னம 
இல்ன்ல எனப்தனையும் அ்தற�ொை �ொரணங�ன்ளயும் கூறு�.

 (6) f(x) = |x + 100| + x2 எனில்,  ′ −f ( )100  கின்டக்�ப்சபறுமொ எைச் நெொதித்துப் பொர்க்�வும்.

 (7) கீழக்�ொணும் ெொர்பு�ளின �ன�னமத் ்தனனமனயப் ப்டங�ள் �னரநது  -ல் பரிநெொதிக்�வும்.

  (i) | sin |x            (ii) | cos |x   

10.4 வகையிடல் விதிைள  (Differentiation Rules)
 I எனும் திைந்த இன்டச�ளியில் சமயமொறிக்கு �னரயறுக்�ப்படும் சமய மதிப்புன்டய ெொர்பு f  

மறறும் y = f(x) எனபது x-ன �ன�னமச் ெொர்பு எனில், 
dy
dx

f x f x x f x
xx

= ′ =
+ ∆ −
∆∆ →

( ) lim ( ) ( )
0

 ஆகும். 

x

y

0 2 4 6 8 10 12 14-4 11

ப்டம் 10.24
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 சபொது�ொ� மு்தல் ச�ொள்ன�னயப் பயனபடுத்தி �ன�யி்டல் �ொணும் முனை ப்ல இ்டங�ளில் 
�டிைமொ�வும் நேர விரயத்ன்த ஏறபடுத்து�்தொ�வும் உள்்ளது. ஆைொல் அனைத்து அடிப்பன்டயொை 
மூ்லச்ெொர்பு�ளுக்�ொை �ன�யி்டன்ல அறிநது, நமலும் ெொர்பு�ளின �ணி்தச் செயல்பொடு�ன்ளக் 
ச�ொணடு �ன�யி்டல் முனைனயயும், ெொர்பின மீ்தொை ெொர்பு�ள் முனைனயயும் அறிநதிருந்தொல் 
ஒவச�ொரு முனையும் எல்ன்லச் செயன்லப் பயனபடுத்்தொமல் அனைத்திறகும் �ன�யி்டல் �ண்டறிய 
இயலும். எைந� �ன�யி்டல் மீ்தொை செயல்பொடு�ன்ள நேரடியொ�ந� செயது வி்ட்லொம். இப்நபொது 
ெொர்பு�ளின கூடு்தல், சபருக்�ல் மறறும் �குத்்தலுக்�ொை �ன�யி்டல் விதி�ளின மீது ��ைத்ன்தச் 
செலுத்துந�ொம்.

கதற்ைம் 10.2

 இரணடு (அல்்லது இரணடிறகு நமறபட்ட) �ன�னமயொை ெொர்பு�ளின கூடு்தலின �ன�யி்டலும் 
அச்ெொர்பு�ளின ்தனித்்தனியொை �ன�யி்டலின கூடு்தலும் ெமமொ� இருக்கும். அ்தொ�து u மறறும் v 

எனபன� இரு �ன�யி்டத்்தக்� ெொர்பு�ள் எனில் 
d
dx
u v d

dx
u d
dx
v( ) .+ = +

நிரூபணம்

 I Í   எனும் திைந்த இன்டச�ளியில் �னரயறுக்�ப்பட்ட �ன�னமயொை இரு சமய மதிப்புன்டய 

ெொர்பு�ள் u மறறும் v என�.  y = u + v  எனில்  y = f(x) எனபது I-ல் �னரயறுக்�ப்பட்ட ெொர்பொகும். 
அனுமொைத்தினபடி, 

   ¢u x( )  = 
du
dx

u x x u x
xx

=
+ ∆ −
∆∆ →

lim ( ) ( )
0

   ¢v x( )  = 
dv
dx

v x x v x
xx

=
+ ∆ −
∆∆ →

lim ( ) ( )
0

 இருத்்த்லொகும்.

 இப்நபொது,  f x x( )+ ∆  = u x x v x x( ) ( )+ ∆ + + ∆

   f x x f x( ) ( )+ ∆ −  = u x x u x v x x v x( ) ( ) ( ) ( )+ ∆ − + + ∆ − .

   
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 
u x x u x

x
v x x v x

x
( ) ( ) ( ) ( )+ ∆ −

∆
+

+ ∆ −
∆

.

 இதிலிருநது,  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

+
+ ∆ −

∆x x

u x x u x
x

x x v x
x0 0

.

 அ்தொ�து,    lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = ′ + ′u x v x( ) ( ) .

   அ்தொ�து,    ¢f x( )  = ′ + ′u x v x( ) ( ) .

   அல்்லது u v x+( )′ ( )  = ′ + ′u x v x( ) ( ) .

   எைந�,    
d
dx
u v d

dx
u d
dx
v( )+ = +  .

 இ்தனை முடிவுறு எணணிக்ன�யி்லொை �ன�னமயொை u u un1 2, , ...,  ஆகிய ெொர்பு�ளுக்கும் 

விரிவுபடுத்்த்லொம். ( )u u u u u un n1 2 1 2+ + + ′ = ′ + ′ + + ′
   .

கதற்ைம் 10.3
 u மறறும் v எனபன� இரு �ன�யி்டத்்தக்� ெொர்பு�ள் எனில் 

d
dx
uv u dv

dx
v du
dx

( ) = +
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நிரூபணம்

 u மறறும் v எனபை ச�ொடுக்�ப்பட்ட இரு �ன�னமயொை ெொர்பு�ள் ஆ்த்லொல்,

  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

u x x u x
x0

 = 
du
dx

 மறறும்  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

v x x v x
x0

  = 
dv
dx

 .

     y = f(x) = u.v என�.

  எைந�, f(x + Dx) = u(x + Dx) v(x + Dx), மறறும்

  f(x + Dx) - f(x) = u(x + Dx) v(x + Dx) - u(x).v(x)

   = v(x + Dx) u x x u x u x v x x v x( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ ∆ −[ ]+ + ∆ −[ ] .

இதிலிருநது ,   
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = u x

v x x v x
x

v x x
u x x u x

x
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )+ ∆ −[ ]
∆

+ + ∆
+ ∆ −[ ]
∆

 .

  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = u x
v x x v x

x
v x x u x x u x

x x x
( ) lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) (

∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

+ + ∆
+ ∆ −

0 0 0

))
∆x

 

   = u x v x v x u x( ) ( ) ( ) ( )′ + ′  (v ச்தொ்டர்ச்சியொைது, lim ( ) ( ))
∆ →

+ ∆ =
x
v x x v x

0

  அ்தொ�து,   ¢f x( )  = u x
dv
dx

v x du
dx

( ) ( )+  அல்்லது 

d
dx
uv u dv

dx
v du
dx

( ) = +

                      அல்்லது   ( )uv uv vu′= ′ + ′       

 இந்தநபொனறு             ( )uvw uvw uv w u vw′ = ′ + ′ + ′  .

 நமலும் இ்தனை முடிவுறு எணணிக்ன�யி்லொை �ன�னமயொை u1, u2 ¼ un ெொர்பு�ளுக்கு 
நீடடித்து, �ணி்தத் ச்தொகுத்்தறி்தல் மூ்லம் கீழ�ருமொறு சபை்லொம் :

 ( . ,..., ) ... ... ... ...u u u u u u u u u u u u un n n n n1 2 1 2 1 1 2 1 1 2′ = ′ + ′ + + ′− − uun .

கதற்ைம் 10.4 (வகுததல் விதி) (Quotient Rule) 
 u மறறும் v �ன�னமயொை இரு ெொர்பு�ள், v x( ) ¹ 0  எனில் 

d
dx

u
v

v du
dx

u dv
dx

v






 =

−
2 .

நிரூபணம்

 y f x u
v

= =( )  என�. நமலும் v x( ) ¹ 0 .

  இப்நபொது    f x x( )+ ∆  = u x x
v x x

( )
( )
+ ∆
+ ∆

  இதிலிருநது, f x x f x( ) ( )+ ∆ −   = u x x
v x x

u x
v x

( )
( )

( )
( )

+ ∆
+ ∆

−  
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   = v x u x x u x v x x
v x x v x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
+ ∆ − + ∆

+ ∆
 .

  இதிலிருநது,   f x x f x
x

( ) ( )+ ∆ −
∆

 = 

v x u x x u x
x

u x v x x v x
x

v x x v x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )

( ) ( )

+ ∆ −[ ]
∆

−
+ ∆ −[ ]
∆

+ ∆
 

  இதிலிருநது   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = 
v x u x x u x

x
u x v x x v x

x
v x

x x
( ) lim ( ) ( ) ( ) lim ( ) ( )

( ) lim
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

−
+ ∆ −
∆0 0

∆∆ →
+ ∆

x
v x x

0
( )

 

   = v x u x u x v x
v x v x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

′ − ′
        lim ( ) ( )

∆ →
+ ∆ =( )x

v x x v x
0

 

  இதிலிருநது,       ¢f x( )  = v x u x u x v x
v x

( ) ( ) ( ) ( )
( )

′ − ′

[ ]2
 .

  அ்தொ�து,   d
dx

f( )  = vu uv
v
′ − ′

2

அல்்லது  d
dx

u
v

v du
dx

u dv
dx

v






 =

−
2

 .

கதற்ைம் 10.5 (இகணபபு விதி / சதாரபுைளின் கசரபபின் விதி / சதாரபின் சதாரபு விதி)

                           (Chain Rule / Composite Function Rule or Function of a Function Rule) 
 y = f(u) எனபது  u-ன ெொர்பொ�வும் நமலும்  u = g(x) எனபது x-ன ெொர்பொ�வும் இருப்பின   

 y f g x fog x= ( ) =( ) ( )( )   . இப்நபொது d
dx

f g x f g x g x( ( ( )) ( ( )) ( ).= ′ ′

நிரூபணம்

 y f g x fog x= ( ) =( ) ( )( )  
 நமற�ண்ட ெொர்பில் u = g(x) எனபது உடெொர்பு எைவும், f எனபது ச�ளிப்புைச் ெொர்பு எைவும் 
அனழக்�ப்படுகிைது.

 முத்்தொயப்பொ� y எனபது x-ன ெொர்பொகும்.

 இப்நபொது  ∆ = + ∆ −u g x x g x( ) ( )  

 எைந� 
∆
∆

=
∆
∆

×
∆
∆

=
+ ∆ −
∆

×
+ ∆ −
∆

y
x

y
u

u
x

f u u f u
u

g x x g x
x

( ) ( ) ( ) ( )

 ∆x → 0 எனில் ∆u → 0  ஆகும்.

  எைந�,   lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 = lim
∆ →

∆
∆

×
∆
∆







x

y
u

y
x0

 

   = lim . lim
∆ → ∆ →

∆
∆








∆
∆







u x

y
u

y
x0 0
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   = lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

×
+ ∆ −
∆u x

f u u f u
u

g x x g x
x0 0

 

   = ′ × ′f u u x( ) ( )

   = ′( ) ′f g x g x( ) ( )   அல்்லது  
d
dx

f g x f g x g x( ( ) ( ) ( )( ) = ′( ) ′

 எைந� y f g x= ( )( )  எனும் ெொர்பினை �ன�யி்ட  g(x) = u எனபன்தப் சபொறுத்து ச�ளிப்புைச்ெொர்பு 
f-ன �ன�யி்டன்லச் ெொரொ மொறி x-ஐ சபொறுத்து உடபுைச் ெொர்பின �ன�யி்டலு்டன சபருக்� ந�ணடும். 
இஙகு u எனபது இன்டப்பட்ட மொறி எை அனழக்�ப்படுகிைது.

கதற்ைம் 10.6

  f(x) எனை  ெொர்பு �ன�னமயொை்தொ�வும், y kf x k= ≠( ), 0 எனில்  
d
dx
kf x k d

dx
f x( ) ( )( ) =

நிரூபணம்

 f(x) எனபது �ன�னமயொை ெொர்பு என�. y = kf(x), k ¹ 0 என�.

 f  எனபது �ன�னமயொை்தொல்  lim ( ) ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆

= ′
x

f x x f x
x

f x
0

  y = h(x) = kf(x) என�.

  h(x + Dx) = kf(x + Dx)

  h(x + Dx) - h(x) = kf(x + Dx) - kf(x)

   = k f x x f x( ) ( )+ ∆ −[ ]  

  
h x x h x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = k

f x x f x
x

( ) ( )+ ∆ −[ ]
∆

 

இதிலிருநது,    lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

h x x h x
x0

 = lim
( ) ( )

∆→

+ ∆ −[ ]
∆0

k
f x x f x

x

   = k lim
( ) ( )

∆ →

+ ∆ −[ ]
∆x

f x x f x
x0

 

   = kf x k d
dx
f x′ =( ) ( )   

    
d
dx
h x( )( )  = k

d
dx
f x( )

அ்தொ�து,   
d
dx
kf x k d

dx
f x( ) ( )( ) =

10.4.1 அடிபபகடச் சதாரபுைளின் வகைகதைழு 

           (Derivatives of basic elementary functions)
 அனைத்து அடிப்பன்டச் ெொர்பு�ளின �ன�யி்டல் முனைனய �ொணநபொம். மு்தலில் மொறிலிச் 
ெொர்பினை எடுத்துக் ச�ொள்ந�ொம்.
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(1) மதாறிலிச் சதாரபின் வகையிடல் பூஜ்ஜியமதாகும்

   y = f(x) = k என�, k ஒரு மொறிலி

   எைந�  f(x +Dx) = k மறறும்

   f(x + Dx) - f(x) = k - k = 0

   இதிலிருநது,   
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 0

   எைந�,   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = 0

   That is,  ¢f x( )  = 0

   or   d
dx
k( ) = 0

(2) y = xn  எனும் அடுககுச் சதாரபு,  n > 0 என்பது ஒரு முழு எண்

   f(x) = xn என�.

   எைந�,  f(x+ Dx) = (x + Dx)n மறறும்

   f(x + Dx) - f(x) = (x + Dx)n - xn

 இதிலிருநது,    
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 

( )
( )
x x x
x x x

n n+ ∆ −
+ ∆ −

	 ஆன�யொல்	 	 lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

	=	 lim ( )
( )∆ →

+ ∆ −
+ ∆ −x

n nx x x
x x x0

	

 = lim
y x

n ny x
y x→

−
−

= nxn-1 இஙகு y = x + Dx என� மறறும்  

  Dx ® 0  எனில் y ® x 

   அ்தொ�து   
d
dx
f x( )  = nxn-1    அல்்லது d

dx
x nxn n( ) = −1  

கிக்ளதகதற்ைம் 10.1

 n p
q

p q= =, ( , ) 1  எனில், 
d
dx

x p
q
x

p
q

p
q









 =

−1
 

கிக்ளதகதற்ைம் 10.2
 α  எனபது ஏந்தனும் ஒரு சமயசயண  எனில்,  

d
dx

x x( )α αα= −1  

சி்ல உததாரணஙைள

 (1)  
d
dx

( )5  = 0 ஏசைனில் 5 ஒரு மொறிலியொகும்

 (2)  
d
dx

x( )3  = 3 2x ,   அடுக்குச் ெொர்பு விதியினபடி
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 (3)  
d
dx

x
3
2









  = 

3
2

3
2

3
2

1 1
2x x

−
= ,    அடுக்குச் ெொர்பு விதியினபடி

 (4)  
d
dx

x 2( )  = 2 2 1x - ,  அடுக்குச் ெொர்பு விதியினபடி

 (5)  
d
dx

x
2
3









  = 

2
3

2
3

0
2
3

1 1
3x x x

−
−

= ≠, ( ),  அடுக்குச் ெொர்பு விதியினபடி

 (6)  
d
dx

x( )100 9  = 100 100 9 9009 9 1 8d
dx

x x x( ) = × =−  ந்தறைம் 10.6-ன படி

(3) மடககைச் சதாரபின் வகைகதைழு  
x-ன் இயற்கை மடககைகய  loge x  அல்்லது logx அல்்லது ln x என எழுத்லதாம்

   y = f x( ) = log x என�.

 இப்நபொது   f x x( )+ ∆  = log (x + Dx) 

 f(x + Dx) - f(x) = log (x + Dx) - log x

  = log 
x x

x
+ ∆






  

  = log 1+ ∆







x
x

 

 
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 

log 1+ ∆







∆

x
x

x
 

    lim log( )
α

α
α→

+
0

1 k
 = k lim log( )

α

α
α→

+
=

0

1 k
k

k  எை ேொம் அறிந�ொம்

  எைந�, lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = lim
log

∆ →

+
∆








∆x

x
x

x0

1
 =

1

x  

   அ்தொ�து,  d
dx

x
x

(log ) = 1

கிக்ளதகதற்ைம் 10.3

  y = f x xa( ) log=   எனில், ′ =f x
a x

( )
(log )

1
 ஆகும்.

  f(x) = log log log (log ) loga a e ax e x e x= × =    

  எைந�, 
d
dx

f x( )( )  = 
d
dx

e xa(log log )´  
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   = (log ) (log )a e
d
dx

x   (மொறிலிப் சபருக்�ல் விதிப்படி)

   = log .a e x
1

  (அல்்லது)  
1

(log )a x
 

(4) படிககுறிச் சதாரபு (அடுககுச் சதாரபின் வகைகதைழு)

  y = ax
. என�.

  எைந�, f x x( )+ ∆  - f x a ax x x( ) = −+∆

   = a ax x( )∆ −1  மறறும்

  
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = a

a
x

x
x∆ −
∆











1

  lim
∆ →

∆ −
∆x

xa
x0

1
  = log a  எை அறிந�ொம்

  எைந�,   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0   = a

a
x

x

x

x

lim
∆ →

∆ −
∆









0

1
 

   = a ax ´ log  

                 அல்்லது   
d
dx

a a ax x( ) log�

  குறிப்பொ�,   
d
dx
ex( )  = e ex log  

    

d
dx
e ex x( ) .=

(5) முககைதாணவியல் சதாரபுைளின் வகைகதைழு

 (i) sine சதாரபு sin x

  y = f x x( ) sin=  என�.

  எைந� f x x( )+ ∆  = sin( )x x+ ∆  மறறும்

  f x x f x( ) ( )+ ∆ −  = sin( ) sin sin cosx x x x x x
2

2 2

 எைந�  
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 

sin
cos

∆







∆







+
∆








x

x
x x2

2
2

 

 இ்தைொல்,   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 =  lim
sin

. lim cos
∆ → ∆ →

∆







∆







+
∆






x x

x

x
x x

0 0

2

2
2
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  = 1 ´ cosx   
cos
lim cos( ) cos

x
x x x

x

 bjhlu;r;rpahdJ vd;gjhy;

∆ →
+ ∆ =





 0  
  = cos x

 
அ்தொ�து,

 

d
dx

x x(sin ) cos�

(ii) cosine சதாரபு, cos x
    y = cosx = sin x +








π
2

என�.

  எைந�,  
dy
dx

 = 
d
dx

xsin +







π
2

 

  u = x + π
2

 என�.

  
du
dx

 = 1 + 0 = 1

  எைந�,  
dy
dx  = 

d
dx

u d
dx

u du
dx

(sin ) (sin )=  (இனணப்பு விதிப்படி)

   = cosu´1= cosu   = cos x +







π
2

 = -sin x  

   அ்தொ�து,  d
dx

x x(cos ) sin

 
(iii) tangent சதாரபு, tan x
  y = f x x( ) tan=  என�.

   = 
sin
cos

x
x

 

  எைந� 
d
dx

x(tan )  = 
d
dx

x
x

sin
cos








   = 
cos (sin ) sin (cos )

cos

x d
dx

x x d
dx

x

x

-
2      (�குத்்தல் விதிப்படி)

   = 
cos (cos ) sin ( sin )

cos
x x x x

x
- -

2

   = 
cos sin

cos

2 2

2

x x
x

+
 

   = 
1

2cos x
 

 அ்தொ�து,   
d
dx

x x(tan ) sec .= 2

(iv) Secant சதாரபு, sec x

   y = sec
cos

(cos )x
x

x= = −1 1  என�.
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dy
dx

  = ( )(cos ) ( sin )- --1 2x x     (இனணப்பு விதிப்படி)

   =  
sin

cos cos
. sin
cos

sec . tanx
x x

x
x

x x2

1
= =  

அ்தொ�து,  d
dx

x x x(sec ) sec tan .=

(v) Cosecant சதாரபு, cosec x

    y = cos
sin

(sin )ecx
x

x= = −1 1  என�.

  
dy
dx

 = ( )(sin ) (cos )- -1 2x x      (இனணப்பு விதிப்படி)

  = -
cos
sin

x
x2  = -

1
sin

. cos
sinx

x
x

  = -cosec x xcot

   அ்தொ�து,   cosec cosecd
dx

x x x( ) cot .= −

(vi) Cotangent சதாரபு, cot x
  y = cot cos

sin
x x

x
=  என�.

  
dy
dx

 = 
d
dx

x
x

cos
sin







  

   = 
sin (cos ) cos (sin )

sin

x d
dx

x x d
dx

x

x

-
2  

   = 
sin ( sin ) cos (cos )

sin
x x x x

x
- -

2  

   = 
- -sin cos

sin

2 2

2

x x
x

  = − = −
1

2
2

sin x
xcosec  

   அ்தொ�து,  
d
dx

x x(cot ) .= −cosec2

(6) கேரமதாறு முககைதாணவியல் சதாரபுைளின் தைழுகைள

     The derivatives of the inverse trigonometric functions 

(i) arc sin x  அ�ோவது sin-1 x   

  y = f x x( ) �sin= −1  என�.

  எைந� y y+ ∆  = f x x x x( ) sin ( )+ ∆ = + ∆−1  
  இதிலிருநது,   x = sin y   மறறும்

  x + Dx = sin (y + Dy).

  எைந�,  
D
D
y
x

 = 
∆

+ ∆ −
= + ∆ −

∆
y

y y y
y y y

ysin( ) sin
sin( ) sin

1
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 Dx ® 0 எனும்நபொது  Dy ® 0 ஆ்த்லொல்

  
dy
dx

 = lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

   = lim sin( ) sin
∆ →

+ ∆ −
∆y

y y y
y0

1

 

   = 
1

cos y

   = 
1

1
1

12 2−
=

−sin y x
 

அ்தொ�து,   
d
dx

x
x

(sin )
1

2

1

1

(ii) arccos x  அ�ோவது cos-1 x  

  sin-1 x  + cos-1 x  = 
p
2  எனை முறசைொருனமனய அறிந�ொம்

 இதிலிருநது,  
d
dx

x x(sin cos )− −+1 1  = 
d
dx

π
2

0





 =  

 இ்தைொல்,  
d
dx

x d
dx

x(sin ) (cos )− −+1 1  = 0

  எைந�,  
1

1 2

1

−
+ −

x
d
dx

x(cos )  = 0

  அல்்லது    
d
dx

x
x

(cos ) .− = −
−

1

2

1
1

(iii) arc tan x  அ�ோவது tan-1 x

  y = f x x( ) tan= −1  என�. ¼ (1)

  இதிலிருநது,  y + Dy = f(x + Dx) = tan-1  (x + Dx) ¼ (2)

  x = tan y மறறும்

  x + Dx = tan (y + Dy)

  இதிலிருநது,   Dx = tan (y + Dy) - tan y

  
D
D
y
x  = 

∆
+ ∆ −

y
y y ytan( ) tan

   
=

+ ∆ −
∆

1
tan( ) tany y y

y
 

 Dx ® 0 எனும்நபொது    Dy ® 0  ஆ்த்லொல்
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  lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 = 

1

10
lim tan( ) tan

(tan )

∆ →
+ ∆ −

∆
=y

y y y

y d
dy

y
 

   = 
1

2sec y
 

   = 
1

1
1

12 2+
=

+tan y x

அ்தொ�து,  
d
dx

x
x

(tan ) .
1

2

1

1

(iv) arccot x  அ�ோவது cot-1 x  

  tan-1 x  + cot-1 x   = 
p
2  எனை முறசைொருனமனய அறிந�ொம்

 இதிலிருநது,  
d
dx

x x(tan cot )− −+1 1  = 
d
dx

π
2

0





 =  

 இதிலிருநது,   
d
dx

x d
dx

x(tan ) (cot )− −+1 1  = 0

  அ்தொ�து,   
d
dx

x(cot )-1  = − =−d
dx

x(tan )1 −
+
1

1 2x
 

  அ்தொ�து,  d
dx

x
x

(cot ) .− = −
+

1
2

1
1

(v) arcsec x  அ�ோவது sec-1 x -ன் வ்ககதகழு 
1

12x x -
 ஆகும்

(vi) arc cosec x  அ�ோவது cosec-1x -ன் வ்ககதகழு 
-

-

1
12x x

  ஆகும்

 (v) மறறும் (vi) நிரூபணங�ள் பயிறசிக்�ொ� ஒதுக்�ப்படடுள்்ளை.

எடுததுகைதாட்டு 10.7

 x-ஐ சபொறுத்து �ன�க்ச�ழுன�க் �ொண�. :
 (i) y x x x= + + +3 25 3 7   (ii) y e xx= + +sin 2  

 (iii) y x x ex= − −4 2cosec log   (iv) y x
x

= −







1 2

 (v) y xe xx= log

  (vi) y
x

x
=

cos
3    (vii) y

x
ex

=
log

  

 (viii) f x x f f( ) | - | '( ) '( )= 4 3 5vdpy;  kw;Wk; ஐ �ொண�.
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தீர்வு

 (i) 
dy
dx

x x= + +3 10 32   (ii) 
dy
dx

e xx= + cos  

 (iii) 
dy
dx

x x
x

ex= − − −4 1 2cosec .cot  

 (iv) y x
x

x x= + − = + −−2
2

2 21 2 2  

  
dy
dx

x x x
x

= − = −− −2 2 2 22 1
3  

 (v) 
dy
dx

xe
x

e x x x ex x x= 





 + +

1 1.log ( ) log ( )  

  = + + = + +e e x xe x e x x xx x x xlog log ( log log )1  

 (vi) y
x

x
=

cos
3  

  
dy
dx

x x x x
x

x x x x
x

=
− −

=
− +3 2

6

2

6

3 3( sin ) cos ( ) ( sin cos )
 

         = −
+( sin cos )x x x
x

3
4  

 (vii) y
x

e
e xx
x= = −log .log  

  
dy
dx

e
x

x ex x= 





 + −− −1 1log ( )( )  

        = −





−e
x

xx 1 log  

 (viii) f x x
x x
x x

( ) | |
( ) ;

( ) ;
= − =

− − <
−



 ≥

4
4 4

4 4  

   ′ =
− <
+ ≥




f x
x
x

( )
,1 4

1 4,

        எைந�, ′ = −f ( )3 1

                     ′ =f ( )5 1 

பயிற்சி 10.2
பின�ரும் ெொர்பு�ன்ளத் ச்தொ்டர்புன்டய ெொரொமொறி�ன்ளப் சபொறுத்து �ன�யிடு�.

 (1) f(x) = x - 3 sinx (2) y = sin x + cos x
 (3) f(x) = x sin x (4) y = cos x - 2 tan x
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 (5) g(t) = t3cos t (6) g(t) = 4 sec t + tan t
 (7) y = ex sin x

 (8) y x
x

=
tan

  (9) y x
x

=
+
sin

cos1
 

 (10) y
x
x x

=
+sin cos

 (11) y
x
x

=
−tan

sec
1

 

 (12) y
x

x
=

sin
2   (13) y = tan q(sin q + cos q)

 (14) y = cosec x . cot x (15) y = x sin x cos x

 (16) y = e-x. log x (17) y x x e x= + + −( ) ln( )2 35 1  

 (18) y x= °sin   (19) y x= log10  

 (20)  f x x x( ) = − +2 5 32  எனில் f x'( )  எனை ெொர்பின �னரப்டம் �னர�.

10.4.2 சதாரபின் சதாரபினது வகைகதைழு (இகணபபு விதி) எடுததுகைதாட்டுைள

எடுததுகைதாட்டு 10.8

 F x x F x( ) ( )= + ′2 1 vdpy; fhz;f .
தீர்வு

   u  = g x x f u u( ) ( )= + =2 1 kw;Wk; 

   F x( )  = ( )( ) ( ( ))fog x f g x=

   ¢f u( )  = 
1
2

1
2

1
2u

u
−
=  மறறும்

   ¢g x( )  = 2x,  எனப்தைொல்

   ¢F x( )  = ¢ ¢f g x g x( ( )) ( )

    = 
1

2 1
2

12 2x
x x

x+
=

+
.  .

எடுததுகைதாட்டு 10.9
  �ன�யிடு� : (i) y = sin(x2) (ii) y = sin2x

தீர்வு

  (i) இஙகு sine ெொர்பு ச�ளிப்புைச் ெொர்பொ�வும் �ர்க்� ெொர்பு உடெொர்பொ�வும் உள்்ளது.

   u = x2  என�.

   அ்தொ�து,  y = sin u.

   எைந�,   
dy
dx

 = 
dy
du

du
dx

´  

    = cos u ´ (2x)
    = cos(x2).2x
    = 2x cos(x2).
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  (ii) u = sin x 
   எைந�,    y = u2

   மறறும்  
dy
dx

 = 
dy
du

du
dx

´  

    = 2u ´ cos x
    = 2 sin x . cos x
    = sin 2x.

எடுததுகைதாட்டு 10.10
 �ன�யிடு� : y x= −( )3 1001  

தீர்வு
   u = x3-1  என�.
   y = u100

   மறறும்  
dy
dx

 = 
dy
du

du
dx

´  

    = 100 3 0100 1 2u x− × −( )

    = 100 1 33 99 2( )x x− ×

    = 300 12 3 99x x( )- .

எடுததுகைதாட்டு 10.11

  f x
x x

( ) =
+ +

1
123

 எனில், ¢f x( ) -ஐ �ொண�.

தீர்வு
   மு்தலில் f(x) = ( )x x2

1
31+ +
−

எை எழுதுந�ொம்.

   எைந�,  ¢f x( )  = − + + + +
−
−1

3
1 12

1
3

1 2( ) ( )x x d
dx

x x

    = − + + × +
−1

3
1 2 12

4
3( ) ( )x x x  

    = − + + +
−1

3
2 1 12

4
3( )( )x x x  .

எடுததுகைதாட்டு 10.12

      g t
t
t

( ) = −
+









2
2 1

9

 எனை ெொர்பின �ன�க்ச�ழுன�க் �ொண�.

தீர்வு

   ¢g t( )  = 9 2
2 1

2
2 1

9 1t
t

d
dt

t
t

−
+









−
+









−
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    = 9 2
2 1

2 1 2 2 2 1

2 1

8

2

t
t

t d
dt
t t d

dt
t

t
−
+









+ − − − +

+













( ) ( ) ( ) ( )

( )




 

    = 9 2
2 1

2 1 1 2 2
2 1

8

2

t
t

t t
t

−
+









+ × − − ×
+











( ) ( )
( )

 

    = 9 2
2 1

2 1 2 4
2 1

8

2

t
t

t t
t

−
+









+ − +
+









( )

 

    = 
45 2

2 1

8

10

( )
( )

t
t
−
+

எடுததுகைதாட்டு 10.13
 (2x + 1)5  (x3 - x + 1)4.-ஐ �ன�யிடு�.

தீர்வு

   y = (2x + 1)5  (x3 - x + 1)4 என�.

   u = 2x + 1 ; v = x3 - x + 1   எை எடுத்துக்ச�ொண்டொல்

   y = u5 . v4

   dy
dx

 = u d
dx
v v d

dx
u5 4 4 5. ( ) ( )+       (சபருக்�ல் விதிப்படி)

    = u v dv
dx

v u du
dx

5 4 1 4 5 14 5. .− −+   (இனணப்பு விதிப்படி)

    = 4 3 1 5 25 3 2 4 4u v x v u. ( )× − + ×

    = 4 2 1 1 3 1 10 1 2 15 3 3 2 3 4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x+ − + − + − + +  

    = ( ) ( ) ( )( ) ( )2 1 1 4 2 1 3 1 10 14 3 3 2 3x x x x x x x+ − + + − + − + 

    = 2 2 1 1 17 6 9 34 3 3 3 2( ) ( ) ( )x x x x x x+ − + + − + .

எடுததுகைதாட்டு 10.14
 �ன�யிடு� : y = esin x

.

தீர்வு

   u = sin x எை எடுத்துக்ச�ொண்டொல்

   y = eu

   
dy
dx

 = 
d e
du

du
dx

u( )
´  = eu ´ cos x = cos x esin x

.

10 Differential Calculus 2.indd   173 03-09-2018   15:53:20



174XI - கணிதவியல்

எடுததுகைதாட்டு 10.15
 �ன�யிடு� :  2x

 .

தீர்வு

   y = 2 2x xe= log என�

   u = x (log 2)     எை எடுத்துக்ச�ொண்டொல்

   y = eu ஆகும்.

   
dy
dx

 = 
dy
du

du
dx

´  = e eu x× =log log log2 2 2

    =  (log2)2x
.

 ax -ன �ன�க்ச�ழுன�ச் சூத்திரத்ன்தப் பயனபடுத்தி நேரடியொ�வும் எழு்த்லொம்

எடுததுகைதாட்டு 10.16

 y = tan-1 
1
1
+
−









x
x

 எனில் ¢y �ொண�.

தீர்வு

   y = tan-1 
1
1
+
−









x
x

   
1
1
+
−

x
x

 = t என�.

   எைந�,   y = tan-1t

   
dy
dx

 = 
d
dt

t dt
dx

(tan ).-1

    = 
1

1
1 1 1 1

12 2+
− − + −

−t
x x

x
. ( ). ( )( )

( )
 

    = 
1

1 1
1

1 1
1

1
12 2 2

+
+
−









− + +
−

=
+x

x

x x
x x

. ( ) ( )
( )

 .

பயிற்சி 10.3
கீழக்�ொணும் ெொர்பு�ளுக்கு �ன�க்ச�ழுக்�ன்ளக் �ொண� :

 (1) y x x= + +( )2 54 6   (2) y = tan3x (3) y = cos (tanx)

 (4) y = 1 33 + x   (5) y e x=   (6) y ex= sin( )

 (7) F x x x( ) ( )= +3 74   (8)  h t t
t

( ) = −







1
3
2

  (9) f t t( ) tan= +13  

 (10) y a x= +cos( )3 3   (11) y e mx= −  (12) y = 4 sec 5x
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 (13)  y x x= − − −( ) ( )2 5 8 54 2 3  (14)  y x x= + +( )2 231 2  (15)  y xe x= − 2

 (16) s t
t
t

( ) = +
−

3

3
4

1
1

 (17) f x
x
x

( ) =
−7 3

  (18) y x= tan(cos )

  (19) y
x
x

=
sin
cos

2

  (20) y x=
−

5
1

  (21) y x= +1 2 tan

  (22) y x x= +sin cos3 3   (23) y kx= sin (cos )2   (24) y x= +( cos )1 2 6

  (25) y
e
e

x

x=
+

3

1
  (26) y x x= +   (27) y ex x= cos  

 (28) y x x x= + +   (29) y x= ( )( )sin tan sin   (30) sin− −
+











1
2

2

1
1

x
x

 

10.4.3 உட்படு சதாரபுைக்ள வகையிடல் (Implicit Differentiation)

	 ஒரு	ெொர்பின	ெொர்ந்த	மொறியின	மூ்லம்	ச�ளிப்பன்டயொ�த்	்தரப்படடு	  y = f (x)	எனை	�டிவில்	

இருந்தொல்		அ்தனை	தவளிப்டு	சோர்பு	(explicit function)	எைக்	கூை்லொம்.	எடுத்துக்�ொட்டொ�	 y x= −
1
2

13 	

எனபது	 ஒரு	 ச�ளிப்படு	 ெொர்பொகும்.	 அந்த	 ெமயம்	 அ்தறகுச்	 ெமொைமொை	 ெமனபொ்டொ�	

2 2 03y x− + = 	எனறு	x, y ஆகிய	மொறி�ன்ள	உடபடுத்தி	�னரயனை	செய்தொல்	அ்தனை	உட்்டு	சோர்பு	

எை்லொம்	அல்்லது	y ஆைது	x-ஆல்	ஆை	உடபடு	ெொர்பு	எை்லொம்.

   x y2 2+  = 4  ¼ (1)

 எனை ெமனபொடு ஆதிப்புள்ளினய னமயமொ�வும் ஆரம் 2 ஆ�வும் உன்டய ஒரு �ட்டத்ன்தக் 
குறிக்கிைது எனபன்த அறிந�ொம். ெமனபொடு  (1) ெொர்பு அல்்ல. ஏசைனில் - 2 < x < 2  எனை 
இன்டச�ளியில் உள்்ள ஒவச�ொரு x மதிப்பிறகும் y-க்கு இருமதிப்பு�ள் இருக்கும். அன� 

   f x( )  = 4 2 22− −x x, ≤ ≤   ¼ (2)

   g x( )  =  − − −4 2 22x x, ≤ ≤  ¼ (3)

 இரு மதிப்பு�ள் இருக்கும். (1)-ல் குறிப்பிடடுள்்ள �ட்டத்தின நமல் பொதினய  (2)-ம், கீழப்பொதினய 
(3)-ம் குறிக்கினைது. �ட்டத்தின நமல்பொதினய அல்்லது கீழப்பொதினயச் ெொர்பொ�க் �ரு்த்லொம். எைந�,   
- 2 £ x £ 2 எனை இன்டச�ளியில் ெமனபொடு (1)-ஆைது குனைந்தது இரு உடபடு ெொர்பு�ன்ள ச�ொடுக்கிைது.

 x f x2 2 4+[ ] =( )  மறறும் x g x2 2 4+[ ] =( )  ஆகிய இரு ெமனபொடு�ளும் 

 −2 2≤ ≤x  இன்டச�ளியில் முறசைொருனமயொகிைது எனபது குறிப்பி்டத்்தக்�து.

x

y

x

y

–1–2 1 2

–1–2 1 2

2 2
4, 0x y y+ = ≥

2 2
4, 0x y y+ = ≤

 ப்டம் 10.25 ப்டம் 10.26
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 சபொது�ொ�, ஏந்தொ ஒரு இன்டச�ளியில் F x y( , ) = 0  எனை ெமனபொடு f ெொர்பினை ஒரு உடபடு 

ெொர்பொ� �னரயனை செய்தொல் F x f x( , ( )) = 0  ஆைது அந்த இன்டச�ளியில் முறசைொருனமயொ�  

அனமயும். f எனை ெொர்பின �னரப்டம் F x y( , ) = 0  ெமனபொடடின �னரப்டத்தின ஒரு பகுதினய 

அல்்லது அனைத்ன்தயும் குறிக்கினைது.

 x x y y x4 2 3 5 2 1+ − = +  நபொனை மி�ச் சிக்�்லொை ெமனபொடு x-அச்சில் குறிப்பிட்ட இன்டச�ளியில் 

உடபடு ெொர்பு�ன்ளத் தீர்மொனிக்கும். நமலும் y-ஐ  x-ஆல் ஆை ந�ொன�யில் எழு்த இய்லொமல் 

இருக்�்லொம். எனினும், சி்ல ெமயங�ளில் 
dy
dx

 -ஐ �ொண  பயனபடுத்தும் முனையினை உடபடு 

�ன�யி்டல் எை்லொம். இம்முனையினபடி ெமனபொடடின இருபுைமும் �ன�யி்டல் விதி�ன்ளப் 

பயனபடுத்தி x-ஐ சபொறுத்து �ன�க்ச�ழு �ணடு 
dy
dx

 சபை்லொம். ெமனபொடடில் தீர்மொனிக்�ப்படும்  

y  ஒரு �ன�னமச் ெொர்பொ� அனமயும்நபொது ெொர்பின ெொர்பு�ளுக்�ொை இனணப்பு விதியினைப் 
பயனபடுத்திக் கீழக்�ொணுமொறு �ொண்லொம்.

   
d
dy
yn  = ny

dy
dx

n-1   

 இஙகு n ஒரு முழு எணணொகும்.

எடுததுகைதாட்டு 10.17

 x y2 2 1+ =  எனில், 
dy
dx

 �ொண�. 

தீர்வு

 ெமனபொடடின இருமருஙகும் �ன�யிடு�.

   
d
dx
x d

dx
y2 2+  = 

d
dx

( )1

   2 2x y dy
dx

+  = 0

   
dy
dx

 = -
x
y

 ஆகும்.

எடுததுகைதாட்டு 10.18
 x = 1 எனை மதிப்பில் அனமயும் புள்ளி�ளில், �ன்ள�னர x y2 2 4+ = -க்கு �னரயப்படும் 

ச்தொடுந�ொடு�ளின ெொயவு�ன்ளக் �ொண�.
தீர்வு

 ச�ொடுக்�ப்பட்ட ெமனபொடடில் x = 1 எைப் பிரதியி்ட y2 3=  அல்்லது y = ± 3   எைப் 

சபை்லொம். எைந�, 1 3,( )  மறறும் 1 3,−( ) -ல் ச்தொடுந�ொடு�ள் அனமயும். இரணடு ச�வந�று 

உடபடு ெொர்பு�ளுக்�ொை �னரப்டங�ளில் உள்்ள புள்ளி�்ளொ� 1 3,( )  மறறும் 1 3,−( )  
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அனமந்தொலும் ஒவச�ொரு புள்ளியிலும் ெரியொை  ெொயவு கின்டக்கும். எைந�, 

   1 3,( )y;
dy
dx  = − −( ) =

−
−

=
1
3

1 3 1
3

1
3

kw;Wk; y;, dy
dx

எடுததுகைதாட்டு 10.19
 x x y y x4 2 3 5 2 1+ − = + எனில், 

dy
dx

 �ொண�.
தீர்வு
 உடபடு �ன�யி்டலினபடி

   
d
dx

x d
dx

x y d
dx

y( ) ( ) ( )4 2 3 5+ −  = 
d
dx

x( )2 1+  

 இதிலிருநது,   4 3 2 53 2 2 3 4x x y dy
dx

x y y dy
dx

+ 





 + −( )  = 2 + 0

  அ்தொ�து,    4 3 2 53 2 2 3 4x x y dy
dx

xy y dy
dx

+ + −  = 2 

  எைந�,    3 52 2 4x y y dy
dx

−( )  = 2 4 23 3- x xy-  

   அல்்லது    
dy
dx

 = 
2 4 2
3 5

3 3

2 2 4

- -
-

x xy
x y y

 

எடுததுகைதாட்டு 10.20

  sin cosy y x= 2 எனில் 
dy
dx

 �ொண�.

தீர்வு
 sin cosy y x= 2 .

   �ன�யீடு செயய, 
d
dx

ysin  = 
d
dx

y x( cos )2

   அ்தொ�து, cos y dy
dx

 = y x x dy
dx

( sin ) cos− +2 2 2  

   இதிலிருநது,   2 (cos cos )y x dy
dx

- 2  = -2 2y xsin

   அல்்லது   
dy
dx

 = 
-

-
2 2

2
y x
y x

sin
cos cos

 

10.4.4 மடககை வகையிடல் (Logarithmic Differentiation)
 y = xx  நபொனை  ெொர்பினைத் ்தவிர, �ன�யி்டல் விதி�ன்ளயும், அடிப்பன்டச் ெொர்பு�ளின �ன�யி்டல் 
அட்ட�னணனயயும் பயனபடுத்து�்தன மூ்லம் ச்தொ்டக்�த்தில் பயனபடுத்்தப்படும் எந்தச�ொரு 
ெொர்பிறகும் எளி்தொ� �ன�யி்டல் �ொண இயலும். இத்்தன�ய ெொர்பு�ள் அடுக்கு/படிக்குறி ெொர்பு�்ளொ� 
குறிப்பி்டப்படுகினைை. இ�றறில் சபொது�ொ� அந்த ெொர்பின அடிமொைமும், படியும் ெொரொ மொறினயப் 
சபொறுத்்த்தொ� அனமயும். 

10 Differential Calculus 2.indd   177 03-09-2018   15:54:04



178XI - கணிதவியல்

 அடுக்குப் படிக்குறிச் ெொர்பொை y = xx -க்கு �ன�யி்டல் �ொண இரு பக்�மும் ம்டக்ன�யினை 
பயனபடுத்்த ந�ணடும்.

 log y = x log x, x > 0 எைக் கின்டக்கும்.

 இது ஒரு முறசைொருனமயொ்த்லொல் இ்டப்பக்� �ன�க்ச�ழுவும் �்லப்பக்� �ன�க்ச�ழுவும் ெமமொ� 
இருத்்தல் ந�ணடும். x-ஐப் சபொறுத்து �ன�யி்டலினநபொது (இ்டப்பக்�த்தில் உள்்ள ெொர்பு, ெொர்பின 
ெொர்பு எனபன்த நினைவில் ச�ொள்�) 

  
1
y
dy
dx

 = log x +1

  எைந�,      
dy
dx

 = y x x xx(log ) (log )+ = +1 1  

 f(x) எனை ெொர்பினுக்கு ம்டக்ன� �ணடு (e அடிமொைம்) பினைர் �ன�யி்டன்லப் பயனபடுத்தும் 
முனை ம்டக்ன� �ன�யி்டல் எனறு அனழக்�ப்படுகிைது.

d
dx

f x f x
f x

(log ( )) ( )
( )

=
′

 இம்முனையின மூ்லம் சபருக்�ல், �குத்்தல் அல்்லது அடுக்கு�ள் ச�ொண்ட �டிைமொை ெொர்பு�ளின 
�ன�யீடு�ன்ள ம்டக்ன� �ன�யி்டன்லப் பயனபடுத்தி எளி்தொ�க் �ொண்லொம்.

எடுததுகைதாட்டு 10.21

 y x x x= +2 24 2. sin .  எனில், y-ன �ன�க்ச�ழுன�க் �ொண�.

தீர்வு

 இருபக்�மும் ம்டக்ன�னய எடுக்�,

 log log( ) log(sin ) log( )y x x x= + + +
1
2

4 2 22  எைக் கின்டக்கிைது.

  இதிலிருநது   
¢y

y
 = 

1
2

2
4

2 22

x
x

x
x+

+ +. cos
sin

log  

   = 
x

x
x2 4

2 2
+

+ +cot log  

  எைந�,  ¢y  = 
dy
dx

y x
x

x=
+

+ +





2 4

2 2cot log  .

எடுததுகைதாட்டு 10.22

 �ன�யிடு� : y
x x
x

=
+

+

3
4 2

5

1
3 2( )

 .

தீர்வு

 இருபக்�மும் ம்டக்ன�னய எடுக்�, 

 log log log( ) log ( )y x x x= + + − +
3
4

1
2

1 5 3 22  

உடபடு �ன�யி்டலினபடி.
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¢y

y
 =  

3
4

1
2

2
1

5
3 2

32x
x

x x
+

+
−

+( )
( )

   = 
3

4 1
15

3 22x
x

x x
+

+
−

+( )

  எைந�,  
dy
dx

 = ′ =
+

+
+

+
−

+






y x x
x x

x
x x

3
4 2

5 2

1
3 2

3
4 1

15
3 2( )

மடககை வகையிடலில் படிநிக்லைள (Steps in Logarithmic Differentiation) 
 (1) y = f(x) எனை ெமனபொடடின இருமருஙகும் இயறன� ம்டக்ன� எடுத்து  ம்டக்ன� விதி�ன்ளப் 

பயனபடுத்தி எளினமயொக்கு்தல் ந�ணடும்.

 (2) x-ஐப் சபொறுத்து உடபடு �ன�யி்டல் �ொணந�ணடும்.

 (3) y¢-க்�ொ�த் தீர்வு �ொணு்தல் ந�ணடும்.

 சபொது�ொ�, படிக்குறி மறறும் அடிமொைம் சபொறுத்து ேொனகு �ன��ள் உள்்ளை.

 (1) 
d
dx
ab( ) = 0  (a, b ஆகியன� மொறிலி�ள்).

 (2) 
d
dx

f x b f x f xb b( ) ( ) ( )[ ] = [ ] ′−1
 

 (3) 
d
dx
a a a g xg x g x[ ] (log ) ( )( ) ( )= ′  

 (4) 
d
dx

f x g x( ) ( )[ ] =  [ ( )] ( ) ( )
( )

log ( ). ( )( )f x g x f x
f x

f x g xg x ′
+ ′









எடுததுகைதாட்டு 10.23

 �ன�யிடு� :  y x x=  

தீர்வு

 இருபுைமும் ம்டக்ன� எடுக்� :

   log y  = x xlog  
 உடபடு �ன�யி்டலினபடி,

   
¢y

y
 = x

x x
x. .log1 1

2
+  

    = 
log x

x
+ 2

2
 

   எைந�,   
d
dx

x x( )  = ′ =
+







y x x

x
x log 2

2
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10.4.5. பிரதியிடல் முகை (Substitution method)
 பிரதியி்டல் முனையொைது, சி்ல வி்தமொை �ன�யி்டலின நபொது குறிப்பொ� நேர்மொறு 
முக்ந�ொணவியல் ெொர்பு�ளின �ன�யி்டலினநபொது மி�வும் பயனுள்்ள்தொ� அனமயும்.

 f(x) = tan-1  1
1

2

2

+
−











x
x

எனை ெொர்பினைக் �ருது�.

 இந்தச் ெொர்பிறகு, ெொர்பின ெொர்பு விதினயப் பயனபடுத்தி ¢f x( )  �ொண்லொம். ஆைொல், அது ெறறுக் 
�டிைமொைது. அ்தறகுப் பதி்லொ�ப் பிரதியி்டல் முனையினைப் பயனபடுத்திைொல் எளி்தொ� அனமயும். 
அ்தொ�து, 

  x = tan θ என�.

  எைந�, 
1
1

2

2

+
−

x
x

 = 
1
1

2
2

2

+
−

=
tan
tan

tanθ
θ

θ  மறறும்

  f x( )   = tan (tan )− =1 2 2θ θ

   = 2 tan-1x

  ¢f x( )  = 
2

1 2+ x
 எை எளி்தொ�க் �ொண்லொம்.

எடுததுகைதாட்டு 10.24

 y = tan-1 
1
1
+
−









x
x

 எனில்,  ¢y �ொண�.

தீர்வு

 x = tan q என�.

   எைந�,  
1
1
+
−

x
x

  = 
1
1 4
+
−

= +







tan
tan

tanθ
θ

θ
π

 .

   tan-1 
1
1
+
−









x
x

 = tan tan tan− −+















 = + = +1 1

4 4 4
π π π

θ θ x  

   y = 
π
4

1+ −tan x

   ¢y  = 
1

1 2+ x
 .

எடுததுகைதாட்டு 10.25
  f x x x( ) cos ( )= −−1 34 3 எனில் ¢f x( ) -ஐக் �ொண�.

தீர்வு

  x = cos θ என�.

  எைந�,  4 33x x-  = 4 3 33cos cos cosθ θ θ− =  மறறும்

  f(x) = cos (cos ) cos− −= =1 13 3 3θ θ x  

  ஆன�யொல்,  ¢f x( )  = 3 1
1

3
12 2

−

−









 =

−

−x x
 .

10 Differential Calculus 2.indd   180 03-09-2018   15:54:35



181 வகைகை ைற்றும் வகையிடல் முகைைள்

10.4.6 துகணய்லகுச் சமன்பதாடுை்ளதால் வகரயறுகைபபட்ட மதாறிைக்ள வகையிடல்

           ( Derivatives of variables defined by parametric equations )

 x = f(t), y = g(t) எனை ெமனபொடு�ன்ளக் �ருதுந�ொம். 

 இச்ெமனபொடு�ள் x மறறும் y  மொறி�ளுக்கின்டநய உள்்ள ெொர்பு உைன�த் ்தருகினைை.  [a, b] 
எனும் ஏந்தனும் ஒரு ெொர்ப�த்தில் உள்்ள ‘t’  மதிப்பிறகு x மறறும் y �ண்டறிய்லொம்.

 x மறறும் y எை இரு ெொர்பு�ள் ்தனித்்தனியொ� ‘t’ எனும் பிறிச்தொரு மொறி மூ்லம் 
�னரயறுக்�ப்பட்டொல் x மறறும் y -க்கு உள்்ள ெொர்புத் ச்தொ்டர்பு து்ையலைகுத த�ோடர்பு எனறும் 
பிறிச்தொரு மொறி  து்ையலைகு  எைவும் அனழக்�ப்படுகிைது.

 x மறறும் y க்கு உள்்ள நேரடித் ச்தொ்டர்னபத் துனணய்லகு  ‘t’ இனறிக் �ொணபது து்ையலைகு 
நீககல எனப்தொகும்.

 எடுத்துக்�ொட்டொ�, னமயம்  (0, 0) எைவும். ஆரம் r எைவும் உள்்ள �ட்டத்தின ெமனபொடு 
x y r2 2 2+ =   ஆகும். இந்தச் ெமனபொடு x மறறும் y இரணடிறகுமின்டநய உள்்ள ச்தொ்டர்னப வி�ரிக்கிைது. 
மறறும் இ்தன துனணய்லகுச் ெமனபொடு�ள் x = r cos t  ;  y = r sin t   எைக் கின்டக்கும்.  மறு்தன்லயொ� 

t-ஐ நீக்கும்நபொது x y r2 2 2+ =  எைப்சபை்லொம்.

 y -ஐ  x -இன ெொர்பொ�க் �ருதிைொல்,  
dy
dx

dy
dt
dx
dt

f t
g t

= =
′
′
( )
( )

. 

 x-ஐ  y-இன ெொர்பொ�க் ச�ொண்டொல் y-ஐ சபொறுத்து  x-இன �ன�யி்டல் 

   dx
dy

dx
dt
dy
dt

g t
f t

= =
′
′
( )
( )

  ஆகும்.

 �ட்டத்ன்தப் சபொறுத்்த�னர 
dy
dx

 எனபது �ட்டத்தின ச்தொடுந�ொடடின ெொய�ொ�,

   
dy
dx

dy
dt
dx
dt

r t
r t

t= =
−

= −
cos
sin

cot  ஆ� அனமயும்.

எடுததுகைதாட்டு 10.26

 x at= 2  ;  y = 2at,    t ¹ 0 எனில், 
dy
dx

 �ொண�.

தீர்வு

   x = at 2    ;  y = 2at  எனப்தொல்

   
dy
dx

  = 
′
′

= =
y t
x t

a
at t

( )
( )

.2
2

1

எடுததுகைதாட்டு 10.27

 x = a(t - sin t), y = a(1 - cos t) எனில், 
dy
dx

 �ொண�.
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தீர்வு

   x = a(t - sin t), y = a(1 - cos t).

   இப்நபொது  
dx
dt

 = a(1 - cos t) ; 
dy
dt

 = a sin t

   எைந�,  
dy
dx

 = 

dy
dt
dx
dt

a t
a t

t
t

=
−

=
−

sin
( cos )

sin
( cos )1 1

 

10.4.7 ஒரு சதாரபிகனப தபதாறுதது மற்தைதாரு சதாரபிகன வகையிடல்

(Differentiation of one function with respect of another function)
 y f x= ( )  எனை ெொர்பு �ன�னமயொைொல், x-ஐப் சபொறுத்து y-ன �ன�க்ச�ழு

   
dy
dx

f x h f x
hh

=
+ −

→
lim ( ) ( )

0
 .

 f  மறறும் g ஆகியன� x-ன �ன�னமயொை ெொர்பு�ள் மறறும்  dg
dx

g x= ≠'( ) 0 எனில்

   
df
dg

df
dx
dg
dx

f x
g x

= =
'( )
'( )

எடுததுகைதாட்டு 10.28
 x xlog -ஐ சபொறுத்து xx -ன �ன�யீடு �ொண�. 

தீர்வு

   u = x v x xx , log=

   logu  = x xlog  

   
1
u
du
dx

  = x
x

x x. .log log1 1 1+ = +  

   
du
dx

 = u x x xx( log ) ( log )1 1+ = +  

   
dv
dx

  = 1+ log x  

   
d x

d x x

x( )
( log )

 = 
du
dv

du
dx
dv
dx

xx= =  

 இஙகு ஒரு ெமனிச் ெொர்பொ� இருந்தொல் g x x( ) =  எைந� 
df
dg

 எனபது 
df
dx

f x= ′( )  எை மொறும்.

எடுததுகைதாட்டு 10.29
 x x2 1+ + -ஐப் சபொறுத்து tan ( )− +1 21 x -ஐ �ன�யிடு�.
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தீர்வு

   f x( )   = tan ( )− +1 21 x  என�

   g x( )   = x x2 1+ +  

   
df
dg

 = 
f x
g x

'( )
'( )

 

   f x'( )   = 
2

1 2

x
x+

 

   g x'( )   = 2 1x +  

   
df
dg

  = 

2
1
2 1

2
2 1 1

2

2

x
x

x
x

x x
+
+

=
+ +( )( )

 

எடுததுகைதாட்டு 10.30
  cos( )lx mx n2 + + -ஐ சபொறுத்து  sin( )ax bx c2 + +  �ன�யிடு�. 

தீர்வு

       u = sin( )ax bx c2 + +  மறறும்

   v = cos( )lx mx n2 + +  என�.

   
du
dv

 = 
u x
v x

'( )
'( )

 

   u x'( )   = cos( )( )ax bx c ax b2 2+ + +  

   v x'( )   = − + + +sin( )( )lx mx n lx m2 2  

   
du
dv

  = 
u x
v x

ax b ax bx c
lx m lx mx n

'( )
'( )

( ) cos( )
( ) sin( )

=
+ + +

− + + +
2
2

2

2  

10.4.8 உயர வரிகச வகைகதைழுகைள (Higher order Derivatives)
 ஒரு நேர்க்ந�ொடடில் ே�ரும் சபொருளின நின்லச்ெொர்பு (இ்டப்சபயர்ச்சி) s = s(t) என�.  அ்தன 
மு்தல் �ன�க்ச�ழு, சபொருளின தினெந��ம் நேரத்தின ெொர்பொ� v(t) அனமயும் எனபது இயறபியலில் 
எளினமயொ� அறிநதுள்ந்ளொம்.

 v t s t f t t f t
t

ds
dtt

( ) = ′ =
+ ∆ −
∆

=
∆ →

( ) lim ( ) ( )
0

 .

 நமலும், நேரத்தினைப் சபொறுத்துத் தினெந��த்தின �ணநேர வீ்த மொறைம் அப்சபொருளின 
முடுக்�ம் a(t) ஆகும். எைந� முடுக்�ச் ெொர்பு ஆைது தினெந��த்தின மு்தல் �ன�க்ச�ழு�ொகும் 
எனப்தைொல் முடுக்�ச் ெொர்பு, நின்லச்ெொர்பின இரண்டொ�து �ன�க்ச�ழு�ொகும்.

   a t v t( ) ( )= ′  = lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆t

v t t v t
t0

    = 
d
dt
v t( ( ))  

    = 
d
dt

ds
dt

d s
dt

s t





 = = ′′

2

2 ( )  
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 இவ�ொைொ�,  f எனபது x-ன �ன�னமயொை ெொர்பு எனில், அ்தன மு்தல் �ன�யி்டல் 

′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0

 எனபது y = f(x) எனை ெொர்பின �னரப்டத்தின ச்தொடுந�ொடடின ெொயவு 

எை மி� எளிய �டிவியல் வி்ளக்�மொ� அனமகிைது. ¢f  எனபது x-ன ெொர்பொ�வும் இருப்ப்தொல், 

¢f -க்கும் �ன�னம இருக்� முடியும். அவ�ொறு இருந்தொல், ( )′ ′ = ′′f f  எைக் குறிப்பி்டப்படடு

   ¢¢f x( )  = lim ( ) ( )
∆ →

′ + ∆ − ′
∆x

f x x f x
x0

 

    = 
d
dx

f x d
dx

d
dx
f x′( ) = 






( ) ( )  

    = 
d f
dx

d y
dx

2

2

2

2=   எை அனமகினைது

     இ்தனை மறசைொரு குறியீ்டொ�D f x D y y y2 2
2( ) = = = ′′  எை எழு்த்லொம்.

 இரண்டொம் �ன�க்ச�ழு எனபது மொறு வீ்தத்தின மொறு வீ்தமொ�க் �ருதிைொலும் �டிவியல் 
வி்ளக்�ம் எளி்தொ� இல்ன்ல. இருப்பினும் y f x= ( )  எனை ெொர்பின �னரப்டத்தின �ன்ள ஆரத்திறகும். 
இரண்டொம் �ன�யி்டலுக்கும் சேருஙகியத் ச்தொ்டர்பு உள்்ளது எனப்தனை உயர் �குப்பு�ளில் 
�ொண்லொம்.

 அந்த நபொனறு ¢¢f x( )  கின்டக்�ப் சபறினும், அது �ன�னமயொ�ந�ொ அல்்லது �ன�னமயினறிநயொ 

அனமய்லொம். �ன�னமயொ� அனமந்தொல் ¢¢¢f மூன்்றோம் வ்கயிடல எனறும்

   ¢¢¢f x( )  = d y
dx

y y
3

3 3= ′′′ =  எைவும் குறிப்பி்டப்படுகிைது

 மூனைொம் �ன�யீடடினை இயறபியல் ரீதியொ�, ஒரு நேர்க்ந�ொடடில் ே�ரும் சபொருளின 
நின்லச்ெொர்பின மூ்லம் வி்ளக்�்லொம்.  ′′′ = ′′ ′ = ′s s a t( ) ( ) எனப்தொல், நின்லச்ெொர்பின மூனைொம் 
�ன�யி்டல் எனபது முடுக்�ச் ெொர்பின �ன�க்ச�ழு ஆகும். மறறும் அ்தனை  ‘குலுக்�ம்’ (jerk) எனறும்

   j = 
da
dt

d s
dt

=
3

3  எைவும் எழு்த்லொம்.

 எைந�,  ‘குலுக்�ம்’ எனபது  முடுக்�த்தில் திடீசரை ஏறபடும் மொறைம் எனப்தொல் மி�ச் 
ெரியொ�ந� முடுக்�த்தின மொறு வீ்தத்திறகு குலுக்�ம் எைப் சபயரி்டப்படடுள்்ளது. சபரிய குலுக்�ம் 
ஏறபட்டொல் �ொ�ைத்தின ே�ர்வில் அதிர்வு ஏறபடும்.

எடுததுகைதாட்டு 10.31
 y  = x x x3 26 5 3− − + எனில், ¢ ¢¢y y, மறறும் ¢¢¢y ஆகிய�றனைக் �ொண�.

தீர்வு

     y  = x x x3 26 5 3− − +  மறறும்

   ¢y  = 3 12 52x x- -  
   ¢¢y  = 6x - 12
   ¢¢¢y  = 6
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எடுததுகைதாட்டு 10.32

  y = 
1
x

 எனில், ¢¢¢y  �ொண�.

தீர்வு

     y  = 
1 1

x
x= −   

   ¢y  = − = −−1 12
2x

x
  

   ¢¢y  = ( )( ) ( ) !
− − =

−−
31 2 1 23
2

x
x

 

   மறறும்  ¢¢¢y  = ( )( )( ) ( ) !
− − − =

−−1 2 3 1 34
3

4x
x

எடுததுகைதாட்டு 10.33
  f(x) = x cos x எனில், ¢¢f  �ொண�.

தீர்வு

     f(x) = x cos x.
   இப்நபொது ¢f x( )  = - x sin x + cos x, மறறும்

   ¢¢f x( )  = - (x cos x + sin x) - sin x
    = - x cos x - 2 sin x

எடுததுகைதாட்டு 10.34
  x y4 4 16+ =  எனில்,  ¢¢y  �ொண�.

தீர்வு
       x y4 4 16+ =  

 உடபடு �ன�க்ச�ழுவினபடி   4 43 3x y y+ ′  = 0

   ¢y  = −
3x
y3  

 ¢¢y �ண்டறிய ¢y மீது �குத்்தல் விதியினைப் பயனபடுத்்த ந�ணடும். x-ன ெொர்பொ�  y உள்்ளது 

எனபது ��ைத்தில் ச�ொள்்ளத்்தக்�து.

   ′′ =
−







y d

dx
x
y

3

3  = 
− −





y d
dx

x x d
dx

y

y

3 3 3 3

3 2

( ) ( )

( )

    = −
− ′ y x x y y
y

3 2 3 2

6

3 3. ( )
 = −

− −








3 32 3 3 2

3

3

6

x y x y x
y

y
 

    = −
+3 2 4 6

7

( )x y x
y

 = 
− +3 2 4 4

7

x x y
y

[ ]
 

    = 
−

=
−3 16 482

7

2

7

x
y

x
y

( )
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எடுததுகைதாட்டு 10.35
   x = a cos t
   y = a sin t எனில் இரண்டொம் �ன�யீடன்டக் �ொண�.

தீர்வு
 x-ஐப் சபொறுத்து உடபடு �ன�க்ச�ழுவினபடி, 

   
dy
dx

 = 

dy
dt
dx
dt

a t
a t

t
t

=
−

= −
cos
sin

cos
sin

   
d y
dx

2

2   = 
d
dx

dy
dx







  

    = 
d
dx

t
t

−







cos
sin

 

    = 
d
dt

t
t

dt
dx

−







cos
sin

 = − − ×
′

[ ]
( )

cosec2 1t
x t

 

    = cosec2 1t
a t

×
− sin

    = -
cosec t
a

3

எடுததுகைதாட்டு 10.36

 x y2 2 4+ =  எனில், 
d y
dx

2

2  �ொண�.

தீர்வு

      x y2 2+  = 4

       
dy
dx

 = -
x
y

 

   
d y
dx

2

2  = −










d
dx

x
y

    = - 
y x dy

dx
y

. .1
2

-
 (�குத்்தல் விதிப்படி)

    = −
− −









y x x
y

y2  

    = −
+

= −
x y
y y

2 2

3 3

4
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பயிற்சி 10.4
கீழக்�ொணப�றனை �ன�யிடு� (1 - 18) :

 (1) y = xcos x (2) y = xlogx + (log x)x

 (3) xy  = e(x - y) (4) xy = yx

 (5) (cos )logx x   (6)  
x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =  

 (7) x y y
x

2 2 1+ = 







−tan    (8) tan (x + y) + tan (x - y) = x

 (9) cos (xy) = x எனில்,  
dy
dx

y xy
x xy

=
− +( )1 sin( )

sin
 எைக்�ொடடு�.

  (10) tan-1 
1
1
−
+

cos
cos

x
x

  (11) tan-1 
6

1 9 2

x
x−







   

  (12) cos 2 1
1

1tan− −
+











x
x

  (13) x = a cos3t  ;  y = a sin3t

 (14) x = a (cos t + t sin t) ; y = a (sin t - t cos t)

 (15) x = 
1
1

2
1

2

2 2

−
+

=
+

t
t
y t

t
,   (16) cos− 2

−
+











1
21

1
x
x

 

 (17) sin ( )- -1 33 4x x   (18) tan cos sin
cos sin

− +
−









1 x x
x x

 

 (19) x2 -ஐ சபொறுத்து sin x2 -ன �ன�க்ச�ழுன�க் �ொண�.

 (20) tan-1 x -ஐ சபொறுத்து sin-1 2
1 2

x
x+







-ன �ன�க்ச�ழுன�க் �ொண�.

 (21) u x
x

v x= + − =− −tan , tan1
2

11 1 எனில் 
du
dv

�ொண�.

 (22) tan cos
sin

−

+








1

1
x

x
-ஐ சபொறுத்து tan sin

cos
−

+








1

1
x

x
-ன �ன�க்ச�ழுன�க் �ொண�.

 (23) y = sin-1x எனில், ¢¢y �ொண�.

 (24) y e x=
−tan 1

 எனில், ( ) ( )1 2 1 02+ ′′ + − ′ =x y x y  எைக்�ொடடு�.

 (25)  y
x
x

=
−

−sin 1

21
 எனில், ( )1 3 02

2 1− − − =x y xy y  எைக்�ொடடு�. 

 (26) x = a (θ + sin θ), y = a (1 - cos θ) எனில்,  θ = π
2

 எனும்நபொது ′′ =y
a
1  எை நிரூபிக்�.
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 (27) sin sin( )y x a y= + எனில், 
dy
dx

a y
a

=
+sin ( )

sin

2

எை நிரூபிக்�. இஙகு a n≠ π .

 (28) y = (cos )-1 2x எனில்,  ( )1 2 02
2

2− − − =x d y
dx

x dy
dx

 எை நிரூபிக்�. நமலும்,   x = 0 -னநபொது y2  

மதிப்னபக் �ொண�.

பயிற்சி 10.5
ெரியொை அல்்லது மி�வும் ஏறபுன்டய வின்டயினைக் ச�ொடுக்�ப்பட்ட ேொனகு மொறறு வின்ட�ளிலிருநது 
ந்தர்நச்தடுக்�வும்.

 (1) 
d
dx

x2
π

sin °







  (1) 
π

180
cos x°   (2) 

1

90
cos x   (3) 

π
90

cos x°   (4) 
2
π

cos x°  

 (2) y f x= +( )2 2 மறறும் f '( )3 5= எனில், x =1-ல் dy
dx

எனபது

  (1) 5 (2) 25 (3) 15 (4) 10

 (3) y u=
1
4

4 , u x= +
2
3

53 எனில், 
dy
dx

எனபது

  (1) 
1
27

2 152 3 3x x( )+    (2) 
2

27
2 53 3x x( )+  

  (3) 
2

27
2 152 3 3x x( )+    (4) − +

2
27

2 53 3x x( )

 (4) f x x x( ) = −2 3 எனில்,  f x f x( ) '( )=  எை அனமயும் புள்ளி�ள்

  (1) இரணடும் மின� முழு எண�்ளொகும்

  (2) இரணடும் குனை முழு எண�்ளொகும்

  (3) இரணடுநம விகி்தமுைொ எண�்ளொகும்

  (4) ஒனறு விகி்தமுறு எணணொ�வும் மறசைொனறு விகி்தமுைொ எணணொ�வும் இருக்கும்

 (5) y
a z

=
−
1

 எனில், 
dz
dy

-ன மதிப்பு

  (1) ( )a z- 2   (2) - -( )z a 2   (3) ( )z a+ 2  ` (4) − +( )z a 2  

 (6) y x= cos(sin )2 எனில், x = π
2

 -ல் dy
dx

 -ன மதிப்பு

  (1) - 2 (2) 2 (3) −2
2
π

  (4) 0

 (7) y mx c= +  மறறும் f f( ) '( )0 0 1= = எனில், f ( )2  எனபது
  (1) 1 (2) 2 (3) 3 (4) - 3

 (8) f x x x( ) tan= −1  எனில், f '( )1  எனபது

  (1) 1
4

+
π

  (2) 
1
2 4
+
π

  (3) 
1
2 4
−
π

  (4) 2
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 (9) 
d
dx
ex x( )log+5  எனபது

  (1) e x xx . ( )4 5+   (2) e x xx . ( )+ 5   (3) e
x

x +
5

  (4) e
x

x -
5

 (10) x = 0 -ல்,  ( )ax e x-5 3 -ன �ன�க்ச�ழு - 13 எனில், ‘a’-ன மதிப்பு 

  (1) 8 (2) - 2 (3) 5 (4) 2

 (11) x
t
t
y t

t
=

−
+

=
+

1
1

2
1

2

2 2, எனில், 
dy
dx

எனபது

  (1) -
y
x

  (2) 
y
x

  (3) -
x
y

  (4) 
x
y

 

 (12) x a= sinθ  மறறும் y b= cosθ எனில், 
d y
dx

2

2 எனபது

  (1) 
a
b2

2sec q   (2) −
b
a

sec2θ   (3) −
b
a2

3sec θ   (4) −
b
a

2

2
3sec θ  

 (13) log x 10 -ஐ சபொறுத்து  log10 x -ன �ன�க்ச�ழு

  (1) 1 (2) -(log )10
2x   (3) (log )x 10 2  ` (4) 

x2

100
 

 (14) f x x( ) = + 2 எனில், x = 4 -ல் ¢f f x( ( )) -ன மதிப்பு

  (1) 8 (2) 1 (3) 4` (4) 5

 (15) y
x
x

=
−( )1 2

2  எனில், 
dy
dx

-ன மதிப்பு

  (1) 
2 2

2 3x x
+   (2) − +

2 2
2 3x x

  (3) - -
2 2

2 3x x
 (4) − +

2 2
3 2x x

 

 (16) pv = 81எனில், v = 9 -ல் 
dp
dv

-ன மதிப்பு

  (1) 1 (2) - 1 (3) 2 (4) -2

 (17) f x
x x
x x
x x

( ) =
− ≤

− < <
+ ≥









5 1
4 9 1 2
3 4 2

2

,  
,  
,  

 எனில், x = 2-ல் f(x)-ன �்லப்பக்� �ன�க்ச�ழு

  (1) 0 (2) 2 (3) 3 (4) 4

 (18) f a'( )  உள்்ளது எனில்,  lim
( ) ( )

x a

xf a af x
x a→

−
−

 எனபது 

  (1) f a af a( ) '( )-   (2) f a'( )   (3) - f a'( )   (4) f a af a( ) '( )+  

 (19) f x
x x

x x
( )

2 1 2

1 2
vdpy;,   f '( )2  எனபது

  (1) 0 (2) 1 (3) 2 (4) கின்டக்�ப்சபைொது
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 (20) g x x x f x( ) ( ) ( )= + +2 2 3 , f ( )0 5=  மறறும் lim
( )

x

f x
x→

−
0

5 =4  எனில், g '( )0 எனபது

  (1) 20 (2) 14 (3) 18 (4) 12

 (21) f x
x x

x
x x

( )

,

,

2 1 3

5 3

8 3

,

,

  x = 3ல் f x'( ) எனபது

  (1) 1 (2) - 1 (3) 0 (4) கின்டக்�ப்சபைொது

 (22) x = −3 -ல் f x x x( ) | |= -ன �ன�யி்டலின மதிப்பு

  (1) 6 (2) - 6 (3) கின்டக்�ப்சபைொது (4) 0

 (23) f x
a x a x a
x a x a

( )
, ,

=
− − < <
− ≥





2
3 2 ,

எனில் கீழக்�ொணும் கூறறு�ளில் எது சமயயொைது?

  (1) x = a-ல்  f(x) �ன�னம இல்ன்ல

  (2) x = a-ல் f(x) ச்தொ்டர்ச்சியறறு உள்்ளது

  (3)  -ல் உள்்ள அனைத்து  x-க்கும் f(x) ச்தொ்டர்ச்சியொைது

  (4) அனைத்து x a≥ -க்கும் f(x) �ன�னமயொகிைது

 (24)  f x
ax b x

x
( )

,

| |
,

=
− − < <







2 1 1
1

gpw
 , x = 1-ல் �ன�னமயொைது எனில்

  (1) a b= =
−1

2
3

2
,   (2) a b=

−
=

1
2

3
2

,   (3) a b= − = −
1
2

3
2

,   (4) a b= =
1
2

3
2

,  

 (25) f x x x x( ) | | | | sin= − + − +1 3   எனும் ெொர்பு  -ல் �ன�னமயொ�ொ்த புள்ளி�ளின எணணிக்ன�
  (1) 3 (2) 2 (3) 1 (4) 4

பதாடத தததாகுபபு

  இப்பொ்டத்தில் ேொம் �றறுத் ச்தளிந்தன�

 · �ன�யி்டல் எனபது மொறு வீ்தம் ஆகும் எல்ன்ல கின்டக்�ப்சபறின, y f x= ( ) எனில்,  x0 -ல்  

x-ஐ சபொறுத்து  y-ன �ன�யி்டல் எனபது lim
∆ →x 0

f x x f x
x

( ) ( )0 0+ ∆ −
∆

. இஙகு எல்ன்ல இருக்� 

ந�ணடும் எனைொல்,  f x f x x f x
x

f x x f x
xx x

'( ) lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
0

0

0 0

0

0 0+

∆ → ∆ →
=

+ ∆ −
∆

=
+ ∆ −
∆

=
+ −

ff x'( )0
−  

எனபது ஒரு ்தனித்்த சமயசயணணொ� இருக்� ந�ணடும். 

 · x x= 0 எனை புள்ளியில் y f x= ( ) எனை ெொர்பின �ன�க்ச�ழு 

  

dy
dx

f x f x f x
x xx x

x x







 = =

−
−=

→
0

0
0

0

0

'( ) lim ( ) ( )
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 · ( , ( ))x f x எனை புள்ளியில் y f x= ( ) -ன �ன�க்ச�ழு y f x= ( ) எனை �ன்ள�னரயில் 
ச்தொடுந�ொடடின ெொயவு எனப்தன �டிவியல் வி்ளக்�மொகும்.

 · s f t= ( ) -ன மு்தல் �ன�க்ச�ழு t-ஐ சபொறுத்து இ்டமொறைத்தின மொறு வீ்தமொகும். அது 

தினெந��ம் ஆகும். இரண்டொம் �ன�க்ச�ழு முடுக்�மொகும். மூனைொ�து �ன�க்ச�ழு 
குலுக்�மொகும்.

 · x x= 0  -ல் y f x= ( ) ச்தொ்டர்ச்சியறறு இருந்தொல் x x= 0 -ல் f x( ) �ன�னமயறைது.

 · x x= 0 -ல் y f x= ( ) �ன�னம இல்ன்லசயனில் ( , ( ))x f x0 0 -ல் y f x= ( ) எனை �ன்ள�னரக்குத் 

ச்தொடுந�ொடு இல்ன்ல எனப்தொ� சபொருள். 

 · y f x= ( )  எனை �ன்ள�னரக்கு x x= 0 -ல் �ன்ள�னர �டி�ம் (Ú) அல்்லது (Ù) �டிவில் 

இருந்தொல் x x= 0 -ல் �ன�னம இல்ன்ல.

 · �ன�யி்டல் எனபது ஒரு செயந்ல அனறி விதி�ளின ச்தொகுப்பு எைப் புரிநது ச�ொள்்ளல்.

 · �ன�னமத் ்தனனமயொைது ச்தொ்டர்ச்சித் ்தனனமனயக் ச�ொடுக்கும். ஆைொல் 
ச்தொ்டர்ச்சித்்தனனமயொைது �ன�னமத்்தனனமனயக் ச�ொடுக்� ந�ணடிய அ�சியமில்ன்ல.

 · �ன�னமத்்தனனம �ொயந்த ெொர்பு�ளின ந�றுபொடு, சபருக்�ல், �குத்்தல் 

  (i) 
d
dx

f x g x d
dx
f x d

dx
g x( ( ) ( )) ( ) ( )± = ±  

  (ii) 
d
dx

f x g x f x dg
dx

g x df
dx

( ( ) ( )) ( ) ( )= +  

  (iii) 
d
dx

fog x f g x g x(( )( )) ( ( )) ( )= ′ ′  

  (iv) d
dx

f x
g x

g x f x f x g x
g x

( )
( )

( ) ( ) ( ) '( )
( )









 =

′ −
2  இஙகு g x( ) ¹ 0 ஆகும்.
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இகணயச் தசயல்பதாடு 10 (a)

்டி - 1 
்டி - 2 

செயல்பொடடின இறுதியில்

கின்டக்�ப் சபறு�து

செயல்பொடடின இறுதியில்

வரக நுண்க�தம்-வரகரம 
மற்றும் வரகயிடல முரறகள்

்டி - 1 
கீழக்�ொணும் உரலி / வினரவுக் குறியீடன்டப் பயனபடுத்தி GeoGebra -வின “Derivatives” 
பக்�த்திறகுச்  செல்�. உங�ள் பொ்டம்  ெொர்ந்த  ப்ல  பயறசித்்தொள்�ள் இப்பக்�த்தில் 
ச�ொடுக்�ப்படடிருக்கும்.

்டி - 2
“Tracing the derivative of a function” எனை பயிறசித் ்தொன்ளத் ந்தர்வு செய�. நீங�ள் ஏந்தனும் ெொர்பு 
மதிப்பினை f(x) சபடடியில் பதியவும். ெொர்பு நீ்ல நிைத்திலும்,  �ன�ச�ழு ஆரஞ்சு நிைத்திலும் 
நீங�ள் �ொண்லொம். Play trace button-ஐச் செொடுக்கி �ன�க்ச�ழுவின நியமபொன்தயின 
அனெவூட்டத்ன்தப் சபை்லொம் (x, x-ல் ெொயவு). f(x)-ன ஒவச�ொரு புள்ளியிலும் �ன�ச�ழு  
ெறிவின பொன்த எனபன்த �ொண்லொம்.

உரலி :
https://ggbm.at/fk3w5g8y
*ப்டங�ள் அன்டயொ்ளத்திறகு மடடும்.
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செயல்பொடடின இறுதியில்

கின்டக்�ப் சபறு�து

்டி - 1 
கீழக்�ொணும் உரலி / வினரவுக் குறியீடன்டப் பயனபடுத்தி GeoGebra -வின “Derivatives”  
பக்�த்திறகுச் செல்�.  உங�ள் பொ்டம் ெொர்ந்த ப்ல பணித்்தொள்�ள் இப்பக்�த்தில் 
ச�ொடுக்�ப்படடிருக்கும்.

்டி - 2 
“Derivatives in graph” எனபன்தத் ந்தர்வு செய�. சி்ல அடிப்பன்ட செயல்பொடு�ளும் 
பஙகு�ளும் ச�ொடுக்�ப்படடிருக்கும். ேழு�ன்ல ே�ர்த்தி “a”-ன மதிப்பு�ன்ள மொறை 
முடியும்.நமலும் ஒவச�ொரு செயல்பொடு மறறும் பஙகு�ளில் ஏறபடும் மொறைங�ன்ள 
உறறுநேொக்கு�. 

உரலி :
https://ggbm.at/fk3w5g8y
*ப்டங�ள் அன்டயொ்ளத்திறகு மடடும்.

்டி - 1 ்டி - 2

  

 

இகணயச் தசயல்பதாடு 10 (b)

வரக நுண்க�தம்-வரகரம 
மற்றும் வரகயிடல முரறகள்
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த�ொகை நுண்ைணி�ம்

INTEGRAL CALCULUS11அத்தியொயம்

“குறி�டு்கள் புதிய ்கண்டு��ப்பு்ககள எ�கமயகாககு�ன்றன.
வியத்தகு வக்கயில் இகவ சிந்தகனகய எ�கமயகாககு�ன்றன”

- ���ட்ஸ்

11.1 அறிமுைம் (Introduction)
 ்ாட்ஃபியரட் வில்கஹல்ம் லிபினிட்ஸ (1646-1716) 
மறறும்  சர ஐசக் நியூட்்டன்  (1643-1727) ஆகிநைார  
17-ஆம் நூறைாணடின் மததியில் ைனிதைனிைா் 
நுண்ணிைதயை  ்ணடுபிடிதைனர. ைததுவஞானி,  
்ணிைவிைலாைர, அரசிைல் ஆநலாச்ர, மறறும் 
ைரக்்விைலாைர எனப் நபாறைப்பட்்ட க�ரமானிை  
ோட்்டவரான லிபினிட்ஸ,  வய்யி்டல் மறறும் 
கைாய்யி்டல்  நுண்ணிைதயைத ைனிததுவமா் 
்ணடுபிடிதைார.  இநை ்ாலக்்ட்்டததில் இங்கிலாநது 

ோட்ய்டச்  சாரநை  சர ஐசக் நியூட்்டன் ஒரு வயைவயரயின் 
கீழ உளை  பரப்பியனக் ்ாை  நுண்ணிைததின்  

அடிப்பய்டத நைறைதயை உருவாக்கினார.  நியூட்்டன் ்ணிைதநைாடு நிற்ாமல்,  ஒளியிைல் மறறும் 
புவிஈரப்பு  ஆகிைவறறின் ந்ாட்டுபாடு்யையும் உருவாக்கினார.
 வய்யி்டல் மறறும் கைாய்யி்டல் இல்லாமல் இவவுல்தயை ேம்மால் ்றபயன கூ்டச் கசய்ை 
இைலாது. ்ணிைததின் வய்யி்டல் மறறும் கைாய்யி்டல் ஆகிை இரணடு அடிப்பய்டக் கூறு்ளின் 
பைன்பாடு்ைால் இநை நூறைாணடில் அறிவிைல் வைரச்சி குறிப்பி்டதைக்்  அைவில் நமம்பட்டு 
இருப்பயைக் ்ாைலாம்.  இைறபிைல், நவதியிைல், கபாறியிைல், வானிைல், ்னிமவிைல், உயிரிைல் 
மறறும் சமூ் அறிவிைலில்  ஏறபடும் பல்நவறு வய்ைான பிரச்சயன்ளின்  தீரவு்யைக் ் ாணபைறகு 
நமறகூறிை இரணடு அடிப்பய்டக் கூறு்ளின் பைன்பாடு்ள ைவிரக்் முடிைாை ஒன்ைாகும்.
 நுண்ணிைம் க்ாளய் அைவில் இருவய் வடிவிைல் ்ைக்கு்யைப்  பறறிைது.
 (i) ஒரு வயைவயரயின் கைாடுந்ாட்டின் சோய்விலை எல்யல ்ாணும் முயையில் ்றபயை 

வலையிடல் என்கிநைாம்.
 (ii) ஒரு வயைவயரயின் கீழ அயமநதுளை பகுதியின் ்பரப்ப்ளவிலை எல்யல ்ாணும் 

முயையில்  ்றபயைத த�ோலையிடல் என்கிநைாம்.
 ோம் 9 மறறும் 10 ஆகிை அததிைாைங்்ளில்  வய் நுண்ணிைதயைப் படிததுளநைாம். இநை 
அததிைாைததில்  கைாய்யி்டலுக்்ான சில அடிப்பய்ட வழிமுயை்யைக் ்ாணநபாம்.

கீநை விவரிக்்ப்பட்டுளை சில எளியமைான  ேய்டமுயைச் சூழநியல்யைக் க்ாளநவாம்

சூழ்நிலை 1

 A மறறும் B என்ை புளளி்ளுக்கிய்டநைைான (ப்டம் 11.1(a)), மீச்சிறு  தூரம்  அவவிரு புளளி்யை 
இயைக்கும் நேரக்ந்ாட்டுத துண்டாகும்.  ஒரு து்ைானது A யிலிருநது B-க்கு (கசங்குதைா் 
அயமைாை)  வழுக்கிச் கசல்லும்நபாது எடுததுக்க்ாளளும் மி்க்குயைநை நேரம்  க்ாண்ட   
பாயையைக் ்ாை முறபடுவைா்க் க்ாளநவாம்.  கபரும்பாலாநனார  மீச்சிறு தூரம் க்ாண்ட AB  
என்ை நேரக்ந்ாட்டு வழிைா் வநைால் (ப்டம் 11.1(a)) எடுததுக்க்ாளளும் நேரம்  மீச்சிறு நேரம் என 
ேம்புகின்ைனர. 

நியூட்டன் லிபினிட்ஸ்
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 ஆனால், A  யையும் B யையும் இயைக்கும் நேரக்ந்ாடு மீச்சிறு நேரம் க்ாண்ட   பாயைைா் 
இருக்்ாது. ஏகனனில்  A க்கு அருகில்  அதி் சாய்வு   க்ாண்ட வயைவயரயில் (ப்டம் 11.1 (b)) 
இைங்கும் தியசநவ்மானது நேரக் ந்ாட்டில் (ப்டம் 11.1 (a)) இைங்கும் தியசநவ்தயை வி்ட 
அதி்மா் இருக்கும்.  இநை வயைவயரயின்  பாயை மி் நீைமானைா் இருநைநபாதிலும், இநைப் 
பாயையை அதிநவ்மா்    மி்க்குயைநை நேரததில் ்்டக்்லாம். நுண்ணிைதயைப் பைன்படுததித 
இக்்ைக்கிற்ான தீரவு ்ாைலாம் இது  ‘பிராகிஸட்ஸந்டாக்நரான் (Brachistochrone)’ ்ைக்கு என்று 
அயைக்்ப்படுகிைது.   
சூழ்நிலை 2 
 ஆரம்ப வடிவிைலில் அறிைப்பட்்ட சூததிரங்்யைப் பைன்படுததிப் பின்வரும் ஒழுங்்ான 
வடிவங்்ளின் அைவீடு்யைக் ்ாணபயைப் பறறி ஏற்னநவ ோம் படிததுளநைாம்.

ப்டம் 11.2 (a)
 பின்வரும் வயரப்டங்்ளினால்  குறிப்பி்டப்பட்்ட அைவீடு்யை, சாரபு்யைக் க்ாணடு எவவாறு 
்ைக்கி்ட முடியும் ?

ப்டம் 11.2 (b)
 இநைக் ்ைக்கு்ள ்ாணபைறகு ்டினமா் இருநை நபாதிலும் நுண்ணிைத கைாய்யி்டல் மூலம் 
இவறயை எளிைா் தீரக்்லாம்.

சூழ்நிலை 3

 மாைவர ஒருவர ைன் நமாட்்டார யசக்கிளில் 24 மீ/
வினாடி நவ்ததில் கசன்று க்ாணடிருக்கும்நபாது, குறிப்பிட்்ட 
ைருைததில் ைனக்கு முன்பா் 40 மீட்்டர கைாயலவில் இருக்கும் 
ைடுப்பின் மீது நமாையலத ைவிரக்்   வா்னதயை நிறுதை 
நவணடியுளைது.  உ்டனடிைா்த ைன்னுய்டை வா்னதயை   
8  kP tpdho/ 2  எதிர முடுக்்ததில் நவ்தயைக் குயைக்கிைார 
எனில் வா்னம் ைடுப்பின் மீது நமாதுவைறகு முன்  நிறகுமா ? ப்டம் 11.3

ப்டம் 11.1 (a) ப்டம் 11.1 (b)

A

B

A

B

A?f;Fk; B?f;Fk;
Fiwe;j J}uk; cila ghij

A?f;Fk; B?f;Fk;
Fiwe;j neuk; cila ghij

gug;gst[
(1/2)bh

l

b

b

h

tisgug;g[
rlπ

l

r

fd mst[
3

(4 / 3) rπ

r

Rw;wst[
2(l+b)

f

g

f f

f

tistiuapd;
ePsk; gug;gst[ tisgug;g[ fd mst[
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ேம் அன்ைா்ட வாழய்யில் இைறய்ைா்நவ நி்ழும் பல்நவறு நி்ழவு்யை  ோம் பாரப்நபாம்.
	 ♦		 எநை நவ்ததில் நமல் நோக்கி உநைப்படும் ஒரு கசைறய்ந்ாள மீணடும்  பூமியை   

நோக்கித திரும்பாது?
	 ♦		 க்ாடுக்்ப்பட்டுளை சுறைையவக் (P) க்ாண்ட இருசமபக்் முக்ந்ாைதயை உளை்டக்கிை 

சிறிை வட்்டதை்ட்டின் ஆரம் எவவைவு?
	 ♦		 2r ஆரம் க்ாண்ட திணமக்ந்ாைததின், யமைததிலிருநது r ஆரம் க்ாண்ட ஒரு துயையியன 

உருவாக்கினால் கவளிநைறைப்படும் து்ளின் ்ன அைவு எவவைவு?
	 ♦		 கிருமி்ளின் வைரச்சி விகிைம் அப்நபாயைை கைாய்யைப் கபாறுதது மாறுபடுகிைது 
   மறறும் அைன் வைரச்சி ஒரு மணி நேரததில் இரு ம்டங்்ாகிைது எனில் இரணடு மணிநேரம் 

்ழிதது அைன் வைரச்சி எவவைவா் இருக்கும்?
 நமறகூறிை நி்ழவு்ளுக்குத கைாய்யி்டல் விய்டைளிக்கிைது.

11.2 நியூட்டன்-லிபினிடஸ் த�ொகையி்டல்(Newton-Leibnitz Integral)
 கைாய்யி்டல் நுண்ணிைம் முக்கிைமா் அறுதியி்டப்ப்டாை கைாய் (indefinite	integral)	மறறும் 
வயரைறுதை கைாய் (definite	integral) எனப்  பிரிக்்ப்படுகிைது. இப்பா்டப்பகுதியில் அறுதியி்டப்ப்டாை 
கைாய்யை அைன் வய்யி்டலில் இருநது கபைப்படும் சாரபு்ளின் மூலமா்ப் படிக்கிநைாம். 

 ( , ), ( , ), ( ) ,+ − × ÷ ( )n n  நபான்ை எதிரமயைச் கசைல்முயை ந�ாடி்யைப் பறறி  ோம் ஏற்னநவ 
ேன்கு அறிநதுளநைாம். இநைநபால் கைாய்யி்டலும் வய்யி்டலும் d ,  ∫( )  கூ்ட ஒன்றுக்க்ான்று 
எதிரமயைச் கசைல்முயை்ளின் ந�ாடிைாகும். வய்யி்டலின் எதிரமயைச் கசைல்முயையை  ‘எதிர 
வய்யி்டல்’ என அயைப்நபாம்.

வகையகை 11.1
 I என்னும் இய்டகவளியில் ஒவகவாரு x-க்கும் ′ =F x f x( ) ( )  என இருநைால் F x( )  என்பது 
I -ன் மீைான f x( )  -ன் எதிர்மலை வலையிடல்  (நியூட்்டன்-லிபினிட்ஸ கைாய்யி்டல்) எனப்படும்.

ைறைலின் ந�ோகைஙைள்

இப்பா்டப்பகுதி நியைவுறும்நபாது மாைவர்ள அறிநதிருக்் நவணடிையவ்ைா்
•  அறுதியி்டப்ப்டாை கைாய்யி்டலின் வயரையையை வய்யி்டலின் எதிரச்கசைலாக்்மா் 

புரிநதுக்ாளளுைல்

•  மாறிலியின் ம்டங்கு்ள, கூட்்டல் மறறும் ்ழிதைல் ஆகிை அடிப்பய்டச் சாரபு்ளின் 
அறுதியி்டப்ப்டாை கைாய்யியனக் ்ண்டறிைல்

•  நசரப்புச்  சாரபு்ளின்  கைாய்யியனக்  ்ாைப்  கபாருதைமான வழி முயை்யைப்  
பைன்படுததுைல்

•  ஒரு சாரபின் மாறுவீைம் க்ாடுக்்ப்பட்்டால்  அச்சாரபியனத கைாய்யி்டல் மூலம் ்ாைல்
ஆகிையவ எதிரபாரக்்ப்படுகின்ைன.

ப்டம் 11.4

tifaply;

bjhifaply;
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விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 11.1

 F x x( )= +2 5  எனில், ′ =F x x( ) 2 .                                                              

   f x x( ) ,= 2  என வயரைறுதைால், f x( ) என்பது  

 F x( ) -ன் வய்க்க்ழு எனவும், F x( ) என்பது f x( ) -ன் எதிர 
வய்க்க்ழு எனவும் அயைக்்ப்படும்.

 பின்வரும் அட்்டவயையைக் ்ாண்.

F x( ) ′ =F x f x( ) ( ) f x x( ) = 2 - ன் எதிர வய்யீடு

P x x( ) = 2 + 0

Q x x( ) = +2 2

H x x( ) = −2 1

 ′ =P x x( ) 2

 ′ =Q x x( ) 2       f x x( ) = 2

 ′ =H x x( ) 2
 F x x( ) ?= +2

 F x( ) ,P x( ) ,Q x( ) மறறும்H x( ) ஆகிைவறறின் வய்யி்டல் f x( ) எனப் பாரதநைாம்.  ஆனால் 
f x x( ) = 2 -ன் எதிர வய்யி்டல் ஒருயமதைன்யமைறைது. அைாவது f x( ) -ன் எதிர  வய்யி்டல்்ள 

எணைறை பல சாரபு்ளின் கைாகுப்பாகும்.

த�றைம் 11.1
 ஒரு இய்டகவளி I -ல் F x( ) என்பது f x( ) -ன் ஒரு குறிப்பிட்்ட எதிர வய்யி்டல் எனில் I-ல், 
f x( ) - ன் ஒவகவாரு எதிர வய்யி்டலும் f x dx F x c( ) ( )= +∫  எனக் கிய்டக்்ப்கபறும். இங்கு  

c என்பது  ைன்னிச்யச மாறிலி (arbitrary constant) மறறும் f x( ) -ன் அயனதது எதிர வய்யி்டயலயும் 
c -ன் குறிப்பிட்்ட மதிப்பு்ள மூலம் ்ாைலாம்.
 சாரபு f x( ) -ஐ த�ோலைச் சோரபு (Integrand) என அயைக்கிநைாம். 
 dx -ல் உளை  x-ஐ த�ோலையிடல் ்மோறி  அல்லது த�ோலையீட்டு ்மோறி (Integrator)	 என  
அயைக்்லாம்.   கைாய் ்ாணும் முயையைத த�ோலையிடல் அல்லது எதிர  வலையிடல்  என 
அயைக்்லாம்.
  Sum என்ை கசால்லின் முைல் எழுதைான S ஆனது நமலும் கீழுமா் நீட்்டப்பட்டு ò  என்ை 
வடிவம் கபறறுத கைாய்யீட்டுக் குறிைானது.  
       வய்யி்டயல  உளை்டக்கிை ் ைக்கு்ளில்  ஒரு  குறிப்பிட்்ட  நிபநையனயைப் பூரததி கசய்ைக்கூடிை 
எதிர  வய்யீட்டின் தீரயவக் ்ாை விரும்புகிநைாம். இக் குறிப்பிட்்ட நிபநையனயைத  கைா்டக்் 
நிபநையன அல்லது எல்யல நிபநையன என அயைக்கிநைாம்.

எடுதது்ாட்்டா், dy
dx

-ஐ உளை்டக்கிை சமன்பாட்டில் கைா்டக்் நிபநையன்ைா் x x= 1  மறறும் y y= 1  

எனக் க்ாடுக்்ப்பட்டிருப்பின், அைன் எதிர வய்யி்டயலக் ் ணடு,  அதில் அயமநதுளை    ைன்னிச்யச 
மாறிலிைான  c -ஐ  x x= 1  மறறும் y y= 1  எனப் பிரதியிட்டுக் ்ாைலாம்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 11.2

  x = 2  எனும்நபாது y =10  என்ை  ஆரம்ப நிபநையனயு்டன் கூடிை 
dy
dx

x= 2  எனும் 

சமன்பாட்ய்டப் பூரததி கசய்யும் ஒரு குறிப்பிட்்ட எதிர  வய்யி்டயலக் ்ாை வியைகிநைாம்.

க்ாடுக்்ப்பட்டுளை சமன்பாட்டின்படி,  

                         
dy
dx

x= 2

ப்டம் 11.5

(
)

2

5

F
x

x=
+

2

(
)

P
x

x=
(

)

2
2

Q x
x=
+

 

2
1

(
)

H
x

x=
−

x

y
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y x dx= ∫ 2

  y x c= +2
 

  y =10  மறறும் x = 2 , என நமநல உளை சமன்பாட்டில் பிரதியிட்்டால்

   10 2 62= + ⇒ =c c

 c = 6 எனப் பிரதியி்ட  y x= +2 6  என்ை  நையவைான எதிரவய்யி்டல் சாரயபப் கபைலாம்.

11.3 த�ொகையி்டலின் அடிப்பக்ட விதிைள்(Basic Rules of Integration)

அடிப்பலடச் சூத்திரஙைள்: 

 கைாய்யி்டலானது வய்யி்டலின் எதிரமயைச் கசைல்முயைைானைால், கீநை க்ாடுக்்ப்பட்டுளை  
அடிப்பய்டத கைாய்யி்டலின் சூததிரங்்யை அைறந்றை வய்யி்டலின் சூததிரங்்யைப் பைன்படுததி  
வருவிக்்லாம்.

வக்கயிடல் எதிரவக்கயிடல்

d
dx
c( ) ,= 0    c  ஒரு மாறிலி 0dx c∫ = , c  ஒரு மாறிலி

d
dx
kx k( ) ,=   k  ஒரு மாறிலி

k dx kx c∫ = +  c   ஒரு ைன்னிச்யச மாறிலி

d
dx

x
n

x
n

n
+

+








 =

1

1
x dx x

n
c nn

n

=
+

+ ≠ −
+

∫
1

1
1,

 
(அடுக்கு விதி )

d
dx

x
x

(log ) = 







1 1
x
dx x c= +∫ log

d
dx

x x−( ) =cos sin sin x x c= − +∫ cos 

d
dx

x xsin cos( ) =
cos sinx dx x c= +∫  

d
dx

x xtan sec( ) = 2 sec tan2 x dx x c= +∫

d
dx

x x−( ) =cot cosec2 cosec2x dx x c= − +∫ cot
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d
dx

x x xsec sec tan( ) = sec tan secx x dx x c= +∫  

d
dx

x x x−( ) =cosec cosec cot cosec cosecx x dx x ccot = − +∫  

d
dx
e ex x( ) = e dx e cx x= +∫

 

d
dx

a
a

a
x

x

log








 = a dx a

a
cx

x

= +∫ log  

d
dx

x
x

sin−( ) =
−

1

2

1
1

1
1 2

1

−
= +−∫ x

dx x csin  

d
dx

x
x

tan−( ) =
+

1
2

1
1

1
1 2

1

+
= +−∫ x

dx x ctan  

எடுத்துகைொடடு 11.1
 கைாய்யிடு் :

  (i)  x10  (ii) 1
10x

 (iii) x  (iv) 
1
x

 

தீரவு

   (i)   x dxnò  =  x
n

c n
n+

+
+ ≠ −

1

1
1, .

    n =10 எனப்பிரதியி்ட,

   x dx10ò  =   x c x c
10 1 11

10 1 11

+

+
+ = +

   (ii) 1
10 1

1
910

10
10 1

9x
dx x dx x c

x
c∫ ∫= =

− +
+ =− +−

− +

  (iii) xdx x dx x c x c x c= =
+
+ = + = +

+

∫∫
1
2

1
2

1 3
2 3

2
1
2

1 3
2

2
3

 

  (iv)  1
1
2

1
2

1
2

1
2

1

x
dx x dx x x c= =

− +
= +

−
− +

∫∫  
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எடுத்துகைொடடு 11.2

 கைாய்யிடு் :

  (i) 1
2cos x

           (ii)  
cot
sin

x
x

              (iii)  
sin

cos
x
x2           (iv) 

1
1 2− x

  

தீரவு 

  (i) 1
2

2

cos
sec tan

x
dx x dx x c∫ ∫= = +  

  (ii) 
cot
sin

cosec cotx
x
dx x x dx x c∫ ∫= =− +cosec

  (iii) 
sin

cos
sin
cos

.
cos

tan sec secx
x
dx x

x x
dx x x dx x c2

1∫ ∫ ∫= = = +

   (iv) 
1

1 2

1

−
+∫ −

x
dx x c = sin

 
எடுத்துகைொடடு 11.3

 கைாய்யிடு் :

  (i) 1
e x−             (ii) 

x
x

2

3  (iii) 
1

3x
 (iv)  1

1 2+ x
தீரவு

  (i) 1
e

dx e dx e cx
x x

−∫ ∫= = +   (ii) x
x
dx

x
dx x c

2

3

1
∫ ∫= = +log

  (iii) 1
3 1

1
23

3
3 1

2x
dx x dx x c

x
c∫ ∫= =

− +
+ = − +−

− +

 (iv) 1
1 2

1

+
= +−∫ x

dx x ctan

பயிற்சி 11.1
கீழக்்ாணபனவறயைத  கைாய்யிடு் : 

 (1) (i)  x11  (ii) 
1

7x
  (iii) x43  (iv) ( )x5

1
8

 (2) (i) 
1

2sin x  (ii) tan
cos

x
x

 (iii) 
cos
sin

x
x2  (iv) 1

2cos x

 (3) (i) 123  (ii) x
x

24

25  (iii) ex  

 (4) (i) ( )1 2 1+ −x   (ii) 1 2
1
2−( )−x

11.4  f ax b dx( )+∫  (தேரிய வடிவிலுள்்ள த�ொகைச்ொர்பு) வடிவம்

  

d
dx

x a x a x a dx x a c( ) ( ) ( ) ( )−







 = − ⇒ − =

−
+∫

10
9 9

10

10 10

  

d
dx

x k x k x k dx x k c[sin( )] cos( ) cos( ) sin( )+ = + ⇒ + = + +∫
   

 நமற்ண்ட எடுததுக்்ாட்டு்ளிலிருநது நேரிை வடிவம் க்ாண்ட ைன்னிச்யச மாறி x  உ்டன் 
எநை  ஒரு மாறிலியைக் கூட்டினாலும் அல்லது ் ழிதைாலும் அடிப்பய்டத கைாய்யீட்டுச் சூததிரததில் 
எவவிை மாறைமும் ஏறபடுவதில்யல என்பது கைளிவாகிைது.
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ஆனால்,

   
d
dx l

elx m1( )+





 = e e dx
l
e clx m lx m lx m+ + +⇒ = +∫

1 ( )

   
d
dx a

ax b1 sin( )]+





 = cos( ) cos( ) sin( )ax b ax b dx
a

ax b c+ ⇒ + = + +∫
1

 இநை எடுததுக்்ாட்டு்ளின் மூலம் ோம் அறிவது ைாகைனில் மாறி x உ்டன் ஏநைனும் ஒரு 
மாறிலியைப் கபருக்கினால்  அடிப்பய்டத கைாய்யீட்டு சூததிரதயை அநை மாறிலிைால் வகுததுத 
நையவைான சாரபுக்குரிை கைாய்யைப் கபை முடியும். 

                                  
f x dx g x c f ax b dx

a
g ax b c( ) ( ) ( ) ( )= + + = + +∫∫  vdpy;;. 

1

 நமலுளை சூததிரதயைப் பிரதியி்டல் மூலமும் வருவிக்்லாம் என்பையனப் பின்னர பாரப்நபாம்.

எடுத்துகைொடடு 11.4
 கீழ்ாணபவறறின் மதிப்யபக் ்ாண் :

  (i) 4 5 6x dx+( )∫  (ii) 15 2−( )∫ x dx  (iii) 
1

3 7 4x
dx

+( )∫
தீரவு

  (i) 4 5 1
4

4 5
6 1

4 5
28

6
6 1 7

x dx
x x

c+( ) =
+( )
+

=
+( )

+∫
+

  (ii) 15 2 15 2 1
2

15 2
1 2 1

15 21
2

1
2

1

−( ) = −( ) =
−








−( )
( ) +

= −
−(

∫ ∫
+

x dx x dx
x x))

+

3
2

3
c

  (iii) 1
3 7

3 7 1
3

3 7
4 1

1
9 3 74

4
4 1

3x
dx x dx

x
x

c
+( )

= +( ) =
+( )
− +

= −
+( )

+∫ ∫
−

− +

எடுத்துகைொடடு 11.5
 கீழக்்ாணபவறயைத கைாய்யிடு்.

  (i) sin( )2 4x +   (ii) sec ( )2 3 4+ x  (iii) cosec( )cot( )ax b ax b+ +

தீரவு

  (i) sin( ) cos( ) cos( )2 4 1
2

2 4 1
2

2 4x dx x c x c+ = 





 − +( ) + = − + +∫

  (ii) sec ( ) tan( )2 3 4 1
4

3 4+ = + +∫ x dx x c

  (iii) cosec  cosec cosec( )cot( ) ( )ax b ax b dx
a

ax b c
a

+ + = 





 − +( ) + = −∫

1 1 (( )ax b c+ +

எடுத்துகைொடடு 11.6
 கீழக்்ாணபவறயைத கைாய்யிடு்.

  (i) e x3  (ii) e x5 4−   (iii) 
1

3 2( )x −
  (iv) 1

5 4( )− x
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தீரவு

 (i) e dx e cx x3 31
3

= +∫  (ii) e dx e cx
x

5 4
5 4

4
−

−

∫ − + 
 

 =

 (iii) 1
3 2

1
3

3 2
( )

log ( )
x

dx x c
−

= − +∫  (iv) 1
5 4

1
4

5 4
( )

log ( )
−

= − − +∫ x
dx x c

எடுத்துகைொடடு 11.7
 கீழக்்ாணபவறயைத கைாய்யிடு்.

 (i) 
1

1 2 2+ ( )x
 (ii) 

1

1 9 2− ( )x
 (iii) 

1
1 25 2− x

தீரவு

  (i) 
1

1 2
1
2

22
1

+ ( )
= ( ) +∫ −

x
dx x ctan  (ii) 

1

1 9

1
9

9
2

1

− ( )
= ( ) +∫ −

x
dx x csin

  (iii) 
1

1 25
1

1 5

1
5

5
2 2

1

−
=

− ( )
= ( ) +∫ ∫ −

x
dx

x
dx x csin

பயிற்சி 11.2
x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1) (i) ( )x + 5 6  (ii) 
1

2 3 4( )− x
 (iii) 3 2x +  

 (2) (i) sin 3x (ii) cos( )5 11− x  (iii) cosec2 5 7( )x −

 (3) (i) e x3 6−   (ii) e x8 7−   (iii) 1
6 4− x

 (4) (i) sec2

5
x   (ii) cosec(5x + 3) cot(5x + 3) (iii) 30 2 15 2 15sec( ) tan( )− −x x

 (5) (i) 
1

1 4 2− ( )x
 (ii) 1

1 81 2− x
 (iii) 1

1 36 2+ x

11.5 த�ொகையி்டலின் ்பண்புைள்

 (1) k ஒரு மாறிலி எனில், k f x dx k f x dx( ) ( )= ∫∫ ஆகும்.

 (2) ( ( ) ( )) ( ) ( )f x f x dx f x dx f x dx1 2 1 2± = ± ∫∫∫    

குறிப்பு 11.1

 ந்மநை உள்்ள இரண்டு ்பண்புைல்ள இலைத்துப பின்வரு்மோறு விரிவு்படுத்�ைோம்.   

 
( ( ) ( ) ( ) ( ))k f x k f x k f x k f x dxn n1 1 2 2 3 3± ± ± ±∫ 

 
   = k f x dx k f x dx k f x dx k f x dxn n1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) .∫ ∫ ∫ ∫± ± ± ±  

 அைாவது முடிவுறு எணணிக்ய்யுளை சாரபு்ளின் நேரிைல் நசரக்ய்யின் கைாய்யி்டல் 

அவறறின் கைாய்யி்டலின் நேரிைல் நசரக்ய்க்குச் சமமா் இருக்கும்.
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எடுத்துகைொடடு 11.8
 கீழக்்ாணபவறயைத கைாய்யிடு்.

   (i) 5 4x   (ii) 5 4 7 22x
x x

− + +  (iii) 2 4 5 2 2cos sin secx x x x− + + cosec  

தீரவு

  (i)           ò 5 4x dx  = 5 5
4 1

5
5

4
4 1 5

5∫ =
+
+ =








+ = +

+

x dx x c x c x c

  (ii)  5 4 7 22x
x x

dx− + +






∫  = 5 4 7 1 2 12x dx dx

x
dx

x
dx∫ ∫ ∫ ∫− + +  

    = 5
2 1

4 7 2 1
2

1

2 1
1
2

1
x x x x c
+ − +

+
− + +

− +
+log  

    = 5
3

4 7 43x x x x c− + + +log  

  (iii) ∫ − + +( cos sin sec )2 4 5 2 2x x x x dxcosec  

   = 2 4 5 2 2∫ − ∫ + ∫ +∫cos sin secx dx x dx x dx x dxcosec  

   = 2 4 5sin cos tan cot .x x x x c+ + − +  

எடுத்துகைொடடு 11.9
 கீழக்்ாணபவறயைத கைாய்யிடு்.

  (i)  
12

4 5 3( )x −
 + 6

3 2x +
+16e x4 3+   (ii) 

15
5 4

8 4 2 4 2
x

x x
−

− + +cot( ) ( )cosec

தீரவு
 (i) 

12
4 5

6
3 2

163
4 3

( )x x
e dxx

−
+

+
+









+∫
    = 12 1

4 5
6 1

3 2
163

4 3

( )x
dx

x
dx e dxx

−
+

+
+∫∫ ∫ +

    = 12 1
4

1
2 4 5

6 1
3

3 22






 − −






+





 + +

( )
log

x
x 116 1

4
4 3





 ++e cx

    = −
−

+ + + ++3
2 4 5

2 3 2 42
4 3

( )
log .

x
x e cx

 (ii) 15
5 4

8 4 2 4 2
x

x x dx
−
− + +







∫ cot( ) ( )cosec

    = 15 1
5 4

8 4 2 4 2
x

dx x x dx
−

− + +∫∫ cot( ) ( )cosec

    = 15 1
5

2 5 4 8 1
4

4 2





 − −






 − + +( ) ( ( )x x ccosec

    = 6 5 4 2 4 2x x c− + + +cosec( ) .

11 Integral Calculus.indd   203 03-09-2018   15:55:33



204XI - கணிதவியல்

பயிற்சி 11.3
x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1) ( )
( )

( )x
x

x+ +
−

− −4 5
2 5

3 15
4

2cosec  (2) 4 5 2 9 24
6 4

3 6cos( )− + +
−

−x e
x

x  

 (3) sec cos sec( ) tan( )2

5
18 2 10 5 3 5 3x x x x+ + + +  (4) 

8

1 4

27
1 9

15
1 252 2 2

− ( )
+

−
−

+x x x

 (5)  
6

1 3 2
12

1 3 42 2+ +
−

− −( ) ( )x x
  (6) 

1
3 3

4 7
7 9

5
3

cos x
x

e
x

−





 + +

+
+

 

11.6 எளிய ்பயன்்பொடுைள்(Simple applications)
 இதுவயர ோம்  x- ஐ கைாய்யீட்டு மாறிைா்ப் பைன்படுததிநனாம். பல நேரங்்ளில்  கைாய்யி்டலில் 
நவறுபட்்ட  மாறியைப் பைன்படுததுவது அவசிைமா் இருக்கும். எடுதது்ாட்்டா் இைக்்ச் சமன்பாட்டில் 
சாராமாறிைா் உளை ்ாலம் t ஆனது கைாய்யீட்டில் கைாய்யீட்டு மாறி t  ஆ் மாறும்.

     க்ாடுக்்ப்பட்்ட ஒரு கபாருளின் முடுக்்ம்  ைரப்பட்டிருநைால் அப் கபாருளின் நியல மறறும் 
தியசநவ்ம் ்ாை கைாய்யி்டயல எவவாறு பைன்படுதைலாம் என்பையனயும் மறறும் இதுநபான்ை  
்ைக்கு்யையும் விவாதிக்் உளநைாம். ் ணிை ரீதிைா்க் ் ாணும் நபாது  ஒரு சாரபின் வய்யி்டலில் 
கைா்டங்கி அைன் அசல் சாரயப ்ாணபைாகும். வீைம், வைரச்சி, நைய்மானம், இறுதிநியல, மாறைம், 
மாறுபாடு்ள, உைரததுைல் மறறும் குயைதைல் நபான்ை கபாதுவான கசாற்ள வய்யிடுையலக் 
குறிக்கின்ைன.

எடுத்துகைொடடு 11.10
  ′ = − + =f x x x f( ) ( ) ,3 4 5 1 32

 kw;Wk; எனில் ( )f x -ஐக் ்ாண்.
தீரவு

   ′ = ( ) = − +f x d
dx

f x x x( ) ( ) 3 4 52  எனக் க்ாடுக்்ப்பட்டுளைது.

      இருபுைமும் கைாய்யீடு ்ாை, 
                  ′ = − +∫∫ f x dx x x dx( ) ( )3 4 52

                         f x x x x c( ) = − + +3 22 5

 f ( )1 3=  எனும் க்ாடுக்்ப்பட்்ட ை்வயலப் பைன்படுததி, கைாய் மாறிலி  c  -ன் மதிப்யபத 
தீரமானிக்்லாம்.

                           f c c( ) ( ) ( ) ( )1 3 3 1 2 1 5 1 13 2= ⇒ = − + + ⇒ = −

      எனநவ,            f x x x x( ) = − + −3 22 5 1.

எடுத்துகைொடடு 11.11
 ஒரு கைா்டரவணடி மதுயர சநதிப்பிலிருநது ந்ாைம்புததூர நோக்கி பிறப்ல் 3 
மணிக்கு, v t t( ) = +20 50  கிமீ/மணி என்னும் தியச நவ்ததில் புைப்படுகிைது, இங்கு t  ஆனது 
மணி்ளில் ்ைக்கி்டப்படுகிைது எனில், மாயல 5 மணிக்கு அதகைா்டர வணடி எவவைவு தூரம் 
பைணிததிருக்கும்?  
தீரவு

 நுண்ணிைப் பைன்பாட்டில், தியச நவ்ம் v ds
dt

 =  என்பது ்ாலதயை கபாறுதது அைன் 

நியலயில் மாறும் வீைம் ஆகும். இங்கு  s  என்பது கைாயலவியனக் குறிக்கிைது. கைா்டரவணடியின் 

தியசநவ்ம்
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   v t t( ) = +20 50

          
Mfnt 

ds
dt

t= +20 50

 கைாயலததூரச் சாரபு  s-ஐ ்ாணபைறகு வய்யி்டல் சாரயபத கைாய்யி்ட நவணடும்.  
                   அைாவது,  s t dt= +( )∫ 20 50

                                    s t t c= + +10 502

 ்ாலம் பூஜ்ஜிைமா் இருநைால் கைா்டரவணடி பைணிததிருக்கும் தூரம் பூஜ்ஜிைமாகும்.  
ஆரம்ப ்ால நிபநையன  t = 0  எனும் நபாது 0=s  எனப் பைன்படுததித கைாய் மாறிலி c-ஐக் 
்ைக்கி்டலாம்.  

                            ⇒ = + + ⇒ =s t t c c10 50 02

 எனநவ, 210 50s t t= +
 2 மணி நேரததில் கைா்டர வணடி பைணிதை தூரம் ்ாை 2t =  என s t t= +10 502 -ல் 
பிரதியி்டநவணடும்.
 ஆ்நவ,  s = + =10 2 50 2 1402( ) ( ) கிமீ. மாயல 5 மணிக்கு அதகைா்டர வணடி 140 கி.மீ 
தூரம் பைணிததிருக்கும்.

எடுத்துகைொடடு 11.12

 ஒரு ேபரின் உைரம் h கச.மீ  மறறும் எய்ட w கி.கி. அவரின் எய்டயின் மாறும் வீைம் 

உைரதயைப் கபாறுததுத நைாரைமா் 
dw
dh

h= × −4 364 10 5 2.  எனக் க்ாடுக்்ப்பட்டுளைது எனில், 

எய்டயை உைரததின் சாரபா்க் ்ாண். நமலும் ஒரு ேபரின் உைரம்  150 கச.மீ -ஆ் இருக்கும் 
நபாது எய்டயைக் ்ாண்.

தீரவு
 உைரதயைப் கபாறுதது எய்டயின் மாறுவீைம்

         
dw
dh

h= × −4 364 10 5 2.

        
w h dh= × −∫ 4 364 10 5 2.

     
w h c= ×









 +

−4 364 10
3

5
3

.
 

 உைரம் பூஜ்ஜிைம் எனும்நபாது அநேபரின் எய்ட பூஜ்�ைமா் இருக்கும்  என்பது கைளிவு. 
கைா்டக்்  நிபநையன h = 0   எனும்நபாது w = 0,  என்பயை நமநல உளை சமன்பாட்டில் 
பிரதியிட்்டால், கைாய்யீட்டு மாறிலியை c-ஐக்  ்ைக்கி்டலாம்.

        w = ×








 + ⇒ =−4 364 10

3
05

3

. h c c

 ஒரு ேபரின் எய்ட மறறும் உைரம்  ஆகிைவறறுக்கிய்டநைைான கைா்டரபானது

     w h
= ×











−4 364 10
3

5
3

. ஆகும்

 h =150 கச.மீ எனில்,  w = ×










−4 364 10 150
3

5
3

.

 உைரம் h =150 கச.மீ எனும்நபாது, எய்ட நைாரைமா்  w = 49fp/fp ஆகும்.
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எடுத்துகைொடடு 11.13

 ஒரு மரததின் வைரச்சி t ஆணடு்ளில்
18

t
 கச.மீ/ஆணடு எனும் வீைததில் வைரகிைது.  t = 0 

என இருக்கும்நபாது உைரம் 5 கச.மீ இருக்கும் என  எடுததுக்க்ாண்டால்.
 (அ) ோன்கு ஆணடிறகுப் பிைகு மரததின் உைரதயைக் ்ாண்.
 (ஆ) எதையன ஆணடு்ளுக்குப் பிைகு மரததின் உைரம் 149 கச.மீ வைரநது இருக்கும்.

தீரவு
 ்ாலம் t -ஐ  கபாறுதது உைரம் h -ன் மாறு வீைம் என்பது ் ாலம் t-ஐ  கபாறுதது h -ஐ வய்யீடு 
கசய்வைாகும்.   

   எனநவ, dh
dt

 = 
18 18

1
2

t
t=
−

  எனநவ உைரததிற்ான கபாது வடிவம் கபறுவைறகு நமநல உளை சமன்பாட்ய்டத 

கைாய்யி்டநவணடும்.

   h = 18 18 2
1
2

1
2t dt t c

−

∫ = +( ) = +36 t c

 t = 0 என இருக்கும்நபாது உைரம் 5 கச.மீ எனக்  க்ாடுக்்ப்பட்டுளைது.

   5 = 0 5+ ⇒ =c c

     h = 36 5t + .

 (i) ோன்கு  ஆணடிறகுப் பிைகு மரததின் உைரதயை ோம் ்ாை நவணடும்.  

   t = 4  எனில்,
   h = 36 5 36 4 5 77t h+ ⇒ = + =

  ோன்கு ஆணடிறகுப் பிைகு மரததின் உைரம் 77 கச.மீ ஆ் இருக்கும்.

(ii)    h = 149கச.மீ எனில், t -ஐ ்ாை நவணடும்.

   h = 36 5 149 36 5t t+ ⇒ = +

   t  = 
149 5

36
4 16−

= ⇒ =t

   எனநவ உைரம் 149 கச.மீ வைர, மரம் 16 ஆணடு்ள எடுததுக்க்ாளகிைது.

எடுத்துகைொடடு 11.14
  மாைவன் ஒருவர ைன் நமாட்்டார யசக்கிளில்  
24 மீ/வினாடி நவ்ததில் கசன்று   க்ாணடிருக்கும்நபாது, 
குறிப்பிட்்ட ைருைததில் ைனக்கு முன்பா் 40 மீட்்டர கைாயலவில் 
இருக்கும் ைடுப்பின் மீது நமாையலத ைவிரக்்  வா்னதயை நிறுதை 
நவணடியுளைது. உ்டனடிைா்த ைன்னுய்டை வா்னதயை   
8  kP tpdho/ 2  எதிர முடுக்்ததில் நவ்தயைக் குயைக்கிைார 
எனில் வா்னம் ைடுப்பின் மீது நமாதுவைறகு முன்  நிறகுமா ? 

தீரவு
 நமாட்்டார யசக்கிளின் தியசநவ்ம் v  எனவும் மறறும் முடுக்்ம் a எனவும் எடுதது 

க்ாளநவாம்,  s என்பது தூரதயை குறிக்கிைது. நுண்ணிைததில் v -ஐ v ds
dt

 =  எனவும் a-ஐ dva
dt

=  
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எனவும் குறிப்நபாம். நமாட்்டார யசக்கிளின் நவ்தயைக் குயைக்கும் நபாது அைன் முடுக்்ம் 

நமாட்்டார யசக்கிளின் இைக்்ததின் எதிர தியசயில் கசைல்படுகிைது. ஆய்ைால் 

முடுக்்தயைக் குயைக் குறியீடு்டன் எழுதுநவாம்.

நமாட்்டார யசக்கிளின் எதிரமுடுக்்ம் 8 kP tpdho/ 2 எனத ைரப்பட்டுளைது.

   எனநவ,  a = 
dv
dt

= −8 2
 kP tpdho/  

      v = a dt dt t c= − = − +∫∫ 8 8 1

   v = − +8 1t c .

 பிநரக்ய்ப் பைன்படுததும்நபாது

   t =  0,  மறறும் v  = 24 மீ/வி. 

     24 = − + ⇒ =8 0 241 1( ) c c

 எனநவ,              v  =  − +8 24t .

 அைாவது,        ds
dt

 = − +8 24t .

 தூரம் ந்ட்்ப்பட்டுளைைால் அையனக் ் ாணபைற்ா் நமலும் ஒருமுயை கைாய்யீடு ் ாை 
நவணடிைது அவசிைமாகிைது. 

   s = v dt t dt= − +∫∫ ( )8 24

   s = − + +4 242
2t t c

 2c -ஐ தீரமானிக்், பிநரக்ய் எங்ந் உபநைாகிக்கின்நைாநமா, அங்கிருநது நிறுததும்  
தூரம் s அைவி்டப்படுகிைது. அைாவது, t s= =0 0,  எனில்

    s = − + + ⇒ = − + + ⇒ =4 24 0 4 0 24 0 02
2

2
2 2t t c c c( ) ( )

   s = − +4 242t t

பிநரக்ய்ப் பைன்படுததிை பின்பு நமாட்்டார யசக்கிள நிறபைற்ான நேரம் அறிநதிருநைால், 
நிறுததுைல் தூரதயை மதிப்பி்டலாம். தியசநவ்ச் சமன்பாட்டிலிருநது நேரம் தீரமானிக்்ப்படுகிைது.

 வா்னம் நிறுதைப்படும் நபாது,  v = 0   ஆகும். 

 ⇒ = − +v t8 24    ⇒ = − +0 8 24t  ⇒ =t 3.
 t = 3 , எனில்,
   s = − + ⇒ = − +4 24 4 3 24 32 2t t s ( ) ( )
   s = 36 மீட்்டர < 40 மீட்்டர
       எனநவ வா்னம் ைடுப்பிறகு  4 மீட்்டர முன்நப நிறகும்.

பயிற்சி 11.4

 (1) ′ = − =f x x f( ) ( )4 5 2 1kw;Wk;  எனில், f x( ) ்ாண்.

 (2) ′ = − = −f x x x f( ) ( )9 6 0 32
kw;Wk;  எனில் f x( ) ்ாண். 

 (3) ′′ = − =f x x f( ) ( )12 6 1 30kw;Wk; ′ =f ( )1 5  எனில் f x( ) ்ாண்.

11 Integral Calculus.indd   207 03-09-2018   15:56:15



208XI - கணிதவியல்

 (4) ஒரு பநது 39.2 மீ/வினாடி ஆரம்ப தியசநவ்ததில் ையரயிலிருநது நமல்நோக்கி எறிைப்படுகிைது. 
இங்கு முடுக்்தயை ஈரப்பு வியசயைப் கபாறுதது மட்டும் ்ருதும்நபாது

             (அ) எவவைவு நேரம் ்ழிததுப் பநது ையரயை வநது நமாதும்.

             (ஆ) எநை நவ்ததில் பநைானது ையரயை நமாதும்.
             (இ) பநைானது எவவைவு தூரம் நமல் நோக்கிச் கசல்லும் என்பையனக் ்ாண்.

  (5) ஒருவருக்கு ஏறபட்்ட ்ாைம் ஆனது −
+
3
2 2( )t

 brkP
2 / ோள என்ை வீைததில் ஞாயிறறுக்கிையம 

முைல் குைமய்டைத கைா்டங்குகிைது. திங்்ட்கிையம அன்று ்ாைப்பகுதியின் பரப்பு 2 brkP
2  

எனில்  (இங்கு t என்பது ோட்்யைக் குறிக்கிைது)
            (அ)     ஞாயிறறுக்கிையமைன்று ்ாைப்பகுதியின் பரப்பைவு எவவைவா் இருநதிருக்கும் ?
     (ஆ)  இநை வீைததில் கைா்டரநது குைமாகிக் க்ாணடிருக்கும் நபாது     

 விைாைக்கிையமைன்று எதிரபாரக்கும் ்ாைப் பகுதியின் பரப்பு எவவைவு?

11.7 த�ொகை ைொண வழிமுகைைள்(Methods of Integration)
 வய்யிடுையலப் நபான்று கைாய்யி்டல் ்ாணபது அவவைவு எளிைானைன்று. ஒரு  
சாரபியன வய்யி்டநவணடுகமனில் அைறக்ன்று விதிமுயை்ள மறறும் கசைல்பாடு்ள 
வய்யி்டலில் திட்்டவட்்டமா்வும் கைளிவா்வும் உளைன.  ோம் f(x) -ன் வய்யிடுையல          

 lim
( )

∆

∆
∆x

f x x f x
x→

+( ) −
0

 எனத கைளிவா் வயரைறுக்்ப்பட்டுளையை அறிநதுளநைாம். 

இவவயரையையைப் பைன்படுததி  logx-ன் வய்யிடுையலக் ் ாை முயைைான வழிமுயை்ள ேமக்குத 
கைரியும். ஆனால், logx–ன் கைாய்யைக் ்ாை முயைைான வழிமுயை்ள இல்யல. 

    வய்யிடுைலில், அைன் விதி்யைப் பைன்படுததி பல்நவறு சாரபு்ளின் கூட்்டல், கபருக்்ல், வகுதைல், 
சாரபு்ளின் நசரக்ய் ஆகிைவறறின் வய்யிடுையலக் ்ாைலாம். 

 சாரபின் கைாய்யி்டயலக் ்ாை ஒரு சில கைாய்யீட்டு விதி்நை உளைன. மறறும் 
இவவிதி்யைப் பைன்படுதைப் பல ்ட்டுப்பாடு்ள உளைன.

  கைாய்யி்டலில் மி்ப் கபாருதைமான முயையைத நைரவு கசய்து,  அையன எளியமைா் 
எவவாறு பைன்படுததுவது என்பையனக் ்ண்டறியும் திைன் பல்நவறு தீவிரப் பயிறசி்ளுக்குப் பிைந் 
கிய்டக்கும்.

   கைாய்யிடுைலில் இரணடு முக்கிை பணபு்யைப் பறறி ஏற்னநவ ோம் பாரததுளநைாம். 
கைாய்யிடுைலில் பின்வரும் ோன்கு முக்கிை முயை்ளஉளைன.

 (1) கூட்்டல் அல்லது ்ழிதைலா்ப் பிரிததுத கைாய்யிடுைல்.

 (2) பிரதியிடுைல் முயையில் கைாய்யிடுைல்.

 (3) பகுதித கைாய்யிடுைல்.

 (4) அடுக்கு்யைப் படிப்படிைா்ச் சுருக்கித கைாய்யிடுைல்.

இங்கு நமறகூறிை முைல் மூன்று முயை்யை ோம் படிப்நபாம்.  
ோன்்ாவது முயையை நமல் வகுப்பில் படிக்் உளநைாம்.

11.7.1 பிரித்�ல் முகை

 சில சமைங்்ளில் க்ாடுக்்ப்பட்்ட சாரபினுக்கு, நேரடிைா்த கைாய்யிடுைல் ்ாணபது மி்வும் 

்டினம். ஆனால் அவறயைச் சாரபு்ளின் கூடுைல் அல்லது ்ழிதைலா் பிரிதது ஏற்னநவ ேமக்குத 
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கைரிநை கைாய்யிடுைல் வாயிலா்க் ்ாைலாம். எடுதது்ாட்்டா  ் 1 3 2
−( )x ,

x x
x

2

3

1− +
,cos sin5 3x x

cos ,3 x  
e
e

x

x

2 1−
,  ஆகிைவறயை நேரடிைா்த கைாய்யிடுவைற்ான சூததிரம் கிய்டைாது. அவறயைத 

கூடுைல் அல்லது ்ழிதைலா்ப் பிரிதது பிைகு கிய்டக்்ப்கபறும் ைனிப்பட்்ட கைாய்யிடுைல் ேமக்கு 
கைரிநையவநை. கபரும்பாலான க்ாடுக்்ப்பட்்ட கைாய்யீடு்ள இைற்ணிைம், முக்ந்ாைவிைல் 
அல்லது அடுக்குவடிவு மறறும் சில சமைங்்ளில்  இவறறின்  நசரப்பு்ள ஆகிைவறறில் ஏநைனும் 
ஒன்றியன க்ாணடிருக்கும்.

எடுத்துகைொடடு 11.15
 x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

  (i)   1 3 2
−( )x          (ii)

x x
x

2

3

1− +
 

தீரவு

 (i)  1 3 2
−( )∫ x dx  = ( )1 2 3 6− +∫ x x dx

    = dx x dx x dx− + ∫∫∫ 2 3 6

    = x
x x c− + +

4 7

2 7
.

 (ii)  
x x
x

dx
2

3

1− +∫  = ( )x
x

x
x x

dx
2

3 3 3

1
− +∫

    = 
1 1 1

2 3x
dx

x
dx

x
dx∫ ∫ ∫− + .

    = log .x
x x

c+ − +
1 1

2 2

எடுத்துகைொடடு 11.16

  x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

  (i) cos sin5 3x x        (ii) cos .3 x
தீரவு

  (i)  cos sin5 3x x dxò  = 
1
2

2 5 3cos sinx x dxò

    = 
1
2

8 2sin sinx x dx−( )∫

   cos sin5 3x x dxò  = 1
2

8
8

2
2

− +





 +

cos cos .x x c

        

  (ii) cos3 x dxò  = 
1
4

3 3cos cosx x dx+( )∫

    = 
1
4

3 3
3

sin sinx x c+





 +
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எடுத்துகைொடடு 11.17
 x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

  (i) e
e

x

x

2 1−             (ii) e ex x3 2 1−( ).
தீரவு

  (i) e
e

dx
x

x

2 1−
∫  = e

e e
dx

x

x x

2 1
−









∫

    = e e dx e e cx x x x−( ) = + +− −∫ .

  (ii) e e dxx x3 2 1−( )∫  = e e dx e e cx x
x x

5 3
5 3

5 3
−( ) = − +∫ .

        

எடுத்துகைொடடு 11.18

 மதிப்பிடு் : 
1

2 2sin cos
.

x x
dxò

தீரவு

         
1

2 2sin cosx x
dxò  = sin cos

sin cos

2 2

2 2

x x
x x

dx+∫  

    = 
1 1

2 2cos sinx
dx

x
dx∫ ∫+

    = sec2 2xdx xdx+ ∫∫ cosec  

    = tan cot .x x c− +  

எடுத்துகைொடடு 11.19

 மதிப்பிடு் : 
sin

sin
.x

x
dx

1+∫
தீரவு

   
sin

sin
x
x
dx

1+∫  = 
sin

sin
sin
sin

x
x

x
x
dx

1
1
1+








−
−






∫  

    = sin sin
sin

sin sin
cos

sin
cos

sin
cos

x x
x
dx x x

x
dx x

x
dx x−

−
= − = −

2

2

2

2 2

2

1 22 x
dx∫∫∫∫  

    = tan sec tanx xdx xdx− ∫∫ 2  

    = tan sec (sec )x xdx x dx− −∫∫ 2 1

    = sec tan .x x x c− + +  

எடுத்துகைொடடு 11.20

 மதிப்பிடு்: 1 2+∫ cos .x dx

தீரவு
   1 2+∫ cos x dx  = 2 2 22cos cos sinx dx xdx x c= = +∫∫  
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எடுத்துகைொடடு 11.21

 மதிப்பிடு் :  ( ) .x
x x

dx−
+∫ 1 2

3

தீரவு

       
( )x
x x

dx−
+∫ 1 2

3  = 
x x
x x

dx
2

2

1 2
1

+ −
+∫ ( )  

    = 
( )
( ) ( )
x
x x

x
x x

dx
2

2 2

1
1

2
1

+
+

−
+









∫  

    = 
1 2 1

1 2x
dx

x
dx−

+∫∫  

    = log | | tan .x x c− +−2 1  

எடுத்துகைொடடு 11.22

 மதிப்பிடு்:  (tan cot ) .x x dx+∫ 2

தீரவு

   (tan cot )x x dx+∫ 2  = (tan tan cot cot )2 22x x x x dx+ +∫  

    = [(sec ) ( )]2 21 2 1x x dx− + + −∫ cosec  

    = (sec )2 2x x dx+∫ cosec  
    = tan ( cot )x x c+ − +  
    = tan cot .x x c− +  

எடுத்துகைொடடு 11.23

 மதிப்பிடு் :  
1
1
−
+∫

cos
cos

.x
x
dx

தீரவு

   
1
1
−
+∫

cos
cos
x
x
dx  = 

2
2

2
2

2

2

2

2
sin

cos
tan

x

x dx
x dx= ∫∫  

    = sec
tan

2

2
1 2

1
2

x dx

x

x c−






 = − +∫

    = 2
2

tan .x x c− +  

எடுத்துகைொடடு  11.24

 மதிப்பிடு்:  1 2+∫ sin .x dx
தீரவு

   1 2+∫ sin x dx  = (cos sin ) ( sin cos )2 2 2x x x x dx+ +∫  

    = (cos sin ) (cos sin )x x dx x x dx+ = +∫∫ 2  

    = sin cosx x c− +  
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எடுத்துகைொடடு 11.25

  மதிப்பிடு்:  
x
x

dx
3 2

1
+
−∫ .

தீரவு

   
x
x

dx
3 2

1
+
−∫  = 

x
x

dx x
x x

dx
3 31 3

1
1
1

3
1

− +
−

= −
−
+
−









∫∫  

    = 
( )( )x x x

x x
dx− + +

−
+

−








∫

1 1
1

3
1

2

 

    = x x
x

dx2 1 3
1

+ + +
−







∫   

    = x x x x c
3 2

3 2
3 1+ + + − +log | ( ) | .  

எடுத்துகைொடடு 11.26

 மதிப்பிடு்:  (i) a e dxx xò         (ii) e e dxx xlog .2ò
   தீரவு 

 (i)  a e dxx xò  = ( ) ( )
log( )

ae dx ae
ae

cx
x

= +∫  

 (ii)  e e dxx xlog 2ò  = e e dx e dx
x x x xlog 2 2= ∫∫  

    =  ( ) ( )
log( )

.2 2
2

e dx e
e

cx
x

= +∫

எடுத்துகைொடடு 11.27

 மதிப்பிடு்:  ( ) .x x dx− +∫ 3 2

தீரவு

   ( )x x dx− +∫ 3 2  = ( )x x dx+ − +∫ 2 5 2  

    = ( )x x dx x dx+ + − +∫∫ 2 2 5 2  

    = ( ) ( )x dx x dx+ − +∫∫ 2 5 2
3
2

1
2  

    = 
( ) ( )x x c+

−
+

+
2

5
2

5 2
3
2

5
2

3
2

 

    = 2
5

2 10
3

2
5
2

3
2( ) ( ) .x x c+ − + +  

எடுத்துகைொடடு 11.28

 மதிப்பிடு் :  
1
1x x

dx
+ +∫ .
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தீரவு

   
1
1x x

dx
+ +∫  =  

1
1

1
1x x

x x
x x

dx
+ +

+ −
+ −









∫

    = 
x x

x x
dx+ −

+( ) − ( )∫
1

1
2 2  

    = x x
x x

dx x x dx+ −
+ −

= + −( )∫∫ 1
1

1  

    = x dx x dx x dx x dx+ − = + −∫∫∫∫ 1 1
1
2

1
2  ( )  

    = 
( )x x c+

− +
1

3
2

3
2

3
2

3
2

 

    = 2
3

1
3
2

3
2( ) .x x c+ −











 +  

11.7.2 ்பகுதி பின்்னஙை்ளொைப பிரித்�ல்(Decomposition by Partial Fractions)

 கைாய்யிடுைலில் பகுதி பின்னமா்ப் பிரிததுத கைாய்யிடுைல் ஒரு முக்கிைமான முயைைாகும். 
கைாய்யி்டப்ப்ட நவணடிையவ இைற்ணிைப் பின்ன வடிவில் இருநைால் அையன எளிைா்த 
கைாய்யி்ட முடிைாது,  கைாய்யி்டல் ்ாணபைறகு முன்பு பின்னதயைப் பகுதி பின்னங்்ைா்ப் பிரிதது 

எழுை நவணடும். விகிைமுறு சாரபு p x
q x

q x( )
( )

, ( ) ≠( )0 படிைானது, p (x) < q (x)-ன் என இருக்் 

நவணடும்.  அவவாறு இல்யலகைனில், அையன வகுதது அைன்பிைகு பகுதி பின்னமா்ப் பிரிததுத 

கைாய் ்ாை  நவணடும். 

எடுத்துகைொடடு 11.29

  மதிப்பிடு் :  (i)  
3 7

3 22

x
x x

dx+
− +∫  (ii)  

x
x x

dx+
+ +∫ 3

2 12( ) ( )
.

தீரவு

 (i)   
3 7

3 22

x
x x

dx+
− +∫  = 

13
2

10
1x

dx
x

dx
−

−
−∫∫    

                                  = 13 2 10 1log logx x c− − − +

 (ii)  
x

x x
dx+

+ +∫
3

2 12( ) ( )  = 
−
+

−
+

+
+∫∫∫ 2

2
1

2
2

12x
dx

x
dx

x
dx

( )

    = − +
−

+
+

+∫∫∫2 1
2

1
2

2 1
12x

dx
x

dx
x

dx
( )

    = − + − + + + +−∫2 2 2 2 12log ( ) logx x dx x c

    = − + +
+

+ + +2 2 1
2

2 1log log | | .x
x

x c
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பயிற்சி 11.5
x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1) x x x
x

3 2

2

4 3 2+ − +   (2) x
x

+









1
2

 (3) ( )( )2 5 36 4x x− +  

 (4) cot tan2 2x x+  (5) 
cos cos

cos cos
2 2x

x
−
−

α
α   (6) cos

sin cos
2

2 2

x
x x

 (7) 
3 4

2

+ cos
sin

x
x

 (8) sin
cos

2

1
x
x+

 (9)  
sin
sin

4x
x

 

 (10) cos3x cos2x (11) sin2 5x  (12) 
1 4+

−
cos

cot tan
x

x x

 (13) e ex a xlog  (14) ( )3 4 3 7x x+ +  (15) 8 4
2

1 1+ −+x x

x

 (16) 1
3 4x x+ − −

 (17) 
x

x x
+

+ +
1

2 3( )( )
 (18) 

1
1 2 2( )( )x x− +

 (19) 3 9
1 2 12

x
x x x

−
− + +( )( )( )

 (20)  x
x x

3

1 2( )( )− −

11.7.3 பிைதியி்டல் முகை அல்்லது மொறிகய மொறறி அகமககும் முகை

 கைாய்யி்டலில் பிரதியி்டல் முயைைானது வய்யி்டலில் சாரபின் சாரபு்ளுக்கு வய்யிடுைல் 
நபான்ைைாகும். கபாருதைமான பிரதியி்டயலப் பைன்படுததித கைாய்யி்டலின் மாறியைப் புதிை 
மாறிைா் மாறறி அயமதது எளிை முயையில் கைாய்யி்டலாம்.

 u ஆனது  x-ஆல் ஆன சாரபு  எனில், du
dx

u= ′  என ேமக்குத கைரியும்.

 எனநவ  f u u dx f u du( ) ( )′ = ∫∫  என எழுைலாம்.

 ஆ்நவ, f g x g x dx f u du u g x[ ( )] ( ) ( ) , ( )′ = =∫∫ இ��  

 x = f(u) அல்லது u = g(x) என்ை கபாருதைமான பிரதியி்டயல நைரவு கசய்வயைச் சாரநது நமநல 
கசால்லப்பட்்ட முயை எளிைாகிைது. 

குறிப்பு 11.2
 கைாய்யி்டல் மாறியின் பிரதியி்டல் முக்ந்ாைவிைல் சாரபு்ைா் இருநைால் அைன் 
மறுபிரதியி்டலின் மதிப்யபக் ்ாணபைறகு மாதிரி வயரப்ப்டதயை பைன்படுதைலாம்.  கைாய் மாறி  
x-ஐ x = tanθ எனப் பிரதியி்ட,  கைாய்யி்டலுக்கு பிைகு தீரவு secθ θ+ cosec எனக் கிய்டதைால்,  

secθ θ+ = + +
+







cosec 1 12

2

x x
x

 என்ைாகும்.   

x = tanθ எனில் ப்டததிலிருநது,

cosecθ = +









1 2x
x

,

secθ = +









1
1

2x 1

x

2
1 x+

θ
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எடுத்துகைொடடு 11.30
    கீழ்ாணபனவறயை மதிப்பிடு் :

  (i)  2 1 2x x dx+∫  (ii) e x dxx−∫
2

 (iii) 
sin

cos
x
x
dx

1+∫  

 (iv) 
1

1 2+∫ x
dx  (v) x a x dx−( )∫ 8

தீரவு

 (i) 2 1 2x x dx+∫
                                 1 22+ = =x u x dx du vdpy;  

   2 1 2x x dx+∫  = u duò

    = u du u c u c x c
1
2

3
2 3

2 2
3
2

3
2

2
3

2
3

1= + = + = + +∫ ( ) .

 (ii) e xdxx−∫
2

                                  x u x dx du2 2= =  vdpy; 

                         எனநவ,   e x dxx−∫
2

 = e duu−∫ 2  

    = 1
2

1
2

1
2

1
2

2

e du e c e c e cu u u x− − − −= − + =− + =− +∫ ( ) .

 (iii) sin
cos
x
x
dx

1+∫
                      1+ = − =cos sinx u x dx du vdpy; 

   vdnt.
sin

cos
x
x
dx

1+∫  = 
−

= − + = − + +∫
du
u

u c x clog | | log | cos | .1     

 (iv) 1
1 2+∫ x

dx

                    x u dx u du= =tan sec vdpy;  
2

   
1

1 2+∫ x
dx  = sec

tan
sec
sec

2

2

2

21
u
u
du u

u
du du u c

+
= = = +∫∫∫

   
1

1 2+∫ x
dx  = tan .− +1 x c  

        (v) x a x dx−( )∫ 8

     u a x du dx= − = −vdpy;

           x a x dx−( )∫ 8
 = x a x dx−( )∫ 8

    
= −( )( ) −( )∫ a u u du8

    
= − ( ) +( )∫ a u u du8 9
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= −∫ ∫u du a u du9 8

    
= − +
u a u c

10 9

10 9

   x a x dx−( )∫ 8
 = 

( ) ( ) .a x a a x c−
−

−
+

10 9

10 9          

11.7.4 சி்ல முககியமொ்ன த�ொகையி்டல்ைள்

 (1)  
′

∫
f x
f x

dx( )
( )

 = log | ( ) |f x c+  

 (2)  ′∫ f x f x dxn( )[ ( )]  = 
[ ( )] ,f x
n

c n
n+

+
+ ≠−

1

1
1   

நிரூ்பணம்

 (1)  I = 
( )
( )
f x dx
f x
¢

ò  என்்.

                            f x u f x dx du( ) ( )= ′ = vdpy; 

   எனநவ,   I = du
u

u c= +∫ log | |  

   ஆ்நவ,  
′

∫
f x
f x

dx( )
( )

  = log | ( ) | .f x c+  

 (2)  I = ′∫ f x f x dxn( )[ ( )]  என்். 

                                                         f x u f x dx du( ) ( )= ′ = vdpy; 

                                                    ஆ்நவ,  I u du u
n

cn
n

= =
+

+
+

∫
1

1

                    
vdnt. ′ =

+
+∫

+

f x f x dx f x
n

cn
n

( )[ ( )] [ ( )] .
1

1

எடுத்துகைொடடு 11.31
 பின்வருவனவறயை மதிப்பிடு்.

  (i) ò tan x dx  (ii) ò cot x dx   (iii) ò cot x dx  (iv) ò cot x dx
தீரவு 

  (i)                 I x dx x
x
dx= ∫ = ∫tan sin

cos
 

                 cos sinx u x dx du= − =  vdpy;. 

                
vdpy;. I

u
du u c x c x c= − = − + = − + = +∫

1 log | | log | cos | log | sec | .

 (ii)                      I x dx x
x
dx= ∫ = ∫cot cos

sin
 என்்.

                   sin cosx u x dx du= =  vdpy;. 

                         
I

u
du u c x c= = + = +∫

1 log | | log | sin | .
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 (iii)   I = ò cosec xdx  = 
cosec cosec

cosec
x x x

x x
dx( cot )

cot
−

−∫  

    = cosec cosec
cosec

 
2x x x

x x
dx−

−∫ cot
cot

 

        cosec x x u− =cot எனில், ( )cosec cosec cot2x x x dx du− =

   எனநவ,  I = 1
u
du u c x x c= + = − +∫ log | | log | cot | .cosec  

 (iv)       ∫ = +
+

= +
+

sec sec (sec tan )
sec tan

sec sec tan
sec tan

xdx x x x
x x

dx x x x
x x

2

ddx∫∫  என்்.

            sec tanx x u+ =  எனில் (sec sec tan )2 x x x dx du+ =

       ஆ்நவ,   I = 
1
u
du u c x x c= + = + +∫ log log sec tan

     vdpy;. ∫ = + +sec log sec tan .xdx x x c
               
 
 இவவாைா்ப் பின்வரும் முக்கிைமான முடிவு்யைப் கபறுகிநைாம்.

(1)  ò tan x dx  = log sec x c+  
 

(2)  cot x dxò  = log sin x c+

(3)          cosecx dxò  = log cotcosec x x c− +  

(4)  ò sec x dx  = log sec tanx x c+ +  

எடுத்துகைொடடு 11.32
    பின்வருவனவறயை மதிப்பிடு் :

  (i) 
2 4

4 62

x
x x

dx+
+ +∫   (ii) 

e
e

dx
x

x−∫ 1   (iii) 
1

x x
dx

logò   

 (iv) 
sin cos
sin cos
x x
x x

dx+
−∫   (v) 

cos
(sin cos )

2
2

x
x x

dx
+∫    

தீரவு

 (i)                                       I = 2 4
4 62

x
x x

dx+
+ +∫  என்்.

                         x x u2 4 6+ + = ( )2 4x dx du+ =எனில்       

               vdnt. I du
u

u c x x c= = + = + + +∫ log log 2 4 6                                        

  எனநவ,  
2 4

4 62

x
x x

dx+
+ +∫ = log .x x c2 4 6+ + +  

 
 (ii)                                        I  =  e

e
dx

x

x−∫ 1
 என்்.
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                                    e u e dx dux x− = =1  vdpy; 

                     ஆ்நவ,   I = du
u

u c e cx= + = − +∫ log log 1

                            எனநவ,  e
e

dx
x

x −∫ 1
= log( ) .e cx− +1

 (iii)                                        I  = 
1

x x
dx

logò

                                     
log x u

x
dx du= = vdpy; 

1

                             ஆ்நவ, I du
u

u c x c= = + = +∫ log log log

         எனநவ,   
1

x x
dx

logò = log | log | .x c+

 (iv)                                          I
x x
x x

dx=
+
−∫

sin cos
sin cos

   என்்

                           sin cos (cos sin )x x u x x dx du− = + =  vdpy;  

                                   ஆ்நவ,  I = 
du
u

u c x x c= + = − +∫ log log sin cos  

       எனநவ, 
sin cos
sin cos
x x
x x

dx+
−∫ = log | sin cos |x x c− +

 (v)                                         I = 
cos

(sin cos )
2

2

x
x x

dx
+∫  = 

cos
sin

2
1 2

x
x
dx

+∫  

                             1 2 2 2+ = =sin cosx u x dx du vdpy; 

                            எனநவ, I = 
du
u

u c x c
2

1
2

1
2

1 2= + = + +∫ log log sin .  

பயிற்சி 11.6
 கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1) 
x

x1 2+
 (2) 

x
x

2

61+
  (3) 

e e
e e

x x

x x

−
+

−

−   (4) 10 10 10
10

9

10

x
x

x
e

x

+
+

log  

 (5) sin x
x

  (6) 
cot

log(sin )
x

x
 (7) cosecx

xlog tan
2









 (8) sin
sin
2

2 2 2

x
a b x+

 (9) sin−

−

1

21
x

x
 (10)  x

x1+
 (11) 1

x x xlog log(log )
 (12) αβ α β α

x e x− −1

       (13) tan secx x  (14)  x x( )1 17-  (15) sin cos5 3x x    (16) 
cos

cos( )
x
x a−
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11.7.5 ்பகுதித் த�ொகையி்டல் (Integration by parts)

 கைாய்ச் சாரபானது இரணடு சாரபு்ளின் கபருக்்லா்நவா அல்லது ஒநர ஒரு ம்டக்ய் 
சாரபா்நவா அல்லது ஒநர ஒரு நேரமாறு முக்ந்ாைவிைல் சாரபா்நவா அல்லது நேரடிைா்த 
கைாய்யி்ட முடிைாை சாரபா்நவா இருநைால் கபாதுவா் பகுதித கைாய்யி்டயல பைன்படுததி 
கைாய்யைக் ்ாைலாம். இரணடு சாரபு்ளுக்்ான கபருக்்ல் வய்யி்டல் சூததிரததிலிருநது  இநைப் 
பைனுளை  கைாய்யீட்டு முயையைப் கபறுகிநைாம்.

   u  மறறும்  v  ஆகிையவ இரணடு வய்யி்டதைக்் சாரபு்ள எனில்,

                                    d uv vdu udv( ) = +

                                      udv d uv vdu= −( )
 கைாய்யீடு ்ாை,

                                     
udv d uv vdu∫ ∫∫= −( )

                                     
udv uv vdu∫ ∫= −

 udvò  -லிருநது மறகைாரு கைாய்யீடு  vduò  வடிவில் கிய்டக்கிைது நமலும் udvò -க்கு இறுதி 
வடிவம் கிய்டக்்ப் கபைவில்யல. இது udvஎன்னும் கபருக்்ததின் கைாய்யிடுைலில் ஒரு பகுதியை 
மட்டும் தீரக்கிைது. இையன ஐநராப்பிை ோடு்ளில் கைாய்யி்டலின் ஒரு பகுதி என்கிைார்ள. பிை 
ோடு்யைப் நபான்நை ோமும் பகுதித கைாய்யி்டல்  என அயைக்கிநைாம். 

 u-ன்  முயைைான நைரயவப் கபாறுதது இநை முயை கபாருதைமாகிைது. அைாவது,

	 (i)	 logx, tan−1 x  நபான்ை கைாய்ச் சாரபு்யை நேரடிைா்த கைாய்யி்ட முடிைாது. கைாய்ச் 
சாரபு்யை  u எனவும் மறையை  dv எனவும் க்ாளைவும்.

 (ii) கைாய்யீட்டுச் சாரபு்ள இரணடுநம கைாய்ச் சாரபு்யை உளை்டக்கி இருநது மறறும் 
அதில் ஒன்று  xn  (n ஒரு மிய் முழுகவண) ஆ் இருநைால் அையன  u xn=  எனக் 
க்ாளைவும்.

 (iii) மறயைை நியல்ளில் u - ன் நைரவு ேம்முய்டை விருப்பதயைப் கபாறுதைது.

எடுத்துகைொடடு 11.33

 மதிப்பிடு்

 (i)   xe dxxò                 (ii) x x dxcosò     (iii) log x dxò   (iv) sin−∫ 1 x dx

தீரவு

   (i)     I xe dxx= ∫
  இங்கு x ஒரு இைற்ணிை சாரபு மறறும்  ex ஒரு அடுக்குக்குறிச்சாரபு ஆைலால்,
      u = x எனில்,     du = dx            
   dv = e dx v ex x⇒ =  
  பகுதித கைாய்யி்டல் முயையைப் பைன்படுதை,

   udvò  = uv vdu−∫
   ⇒∫ xe dxx  = xe e dxx x− ∫
  அைாவது, xe dxxò  = xe e cx x− +  

 (ii)    I = x x dxcosò  என்்.

      x ஒரு இைற்ணிை சாரபு cos x ஒரு முக்ந்ாைவிைல் சாரபு ஆைலால்,
     u = x எனில்,  du = dx  
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   dv = cos sinxdx v x⇒ =  
  பகுதித கைாய்யி்டல் முயையைப் பைன்படுதை,

   udvò  = uv vdu−∫
   ⇒∫ x xdxcos  = x x x dxsin sin− ∫
   ⇒∫ x xdxcos  = x x x csin cos+ +  
 (iii)    I = log x dxò  என்்.

   u	=	 log	x என்்.   du
x
dx=

1  
   dv = dx ⇒ v = x
   பகுதித கைாய்யி்டல் முயையைப் பைன்படுதை,

   udvò  = uv vdu−∫
   ⇒ log x dxò  = x x x

x
dxlog −∫ 1

 

   ⇒ log x dxò  = x x x clog − +

 (iv)  I = sin−∫ 1 x dx  என்்.

   u = sin ( ),− =1 x dv dx  என்்.

   எனநவ,  du = 
1

1 2−
=

x
dx v x,

   sin−∫ 1 x dx  = x x x
x
dxsin− −

−
∫1

21

   sin−∫ 1 x dx  = x x dt
t

t xsin ,− + = −∫1 21
2

1 ,';F 

    = x x t csin− + +1

    = x x x csin− + − +1 21

எடுத்துகைொடடு 11.34

 மதிப்பிடு் :  tan−
−






∫ 1

2

2
1
x
x
dx  

தீரவு

                                 I = tan−

−






∫ 1

2

2
1
x
x

dx   என்்.

                                 x = tan secθ θ θ⇒ =dx d2  

                     எனநவ, I = tan tan
tan

sec−

−






∫ 1

2
22

1
θ
θ

θ θd  
 

                                   = tan (tan )sec−∫ 1 22q q qd   

                                                = 2 2θ θ θsec d∫  

                                    = 2 2( )(sec )q q qdò

x

2
1 x+

2

tan

sec 1

x

x

θ

θ

=

= +

1

θ
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 பகுதித கைாய்யி்டல் முயையைப் பைன்படுதை,

     I = 2 q q q qtan tan−



∫ d   

    
    = 2( tan log sec )θ θ θ− + c  

                    tan−

−






∫ 1

2

2
1
x
x

dx= 2 2 11 2x x x ctan log | |− − + +

11.7.6 ்பகுதித் த�ொகையி்டலுகைொ்ன த்பர்த்னொலியின் சூத்திைம்

  u மறறும் v  ஆகிையவ  x - ன் சாரபு்ள எனில் கபரநனாலியின் சூததிரமானது     
udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 ஆகும்.

 இங்கு ′ ′′ ′′′u u u, , ,...    என்பன u -ன் அடுதைடுதை  வய்யி்டல்்ள ஆகும் மறறும்   
       v v v v, , , ,1 2 3   என்பன  dv -ன் அடுதைடுதை கைாய்யி்டல்்ள ஆகும்.

u xn=  (n ஒரு மிய் முழுகவண) எனக் எடுததுக்க்ாளளும் நபாது கபரநனாலியின் சூததிரதயைப்  
பைன்படுததுவது எளிைா் இருக்கும் .

 பின்வரும் ்ைக்கு்ளின்  தீரவு ்ாணபைறகு இரணடு அல்லது அைறகு நமறபட்்ட முயையில் 
பகுதித கைாய்யி்டயலப் பைன்படுதை நவணடும். இநநியலயில் கபாதுவா்ப் கபரநனாலியின் 
சூததிரம் உைவுகிைது. 

எடுத்துகைொடடு 11.35
 கீழக்்ாணபவறயைத கைாய்யிடு்.
  (i) x e x2 5          (ii) x x3 cos              (iii)  x e x3 −

தீரவு
 (i) x e dxx2 5ò .   

  கபரநனாலியின் சூததிரதயைப் பைன்படுதை,

             
udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 

                   

x e dx x e x e ex
x x x

2 5 2
5 5

2

5

35
2

5
2

5
0∫ = ( )







 −









 +









 −( ) ( ) ( ) ee c

x5

45
0 0









 + + + +

                                  
= − + +
x e xe e c

x x x2 5 5 5

5
2

25
2
125

.

 (ii) x x dx3 cos .ò
              கபரநனாலியின் சூததிரதயைப் பைன்படுதை,

                         
udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 

 

              
x x dx x x x x x x x c3 3 2

3 6 6cos sin cos sin cos∫ =( )( )− ( ) −( ) +( ) −( )− ( )( )+

                                   
x x x x x x x c3 2

3 6 6sin cos sin cos .=

 

dv x dx
u x v x
u x v x
u x v x
u v

cos

, sin

, cos

, sin

,

3

2

1

2

3

6

6
33

cos x

dv e dx

u x v e

v e

x

x

x

5

2
5

1

5

2

5

u x2
5

e x

2

5

3
u v2

5

0u v e x

3

5

4
5
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    (iii) x e dxx3 −∫ .

  கபரநனாலியின் சூததிரதயைப் பைன்படுதை,

 
udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 

           

x e dx x e x e x e e cxx x x x3 3 2
3 6 6

                  

=− − − − +− − − −x e x e xe e cx x x x3 23 6 6 .

              

பயிற்சி 11.7
 பின்வருவனவறறின் கைாய் ்ாண். 
  (1)      (i)  9 3xe x              (ii) x xsin 3         (iii)  525 xxe−                   (iv)   x x xsec tan   
 (2) (i) x xlog             (ii) 27 x e x2 3     (iii)   x2 cosx                   (iv)  x x3 sin  

 (3) (i) 
x x

x
sin−

−

1

21
       (ii) x ex5 2         (iii)  tan−

−








1
2

8
1 16

x
x

    (iv)   sin−

+








1
2

2
1

x
x

11.7.8  (i) e bxdxax sinò   (ii) e bxdxax cosò  வடிவஙைளின் த�ொகைை ைொணல்

  e bx e bxax axsin cos kw;Wk;  ஆகிை கைாய்ச்  சாரபு்ளின்  கைாய்யி்டல்்ள கைா்டரநது 
கசல்வைால், கீழக்்ாணும்  எடுததுக்்ாட்டு்ளில் கைாய்யி்டயல இருமுயை பைன்படுததி, இருபுைமும் 
ஒநர கைாய்ைா்க்  க்ாணடு வநது தீரவு ்ாை நவணடும். 

முடிவு 11.1

 (i)  e bx dxax sinò  = e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]

 (ii) e bx dxax cosò  = 
e

a b
a bx b bx c

ax

2 2+
+ +[ cos sin ]

நிரூ்பணம் (i)

                          I = e bx dxax sinò  என்்.

                          u bx du b bx dx= =sin , cos  என்்.  

                       
dv e dx v e

a
ax

ax

= ⇒ =   

 பகுதித கைாய்யி்டல் முயையை பைன்படுதை,

                                       I = 
e
a

bx e
a
b bx dx

ax ax

sin cos− ∫

                                       I = 
e
a

bx b
a

e bx dx
ax

axsin cos− ∫
                          u = cos , sinbx du b bx dx  = −  என்்.

                       dv = e dx v e
a

ax
ax

; ,=

3

2

1

2

3

,

3 ,

6 ,

6,

x

x

x

x

x

dv e dx
u x v e
u x v e
u x v e
u v e

−

−

−

−

−

=
= = −

′ = = +
′′ = = −
′′′ = =
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 மீணடும்  பகுதித கைாய்யி்டல் முயையைப் பைன்படுதை,

   I = 
e
a

bx b
a
e
a

bx e
a
b bx dx

ax ax ax

sin cos sin− +










∫  

   I = e
a

bx b
a
e
a

bx b
a

e bx dx
ax ax

axsin cos sin− − ∫
2

2  

   I = 
e
a

bx b
a
e bx b

a
I

ax
axsin cos− −2

2

2  

   1
2

2+










b
a

I  = ae bx be bx
a

ax axsin cos−
2

   
a b
a

I
2 2

2

+







  = 

e a bx b bx
a

ax[ sin cos ]−
2

    I = e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]

 எனநவ, sinaxe bx dxò  = e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]

 இநைநபால்,  e bx dxax cosò  = 
e

a b
a bx b bx c

ax

2 2+
+ +[ cos sin ]

   e bx dxax sinò  = e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]

   e bx dxax cosò  = 
e

a b
a bx b bx c

ax

2 2+
+ +[ cos sin ]  

நிலைவில் தைோள்ை :

 பகுதித கைாய்யி்டயல பைன்படுததும் நபாது u மறறும் dv யை அடுதைடுதது வரும் 
கைாய்யி்டல்்ளில் ஒநர மாதிரிைா்த நைரவு கசய்ை நவணடும். நமநல குறிப்பிட்்ட இரணடு 
எடுதது்ாட்டு்யைக் ்ாண். ந�ாடி்ளில் வரக்கூடிை சாரபு்யை மாறறி அயமதைல் கூ்டாது.

எடுத்துகைொடடு 11.36

 மதிப்பிடு் .

  (i) e x dxx3 2cosò         (ii) e x dxx−∫ 5 3sin  

தீரவு

 (i) e x dxx3 2cosò
          e bx dxax cosò  = e

a b
a bx b bx c

ax

2 2+
+ +[ cos sin ]   என்ை சூததிரததில் a = 3, b = 2 

எனப்பிரதியி்ட

11 Integral Calculus.indd   223 03-09-2018   15:59:10



224XI - கணிதவியல்

    e x dxx3 2cosò = 
e x x c
x3

2 23 2
3 2 2 2

+








 +( ) +cos sin

                     = 
e x x c
x3

13
3 2 2 2









 +( ) +cos sin .

     

 (ii) e x dxx−∫ 5 3sin  
       

    e bx dxax sinò  = e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]  என்ை சூததிரததில் a	=	−5	,	b = 3 எனப்பிரதியி்ட

       e x dxx−∫ 5 3sin  = 
e x x c

x−

−( ) +












− −( ) +

5

2 25 3
5 3 3 3sin cos

    e x dxx−∫ 5 3sin  = −






 +( ) +

−e x x c
x5

34
5 3 3 3sin cos .

பயிற்சி 11.8
x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1) (i) e bxax cos  (ii) e xx2 sin  (iii) e xx− cos 2  
 (2) (i) e xx−3 2sin   (ii) e xx−4 2sin   (iii)  e xx−3 cos  

முடிவு 11.2

   e f x f x dxx[ ( ) ( )]+ ′∫  = e f x cx ( ) +  
நிரூ்பணம்

   I = e f x f x dxx[ ( ) ( )]+ ′∫ என்்.

    = e f x dx e f x dxx x( ) ( )+ ′∫∫  

   முைல் கைாய்யில்  u =  f x du f x dx( ); ( )= ′  எனக் க்ாள்.

   dv = e dx v ex x; =

   அைாவது,  I = e f x e f x dx e f x dx cx x x( ) ( ) ( )− ′ + ′ +∫∫  

   எனநவ,   I = e f x cx ( ) .+  

எடுத்துகைொடடு 11.37
 மதிப்பிடு்

 (i) e
x x

dxx 1 1
2−






∫     (ii) e x x dxx (sin cos )+∫  (iii) e x

x
dxx 1

1 2

2−
+






∫

  

தீரவு

 (i)  I = e
x x

dxx 1 1
2−







∫  என்்.
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                                           f(x) = 
1 1

2x
f x

x
 vdpy;. ′ =

−( )  என்்.

 I ஆனது e f x f x dxx[ ( ) ( )]+ ′∫  எனும் வடிவில் உளைது.

                           2

1 1xe dx
x x

 −  ∫  = 
1 .+xe c
x

 

 (ii)                                             I =  (sin cos )xe x x dx+∫ என்்.

                                          f(x) =  sin ( ) cos vdpy;. x f x x′ =  

  I ஆனது [ ( ) ( )]xe f x f x dx′+∫  எனும் வடிவில் உளைது

                   (sin cos )xe x x dx+∫  = sin .+xe x c

       (iii) 
2

2

1
1

x xe dx
x

− 
 + ∫

  I = e
x

x
dxx 1

1

2

2 2

−( )
+( )∫  என்்.

  = e
x x

x
dxx

1 2

1

2

2 2

+ −( )
+( )∫

    = e
x

x

x
dxx 1

1
2

12 2 2+( )
−

+( )












∫

    f x( )  = 
1

1
2

12 2 2+( )
′( ) = −

+( )x
f x x

x
vdpy;                 

       e f x f x dx e f x cx x( ) + ′( )( ) = ( ) +∫  எனும் சூததிரதயைப் பைன்படுதை,

   e x
x

dxx 1
1 2

2−
+







∫  = e x

x

x
dx e

x
cx x1

1
2

1

1
12 2 2 2+( )

−
+( )















=
+( )

+∫ .

பயிற்சி 11.9
x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1) e x xx (tan logsec )+  (2) e x
x

x −







1
2 2         

 (3) e x xx sec ( tan )1+  (4) e x
x

x 2 2
1 2
+
+









sin
cos

   

 (5) e x x
x

xtan− + +
+











1 1
1

2

2
 (6) 

log
( log )

x
x1 2+
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11.7.9 விகி�முறு இயறைணி� ்ொர்பின் த�ொகையி்டல்

 இப்பிரிவில்  விகிைமுறு இைற்ணிை சாரபு்ள கைாகுதி மறறும் பகுதி்ளில் மாறிலிக் 
குை்தயையும் x ஆனது முழு எண அடுக்கு்யைப் கபறறிருக்கும்.
வய் I 

  
dx

a x
dx

x a
dx
a x

dx
x a2 2 2 2 2 2 2± − ± −2∫∫∫∫ , , ,    எனும் வடிவில் உளை கைாய்்யைக் ்ாைல்

 (i) 
dx

a x2 2−∫     = 
1

2a
a x
a x

clog +
−

+

 (ii) 
dx

x a2 2−∫     =  
1

2a
x a
x a

clog −
+

+

 (iii) 
dx

a x2 2+∫     = 1 1

a
x
a

ctan− 





 +

 (iv) 
dx
a x2 2−∫  = sin− 






 +

1 x
a

c

 (v) 
dx
x a2 2−∫  =  log x x a c+ − +2 2

 (vi) 
dx
x a2 2+∫  =  log x x a c+ + +2 2

நிரூ்பணம்

 (i)                   I =
dx

a x2 2−∫ என்்.

                      = 
dx

a x a x( )( )− +∫

                      = 
1

2
1 1

a a x a x
dx

+
+
−











∫  (பகுதி பின்னங்்ைா் மாறை)

                      = 
1

2a
a x a x c[log log ]+ − − +

                                = 
1

2a
a x
a x

clog +
−

+  

               
dx

a x2 2−∫  = 
1

2a
a x
a x

clog +
−

+

 (ii)                  I = 
dx

x a2 2−∫ என்்.

                      = 
dx

x a x a( )( )− +∫  

                               = 
1

2
1 1

a x a x a
dx

−
−
+











∫  (பகுதி பின்னங்்ைா் மாறை)  
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                              = 
1

2a
x a x a c[log log ]− − + +  

                               = 
1

2a
x a
x a

clog −
+

+  

    எனநவ, ∴ −∫
dx

x a2 2 = 
1

2a
x a
x a

clog −
+

+

 (iii)  I = dx
a x2 2+∫  என்்.

     x = a
x
a

tan tanθ θ⇒ = −1

   dx = a dsec2 q q

   I = a
a a

d a
a

d a
a

d
a

dsec
tan

sec
( tan )

sec
sec

2

2 2 2

2

2 2

2

2 21
1q

q
q

q
q

q
q
q

q
+

=
+

= = qq∫∫∫∫

    = 
1 1 1

a a
x
a

cc tan  

     எனநவ, 
dx

a x2 2+∫  = 1 1

a
x
a

ctan− 





 +

 (iv)                     I = 
dx
a x2 2−∫

                            x = a x
a

sin sinθ θ⇒ = 







−1  

                    dx = a dcosq q

                     I = 
a

a a
d a

a
d a

a
d dcos

sin
cos

( sin )
cos
cos

θ

θ
θ

θ

θ
θ

θ
θ

θ θ
2 2 2 2 21−

=
−

= = ∫∫∫∫

                        = θ =






 +

−sin 1 x
a

c  

எனநவ,  
dx
a x2 2−∫  = sin− 






 +

1 x
a

c  

 (v)                      I = 
dx
x a2 2−

∫ என்்.

                            x = a
x
a

sec secθ θ⇒ = 







−1          dx = a dsec tanq q q  

                               I = 
a
a a

d a
a

d a
a

sec tan
sec

sec tan
(sec )

sec tan
tan

θ θ

θ
θ

θ θ

θ
θ

θ θ
2 2 2 2 2 1−

=
−

=
θθ

θ θ θd d= ∫∫∫∫ sec

                                  = log | sec tan |θ θ+ +c
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    = log x
a

x a
a

c+
−

+
2 2

  = log logx x a a c+ − − +2 2

  = log logx x a c c c a+ − + = −2 2
1 1.,';F  

 எனநவ, 
dx
x a2 2−

∫  = log x x a c+ − +2 2
1

 (vi) I = 
dx
a x2 2+∫ என்்.

 x = a tan tanθ θ⇒ = 







−1 x
a

 

 dx = a dsec2 q q

 I = 
a

a a
d a

a
dsec

tan
sec

(tan )

2

2 2 2

2

2 2 1
q

q
q

q

q
q

+
=

+∫∫

  = a
a

d dsec
sec

sec
2 q
q

q q q= ∫∫
  = log | sec tan |θ θ+ +c

  = log x
a

x
a

c+ + +
2

2 1

  = log logx x a a c+ + − +2 2

  = log logx x a c c c a+ + + = −2 2
1 1. ,';F 

        
dx
a x2 2+

∫  = log x x a c+ + +2 2
1  

குறிபபு:  a x a x x a2 2 2 2 2 2− + −,  kw;Wk; என்ை வடிவஙைளுககு எளி�ோைத் த�ோலைக ைோைப 
்பயன்்படககூடிய கீழ்கைோணும் ்பயனுள்்ள பிரதியிடலை நிலைவில் தைோள்ை .

வடிவம் பிரதியி்டல்

a x2 2− x = a sinq

a x2 2+ x = a tanq

x a2 2− x = a secq

எடுத்துகைொடடு 11.38
 பின்வருவனவறயை மதிப்பிடு் :

  (i) 
1
2 12( )x

dx
− +∫   (ii) x

x
dx

2

2 5+∫   (iii) 
1

1 4 2+∫ x
dx       (iv) 

1
4 252x

dx
−

∫  

2 2

tan
x a

a
θ −
=

sec
x
a

θ =

x

a

2 2x a−

θ

2 2

sec
a x

a
θ +
=

tan
x
a

θ =

2 2a x+
x

a
θ
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தீரவு

 (i)  I = 
1
2 1

1
2 12 2 2( ) ( )x

dx
x

dx
− +

=
− +∫ ∫

   x - 2 = t   என்்.          ⇒  dx = dt

   எனநவ,  I = 1
1

22 2
1 1

t
dt t c x c

+
= + = − +− −∫ tan ( ) tan ( )  

 (ii)  I = 
x
x

dx
2

2 5+∫ என்்.

    = x
x

dx
x

dx dx
x

dx
2

2 2 2

5 5
5

1 5
5

5
5

+ −
+

= −
+







 = −

+∫ ∫∫∫

    = x
x

dx−
+ ( )∫5

1

52
2  

    = x
x c− 







 +

−5 1
5 5

1tan  

     I = x
x c− 







 +

−5
5

1tan  

 (iii) I =  
1

1 4
1

1 22 2+
=

+
∫∫ x

dx
x
dx

( )   

                               2x =  t  என்்.       ⇒ 2 dx = dt   ⇒   dx = 
1
2
dt  

                      எனநவ,  I = 
1
2

1
12 2+∫ t

dt  

                                      I =  
1
2

1 1
2

2 2 12 2log log ( )t t c x x c+ + + = + + +  

                                       I = 
1
2

2 4 12log x x c+ + +

 (iv)                          I = 
1

4 25
1

2 252 2x
dx

x
dx

−
=

−∫ ∫ ( )  

                                    2x =  t  என்்.       ⇒ 2 dx = dt  ⇒ dx = 
1
2
dt  

                        எனநவ,  I = 
1
2

1
52 2t
dt

−∫  

                                         = 
1
2

52 2log t t c+ − +  

                                       I =  
1
2

2 4 252log x x c+ − +  

வய்  II 

  
dx

ax bx c
dx

ax bx c2 2+ + + +
∫∫  kw;Wk;  எனும் வடிவில் உள்்ள த�ோலைைல்ளக ைோைல் :
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230XI - கணிதவியல்

 முைலில் ax bx c2 + +  -ஐ இரு வரக்்ங்்ளின் கூடுைல் அல்லது ் ழிதைலா்ப் பிரிதகைழுதி  வய்-
I ன் ஏநைனும் ஒரு வடிவததுக்குக்   க்ாணடு வநது கைாய்யீடு ்ாைலாம்.  கீழ்ாணும் விதியை 
பைன்படுததி  ax bx c2 + +  -ஐ இரணடு வரக்்ங்்ளின் கூடுைலா்நவா அல்லது ்ழிதைலா்நவா 
எழுைலாம்.

 (1)   x2 -ன் குை்தயை 1 ஆ் மாறைவும்.

 (2)  x -ன் குை்தயை இரண்டால் வகுதது அைன் வரக்்ததியனக் கூட்டிநைா அல்லது  ் ழிதநைா 
முழு வரக்்மா் மாறைவும்.

   அைாவது,  ax bx c2 + +  = a x
b
a
x c
a

2 + +





  = a x b
a

ac b
a

+





 +

−









2

4
4

2 2

2  

எடுத்துகைொடடு 11.39
 பின்வருவனவறயை மதிப்பிடு் :

 (i) 1
2 52x x

dx
− +∫                (ii) 

1
12 112x x

dx
+ +∫  (iii) 1

12 4 2+ −
∫ x x

dx

தீரவு

 (i)  1
2 52x x

dx
− +∫  = 

1
2 1 1 42 2x x

dx
− + +∫ ( ) ( )  

    = 
1

1 22 2( )x
dx

− +∫  

   2

1
2 5

dx
x x− +∫  = 

1
2

1
2

1tan− −





 +

x c  

     

 (ii) 
1
12 112x x

dx
+ +

∫  = 
1
6 252( )x

dx
+ −

∫  

    = 
1
6 52 2( )x

dx
+ −

∫  

    = log | ( ) |x x c+ + + − +6 6 52 2  

   எனநவ,  
1
12 112x x

dx
+ +

∫  = log | |x x x c+ + + + +6 12 112  

 (iii) 1
12 4 2+ −

∫ x x
dx  =

− −
∫

1
12 42( )x x

dx

              

=
− − −{ }∫

1

12 2 42( )x
dx

    
=

− −
∫

1
4 22 2( )x

dx

    
=

−





 +

−sin 1 2
4
x c
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பயிற்சி 11.10
x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1)   (i)  
1

4 2− x
 (ii) 2

1
25 4x−

 (iii) 
1

9 42x −

       (2) (i) 2

1
6 7x x− −

 (ii) 2

1
( 1) 25x + −

 (iii)
1
4 22x x+ +

 (3)  (i) 2

1  
(2 ) 1x+ −

 (ii) 1
4 52x x− +

 (iii)  1
9 8 2+ −x x  

வய் III 

 
px q

ax bx c
dx px q

ax bx c
dx+

+ +
+
+ +∫∫ 2 2

 kw;Wk;  எனும் வடிவில் உளை கைாய்்யைக் ்ாைல்.

 நமற்ண்ட கைாய்யை மதிப்பி்ட, முைலில் ோம் கீழ்ண்டவாறு எழுைவும்

     px q+  = A
d
dx
ax bx c B( )2 + + +

   px q+  = A ax b B( )2 + +  
 இரு பக்்ங்்ளிலும் x - ன் க்ழுக்்யையும் மறறும் மாறிலி்யையும் ைனிதைனிநை              
   சமப்படுததி A மறறும் B ன் மதிப்பு்யைக் ்ைக்கி்டலாம். 

 (i) க்ாடுக்்ப்பட்்ட முைல் கைாய்யைக் கீழ்ண்டவாறு எழுது்.   

     
px q

ax bx c
dx+

+ +∫ 2  = 
A ax b B
ax bx c

dx( )2
2

+ +
+ +∫  

    = A
ax b

ax bx c
dx B

ax bx c
dx2 1

2 2

+
+ +

+
+ +∫∫  

  ( முைல் கைாய் 
′

∫
f x
f x

dx( )
( )

எனும் வடிவில் உளைது)

      = A ax bx c B
ax bx c

dxlog | |2
2

1+ + +
+ +∫  

  முநயைை வய்்யைப் பைன்படுததி வலதுபுைததில் உளை முைல் கைாய்யை மதிப்பி்டலாம்.

 (ii) க்ாடுக்்ப்பட்்ட இரண்டாவது கைாய்யைக் கீழ்ண்டவாறு எழுது். 

       
px q

ax bx c
dx+

+ +
∫ 2  = 

A ax b B
ax bx c

dx( )2
2

+ +
+ +∫

     = A
ax b

ax bx c
dx B

ax bx c
dx2 1

2 2

+
+ +

+
+ +∫∫  

  (முைல் கைாய் ′∫ f x f x dxn( )[ ( )]  எனும் வடிவில் உளைது) 

    = A ax bx c B
ax bx c

dx2 12

2
+ +( )+

+ +∫
 முநயைை வய்யைப் பைன்படுததி வலதுபுைததில் உளை இரண்டாவது கைாய்யை மதிப்பி்டலாம்.
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எடுத்துகைொடடு 11.40
 பின்வருவனவறயை மதிப்பிடு்.

 (i) 3 5
4 72

x
x x

dx+
+ +∫   (ii) x

x x
dx+

− +∫ 1
3 12    (iii) 

2 3
12

x
x x

dx+

+ +
∫      (iv) 

5 7
3 22

x
x x

dx−
− −∫  

தீரவு

 (i)  I = 
3 5

4 72

x
x x

dx+
+ +∫ என்்.

   3x + 5 = A 
d
dx

x x B( )2 4 7+ + +

   3x + 5 = A x B( )2 4+ +
 ஒதை உறுப்பு்ளின் க்ழுக்்யைச் சமப்படுதை ,

   2A = 3 ⇒ A =  
3
2

4 5 1; A B B+ = ⇒ = −  

   I = 
3
2

2 4 1

4 72

( )x

x x
dx

+ −

+ +∫  

   I = 
3
2

2 4
4 7

1
4 72 2

x
x x

dx
x x

dx+
+ +

−
+ +∫∫  

    = 
3
2

4 7 1

2 3
2

2 2log
( )

x x
x

dx+ + −
+ +( )∫+ c  

    = 
3
2

4 7 1
3

2
3

2 1log tanx x x c+ + − +





+

−  

 (ii)    I = 
x

x x
dx+

− +∫ 1
3 12 என்்.

   x + 1 = A
d
dx

x x B( )2 3 1− + +  

   x + 1 = A x B( )2 3− +

  ஒதை உறுப்பு்ளின் க்ழுக்்யைச் சமப்படுதை ,

   2A = 1 ⇒ A A B B= − + = ⇒ =
1
2

3 1 5
2

;  

   I = 
1
2

2 3 5
2

3 12

( )x

x x
dx

− +

− +∫  

   I = 
1
2

2 3
3 1

5
2

1
3 12 2

x
x x

dx
x x

dx−
− +

+
− +∫∫  
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    = 
1
2

3 1 5
2

1

3
2

5
2

2

2 2log x x

x

dx− + +

−






 −









∫  

    = 
1
2

3 1 5
2

1

2 5
2

3
2

5
2

3
2

5
2

2log logx x
x

x
c− + +











− −

− +
+  

    = 1
2

3 1 5
2

2 3 5
2 3 5

2log logx x x
x

c− + +
− −
− +

+  

 (iii)  I = 
2 3

12

x
x x

dx+
+ +∫ என்்.

   2x + 3 = A
d
dx

x x B( )2 1+ + +  

   2x + 3 = A(2x + 1) + B
  ஒதை உறுப்பு்ளின் க்ழுக்்யைச் சமப்படுதை 

   2A = 2 ⇒ A = 1;   A + B = 3  ⇒  B = 2

   I = 
( )2 1 2

1
x
x x

dx+ +

+ +2∫  

   I = 
2 1

1
2 1

12 2

x
x x

dx
x x

dx+
+ +

+
+ +∫∫  

    = 
2 1 2 1

1
2

3
2

2

2 2
x x

x

dx+ + +

+






 +









∫
 

    = 2 1 2 1
2

1
2

3
2

2
2 2

x x x x c+ + + + + +





 +









 +log  

   எனநவ,   I = 2 1 2 1
2

12 2x x x x x c+ + + + + + + +log  

 (iv)    I = 
5 7

3 22

x
x x

dx−
− −∫ என்்.

                             5 7x −  = A
d
dx

x x B( )3 22− − +  

                                   5x - 7 = A x B( )3 2− +  
  ஒதை உறுப்பு்ளின் க்ழுக்்யைச் சமப்படுதை ,
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   2A−  = 5 5
2

3 7 1
2

⇒ = − + = − ⇒ =A A B B;  

   I = 
− − +

− +∫
5

2
3 2 1

2
3 22

( )x

x x
dx  

   I = −
−
− +

+
− +∫∫5

2
3 2

3 2
1
2

1
3 22 2

x
x x

dx
x x

dx

    
=

 
−





 − + +









 − −








5
2

2 3 2 1
2

1

17
2

3
2

2

2 2
x x

x

dxx∫  

    = − − + +
−













+−5 3 2 1
2

3
2

17
2

2 1x x
x

csin  

   எனநவ,   I = − − + + −





+

−5 3 2 1
2

2 3
17

2 1x x x csin

பயிற்சி 11.11
x-ஐப் கபாறுதது கீழக்்ாணபனவறயைத கைாய்யிடு்.

 (1) (i) 
2 3

4 122

x
x x

−
+ −

 (ii) 
5 2

2 2 2

x
x x
−

+ +
 (iii) 

3 1
2 2 32

x
x x

+
− +

       (2) (i) 2 1
9 4 2

x
x x
+

+ −
 (ii) 

x
x
+

−

2
12

 (iii) 
2 3

4 12

x
x x

+

+ +
வய் IV 

  a x dx x a dx2 2 2 2± −∫∫ ,  எனும் வடிவில் உளை கைாய்்யைக் ்ாைல்.

முடிவு 11.3

 (1) a x dx x a x a x
a

c2 2 2 2
2

1

2 2
− = − +






+

−∫ sin

 (2) x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
− = − − + − +∫ log  

 (3) x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
+ = + + + + +∫ log  

நிரூ்பணம்

 (1)                       I = a x dx2 2−∫ என்்.   

                            u =  a x2 2− எனில், du
x

a x
dx=

−

−

2
2 2 2

                                dv = dx v x⇒ =
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235 த�ொகை நுணைணி�ம்

  பகுதித கைாய்யி்டல் முயையை பைன்படுதை,

   udvò  = uv vdu−∫
   ⇒  I = x a x x

a x
dx2 2

2

2 2
− − −

−∫  

    = x a x a x a
a x

dx2 2
2 2 2

2 2
− − − −

−∫
    = x a x a x

a x
a

a x
dx2 2

2 2

2 2

2

2 2
− −

−

−
+

−

−









∫

( )

    = x a x a x dx a
a x

dx2 2 2 2
2

2 2
− − − +

−
∫∫  

    = x a x I a
a x

dx2 2 2

2 2

1
− − +

−
∫

   2I = x a x a x
a

2 2 2 1− + 







−sin  

   எனநவ,   I = 
x a x a x

a
c

2 2
2 2

2
1− + 





 +

−sin  

 இநை நபால் மறை இரு முடிவு்யையும் நிறுவலாம்.

குறிப்பு 11.3
  x a= sinθ எனப் பிரதியிட்டும் நமற்ண்டமுடிவு்யை நிரூபிக்்லாம்.

எடுத்துகைொடடு 11.41
 பின்வருவனவறயை மதிப்பிடு் :

 (i) 4 2−∫ x dx   (ii)   25 92x dx−∫  (iii) x x dx2 1+ +∫   (iv) ( )( )x x dx− −∫ 3 5  
தீரவு

 (i)  I = 4 2- x dx  என்்.

    = 22 2−∫ x dx

    = 
x x x c
2

2 2
2 2

2 2
2

1− + 





 +

−sin

   எனநவ, I = 
x x x c
2

4 2
2

2 1− + 





 +

−sin

 (ii)  I = 25 92x dx−∫  என்்.

    = ( )5 32 2x dx−∫  

    = 
1
5

5
2

5 3 3
2

5 5 32 2
2

2 2x x x x c( ) log ( )− − + −










 +  

   எனநவ,  I = 
1
5

5
2

25 9 9
2

5 25 92 2x x x x c− − + −




+log  
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236XI - கணிதவியல்

 (iii)                  I = x x dx2 1+ +∫  என்்.

                                 = x dx+






 +








∫ 1

2
3

2

2 2

 

          =  
x

x x x
+

+





 +









 +











+ + +







1
2

2
1
2

3
2

3
2
2

1
2

1
2

2 2

2

2

log ++

























+

3
2

2

c

                 எனநவ, I = 
2 1

4
1 3

8
1
2

12 2x x x x x x c+
+ + + + + + + +log  

 (iv)                  I = ( )( )x x dx− −∫ 3 5  என்்.

                                 = 8 152x x dx− −∫
                                  = 1 42 2− −∫ ( )x dx

                                 =  
x x x c− − − + −





+−4
2

1 4 1
2

4
1

2 2 1( ) sin  

                 எனநவ, I =  
x x x x c−

− − + − +−4
2

8 15 1
2

42 1sin ( )  

பயிற்சி 11.12

 பின்வரும் சாரபு்ளின் கைாய்க் ்ாண்.

 (1) (i)  x x2 2 10+ +      (ii)  x x2 2 3- -  (iii) 6 4−( ) −( )x x   

        (2) (i) 9 2 5 2− +( )x     (ii) 81 2 1 2+ +( )x    (iii) ( )x+ −1 42

பயிற்சி 11.13

சரிைான அல்லது மி்வும் ஏறபுய்டை  விய்டயியனக் க்ாடுக்்ப்பட்்ட ோன்கு மாறறு விய்ட்ளில் 
இருநது நைரநகைடுக்்வும்.
 (1) f x dx g x c( ) ( )∫ = + எனில், ∫ ′f x g x dx( ) ( ) என்பது
  (1) ò ( ( ))f x dx2   (2) ò f x g x dx( ) ( )   (3) ∫ ′f x g x dx( ) ( )   (4) ò ( ( ))g x dx2  

 (2) 
3 3

1

2

1x
x

x
dx k c= +∫ ( ) எனில், k -ன் மதிப்பு

	 	 (1)	log	3				(2)		-log3    (3) −
1

3log
     (4) 

1
3log

 (3) ′ = − +∫ f x e dx x e cx x( ) ( )
2 2

1  எனில்,  f(x) என்பது

  (1) 2
2

3
2

x x x c− + +  (2) x x x c
3

2

2
3 4+ + +    (3) x x x c3 24 6+ + +    (4) 

2
3

3
2x x x c− + +

11 Integral Calculus.indd   236 03-09-2018   16:01:04



237 த�ொகை நுணைணி�ம்

 (4) (x, y) என்ை ஏநைனும் ஒரு புளளியில் ஒரு வயைவயரயின் சாய்வு x
x

2

2

4−  ஆகும்.

 .   இவவயைவயர (2, 7) என்ை புளளி வழிைா்ச் கசன்ைால் , வயைவயரயின் சமன்பாடு   

(1) y x
x

= + +4 3   (2) y x
x

= + +
4 4  (3) y x x= + +2 3 4   (4) y x x= − +2 3 6  

 (5) e x
xe

dx
x

x

( )
cos ( )

1
2

+∫  =

  (1) cot( )xe cx +   (2) sec( )xe cx +   (3) tan( )xe cx +   (4) cos( )xe cx +  

 (6)  
tan

sin
x
x
dx

2ò =

  (1) tan x c+   (2) 2 tan x c+   (3) 
1
2

tan x c+   (4) 
1
4

tan x c+  

 (7) sin3 x dx ò  =

  (1) − − +3
4

3
12

cos cosx x c   (2) 3
4

3
12

cos cosx x c+ +

  (3) − + +
3

4
3

12
cos cosx x c   (4) 

−
− +

3
4

3
12

sin sinx x c  

 (8) e e
e e

dx
x x

x x

6 5

4 3

log log

log log

−
−∫  =

  (1) x c+   (2) 
x c

3

3
+   (3) 

3
3x
c+   (4) 

1
2x
c+  

 (9) 
sec
cos
x
x
dx

2ò  =

  (1) tan (sin )− +1 x c   (2) 2 1sin (tan )− +x c     (3) tan (cos )− +1 x c    (4) sin (tan )− +1 x c

 (10) tan cos
cos

− −
+









∫ 1 1 2

1 2
x
x
dx  =

  (1) x c2 +   (2) 2 2x c+   (3) x c
2

2
+   (4) − +

x c
2

2
 

 (11) 23 5x dx+∫  =

  (1) 3 2
2

3 5( )
log

x

c
+

+  (2) 
2

2 3 5

3 5x

x
c

+

+
+

log( )
 (3) 

2
2 3

3 5x

c
+

+
log  (4) 

2
3 2

3 5x

c
+

+
log

 (12) sin cos
sin cos

8 8

2 21 2
x x
x x

dx−
−∫  =

  (1) 1
2

2sin x c+   (2)  − +
1
2

2sin x c  (3) 1
2

2cos x c+   (4) − +
1
2

2cos x c  
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238XI - கணிதவியல்

 (13) e x x x
x

dx
x ( tan tan )2 1 1

2

1
1

− −+ +
+∫  =  

(1) e x cx tan ( )− + +1 1  (2) tan ( )− +1 e cx   (3) e x cx (tan )−

+
1 2

2
  (4) e x cx tan− +1  

 (14) x x
x

xdx
2 2

2
2

1
+
+∫ cos cosec  =

  (1) cot sinx x c+ +−1
   (2) − + +−cot tanx x c1

 

  (3) − + +−tan cotx x c1
 (4) − − +−cot tanx x c1

 (15) x x dx2 cosò  =

  (1) x x x x x c2 2 2sin cos sin+ − +   (2) x x x x x c2 2 2sin cos sin− − +

  (3) − + + +x x x x x c2 2 2sin cos sin  (4) − − + +x x x x x c2 2 2sin cos sin

 (16) 
1
1
−
+∫ x
x
dx  =

  (1) 1 2 1− + +−x x csin   (2) sin− − − +1 21x x c

  (3) log | |x x x c+ − − − +1 12 2   (4) 1 12 2− + + − +x x x clog | |

 (17) 
dx
ex−∫ 1 =

  (1)  log | | log | |e e cx x− − +1  (2) log | | log | |e e cx x+ − +1

  (3) log | | log | |e e cx x− − +1  (4) log | | log | |e e cx x+ − +1

 (18) e x dxx−∫ 4 cos =

  (1)
e x x c

x−

− +
4

17
4[ cos sin ]   (2) e x x c

x−

− + +
4

17
4[ cos sin ]

  (3) e x x c
x−

+ +
4

17
4[ cos sin ]  (4) e x x c

x−

− − +
4

17
4[ cos sin ]

(19) 
sec

tan

2

2 1
x
x

dx
−∫ =

  (1) 2 1
1

log tan
tan

−
+

+
x
x

c   (2) log tan
tan

1
1
+
−

+
x
x

c

  (3) 
1
2

1
1

log tan
tan
x
x

c+
−

+   (4) 
1
2

1
1

log tan
tan
x
x

c−
+

+
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 (20)  e x dxx−∫ 7 5sin =

  (1) e x x c
x−

− − +
7

74
7 5 5 5[ sin cos ]   (2) e x x c

x−

+ +
7

74
7 5 5 5[ sin cos ]

  (3) e x x c
x−

− +
7

74
7 5 5 5[ sin cos ]  (4) e x x c

x−

− + +
7

74
7 5 5 5[ sin cos ]

 (21) x e dx
x

2 2ò  =

  (1) x e xe e c
x x x

2 2 2 24 8− − +  (2) 2 8 162 2 2 2x e xe e c
x x x

− − +

  (3) 2 8 162 2 2 2x e xe e c
x x x

− + +  (4) x e xe e c

x x x

2
2 2 2

2 4 8
− + +

 (22) 
x
x

dx+
−∫ 2

12  =

  (1) x x x c2 21 2 1− − + − +log | |   (2)  sin log | |− − + − +1 22 1x x x c

  (3) 2 12 1log | | sinx x x c+ − − +−  (4) x x x c2 21 2 1− + + − +log | |

 (23) 
1

52x x
dx

(log ) −∫ =

  (1) log | |x x c+ − +2 5   (2) log | log log |x x c+ − +5  

  (3) log | log (log ) |x x c+ − +2 5   (4) log | log (log ) |x x c− − +2 5

 (24) sin xdxò  =

  (1) 2 − +( ) +x x x ccos sin  (2) 2 − −( ) +x x x ccos sin  

  (3) 2 − −( ) +x x x csin cos  (4) 2 − +( ) +x x x csin cos

 (25) e dxxò =

  (1) 2 1x e cx( )− +    (2) 2 1x e cx( )− +  

  (3) 2 1e x cx ( )− +   (4) 2 1e x cx ( )− +
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்பொ்டத் த�ொகுபபு

வய்யி்டல் எதிரவய்யி்டல்

( ) 0,d c
dx

=    இங்கு c  ஒரு மாறிலி 0dx c=∫ , இங்கு  c  ஒரு மாறிலி

( ) ,d kx k
dx

= இங்கு k  ஒரு மாறிலி
k dx kx c∫ = +  c  ஒரு ைன்னிச்யச மாறிலி

1

1

n
nd x x

dx n

+ 
= + 

1

, 1
1

n
n xx dx c n

n

+

= + ≠ −
+∫       (அடுக்குக் விதி) 

1logd x
dx x

 =   
1 logdx x c
x

= +∫

( )cos sind x x
dx

− = sin cosx dx x c= − +∫

( )sin cosd x x
dx

= cos sinx dx x c= +∫  

( ) 2tan secd x x
dx

= 2sec tanx dx x c= +∫

( ) 2cot cosecd x x
dx

− = 2cosec cotx dx x c= − +∫

( )sec sec tand x x x
dx

= sec tan secx x dx x c= +∫  

( )cosec cosec cotd x x x
dx

− = cosec cot cosecx x dx x c= − +∫  

( )x xd e e
dx

= x xe dx e c= +∫  

log

x
xd a a

dx a
 

= 
  log

x
x aa dx c

a
= +∫

 

( )1

2

1sin
1

d x
dx x

− =
−

1

2

1 sin
1

dx x c
x

−= +
−∫

 

( )1
2

1tan
1

d x
dx x

− =
+

1
2

1 tan
1

dx x c
x

−= +
+∫  
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(1)  k ஒரு மாறிலி எனில், ( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫
(2) 1 2( ( ) ( ) )f x f x dx±∫  = 1 2( ) ( )f x dx f x dx±∫ ∫

f x dx g x c( ) ( )= +∫ எனில், f ax b
a

g ax b c( ) ( )+ = + +∫
1

(1)  tan x dx∫  = log sec x c+   

(2)  cot x dx∫  = log sin x c+

(3)        cosecx dxò  = log cosec cotx x c− +  
(4)  sec x dx∫  = log sec tanx x c+ +  

 பகுதித கைாய்யி்டலுக்்ான  கபரநனாலியின் சூததிரம்
  u மறறும் v  ஆகிையவ  x - ன் சாரபு்ள எனில் கபரநனாலியின் சூததிரமானது      

 udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 ஆகும்.

 இங்கு ′ ′′ ′′′u u u, , ,...    என்பன u -ன் அடுதைடுதை  வய்யி்டல்்ள ஆகும் மறறும்    
      v v v v, , , ,1 2 3   என்பன  dv -ன் அடுதைடுதை கைாய்யி்டல்்ள ஆகும்
u xn=  ( n ஒரு மிய் முழுகவண) என எடுததுக்க்ாளளும்நபாது கபரநனாலியின் சூததிரதயைப்  
பைன்படுததுவது எளிைா் இருக்கும் 

  sinaxe bxdx∫  = 2 2 [ sin cos ]
axe a bx b bx c

a b
− +

+

cosaxe bxdx∫  = e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
+ +[ cos sin ]

dx
a x2 2−∫ =

1
2a

a x
a x

clog +
−







 +

dx
a x2 2−

∫ = sin− 





 +

1 x
a

c

dx
x a2 2−∫ =

1
2a

x a
x a

clog −
+







 +

dx
a x2 2+∫ =

1 1

a
x
a

ctan− 





 +

dx
x a2 2−

∫ = log x x a c+ − +2 2
dx
x a2 2+

∫ = log x x a c+ + +2 2

a x dx x a x a x
a

c2 2 2 2
2

1

2 2
− = − + 






 +

−∫ sin

x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
− = − − + − +∫ log

x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
+ = + + + + +∫ log
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கசைல்பாட்டின் இறுதியில்

கிய்டக்்ப் கபறுவது

்படி - 1 
கீழக்்ாணும் உரலி / வியரவுக் குறியீட்ய்டப் பைன்படுததி GeoGebra-வின் “XI 
standard Integration”  பக்்ததிறகுச் கசல்். உங்்ள பா்டம் சாரநை பல பணிதைாள்ள 
இப்பக்்ததில் க்ாடுக்்ப்பட்டிருக்கும்.

்படி - 2 
“Simple Integration” என்ை பணிதைாயைத நைரவு கசய்ைவும். f(x) என்ை கபட்டியில் எநை 
சாரபு்யையும் உளளீடு கசய்ைலாம். அவவாறு உளளீடுகசய்யும் நபாது f(x)-ற்ான 
வயரப்டம் இ்டது பக்்ததிலும், கைாய்ப்படுதைப்பட்்டது வலது பக்்ததிலும்நைான்றும். 
(குறிப்பு : x5 என்பைறகு x^5 என்று உளளீடு கசய்ைவும்). “integration constant” என்னும் 
ேழுவயல ே்ரததி கைாய்யீட்டு மாறிலி மதிப்யப மாறைவும்.

உரலி :
https://ggbm.at/c63hdegc
*ப்டங்்ள அய்டைாைததிறகு மட்டும்.

்படி - 1 ்படி - 2 

இகணயச த்யல்்பொடு 11 (a)

ெதகாக்க நுண்்க�தம்
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கசைல்பாட்டின் இறுதியில்

கிய்டக்்ப் கபறுவது

்படி - 1 
கீழக்்ாணும் உரலி / வியரவுக் குறியீட்ய்டப் பைன்படுததி GeoGebra-வின்“XI 
standard Integration” பக்்ததிறகுச் கசல்். உங்்ள பா்டம் சாரநை பல பணிதைாள்ள 
இப்பக்்ததில் க்ாடுக்்ப்பட்டிருக்கும்.

்படி - 2
“Algebraic type-1” என்பயைத நைரவு கசய்். கசைலுக்்ான வயரப்டம் இ்டது பக்்ததிலும், 
கைாய்ப்படுதைப்பட்்டது வலது பக்்ததிலும்நைான்றும். வயரப்டதயைக்்ாை 
இரணய்டயும் கசாடுக்்வும். ேழுவயலே்ரததி (a)-ன்  மதிப்பியன மாறை முடியும்.
இநை நபான்று க்ாடுக்்ப்பட்டிருக்கும் மறை Algebraic type ்யையும் கசய்து 
மாறைங்்யைஉறறு நோக்கு்.

உரலி :
https://ggbm.at/c63hdegc
*ப்டங்்ள அய்டைாைததிறகு மட்டும்.

கசைல்பாட்டின் இறுதியில்

்படி - 1 ்படி - 2

இகணயச த்யல்்பொடு 11 (b)

ெதகாக்க நுண்்க�தம்
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12.1 அறிமுகம் (Introduction)
	 பிளைசி	 பாஸ்கல்	 (Blaise Pascal)	 	 மற்றும்	 பியரி	 டி	 பபரமாட்	 (Pierre 
de Fermat) ஆகிய	 இரு	 பு்கழ்	 பபற்்ற	 பிபெஞ்சு	 ்கணிதவியலார்கைால்	
உருவாக்கபபட்்ட	 நி்கழ்த்கவு	 க்காட்பாட்டிற்கு	 	 1654-ல்	 ஒரு	 சூதாட்்ட	
்கைத்தில்	 நி்கழ்்நத	 விவாதகம	 மூல	 ்காெணமா்க	 அளம்நதது.	 நி்கழ்த்கவுக	
க்காட்பாட்டின்	 அடிபபள்டக	 	 ப்காளள்க்களை	 முதன்	 முதலில்	 பாஸ்கல்	
மற்றும்	 பபரமாட்	 	 ஆகிகயார	 வடிவளமத்தனர.	 லாபலாஸ	 தனது	ஆழ்்நத	
ஆொய்ச்சிககுப	 பின்னர	 1812	 ல்	 பவளியிட்்ட	 வெலாற்றுச்	 சி்றபபு	 மிக்க	
்கட்டுளெயின்	வாயிலா்க	நி்கழ்த்கவு	க்காட்பாட்டிற்கு	அடித்தைம்	அளமத்தார.	
புளளியியலில்	 கபயிஸின்	 (Bayesian)	 க்காட்பாடு	 மூலமா்க	 நி்கழ்த்கவுககு	
விைக்கம்	அளித்தவர	லாபலாஸ	ஆவார.
	 பதா்டக்கத்தில்	விளையாட்டு்களின்	மூலம்	அறியபபட்்ட	நி்கழ்த்கவானது	
தற்கபாது	பயன்பாட்டுக	்கணிதத்தில்	மி்க	முககியத்துவம்	வாய்்நத	பகுதியா்க	
விைங்குகி்றது.	 ஆயுள	 ்காபபீட்டுப	 பிரிமியம்	 நிரணயத்திலிரு்நது	 கதரதல்	

்கருத்துக்கணிபபு		முடிவு்கள	வளெ	மற்றும்	வாயுவினுள	உளை	மூலக	கூறு்களின்	தன்ளம்களை	அறிய	
நி்கழ்த்கவிளனப	பயன்படுத்துவளதக	்காணலாம்.
	 பளளிப	 பா்டப	 	 பகுதியில்	 நி்கழ்த்கவு	 கேரக்கபபட்்டதற்கு	 	 அதன்	 வாழ்வியல்	 பயன்பாடு	 ஒரு	
முககிய	 ்காெணமா்க	 அளமகின்்றது.	 ‘நி்கழ்த்கவு’	 எனும்	 போல்லானது	 வாய்பபு,	 நி்கழககூடியது,	
ஊகிக்கக	கூடியது,	நி்கழும்	ோத்தியக	 	கூறு,	ோத்க	அல்லது	பாத்க	விகிதம்,	இள்டயூறு,	எதிரபாரபபு	
என்்ற	பலப	பபாருளைத்	தருகின்்றது.
	 அன்்றா்ட	வாழ்வில்	பல	தருணங்்களில்	நமது	அனுமானங்்கள	நிச்ேயமற்்றதா்க	அளமகின்்றது.			
இ்நத	 நிச்ேயமற்்ற	 தன்ளமளய	 அைககும்	 ்கணிதபபிரிகவ	 நி்கழ்த்கவுக	 க்காட்பாடு	 என	
அளழக்கபபடுகி்றது.	ஒரு	நி்கழ்ச்சியின்	நி்கழககூடிய	வாய்பபின்	அைவிளனக	்கணிபபது	நி்கழ்த்கவு	
ஆகும்.

12

வாழ்கள்கயில்	நி்கழும்	ஒவபவாரு	நி்கழ்வும்	நி்கழ்த்களவச்	ோர்நகத	
அளமகின்்றது

லாபலாஸ

லாபலாஸ்
1749-1827

கற்றலின் ந�ோககஙகள்
            

இபபா்டபபகுதி	நிள்றவுறும்கபாது	மாணவர்கள	அறி்நதிருக்க	கவண்டியளவ்கைா்க

• நி்கழ்த்கவின்	வழக்கமான	க்காட்பாட்ள்டயும்		அடிபபள்ட	அணுகுமுள்ற்களையும்	அறிதல்
•			ஒன்ள்றபயான்று	விலககும்	நி்கழ்ச்சி்கள	ஒன்ள்றபயான்று	விலக்கா	நி்கழ்ச்சி்கள	மற்றும்	

யாவுமைாவிய	நி்கழ்ச்சி்களைப	புரி்நது	ப்காளளுதல்
•	 ோரபு	நிளல	நி்கழ்த்கவு	,	ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள	பற்றிய	்கருத்துக்களைப	புரி்நது	ப்காளளுதல்
• கபயிஸ	கதற்்றத்ளதப	பயன்படுத்தும்	முள்றயிளன	அறி்நது	ப்காளளுதல்
•  நள்டமுள்ற	வாழ்கள்கயில்	நி்கழ்த்கவுக	க்காட்பாடு்களைப	பயன்படுத்த		அறி்நது	ப்காளளுதல் 

ஆகியளவ	எதிரபாரக்கபபடுகின்்றன.

12அத்தியாயம் நிகழ்தகவு ககாட்ாடு - ஓர் அறிமுகம்
(INTRODUCTION TO PROBABILITY THEORY)
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12.2 அடிப்டை வடையடைகள்(Basic definitions)
	 நி்கழ்த்கவுக	 க்காட்பாட்ள்டக	 ்கற்பதற்கு	 முன்பு	 நாம்	 மு்நளதளய	 வகுபபு்களில்	 அடிக்கடி	
பயன்படுத்திய	சில	வளெயள்ற்களை	நிளனவு	கூரகவாம்.		

வடையடை 12.1 
 ஒரு	 பேயல்பாடு	 வளெயறுக்கபபட்்ட	 முடிவு்களைக	 ப்காண்டிருககுகமயானால்,	
அச்பேயல்பாட்டிளனச்	கோதளன  (experiment) என	அளழககிக்றாம்.

வடையடை 12.2
	 நிரணயிக்கபபட்்ட	 கோதளன	 (Deterministic Experiment):	 ஒகெ	 மாதிரியான	 சூழ்நிளலயில்,	
ஒரு	 கோதளனயின்	 முடிவு்களை	 முன்கூட்டிகய	 உறுதியா்கக	 ்கணிக்க	 முடியுமாயின்,	 அது	
நிரணயிக்கபபட்்ட	கோதளனயாகும்.

வடையடை 12.3
	 ேமவாய்பபுச்	கோதளன	(Random Experiment  or non deterministic)	என்பது		

 (i) ஒரு	கோதளனயில்	கிள்டக்கக	கூடிய	எல்லாதவிதச்	ோத்தியக	கூறு்களை	முன்கூட்டிகய	
அறி்நதிருக்க	முடியும்.

 (ii) கோதளனககு	முன்கப	முடிவிளனக	்கணிக்க	இயலாது	மற்றும்

 (iii) ஒகெ	மாதிரியான	சூழ்நிளலயில்	இச்கோதளனளய	மீண்டும்	மீண்டும்	பயன்படுத்த	
இயலும்.

ஒரு	 ப்கள்டளய	 “உருட்டுவது”,	 ஒரு	 நாணயத்ளதச்	 “சுண்டுவது”	 முதலியன	 ேமவாய்பபுச்	
கோதளனககு	உதாெணங்்கைாகும்.

வடையடை 12.4
	 ஒரு	 ேமவாய்பபுச்	 கோதளனயில்	 கிள்டக	 கூடிய	 அடிபபள்ட	 நி்கழ்வு்களை	 (முடிவு்களை)	
கமலும்	பிரிக்க	இயலாது	எனில்	அது	ஒரு	ோதாெண	நி்கழ்ச்சியாகும்	(simple event).

வடையடை 12.5
 ேமவாய்பபுச்	கோதளனயின்	எல்லா	நி்கழ்வு்களையும்	ப்காண்்ட	்கணமானது	கூறுபவளி	(Sample 
space) எனபபடும்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.1
 (1) (i)  ஒரு	ப்கள்டளய	ஒருமுள்ற	உருட்டிக	கிள்டக்கககூடிய	கூறுபவளியானது	    

   S ={ }1 2 3 4 5 6, , , , ,

 (ii) ஒரு	நாணயத்ளதச்	சுண்டினால்	கிள்டககும்	கூறுபவளி S H T={ },  
 (2) (i) தளலவிழும்	வளெ	ஒரு	 நாணயத்ளத	எத்தளன	முள்ற	சுண்்ட	கவண்டும்	என	முன்கப	

அறிய	 இயலாது.	 இச்கோதளனயின்	கூறுபவளி	 	 S H TH TTH TTTH={ }, , , ,...  என்்ற	
முடிவு்றாக	்கணம்	ஆகும்.

க�ா்தடை

நிர்்ணயிககப்டை க�ா்தடை �மவாய்பபுச் க�ா்தடை

(மை்ணு நிர்்ணயித்்தல்) (இலகடகத் ்தாககு்தல்)
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  (ii) பதா்டரவண்டிப	பயணச்சீட்டு	வாங்்கப	பயணச்சீட்டு	வழங்கும்	இ்டத்தில்	்காத்திருககும்	
பயணி்களின்	எண்ணிகள்கககுத்	பதா்டரபுள்டய	கூறுபவளியானது S ={ , , ,...}0 1 2 .

 (3) (i) ேமவாய்பபு	 முள்றயில்	 0-ககும்	 1-ககும்	 இள்டயில்	 ஒரு	 எண்ளணத்	 கதர்நபதடுக்க	
அளமயும்	கோதளனயின்	கூறுபவளி	 S x x      = < <{ : }0 1 .

  (ii) ஒரு	 மின்	 விைககின்	 ஆயுள	 ்காலத்ளதக	 ்காட்டும்	 (	t	 மணிகநெத்தில்)	 நி்கழ்ச்சியின்	
கூறுபவளி  S = { t: 0 < t<1000}  

	 எடுத்து்காட்டு (2)	 மற்றும்	 (3)	 ல்	 அளம்நதுளை	 இரு	 வள்கயான	 முடிவு்றா	 ்கணங்்களை	
கவறுபடுத்தும்கபாது,	 	 	 அதில்	 ஒன்று	 மற்ப்றான்ள்றவி்டக	 குறிபபி்டத்தக்க	 	 அதி்க	 உறுபபு்களைப										
பபற்றுளைது	 என	 அறியலாம்.	 குறிபபா்க	 (2)	 ல்	 உளை	 கூறுபவளி	 S-ல்	 உளை	 உறுபபு்கள	
எண்ணி்டத்தக்களவ.	 ஆனால்	 (3)	 ல்	 உளை	 கூறுபவளியின்	 உறுபபு்கள	 எண்ணி்டத்தக்கதல்ல.	
எண்ணி்டத்தக்க	 மற்றும்	 முடிவற்்ற	 (countably infinite) ்கணங்்களின்	 உறுபபு்களைப	 பட்டியலிட்டு	
அளவ்களை	 	 இயல்	 எண்்கள	 ்கணம்	 	 N-உ்டன்	 ஒன்றுக	 ப்கான்று	 பதா்டரபுபடுத்தலாம்.	 ஆனால்	
எண்ணணி்டத்தக்க	இயலாத	்கணங்்களை	இவவாறு	பதா்டரபுபடுத்த	இயலாது.

 கமகல	 உளை	 எடுத்துக்காட்டு்கள	 மூலம்	 ஒரு	 கூறுபவளியில்	 உளை	 உறுபபு்கள	
எண்ணி்டத்தக்களவயா்க	அல்லது	எண்ணி்டத்தக்களவ	அல்லளவயா்க	இருககும்	என்பது	பதளிவாகி்றது.

12.3 முடிவுறு கூறுவவளி (Finite Sample Space)
 இபபகுதியில்	முடிவுறு	கூறுபபுளளி்கள	உள்டய	கூறுபவளி்களை	மட்டுகம	்காண்கபாம்.

நிகழ்ச்சிகளின் வகககள் :

 இ்நதப	பா்ட	பகுதியில்	நாம்	அடிக்கடிப	பயன்படுத்தககூடிய	சில	முககிய	நி்கழ்ச்சி்களை	(Events)	
வளெயறுபகபாம்.

 • நிச்ேயம்	நி்கழககூடிய	நி்கழ்ச்சி	(Sure event or certain event)

 •	 இயலா	நி்கழ்ச்சி (Impossible event)

 • நிெபபி	நி்கழ்ச்சி	(Complementary event)

 •	 ஒன்ள்றபயான்று	விலககும்	நி்கழ்ச்சி	(Mutually exclusive events)  

 • ஒன்ள்றபயான்று	விலக்கா	நி்கழ்ச்சி	(Mutually inclusive event) 

 •	 யாவுமைாவிய	நி்கழ்ச்சி்கள	(Exhaustive events)

 • ேமவாய்பபு	நி்கழ்ச்சி்கள	(Equally likely events)
 •	 ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள (Independent events) (நி்கழ்த்கவு	ப்காளள்க்களைப	பற்றி	அறி்நத	பின்	

வளெயறுக்கபபடும்) 

{ , , , ,...}S H TH TTH TTTH={1, 2,3, 4,5,6}S =

{ : 0 1}S x x= < <

கூறுவெளியிலுளள நி்கழ்வு்களின்
எண்ணிக்்க

எண்ணிடத்்தக்க
நி்கழ்வு்கள

எண்ணிடத்்தக்க்தல்கா்த நி்கழ்வு்கள

முடிவுறு நி்கழ்வு்கள எண்ணிடத்்தக்க முடிவுறகா நி்கழ்வு்கள
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வடையடை 12.6 
 கூறுபவளியானது	முடிவுறு	உறுபபு்களைக	ப்காண்டிரு்நதால்	அதன்	ஒவபவாரு	உட்்கணமும்	
ஒரு	நி்கழ்ச்சியாகும்.	அதாவது	கூறுபவளியின்	அடுககுக்கணம்	 ( )S -இல்	உளை	உறுபபு்கள	
ஒவபவான்றும்	 ஒரு	 நி்கழ்ச்சியாகும்.	 ஒரு	 நி்கழ்வானது	 கூறுபுளளி்களின்	 பதாகுபபாகும்.	
இ்நநிளலயில்	S	ஆனது	உறுதியான	அல்லது	நிச்ேயம்	நி்கழககூடிய	நி்கழ்ச்சி	என	அளழக்கபபடும்.		
S-இல்	உளை	பவற்றுக	்கணம்	Æஆனது	இயலா	நி்கழ்ச்சி	என	அளழக்கபபடும். 
 

வடையடை12.7
 ஒவபவாரு	நி்கழ்ச்சி  A–உ்டன்	  Aஎன்்ற	மற்ப்றாரு	நி்கழ்ச்சிளயத்	பதா்டரபுபடுத்தலாம். A  
என்பது	A	ன்	நிெபபியாகும். நி்கழ்ச்சி A -ஐ, A இல்லா	நி்கழ்ச்சி	எனவும்	அளழக்கலாம்..

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.2
 கூறுபவளி S = {1,2,3,4}-ன்		எல்லா	உட்்கணங்்களின்	(S-ன்	அடுககுக்கணம்)	்கணம்,

∅( )S  = , {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, {   3}, {2, 4}, {3, 4}, 

          {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 33, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}

 (i)  ( )S -ன்	எல்லா	உறுபபு்களும்	ஒவபவாரு	நி்கழ்ச்சியாகும்.
 (ii) Æஎன்பது	இயலா	நி்கழ்ச்சியாகும்.
 (iii)  {1},{2},{3},{4}என்பளவ	ோதாெண	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்

 (iv) {1, 2,3,4}என்பது	நிச்ேயம்	நி்கழககூடிய	நி்கழ்ச்சி	(Sure event or certain event)	ஆகும்.

வடையடை 12.8
 இரு	நி்கழ்ச்சி்கள	ஒகெ	ேமயத்தில்	நி்கழககூடியளவயல்ல	எனில்	அளவ	ஒன்ள்றபயான்று	
விலககும்	நி்கழ்ச்சி்கள	(Mutually exclusive events)	ஆகும்.
 A A A Ak1 2 3, , ,..., என்பன	ஒன்ள்றபயான்று	விலககும்	நி்கழ்ச்சி்கள	(mutually exclusive) அல்லது	
விலககும்	நி்கழ்ச்சி்கள	(Disjoint events) 	எனில்	 A Ai j∩ =∅ , i j¹

வடையடை 12.9
 இரு	நி்கழ்ச்சி்கள	ஒகெ	ேமயத்தில்	நி்கழககூடியளவ	எனில்	அளவ	ஒன்ள்றபயான்று		விலக்கா	
நி்கழ்ச்சி்கள	(Mutually inclusive  events) ஆகும். A A A Ak1 2 3, , ,...,  என்பன	ஒன்ள்றபயான்று	விலக்கா	
நி்கழ்ச்சி்கள எனில், A Ai j∩ ≠∅ ,  i j¹  

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.3
 ஒரு	ப்கள்டளய	உருட்டும்	கபாது	கிள்டககும்	கூறுபவளியானது S ={ , , , , , }1 2 3 4 5 6 .
 (i) {1, 3} {2, 4, 5, 6}=∩ ∅,  என்பதால்{1,3}மற்றும்{2,4,5,6}ஒன்ள்றபயான்று	விலககும்	

நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.
 (ii) {1,6,},{2,3,5}ஆகியன	ஒன்ள்றபயான்று	விலககும்	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.

 (iii)  {2,3,5},{5,6} என்்ற	நி்கழ்ச்சி்கள	ஒன்ள்றபயான்று	விலக்கா	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்	ஏபனனில்
{2, 3, 5} {5, 6}= 5∩ { }≠∅

வடையடை 12.10
 A A A A Sk1 2 3∪ ∪ ∪ ∪ =

எனில்  A A A Ak1 2 3, , ,..., ஆகியளவ	யாவுமைாவிய	நி்கழ்ச்சி்கள 
ஆகும்.  

வடையடை 12.11
 (i) A Ai j∩ ≠∅ , i j¹    (ii) A A A A Sk1 2 3∪ ∪ ∪ ∪ =, ,  எனில் A A A Ak1 2 3, , ,...,  ஆகியளவ	
ஒன்ள்றபயான்று	விலககும்	மற்றும்	யாவுமைாவிய	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.   
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விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.4

 ஒரு	ப்கள்டளய	உருட்டும்	கபாது	கிள்டககும்	கூறுபவளியானது,	 S = {1,2,3,4,5,6} . 
 இககூறுபவளியில் {2,3},{1,3,5},{4,6},{6}  மற்றும் {1,5}	என்பளவ	சில	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.

 (i)  {2, 3} {1, 3, 5} {4, 6} = 1, 2, 3, 4, 5, 6∪ ∪ { }  = S (கூறுபவளி), என்பதால் 
{2,3},{1,3,5},{4,6}ஆகியளவ	யாவுமைாவிய	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.

 (ii) அகத	கபான்று {2,3},{4,6}மற்றும் {1,5}ஆகியளவயும்	யாவுமைாவிய	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.
 (iii) {1,3,5},{4,6},{6}மற்றும் {1,5}ஆகியளவ	யாவுமைாவிய	நி்கழ்ச்சி்கள	அல்ல. 
  (ஏபனனில் {1, 3, 5} {4, 6} {6} {1, 5}∪ ∪ ∪ ≠ S ).
 (iv) {2,3},{4,6},மற்றும் {1,5}ஆகியளவ	 ஒன்ள்றபயான்று	 விலககும்	 மற்றும்	 யாவுமைாவிய	

நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.	ஏபனனில் { , } { , } , { , } { , } ,{ , } { , }2 3 4 6 2 3 1 5 4 6 1 5∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅   மற்றும்	
{ , } { , } { , } .2 3 4 6 1 5       ∪ ∪ = S

 வவன்்படஙகளின் வோயிலோகப் ்பலவகக நிகழ்ச்சிகளுடன் கூடிய கூறுவவளிககைக கணடறிவது 
எளிது என்்பதகைக கீழ்ககோணும் ்படஙகள் விைககுகி்றது.

வடையடை 12.12
 ஒவபவாரு	நி்கழ்ச்சியும்	நி்கழும்	வாய்பபிளனச்	ேமமா்க	பபற்றிருபபின்	அளவ	ேமவாய்பபு	
நி்கழ்ச்சி்கள	(Equally likely events)	என	அளழக்கபபடும்.

 (i) ேமவாய்பபு	நி்கழ்ச்சிககு	ஒர	எடுத்துக்காட்டு:	ஒரு	சீொன	ப்கள்ட	உருட்்டபபடுகி்றது

   (ii) ேமவாய்பபில்லாத	 நி்கழ்ச்சி்களுககு	 ஒர	 எடுத்துக்காட்டு	:	 ப்டத்தில்	 ்காட்டிய	 ஒரு	 நி்றம்	
பூேபபட்்ட	ப்கள்ட	உருட்்டபபடுகி்றது.

A மற்றும்	 B 
ஒன்ள்றபயான்று	

விலககும்	நி்கழ்ச்சி்கள

S
A B A B

B

A

S S

A

B

S

A மற்றும்	 B 
ஒன்ள்றபயான்று	

விலக்கா	நி்கழ்ச்சி்கள

A மற்றும்	 B 
ஒன்ள்றபயான்று	
விலககும்	மற்றும்	
யாவுமைாவிய	
நி்கழ்ச்சி்கள

A மற்றும்	 B 
ஒன்ள்றபயான்று	
விலக்கா	மற்றும்	
யாவுமைாவிய	
நி்கழ்ச்சி்கள

ப்கள்டயில்	கதான்றும்	எண்
நி்கழ்வதற்்கான	வாய்பபு 5 1

4
1 3 6 4

5

2
 1 2 3 4 5 6

 1 1 1 1 1 1

ப்கள்டயில்	கதான்றும்	நி்றம்

நி்கழ்வதற்்கான	வாய்பபு
 

 1 1 1 2 1
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 இகத	 கபால்	 ஒரு	 நாணயத்ளதச்	 சுண்டிவிடும்	 கபாது	 தளல	 அல்லது	 பூ	 வீழும்	 நி்கழ்ச்சி்கள	
ேமவாய்பபு	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.

கூறுவவளிககைக கோணும் முக்றகள்

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.5
 (i)  இரு	நாணயங்்களைச்	சுண்டிவிடும்	கபாது	கிள்டககும்	கூறுபவளியானது	
  S H T H T H H H T T H T T= × ={ , } { , } {( , ), ( , ), ( , ), ( , )}அல்லது{ , , , }HH HT TH TT  
 (ii) ஒகெ	ேமயத்தில்,	ஒரு	நாணயம்	சுண்்டபபடுகி்றது	மற்றும்	ஒரு	ப்கள்ட	உருட்்டபபடுகி்றது		 	
	 	 எனில்	கிள்டககும்	கூறுபவளியானது	
  S H T= ×{ , } { , , , , , }1 2 3 4 5 6  = { , , , , , , , , , , , }H H H H H H T T T T T T1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6  அல்லது
  S H H H H H H T T T={( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), (1 2 3 4 5 6 1 2 3 TT T T, ), ( , ), ( , )}.4 5 6  
 நாணயம்	 மற்றும்	 ப்கள்டயால்	 கிள்டககும்	 முடிவு்களை	 (out comes)	 வரிளே	 மாற்றியும்	
கூறுபவளிளய	எழுதலாம்.	சில	ேமவாய்பபு	கோதளன்கைால்	கிள்டககும்	கூறுபவளி்கள	பின்வரும்	
அட்்டவளணயில்	பட்டியலி்டபபட்டுளைது.

சமவோய்ப்புச் 
நசோதகை

முடிவுகளின் 
வமோதத 

எணணிககக
கூறுவவளி

சீொன	ஒரு	
நாணயத்ளதச்
சுண்டுதல்

2 21 = { , }H T 

சீொன	இரு	
நாணயங்்களைச்
சுண்டுதல்

2 42 = { , , , }HH HT TH TT   

சீொன	மூன்று	
நாணயங்்களைச்
சுண்டுதல்

2 83 = { , , , , , , , }HHH HHT HTH THH HTT THT TTH TTT       

ஒரு	சீொன	
ப்கள்டளய
உருட்டுதல்

6 61 = {1, 2,3, 4, 5,6}

இரு	சீொன	
ப்கள்ட்களை	
உருட்டுதல்	அல்லது	
ஒரு	சீொன	
ப்கள்டளய	இருமுள்ற	
உருட்டுதல்

6 362 =

52	சீட்டு்களைக	
ப்காண்்ட	ஆட்்ட	
சீட்டுக	்கட்டிலிரு்நது	
ஒன்ள்ற	உருவுதல்

52 521 =

Heart        ♥ A 2  3  4  5  6  7  8  9  10  J  Q  K 	சிவபபு	நி்றம்
Diamond  ♦ A 2  3  4  5  6  7  8  9  10  J Q  K  சிவபபு	நி்றம்
Spade       ♠ A 2  3  4  5  6  7  8  9  10  J Q  K ்கருபபு	நி்றம்
Club         ♣ A 2  3  4  5  6  7  8  9  10 J Q  K ்கருபபு	நி்றம்

{(1,1) ,(1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), 

(2,1), (2,2), (22,3), (2,4), (2,5), (2,6), 

(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,,5), (3,6), 

(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), 

(5,11), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6), 

 (6,1), (6,2),(6,3)), (6,4), (6,5), (6,6)}
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குறியீடுகள்
 A மற்றும்	B என்பன	இரு	நி்கழ்ச்சி்கள	என்்க.
 (i)   A BÈ என்பது	A அல்லது B அல்லது	இெண்டும்	நி்கழ்வது

 (ii)  A BÇ என்பது  A மற்றும் B ஒகெ	கநெத்தில்	நி்கழ்வது.
    A BÇ என்பளத AB எனவும்	குறிபபி்டலாம்.

 (iii)  A அல்லது	 ¢A அல்லது	 Ac  என்பது 
  A நி்கழாளமளயக	குறிககி்றது	.
 (iv) ( )A BÇ என்பது  A மட்டும்	

	 	 நி்கழ்வளதக	குறிககி்றது.

12.4 நிகழ்தகவு (Probability)
12.4.1 நிகழ்தகவின் ்ழடமயாை (முன்ைறி நிகழ்தகவு) வடையடை  
(வ்ர்கைாலியின் �மவாய்பபுக வகாள்டக)

(Classical definition (Aprior i )  of probability (Bernoulli’s principle of equally likely))

 முன்வகுபபில்	 நி்கழ்த்கவின்	 வளெயள்றளயப	 பயன்படுத்திக	
்கணிதத்தில்	 தீரவு	 ்கண்க்டாம்.	 இங்கு	 நி்கழ்த்கவின்	 அடிபபள்டக	
ப்காளள்க்களின்	அணுகுமுள்றளயப	பற்றி	அறிகவாம்	(பின்	நி்கழ்த்கவு).

	 பழளமயான	ப்காளள்க்களின்	கீழ்	வரும்	அடிபபள்டக	ப்காளள்கயில்	
எகதச்ளேயான	கோதளனயின்	விளைவு்கள	ேமவாய்பபில்	இருககும்.		ஒரு	
கோதளனயில்	 யாவுமைாவிய	 மற்றும்	 ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	 ேமவாய்பபுளை	முடிவு்கள	 n 
எண்ணிகள்கயிலும்,	அவற்றில் m எண்ணிகள்கயுளை	முடிவு்கள	A-விற்கு	ோத்கமா்கவும்	இருபபின் 

A-யினுள்டய	நி்கழ்த்கவு	
m
n  

ஆகும்.	அதாவது	,		P A
m
n

( )= .

வடையடை 12.13
 ஒரு	 ேமவாய்பபு	 கோதளனயின்	கூறுபவளி	 Sஎனவும்	அதன்	 ஏகதனும்	ஒரு	 நி்கழ்ச்சி	 A
எனவும்	ப்காள்க.	Sமற்றும்	 A -லுளை	உறுபபு்களின்	எண்ணிகள்க	முள்றகய	 n S( )மற்றும்	 n A( )

எனில்		 A -ன்	நி்கழ்த்கவு,	

   
?f;;F rhj fi;fpz;zv dhkf

?y; cs;s
P A n A

n S
A

S
( )

( )

( )
= =

  aht[kshtpa Kot[fspd; vz;zpf;if

Kot[fspd; 

ஒவவவோரு நிகழ்தகவியல மோதிரிககை உள்ைடககிய வசயலமுக்ற பின்வரும் ்படததில விைககப் 
்பட்டுள்ைை.

 நி்கழ்த்கவின்	 பழளமயான	 வளெயள்றயானது	 முடிவுறு	 எண்ணிகள்கயுளை	
ோத்தியமான	 முடிவு்கள	 (outcomes)	 ப்காண்்ட	 கோதளன்களுககு	 மட்டும்	 பயன்படும்	 வள்கயில்	
வளெயறுக்கபபட்டுளைது.	 கமலும்	 இவவளெயள்றயின்	 மூலம்,	 கோதளன்களின்	 ேமவாய்பபு	
நி்கழ்ச்சி்களு்டன்	 பதா்டரபுள்டய	 மற்றும்	 கேரபபியளல	 (combinatorial)	 முதன்ளமயா்கக	 ப்காண்்ட	
்கணககீடு்களை	 மட்டுகம	 தீரக்கக	 கூடியதா்க	 அளம்நதுளைது.	 	 ‘தளல	 விழும்வளெ	 நாணயத்ளத	

அனுபவம்	அல்லது	
உற்றுகநாக்கல்	மூலமா்க	
அல்லாமல்	்கருத்தியல்	
முடிவு்கள	அல்லது	

க்காட்பாடு்களை	உருவாககுதல்	
மூலம்	பப்றபபட்்ட	அறிவு

அனுபவம்	அல்லது	
உற்று	கநாக்கல்	

மூலமா்க	பப்றபபட்்ட	
அறிவு

P(A)
P(B)

P(C)

ேமவாய்பபு
கோதளன

கூறுபவளி	S உட்்கணங்்களின்	பதாகுபபு

நி்கழ்ச்சி	A

நி்கழ்ச்சி	B நி்க
ழ்ச்

சி	
C 

நி்க
ழ்ச்

சி	
A

நி்க
ழ்ச்

சி	
B

நி்க
ழ்ச்

சி	
C

நி
்கழ்

த்க
வு
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சுண்டுதல்’	கபான்்ற	சில	முககிய	ேமவாய்பபுச்	கோதளன்களின்	நி்கழ்ச்சி்களின்	 (events)	 ்கணம்	ஒரு	
முடிவு்றா	்கணத்ளத	உருவாககுவதால்	இவவளெயள்றளயப	பயன்படுத்த	இயலாது.	

	 நி்கழ்த்கவின்	 வழக்கமான	 வளெயள்ற்களின்	 இத்தள்கய	 வெம்பு்கள,	
நி்கழ்த்கவின்	நவீன	வளெயள்றயின்	பரிணாம	வைரச்சிககு	வழிவகுத்தது. 

 ெஷயக	்கணிதவியலாைொன	ஆண்ட்கெ	நிகக்காலவிச்	ப்கால்கமா	குகொவ		
நவீன	நி்கழ்த்கவு	ப்காளள்கககு	அடித்தைம்	அளமத்தார.	அவர	ரிச்ோரட்		ஃபான்	
ளமேங்	அறிமு்கபபடுத்திய	கூறுபவளிளய	அைளவ	இயலு்டன் (measure theory) 
இளணத்து		1933-ல்	நி்கழ்த்கவு	அடிபபள்டக	ப்காளள்களய	அறிமு்கபபடுத்தினார.	

நவீன	 நி்கழ்த்த்கவுக	 க்காட்பாட்டிளனத்	 தரக்க	 ரீதியா்க	 உருவாக்க	 இவருள்டய	
நி்கழ்த்கவுக	ப்காளள்ககய	அடிபபள்டயா்க	அளம்நதது.

12.4.2 நிகழ்தகவின் அடிப்டைக வகாள்டககள் (Axioms of probability)

 S  என்பது	 ஒரு	 ேமவாய்பபுச்	 கோதளனயின்	 முடிவுற்்ற	 கூறுபவளி.   ( )S  என்பது		 
நி்கழ்ச்சி்களின்	பதாகுபபு	எனவும்,	 	 	 P  என்பது	 	 ( )S -ல்	வளெயறுக்கபபடும்	பமய்மதிபபுள்டய	
ோரபு	எனவும்	ப்காள்க.	 P A( )என்பது	கீழ்க்காணும்	ப்காளள்க்களை	நிள்றவு	பேய்தால்,	 A -வின்	
நி்கழ்த்கவு		P A( )என	அளழக்கபபடுகி்றது.

•  [ ]P1  ஏகதனும்	 ஒரு	 நி்கழ்ச்சி A-ககு P A( )³ 0 (குள்றயற்்ற	 எண்	 ப்காளள்க)	 (Non-negativity 
axiom)

• [ ]P2  ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	ஏகதனும்	இரு	நி்கழ்ச்சி்கள	 Aமற்றும் B -ககு

  P A B P A P B( ) ( ) ( )∪ = +       (கூட்்டல்	ப்காளள்க)	(Additivity axiom)

• [ ]P3 நிச்ேய	நி்கழ்ச்சிககு,   P S( )  = 1    (ேமபபடுத்துதல்	ப்காளள்க)	(Normalization axiom)

குறிப்பு  12.1

 (i) 0 1£ £P A( )

 (ii) A A A An1 2 3, , ,...,  என்பளவ	ஒன்ள்றபயான்று	விலககும்	நி்கழ்ச்சி்கள	எனில்,	

  P A A A A P A P A P A P An n( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3∪ ∪ ∪ ∪ = + + + + 

முடிவுறு கூறுவவளிகள் உகடய நிகழ்தகவிறகோை சில நதற்றஙகள்(நிரூ்பணமின்றி)

 கூறு	 பவளியிலுளை	 நி்கழ்ச்சி்கள	 ேமவாய்பபு	 நி்கழ்ச்சி்கள	 எனில்,	 கதற்்றம் 12.1-ளயப	
பயன்படுத்தலாம். அவவாறில்ளலபயனில்	கதற்்றம் 12.2 -ளயப	பயன்படுத்தலாம்.

க்தறைம் 12.1 

	 	S	என்்ற	கூறுபவளியின்	ஏகதனும்	ஒரு	உட்்கணம்	A	என்்க.		 P A n A
n S

( ) ( )
( )

= எனில்	P A( )என்பது

 [ ],[ ]P P1 2  மற்றும்	 [ ]P3 என்்ற	நி்கழ்த்கவுக	ப்காளள்க்களை	நிள்றவு	பேய்யும்.

க்தறைம் 12.2

 S a a a an={ }1 2 3, , ,...,  என்பது	ஒரு	முடிவுறு	கூறுபவளி	என்்க.  கூறுபவளி S -ல்	உளை	ஒவபவாரு	
கூறுபபுளளி	 ai -ககும் pi  என்்ற	பமய்	எண்ணு்டன்	பதா்டரபுபடுத்தி,	

	 பின்வரும்	பண்பு்களை	

ப்கால்கமா	குகொவ
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252XI - கணிதவியல்

 (i) ஒவபவாரு pi ³ 0 .    (ii)     p p p p pi n= + + + + =∑ 1 2 3 1 , நிள்றவு	பேய்தால்
  pi  என்பது ai -ன்	நி்கழ்த்கவு	என	அளழக்கபபடும்.

A என்்ற	 நி்கழ்ச்சியின்	 நி்கழ்த்கவு	 P A( )ஆனது	 A-ன்	 கூறுபுளளி்களின்	 நி்கழ்த்கவு	 கூடுதல்	 என	
வளெயறுக்கபபட்்டால்,	 P A( )என்்ற	 ோரபானது  [ ],[ ],P P1 2  மற்றும்	 [ ]P3  என்்ற	 நி்கழ்த்கவு	
ப்காளள்க்களை	நிள்றவு	பேய்யும்.	

குறிபபு:	 சில	 ேமயங்்களில்	 முடிவுறு	 கூறுபவளியிலுளை	 கூறுபுளளி்களையும்	 அதற்குரிய	
நி்கழ்த்கவு்களையும்	பின்வருமாறு	அட்்டவளணபபடுத்தலாம்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.6

 (1) S ={ , , }1 2 3 என்்க. )(S℘ என்பது S-ன் அடுககுக்கணம்	 	 மற்றும்  P A
n A
n S

( ) ( )
( )

=   எனில் 

P P1 1
3

2 1
3

{ }( )= { }( )=,  மற்றும் P 3 1
3

{ }( )= ,.  [ ],[ ]P P1 2  மற்றும் [ ]P3  என்பன	நி்கழ்த்கவின்	
அடிபபள்ட	 	ப்காளள்க்களை	நிள்றவு	பேய்யும்.	இங்குச்	கோதளனயின்	எல்லா	முடிவு்களும்	

ேமவாய்பபு	நி்கழ்ச்சி்கள	ஆகும்.

 (2) S ={ }1 2 3, , என்்க.	 ( )S என்பது S-ன் அடுககுக்கணம்	ஆகும்.  A எனும் நி்கழ்ச்சியில்		உளை	
உறுபபு்களின்	நி்கழ்த்கவின்	கூடுதல்,	நி்கழ்த்கவு	P A( )என	வளெயறுக்கபபட்்டால்	

   P P1 1
2

2 1
4

{ }( )= { }( )=, 	மற்றும்	P 3 1
4

{ }( )= 	என்பளவ		[ ],[ ],P P1 2 மற்றும் [ ]P3  
நி்கழ்த்கவின்	அடிபபள்டக	ப்காளள்க்களை	நிள்றவு	பேய்யும்.  

 (3) S ={ , , }1 2 3 மற்றும் ( )S  என்பது S-ன்	அடுககுக்கணம்	ஆகும்.	A எனும் நி்கழ்ச்சியில்		உளை	
உறுபபு்களின்	நி்கழ்த்கவின்	கூடுதல்,	நி்கழ்த்கவு	P A( )என	வளெயறுக்கபபட்்டால்	 

   P P1 0 2 1
2

{ }( )= { }( )=, 	 எனில்	 P 3 1 1
2

{ }( )= −  என்பளவ	 [ ],[ ],P P1 2  
மற்றும் [ ]P3  நி்கழ்த்கவின்	 அடிபபள்டக	 ப்காளள்க்களை	 நிள்றவு	 பேய்யும். 

(2) மற்றும்	(3)-ல்	கோதளனயின்	முடிவு்கள	ேமவாய்பபு	நி்கழ்ச்சி்கள	அல்ல.

குறிப்பு 12.2
 நி்கழ்த்கவின்	மதிபபு்கள	விகிதமு்றா	எண்்கைா்கவும்	இருக்கலாம்.

வகுப்்பக்றச் வசயல்போடு
 ஒவபவாரு	மாணவரும்	ஒரு	நாணயத்ளத	10	முள்ற	சுண்்டகவண்டும்.	

p =
fpilf;Fk; jiyfspd; vz;zpf;if

10
		எனக	்கணககிடு்க.

 அளனத்து	 மாணவர்களும்	 	 நாணயத்ளத	 சுண்டும்கபாது	 கிள்டக்கககூடிய	 தளல்களின்	
பமாத்த	எண்ணிகள்கயின்	விகிதம்	்காண்்க.	 நாணயத்ளதச்	சுண்டும்	எண்ணிகள்க	அதி்கரிககும்	

கபாது	 p ®
1
2 		என	அறியலாம். 

நி்கழ்ச்சி்கள

நி்கழ்த்கவு

a a a an1 2 3 ...

p p p pn1 2 3 ...
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எடுத்துககாடடு 12.1

 A, B  மற்றும் C என்்ற ஒன்ள்றபயான்று விலககிய மூன்று நி்கழ்ச்சி்களை மட்டும்	 ப்காண்்ட	
ஒரு கோதளனயின் நி்கழ்ச்சி்களின் நி்கழ்த்கவு்கள பின்வருமாறு ப்காடுக்கபபட்டுளைன. இளவ	
நி்கழ்த்கவிற்்கான	 ோத்தியமாளனவயா என ஆொய்்க.

      (i)  P A P B P C( ) , ( ) , ( )                           = = =
4
7

1
7

2
7

        ..

 (ii) P A P B P C( ) , ( ) , ( ) .                                  = = =
2
5

1
5

3
5

 (iii) P A P B P C( ) . , ( ) . , ( ) . .         = = =−0 3 0 9 0 2        

 (iv) P A P B P C( ) , ( ) , ( ) .       = = − =1
3

1 1
3

0 

 (v) P A P B P C( ) . , ( ) . ( ) . .                 = = =0 421 0 527 0 042   

தீர்வு

 ஒவபவாரு	 கோதளனயிலும்	 ேரியான	 மூன்று	 ஒன்ள்றபயான்று	 விலககிய	 நி்கழ்ச்சி்கள	
மட்டுகம	உளைன.	எனகவ	அளவ	யாவுமைாவிய	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.

   ⇒ = ∪ ∪S A B C
 எனகவ	நி்கழ்த்கவின்	அடிபபள்டக	ப்காளள்கயின்படி

 P A P B P C( ) , ( ) , ( )³ ³ ³0 0 0      மற்றும்

 P A B C P A P B P C∪ ∪( )= + +( ) ( ) ( ) = ( )=P S 1	ஆகும்

 (i)  P A P B( ) , ( )           = ≥ = ≥4
7

1
7

0      0 மற்றும்	P C( )   = ≥
2
7

0

  
 P S( ) =P A P B P C( ) ( ) ( )             = 1+ + = + +4

7
1
7

2
7

  எனகவ	ப்காடுக்கபபட்டுளை	நி்கழ்த்கவு்கள	ோத்தியமானளவகய.

 (ii) P A P B( ) , ( )   0            0 = ≥ = ≥2
5

1
5

மற்றும்	P C( )   0= ≥
3
5

  
ஆனால்P S( ) =P A P B P C( ) ( ) ( )               + + = + + = >2

5
1
5

3
5

6
5

1

  எனகவ	ப்காடுக்கபபட்டுளை	நி்கழ்த்கவு்கள	ோத்தியமானதல்ல.

 (iii)  P C( ) .=− 0 2  ஒரு	குள்ற	எண்ணாயிருபபதால்	ப்காடுக்கபபட்டுளை	நி்கழ்த்கவு்கள		 	
	 	 ோத்தியமானதல்ல

 (iv) ோத்தியமானது.	ஏபனனில்	  

  P A P B( ) , ( )     1  = ≥ = − ≥1
3

0 1
3

0 	மற்றும்	 P C( )  = ≥0 0

  கமலும்	P S( ) = P A P B P C( ) ( ) ( ) .+ + = + − + =1
3

1 1
3

0 1

 (v) P A P B( ) . , ( ) .     = ≥ = ≥0 421 0 0 527 0மற்றும்	P C( ) .  = ≥0 042 0
என	இரு்நதாலும்,	

 P S( )  = P A P B P C( ) ( ) ( ) . . . .+ + = + + = <0 421 0 527 0 042 0 990 1	என்பதால்	ப்காடுக்கபபட்்ட	
நி்கழ்த்கவு்கள	ோத்தியமற்்றளவ.

S

A

B
C
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எடுத்துககாடடு 12.2
	 முதல்	10	மிள்க	முழு	எண்்களில்	இரு்நது	ஒரு	எண்		கதர்நபதடுக்கபபடுகி்றது.	அ்நத	எண்	
(i)	இெட்ள்டப	பள்ட		(ii) மூன்றின்	ம்டங்்கா்க	இருபபதற்்கான	நி்கழ்த்களவக	்காண்்க.

தீர்வு

	 கூறுபவளி S = { }1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, , , , , , , , , , n S( ) =10

 A என்பது	இெட்ள்டபபள்ட	எண்	கிள்டககும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.

  B என்பது	மூன்றின்	ம்டங்கு	கிள்டககும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.

  A n A= ={ , , , , }, ( ) ,2 4 6 8 10 5

  B n B= ={ , , }, ( )3 6 9 3

 P (இெட்ள்டபபள்ட	எண்	கிள்டக்க	)= P A
n A
n S

( ) ( )
( )

.= = =
5

10
1
2

 P (மூன்றின்	ம்டங்கு	கிள்டக்க)= P B
n B
n S

( ) ( )
( )

.= =
3

10

எடுத்துககாடடு 12.3
	 மூன்று	 நாணயங்்கள	 ஒகெ	 ேமயத்தில்	 சுண்்டபபடுகின்்றன.	 (i)	 ேரியா்க	 ஒரு	 தளல	 
(ii)	குள்ற்நதது	ஒரு	தளல	(iii)	அதி்கபட்ேமா்க	ஒரு	தளல	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு்களைக	்காண்்க.

தீர்வு

 மூன்று	 நாணயங்்களைச்	 ஒரு	 முள்ற	 சுண்டுவதும்	 ஒகெ	 நாணயத்ளத	 மூன்று	

முள்றச்சுண்டுவதும்	ஒன்க்ற	என்பளதக	்கவனிக்கவும்.  கூறுபவளி S H T H T H T={ ×{ ×{, } , } , }  

  S =  { , , , , , , , }, ( )HHH HHT HTH THH HTT THT TTH TTT n S = 8

 A	என்பது	ஒரு	தளல	விழும்	நி்கழ்ச்சி,	 	B 	என்பது	குள்ற்நதது	ஒரு	தளல	விழும்	நி்கழ்ச்சி	
மற்றும்	C	என்பது	அதி்கபட்ேமா்க	ஒரு	தளல	விழும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.

  A= { , , }; ( )HTT THT TTH n A = 3
  B= { , , , , , , }; ( )HTT THT TTH HHT HTH THH HHH n B = 7

  C= { , , , }; ( )TTT HTT THT TTH n C = 4 . 
	எனகவ	கதளவபபடும்	நி்கழ்த்கவு்கள

 (i)  P(A) = 
n A
n S
( )
( )

=
3
8

 (ii)  P(B) = 
n B
n S
( )
( )
= 7

8

 (iii)  P(C) = 
n C
n S
( )
( )
= =4

8
1
2

.

குறிப்பு 12.3
 கூறுபவளியில்	 உளை	 உறுபபு்களின்	 எண்ணிகள்க	 மி்கவும்	 சிறிய	 அைவில்	 இரு்நதால்	
கூறுபவளியின்	உறுபபு்களை	விெல்	விட்டு	எண்ணிவி்டலாம்.	ஆனால்	உறுபபு்களின்	எண்ணிகள்க	மி்க	
அதி்க	அைவில்	இரு்நதால்	 கேரபபியல்	 (Combinatorices)	 முள்றளயப	 பயன்படுத்திக	கூறுபவளியில்	
உளை	உறுபபு்களின்	எண்ணிகள்களயக	்கணககி்டலாம்.	
	 பின்வரும்	 ்கணககில்	 உளை	 உறுபபு்களின்	 எண்ணிகள்களயச்	 கேரபபியளலப	 பயன்படுத்திக	
்கணககி்டலாம்.
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எடுத்துககாடடு 12.4
	 பத்து	நாணயங்்கள	சுண்்டபபடுகின்்றன	(i) ேரியா்க	இரு	தளல்கள	(ii)	அதி்கபட்ேமா்க	இெண்டு	
தளல்கள		(iii)குள்ற்நதது	இெண்டு	தளல்கள	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவிளனக	்காண்்க.

தீர்வு
       ஒகெ	 கநெத்தில்	 பத்து	 நாணயங்்களைச்	 சுண்டுவதும்,  ஒகெ	 நாணயத்ளதப	 பத்துமுள்ற	
சுண்டுவதும்	ஒகெ	கூறுபவளிளயக	ப்காடுககும்.

 S என்பது	கூறுபவளி	என்்க                     10முள்ற	             

 அதாவது    S H T H T H T H T={ }×{ }×{ }× ×{ }, , , ,

  Aஎன்பது	ேரியா்க	இரு	தளல்கள	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்ச்சி 
  B என்பது	அதி்கபட்ேமா்க	இரு	தளல்கள	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்ச்சி	மற்றும்	

  C என்பது	குள்ற்நதது	இரு	தளல்கள	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்ச்சி	என்்க. 
 பத்து	நாணயங்்கள	சுண்்டபபடும்கபாது	கூறுபவளியின்	உளை

	 உறுபபு்களின்	எண்ணிகள்க 2 2 102410n = =  
    n(S) = 1024
  

n A C( ) = =10
2 45  

n B C C C( )= + + = + + =10
0

10
1

10
2 1 10 45 56

  n C C C C C( )= + + + +10
2

10
3

10
4

10
10

           = − + = − =n S C C( ) ( )10
0

10
1 1024 11 1013

 கதளவயான	நி்கழ்த்கவு்கள

 (i) P A n A
n S

( ) ( )
( )

= =
45

1024

 (ii) P B
n B
n S

( ) ( )
( )

= = =
56

1024
7

128

 (iii) P C n C
n S

( ) ( )
( )

.= =
1013
1024

எடுத்துககாடடு 12.5
 ஒரு	சீொன	ப்கள்டளய	ஒரு	முள்ற	உருட்டி	விடும்கபாது	
 (i)	இெட்ள்டபபள்ட	எண்	(ii)	மூன்றின்	ம்டங்்கா்க	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்களவக	்காண்்க.

தீர்வு
 S	என்பது	கூறுபவளி,	A	என்பது	இெட்ள்டபபள்ட	எண்	மற்றும்	

 B	என்பது	மூன்றின்	ம்டங்்கா்கக	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்ச்சி	என்்க. 
 எனகவ

 S ={ , , , , , }1 2 3 4 5 6  ⇒ =n S( ) 6

 A={ , , }2 4 6    ⇒ =n A( ) 3

 B ={ , }3 6  ⇒ =n B( ) 2
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 கதளவயான	நி்கழ்த்கவு்கள.

 (i)     P (இெட்ள்டபபள்ட	எண்	கிள்டக்க)  = P A
n A
n S

( ) ( )
( )

= = =
3
6

1
2

 (ii)   P (மூன்றின்	ம்டங்கு	கிள்டக்க)  = P B
n B
n S

( ) ( )
( )

.= = =
2
6

1
3

எடுத்துககாடடு 12.6
 ஒரு	கோடிப	ப்கள்ட்களை	உருட்டி	விடும்கபாது	அவற்றின்	கூட்டுத்	பதாள்க	 
        (i) 7    (ii) 7 அல்லது 9    (iii) 7 அல்லது 12 கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்களவக	்காண்்க?

தீர்வு

 கூறுபவளி			 S = ×{ , , , , , } { , , , , , }1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

   

  = {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), , 
(2,1), (2,

(1,6)S
22), (2,3), (2,4), , (2,6), 

(3,1), (3,2), (3,3), 
(2,5)

(3,4))
(4,3)

, (3,5), , 
(4,1), (4,2), , (4,4), , (4,6)

(3,6)
(4,5) ,, 

(5,1), , (5,3), , (5,5), (5,6), 
 , (6,2)

(5,2) (5,4)
(6,1) ,, , (6,4), (6,5), }(6,3) (6,6)

 நி்கழககூடிய	பமாத்த	நி்கழ்ச்சி்கள	 = 6 362 = = n S( )  

	 A	என்பது	கூடுதல்	7	கிள்டககும்	நி்கழ்ச்சி,	B	என்பது	கூடுதல்	9	கிள்டககும்	நி்கழ்ச்சி	மற்றும்

	 C	என்பது	கூடுதல்	12	கிள்டககும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.

 

A n A
B
= ⇒ =
=

{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )} ( )
{( , ), ( ,

1 6 2 5 3 4 4 3 5 2 6 1 6
3 6 4 55 5 4 6 3 4
6 6

),( , ), ( , )} ( )
{( , )}

⇒ =
=

n B
C                              ⇒ =n C( ) 1

 (i)  P (கூடுதல்	7	கிள்டக்க	) = P(A)

    = 
n A
n S
( )
( )

  6
36

  = =
1
6

 

 (ii)  P (7	அல்லது	9	கிள்டக்க) = P A B P A B( ) ( )     my;yJ = ∪

    = P A P B( ) ( )  +

  (A	மற்றும்	B	ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	நி்கழ்ச்சி்கள, A B∩ =∅ )

    = n A
n S

n B
n S

( )
( )

( )
( )

 +   6
36

+ 4
36

   = =
5

18

 (iii)  P (7	அல்லது	12	கிள்டக்க ) = P A C P A C( ) ( )       my;yJ = ∪

    =  P A P C( ) ( )  +

    (	A	மற்றும்	C	ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	நி்கழ்ச்சி்கள)

    = 
n A
n S

n C
n S

( )
( )

( )
( )

. + 6
36

1
36

7
36

= + =

BA
S

C

(1, 6), (2, 5), 

(3, 4), (4, 3), 

(5, 2), (6, 1)

(3, 6), (
4, 5), 

(5, 4), (
6, 3)

(6, 6)
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எடுத்துககாடடு 12.7

 ந்டபபு	ஆண்டுக்கான		FIDE ேதுெங்்கப	கபாட்டியில்	 (World Chess Federa-
tion)	 க்காபளபளய	 பவன்றி்ட	 X, Y மற்றும்	 Z	 என்்ற	 மூன்று	 நபர்கள	
கபாட்டியிடுகின்்றனர.	X-ன்	பவற்றி	வாய்பபு Y	-ன்	பவற்றி	வாய்பளபப	கபால	3 
ம்டங்்கா்க	இருககும்.		Y-ன்	பவற்றி	வாய்பபு Z-ன்	பவற்றி	வாய்பளபப	கபால	2 
ம்டங்்கா்க	இருககும்	எனில்	ஒவபவாருவரும்	க்காபளபளய	பவல்லுவதற்்கான	
நி்கழ்த்களவக	்காண்்க.
தீர்வு

 ந்டபபு	ஆண்டுக்கான		FIDE க்காபளபளய		X, Y மற்றும்	Z	பவற்றிபபறும்	நி்கழ்ச்சி்களை	A, B  
மற்றும்		C	என்்க.		X-ன்	பவற்றி	வாய்பபு Y	-ன்	பவற்றி	வாய்பளபப	கபால	3	ம்டங்்கா்க	இருககும்.  
எனக		ப்காடுக்கபபட்டுளைது.	எனகவ

  A : B  : :  3 : 1.  (1)   
 Y-ன்	பவற்றி	வாய்பபு Z-ன்	பவற்றி	வாய்பளபப	கபால	2	ம்டங்்கா்க	இருககும்.	எனகவ
  B : C : :  2 : 1           (2)
 (1) மற்றும்	(2)-லிரு்நது  
    A : B : C : :  6 : 2 : 1
 A = 6k,   B =2k,   C = k, இங்கு	k	என்பது	ஒரு	விகித	மாறிலி	ஆகும். 

 க்காபளபளய		X	பவல்வதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	      P A k
k

( ) = 6
9

2
3

=

 க்காபளபளய	Y பவல்வதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	       P B k
k

( ) = 2
9

2
9

=  மற்றும்

 க்காபளபளய	Z	பவல்வதற்்கான	நி்கழ்த்கவு      P C
k
k

( ) . =
9

1
9

=                                                                                                   

எடுத்துககாடடு 12.8
	 மூன்று	 பவவகவறு	 நபர்களுககு	 மூன்று	 ்கடிதங்்கள	 எழுதபபட்டு	
மூன்று	 உள்ற்களில்	 ளவக்கபபட்டு	 அவர்களுக்கான	 விலாேமும்	
எழுதபபட்டுளைன.	 மு்கவரிளயப	 பாரக்காமகல	 ்கடிதங்்களை	
உள்றயிலிடும்கபாது	 (i)	 ஒரு	 ்கடிதம்	 ேரியான	 உள்றயி்ட	 (ii)	 எல்லாக	
்கடிதங்்களுகம	தவ்றா்க	உள்றயிலி்ட	நி்கழ்த்கவு்களைக	்காண்்க.
தீர்வு

 A, B மற்றும்	 C	என்பளவ	உள்ற்களைக	குறிககும்	என்்க.	1, 2	மற்றும்		
3	 ஆனது	 முள்றகய	 	 A, B	 மற்றும்	 	 C-க்கான	
்கடிதங்்களைக	குறிககும்	என்்க.
்கடிதங்்களை	 உள்ற்களில்	 இடுவதற்்கான	
எல்லா	 ோத்தியக	 கூறு்களும்	 அட்்டவளணயில்	
ப்காடுக்கபபட்டுளைன.
 Ci  என்பது	கிள்டக்க	கூடிய	நி்கழ்ச்சி	என்்க.
 X என்பது	 ஒரு	 ்கடிதம்	 மட்டும்	 ேரியான	
உள்றயிலிடும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.
 Y 	 என்பது	மூன்று	 ்கடிதங்்களுகம	 தவ்றா்க	
உள்றயிலிடுவதற்்கான	நி்கழ்ச்சி	என்்க.

 S={ , , , , }, ( ),c c c c c c n S1 2 3 4 5 6 6     =  

1
A gambler's dispute in 1654 led to the 
creation of a mathematical theory of 
probability by two famous French 
mathematicians, Blaise Pascal and 
Pierre de Fermat. The fundamental 
principles of probability theory were 
formulated by Pascal and Fermat for the 
first time. After an extensive research, 
Laplace published his monumental 
work in 1812, and laid foundation to 
Probability theory. In statistics, the 
Bayesian interpretation of probability 
was developed mainly by Laplace. A 
gambler's dispute in 1654 led to the 
creation of a mathematical theory of 
probability by two famous French 
mathematicians, Blaise Pascal and 
Pierre de Fermat. The fundamental 
principles of probability theory were 

2
Three candidates X, Y, and Z are going to 
play in a chess competition to win FIDE 
(World Chess Federation) cup this year. 
X is thrice as likely to win as Y and Y is 
twice as likely as to win Z. Find the 
respective probability to win the 
cup.Three candidates X, Y, and Z are 
going to play in a chess competition to 
win FIDE (World Chess Federation) cup 
this year. X is thrice as likely to win as Y 
and Y is twice as likely as to win Z. Find 
the respective probability to win the 
cup.Three candidates X, Y, and Z are 
going to play in a chess competition to 
win FIDE (World Chess Federation) cup 
this year. X is thrice as likely to win as Y 
and Y is twice as likely as to win Z. Find 
the respective probability to win the 
cup.this year. X is thrice as likely to win 

3
Cup this year. X is thrice as likely to win 
as Y and Y is twice as likely as to win Z. 
Find the respective probability to win the 
cup.Three candidates X, Y, and Z are 
going to play in a chess competition to win 
FIDE (World Chess Federation) cup this 
year. X is thrice as likely to win as Y and Y 
is twice as likely as to win Z. Find the 
respective probability to win the 
cup.Three candidates X, Y, and Z are 
going to play in a chess competition to win 
FIDE (World Chess Federation) cup this 
year. X is thrice as likely to win as Y and Y 
is twice as likely as to win Z. Find the 
respective probability to win the cup.this 
year. X is thrice as likely to win as Y and Y 
is twic
Three candidates X, Y, and Z are going to 
play in a chess competition to win FIDE 

A 
B 

C 

1 1 2 2 3 3

2 3 1 3 1 2

3 2 3 1 2 1

A

B

C

6
c

5
c

4
c

3
c

2
c

1
c
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X c c c n X
Y c c n Y
= =

= =

{ , , }, ( )
{ , } ( )

2 3 6

4 5

3
2

(i)   P X( ) = =
3
6

1
2

           (ii)   P Y( ) = =
2
6

1
3

எடுத்துககாடடு 12.9

 
x y
z 1











 
என்பது		M		என்்ற	அணி	என்்க.	ேமவாய்பபு	முள்றயில்	 x, y மற்றும்	z	ன்	மதிபபு்கள,		

1 2 3, ,{ }என்்ற	்கணத்திலிரு்நது	மதிபபுக்களைப	பப்றலாம்.	கமலும்	மதிபபு்கள	திரும்பத்	திரும்பப	
பயன்படுத்தலாம்	 mjhtJ. x y z= =( )எனில்,	 அணி	 	 M ஆனது	 பூச்சிய	 க்காளவ	 அணியா்க	
இருபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	என்ன?

தீர்வு

 M என்பது	பூச்சிய	க்காளவ		எனில் 
x y
z 1

0= .  அதாவது, x yz− = 0.   x y z, ,( )-்களை	கதரவு	

பேய்யகவண்டிய	வாய்பபு்களுக்கான	்கணம்,		 1 1 1 2 1 2 2 2 1 3 1 3 3 3 1, , , , , , , , , , , , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }= A என்்க.

	 ோத்கமான	நி்கழ்ச்சி்களின்	எண்ணிகள்க										 n A( ) = 5

	 பமாத்த	நி்கழ்ச்சி்களின்	எண்ணிகள்க																 n S( ) = =3 273

 ப்காடுத்துளை	அணி	பூஜ்ஜியக	க்காளவ	அணியா்க	இருபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	
 
P A n A

n S
( ) ( )

( )
= =

5
27

எடுத்துககாடடு 12.10
	 ஒரு	 விளையாட்டுப	 கபாட்டியில்	 பவற்றி	 பபறுபவர	 ஏறும்	
பவற்றி	 கமள்டயானது	 ப்டத்தில்	 உளைவாறு	 மூன்று	 நிளல்கைா்க	
அளமக்கபபட்டுளைன.	 சிவபபு	 வரணம்	 உட்ப்ட	 ஆறு	 வரணங்்களைக	
ப்காண்டு	மூன்று	நிளல்களுககும்	பவவகவ்றான	வரணங்்கள	பூே	கவண்டும்.		
சிறிய	நிளல	கமள்டககு	 (3வது	நிளல)	 சிவபபு	வரணம்	பூேபபடுவதற்்கான	
நி்கழ்த்கவு	என்ன?
தீர்வு
  S	என்பது	கூறுபவளி	என்்க.

 A		என்பது	சிறிய	நிளல	(3	வது	நிளல)	சிவபபு	வரணம்	பூசும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.

n S( ) = 6 6 5 4 1203P = × × =  

n A( )= × =5 4 20  

P A n A
n S

( ) ( )
( )

.= = =
20

120
1
6

12.4.3 �ா்தக மறறும் �ா்தகமறை விகி்தஙகள்  (Odds)
 புளளியியல்	மற்றும்	நி்கழ்த்கவில்	விகிதங்்கள	என்்ற	போல்	அதி்க	அைவில்	பயன்படுத்தபபடுகி்றது.	
ஒரு	நி்கழ்ச்சியில்	A-ககுச்	ோத்க	மற்றும்	அதற்கு	பாத்கமா்க	உளை	நி்கழ்விளனத்	பதா்டரபு	படுத்துவது	
விகிதமாகும்.	a	என்பது	ஒரு	நி்கழ்ச்சி	எத்தளன	வழி்களில்	நி்கழ்கி்றது	மற்றும்	b	என்பது	அகத	நி்கழ்ச்சி	
எத்தளன	வழி்களில்	ந்டக்க	இயலாது	என்பளதயும்	குறிககி்றது	என்்க.  

 

1

2
3

n(S) 6 5 4

n(A) 5 4 சிவப்பு

6 6 3
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259 நிகழ்தகவு ககோட்ோடு - ஓர் அறிமுகம்

                                                P A
a
a b

( )  =
+

.

	 கமலும்	 ஒரு	 நி்கழ்ச்சி	 நி்கழ்வதற்குச்	 ோத்கமான	 விகிதம்	 a : b	 என்பதளன	 அ்நநி்கழ்ச்சிககு	

பாத்கமான	விகிதம்		b : a	என	எழுதலாம்.	ஒரு	நி்கழ்ச்சி	நி்கழ்வதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	p	எனில்,	p	ககு	
ோதமான	விகிதம்	1-p	ஆகும்	மற்றும்	1-p -ககு	பாத்கமான		விகிதம்	p	ஆகும்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.7
 (i) ஒரு	ப்கள்ட	ஒரு	முள்ற	உருட்்டபபடுகி்றது.	கூறுபவளிளய	 S என்்க. A என்பது	5 விழும்	நி்கழ்ச்சி	

என்்க.

  n S( ) = 6 ,   n A( ) =1 மற்றும்	 n A( ) = 5 .

  A -ககு	ோத்கமான	விகிதமானது 1 5:  அல்லது 
1
5

,   A -ககுச்	ோத்கமற்்ற	விகிதம் 5 1: அல்லது  5
1

,

      P A
n A

n A n A
( ) ( )

( ) ( )
=

+
=
+
=1

5 1
1
6

 =  n A
n S
( )
( )

.

 (ii) B என்்ற நி்கழ்ச்சிககுச்	ோத்கமான	விகிதம்	3:5, எனில் P B( ) = 3
8

 (iii) C என்்ற நி்கழ்ச்சிககுச்	ோத்கமற்்ற	விகிதம் 4:11, எனில் P C( ) .=
11
15

எடுத்துககாடடு 12.11
		 இெண்டு	பத்து	ரூபாய்,	4	நூறு	ரூபாய்	மற்றும்	6	ஐ்நது	ரூபாய்	தாள்கள	ஒருவர	பாகப்கட்டில்	
உளைது.	 ேமவாய்பபு	 முள்றயில்	 2	 தாள்கள	 எடுக்கபபடுகின்்றன.	 அவவிெண்டு	 தாள்கள	நூறு	
ரூபாய்	தாள்கைா்க	இருபபதற்குச்	ோத்க	விகிதம்	மற்றும்	அதன்	நி்கழ்த்கவு	என்ன?

தீர்வு

 S 	என்பது	கூறுபவளி	என்்க.

 A		என்பது 2	நூறு	ரூபாய்த்	தாள்களை	எடுககும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.

	 எனகவ n S c( ) = =12 662 ,   n A c( ) = =4 62   மற்றும்  n A( )= − =66 6 60

 A -விற்கு	ோத்கமான	விகிதம்		6: 60 அதாவது	A விற்கு	ோத்கமான	விகிதம்	  1: 10, மற்றும்   

P A( ) .=
1

11

பயிற்சி 12.1
 (1) பின்வரும்		ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	A,	B,	C	மற்றும்	D	என்்ற	நான்கு	நி்கழ்ச்சி்களை	மட்டும்	

ப்காண்்ட	 ஒரு	 கோதளனயின்	 நி்கழ்ச்சி்களின்	 நி்கழ்த்கவு்கள	 ோத்தியமானளவயா	 எனத்	
தீரமானிக்கவும். 

  (i) P(A) = 0.15, P(B) = 0.30,  P(C) = 0.43,  P(D) = 0.12
  (ii) P(A) = 0.22,  P(B) = 0.38,  P(C) = 0. 16,     P (D) = 0.34

  (iii) P(A) = 2
5

 ,   P(B) = 3
5

,    P(C) = -
1
5

,        P(D) = 1
5
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 (2) இெண்டு	நாணயங்்கள	ஒகெ	ேமயத்தில்	சுண்்டபபடுகின்்றன.
	 	 (அ)	ஒரு	தளல	மற்றும்	ஒரு	பூ	
	 	 (ஆ)	அதி்கபட்ேமா்க	இரு	பூ	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு்களைக	்காண்்க.
 (3) ஒரு	 பபட்டியில்	 5	 மாம்பழங்்களும்	 4	 ஆபபிள	 பழங்்களும்	 உளைன.	 ேமவாய்பபு	

முள்றயில்	இெண்டு	பழங்்கள	எடுக்கபபட்்டால் (i)	ஒரு	மாம்பழமும்	ஒரு	ஆபபிள	பழமும்		 
(ii)	இெண்டும்	ஒகெ	வள்களயச்	ோர்நததா்கவும்	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு்களைக	்காண்்க.

  (4) (i)	 ஒரு	 ோதாெண	 வரு்டத்தில்	  (ii)	 ஒரு	 லீப	 வரு்டத்தில்	 53	 ஞாயிற்றுக	 கிழளம்கள	
வருவதற்்கான	நி்கழ்த்கவு்களைக	்காண்்க.

 (5) எட்டு	 நாணயங்்கள	 ஒரு	 முள்ற	 சுண்்டபபடுகின்்றன.	 	 (i)	 ேரியா்க	 இெண்டு	 பூக்கள.		 
(ii)	 குள்ற்நதது	 இெண்டு	 பூக்கள	 (iii)	 அதி்கபட்ேமா்க	 இெண்டு	 பூக்கள	 கிள்டபபதற்்கான	
நி்கழ்த்கவு்களைக	்காண்்க.

 (6) முதல்	100	மிள்க	முழுக்களிலிரு்நது	ஒரு	எண்	கதர்நபதடுக்கபபடுகி்றது.	அது	ஒரு	ப்கா	எண்	
அல்லது	8-இன்	ம்டங்்கா்க	இருக்க	நி்கழ்த்கவு	யாது?

 (7)	 ஒரு	ளபயில்	7	சிவபபு	மற்றும்	4	்கருபபு	நி்றப	ப்நது்களும்	உளைன.	3	ப்நது்கள	ேமவாய்பபு	
முள்றயில்	எடுக்கபபட்்டால்

  (i)  எல்லாப	ப்நது்களும்	சிவபபு	நி்றப	ப்நது்கள
  (ii)	 ஒரு	சிவபபு	மற்றும்	இெண்டு	்கருபபுநி்றப	ப்நது்கள	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு்களைக	

்காண்்க.
 (8) 52	சீட்டுக்களைக	ப்காண்்ட	ஒரு	்கட்டிலிரு்நது	ஒரு	சீட்டு	உருவபபடுகி்றது.	அச்சீட்டு
     (i) ஒரு	ace   அல்லது	 king           (ii) 6 அல்லது	அதற்கும்	குள்றவான	எண்
  (iii) queen   அல்லது	9	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு்களைக	்காண்்க.
 (9)	 ஒரு	கிரிகப்கட்	ேங்்கத்தில்	16	உறுபபினர்கள	உளைனர.	அவர்களின் 5 கபர	மட்டுகம	ப்நது	

விசும்	தி்றம்	பள்டத்தவர்கள.	இவர்களுள	11	கபர	ப்காண்்ட	ஒரு	குழுவில்	குள்ற்நதது	3	ப்நது	
விச்ோைர்கைாவது	இ்டம்	பபறுவதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	்காண்்க.

 (10)  (i) ஒரு	நி்கழ்ச்சி A	நி்கழ	ோத்க	விகிதம்	5	ககு	7	எனில்			P A( ) -ஐ	்காண்்க

    (ii) P B( ) = 2
5
எனில்	நி்கழ்ச்சி	B நி்கழ	ோத்கவிகிதத்ளதக	்காண்்க.

12.5 நிகழ்தகவின் சில அடிப்டைத் க்தறைஙகள்
 இதுவளெ	 தீரக்கபபட்்ட	 ்கணககு்களயாவும்	 ஒன்ள்றபயான்று	 விலககும்	 நி்கழ்ச்சி்களு்டன்	
பதா்டரபுள்டயளவ.	அதாவது	 P A B P A B( ) ( )my;yJ   = ∪ என்்ற	சூத்திெம்	பயன்படுத்தபபட்்டது.	
ஆனால்	நி்கழ்வு்கள	ஒன்ள்றபயான்று	விலக்கா	நி்கழ்ச்சி்கள	எனில்	 ( )A BÇ  இருமுள்ற	்கணககில்	
எடுத்துக	 	 ப்காளைபபடுகி்றது.	 நி்கழ்ச்சி்கள	 ஒன்ள்றபயான்று	 விலக்கா	 நி்கழ்ச்சிககுத்	 தனிச்	
சூத்திெம்	உளைது.

 நி்கழ்த்கவியலில்	உளை	எல்லாத்	கதற்்றங்்களும்	கநெடியா்ககவா	அல்லது	மள்றமு்கமா்ககவா,	
நி்கழ்த்கவின்	அடிபபள்டக	ப்காளள்க்களைப	பயன்படுத்தித்	தருவிக்கபபடுகின்்றன.	நி்கழ்த்கவின்	சில	
அடிபபள்டத்	கதற்்றங்்களை	இங்கு	தருவிபகபாம்.
க்தறைம் 12.3
 ந்டக்க	இயலா	நி்கழ்ச்சியின்	நி்கழ்த்கவு	பூச்சியம்	ஆகும்.	அதாவது,

P( )∅ = 0  
நிரூ்்ணம்

 ந்டக்கவியலா	நி்கழ்ச்சி	Æல்	கூறுபுளளி	கிள்டயாது.	எனகவ,  S S∪∅=

 P S P S( ) ( )∪∅ =

 P S P P S( ) ( ) ( )+ ∅ = ( S மற்றும்Æ 	ஆகியளவ	ஒன்ள்றபயான்று	விலககும்	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்)

 P( )∅ = 0  
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எடுத்துககாடடு 12.12
 ஒரு	ப்கள்டளய	உருட்டிவிடும்கபாது	7	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்களவக	்காண்்க.
தீர்வு
 7	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்ச்சி	ந்டக்கவியலா	நி்கழ்ச்சி	ஆகும்.	எனகவ	P (7 கிள்டக்கபபப்ற) = 0.

க்தறைம் 12.4

                                                                                     

  A  என்பது	A	-யின்	நிெபபியானால்,	

   
P A P A( ) ( )= −1

 
நிரூ்்ணம்

 S என்பது	கூறுபவளி	எனில்

  A AÈ =S
 P A A( )È   =P(S)
    P(A) + P ( )A = P(S)  (ஏபனனில் A மற்றும் A  ஒன்ள்றபயான்று	விலககும்	தன்ளமயுள்டயதால்)
             =1
           P A( ) = 1− ( )P A  அல்லது P A P A( )= − ( )1

எடுத்துககாடடு 12.13
 ஒன்பது	 நாணயங்்கள	 ஒரு	 முள்ற	 சுண்்டபபடும்கபாது	 குள்ற்நதது	 இெண்டு	 தளல்கள	
கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்களவக	்காண்்க.
தீர்வு

       S என்பது	கூறுபவளி	என்்க. A  என்பது	குள்ற்நதது	இெண்டு	தளல்கள	கிள்டபபதற்்கான	
நி்கழ்ச்சி	என்்க. A  என்பது	அதி்கபட்ேமா்க	ஒரு	தளல	கிள்டககும்	நி்கழ்ச்சி்கள	ஆகும். 

  n S( ) = =2 5129 ,    n A C C( )= + = + =9 9 1 9 100 1

P A( )= =10
512

5
256

P A P A( )= − ( )1 =1 5
256

251
256

− =

க்தறைம் 12.5

  A ,	B  என்பன	ஏகதனும்	இரு	நி்கழ்ச்சி்கள	மற்றும்	B  என்பது	B -ன்	நிெபபிபயனில்

   P A B P A P A B( ) ( ) ( )∩ = − ∩  
நிரூ்்ணம்

 ப்டத்திலிரு்நது	பதளிவா்க

   ( ) ( )A B A B∩ ∪ ∩   = A

 

A
S

A

n A Cr
r

( )=
=
∑9

2

9

என	்கணககிடுதளலக	

்காட்டிலும்	 n A Cr
r

( )=
=
∑9

0

1

எனக	

்கணககி்ட	எளியது

S

A B

A B∩A B∩
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   P A B A B( ) ( )∩ ∪ ∩   = P(A)

   P A B P A B( ) ( )∩ + ∩  = P(A)

   A B∩( ) 	மற்றும்	 A BÇ 			ஒன்றுகப்கான்று	விலககும்	நி்கழ்ச்சி்கைா்க	இருபபதால்

       P A B( )Ç = P A P A B( ) ( )− ∩  
க்தறைம் 12.6 (நிகழ்தகவின் கூடைல் க்தறைம்)

 A, B என்பன	ஏகதனும்	இரு	நி்கழ்ச்சி்கள	எனில்

   P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )∪ = + − ∩  

நிரூ்்ணம்
 ப்டத்திலிரு்நது,
   A BÈ  = ( )A B B∩ ∪

   P A B( )È  = P A B B( )∩ ∪ 
    = P A B P B∩( )+ ( )(ஏபனனில் A B∩( )மற்றும் B

ஆகியன	ஒன்றுகப்கான்று	விலககிய	நி்கழ்ச்சி்கள)

    = [ ( ) ( )] ( )P A P A B P B− ∩ +   

                 எனகவ  P A B∪( )= P A P B P A B( ) ( ) ( )+ − ∩  
குறிப்பு 12.4
  கமற்்கண்்ட	கதற்்றத்ளத	மூன்று	நி்கழ்ச்சி்களுககும்	விரிவுபடுத்தலாம்.

  (i) P A B C( )È È  ={ ( ) ( ) ( )}P A P B P C+ +

        

  (ii)P A B C P A B C P A B C( ) ( ) ( )
_______________

∪ ∪ = − ∪ ∪ = − ∩ ∩1 1

எடுத்துககாடடு 12.14

P(A) = 0.52,  P(B) = 0.43,  மற்றும் P A B( )Ç  =  0.24 , எனில்

 (i) P A B( )Ç   (ii) P A B( )È    (iii) P A B( )Ç   (iv) P A B( )È 	்காண்்க.
தீர்வு

 (i)    P A B∩( ) = P A P A B( ) ( )− ∩
    = 0 52 0 24 0 28. . .− =

   P A B( )Ç  = 0.28.
 (ii)  P A B( )È  = P A P B P A B( ) ( ) ( )+ − ∩

    = 0 52 0 43 0 24. . .+ −

   P A B( )È  = 0.71.

 (iii)  P A B( )Ç  = P A B( )È  (டி	மார்கன்	விதிபபடி)

                      = 1− ∪P A B( )

    = 1 0 71 0 29− =. . .

S

A

BA B∩

12 Probability New.indd   262 03-09-2018   15:38:38



263 நிகழ்தகவு ககோட்ோடு - ஓர் அறிமுகம்

 (iv)  P A B( )È  = P A B( )Ç  (டி	மார்கன்	விதிபபடி)

    = 1 1 0 24− ∩ = −P A B( ) .

    = 0.76.

எடுத்துககாடடு 12.15

 கபாட்டித்	 கதரவு்களுககு	 தயாொகும்	 ஒரு	 பபண்ணிற்கு	 மாநில	 அெசுப	 பணி	
கிள்டபபதற்்கான	 நி்கழ்த்கவு 0.12, மற்றும்	மத்திய	அெசு	 கவளல	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	
0.25, மற்றும்	இரு	பணி்களும்	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	0.07 எனில் (i)	இெண்டில்	ஒரு	பணி	
கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	(ii)	ஒகெ	ஒரு	பணி	மட்டுகம	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	்காண்்க.
தீர்வு
  I என்பது	மாநில	அெசு	பணி	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்ச்சி	என்்க.	C என்பது	மத்திய	அெசு	பணி	
கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்ச்சி	என்்க.

 ப்காடுக்கபபட்்டளவ P(I) = 0.12,   P(C) = 0.25,  மற்றும்  P I C( ) .∩ = 0 07  
 (i)  P (இெண்டிபலாரு	பணி	கிள்டபபதற்்கான) = P I C P I C( ) ( ) my;yJ = ∪

    = P I P C P I C( )+ ( )− ∩( )
    = 0 12 0 25 0 07. . .    + − = 0.30
    (ii)  P(ஒகெ	ஒரு	பணி	கிள்டபபதற்்கான)   = P[I மட்டும்	அல்லது	C	மட்டும்].

    = P I C P I( ) (∩ + ∩C)

              = { ( ) ( )} { ( ) ( )}P I P I C P C P I C− ∩ + − ∩  

    = { . . } { . . }0 12 0 07 0 25 0 07     − + −

    =  0.23.

பயிற்சி 12.2

 (1) A
 
மற்றும்	B ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	நி்கழ்ச்சி்கள,  P A( )= 3

8
 மற்றும் P B( )= 1

8
 எனில்

   (i) P A( )  (ii) P A B( )È  (iii) P A B( )Ç  (iv) P A B∪( ) 	்காண்்க.

 (2) A
 
மற்றும்	B என்பன	ஒரு	ேமவாய்பபுச்	கோதளனயின்	நி்கழ்ச்சி்கள	மற்றும்

  P A P A B P A B( ) . , ( ) . , ( ) .= = =0 35 0 85 0 15 my;yJ  kw;Wk;  kw;Wk;  vdpyy;

   (i) P(B மட்டும்)          (ii)P B( )  (iii) P(A மட்டும்) ்காண்்க.

 (3) ஒரு	 ப்கள்ட	 இருமுள்ற	 உருட்்டபபடுகி்றது.	 	 ‘முதல்	 முள்ற	 வீசுவதில்	 5	 விழுவது’ 
நி்கழ்ச்சி	A		எனவும்	‘இெண்்டாவது	முள்ற	வீசுவதில்	5	விழுவது’  B	எனக	ப்காண்்டால்			 
P A B( )È -ஐ	்காண்்க.	

 (4) A	என்்ற	நி்கழ்ச்சியின்	நி்கழ்த்கவு	0.5, B	என்்ற	நி்கழ்ச்சியின்	நி்கழ்த்கவு	0.3, மற்றும்	A-யும்	 
B-யும்	 ஒன்ள்றபயான்று	 விலககிய	 நி்கழ்ச்சி	 எனில்	 கீழ்க்காணும்	 நி்கழ்த்கவு்களைக	
்காண்்க.

  (i)  P A B( )È  (ii) P A B∩( )  (iii) P A B∩( ).

S

I

I C∩ I C∩

C

I C∩I C∩

I மட்டும் C மட்டும்
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 (5) ஒரு	 ந்கெத்தில்	 இரு	 தீயளணககும்	 வண்டி்கள	 தனித்தனியா்கச்	 பேயல்படும்	 வள்கயில்	
உளைன.	ஒவபவாரு	தீயளணககும்	வண்டி	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	0.96.

  (i) கதளவயான	பபாழுது	தீயளணககும்	வண்டி	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	என்ன? 
  (ii) கதளவயான	 பபாழுது	 ஒரு	 தீயளணககும்	 வண்டியும்	 கிள்டக்காமல்	 இருபபதற்்கான	

நி்கழ்த்கவு	என்ன?
 (6) ஒரு	பதா்டரவண்டி	பேல்லும்	 புதிய	 பாலத்தின்	அளமபபிற்்கா்க	விருது	கிள்டபபதற்்கான	

நி்கழ்த்கவு	 0.48  கநரத்தியான	 முள்றயில்	 மூலபபபாருட்்களைப	 பயன்படுத்தியதற்்கா்க	
விருது	 கிள்டபபதற்்கான	 நி்கழ்த்கவு 0.36	 	 மற்றும்	 கமற்்கண்்ட	 இரு	 விருது்களையும்	
பபறுவதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	 	 0.2	 எனில் (i) குள்ற்நதது	 ஒரு	 விருதாவது	 கிள்டபபதற்கு  
( ii) ஓகெ	ஒரு	விருது	மட்டும்	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு்கள	யாளவ?

12.6 �ார்புநிடல நிகழ்தகவு (நி்ந்தடை நிகழ்தகவு) (Conditional Probability)

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.8
 ோரபுநிளல	 நி்கழ்த்கவின்	 ்கருத்தாக்கத்திளன	 அறி்நது	 ப்காளை	 முதலில்	 ஒரு	
எடுத்துக்காட்டிளனக	்காண்கபாம்.

	 ஒரு	சீொன	ப்கள்ட	உருட்்டபபடுவதா்கக	ப்காளகவாம்.	அதன்	கூறுபவளி	S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 
இபகபாது	நாம்	இரு	வினாக்களை	எழுபபுகவாம்.

 Q1 : ப்கள்டயில்	 2-ககு	 கமற்பட்்ட	 ஒற்ள்றபபள்டஎண்	கிள்டபபதற்்கான	 நி்கழ்த்கவு	
யாது?

 Q2 : ப்கள்டயில்	ஒற்ள்றபபள்ட	எண்	விழு்நதிருபபின்,	அது 2-ககு	கமற்பட்்ட	ஒற்ள்றபபள்ட	
எண்	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	யாது?

நிகல 1 
 2-ககு	கமற்பட்்ட	ஒற்ள்றபபள்ட	எண்்கள	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்ச்சி்கள {3, 5}.
 P1	என்பது	2-ககு	கமற்பட்்ட	ஒற்ள்றபபள்ட	எண்்கள	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	என்்க

 P n
n1

3 5
1 2 3 4 5 6

2
6

1
3      

= = =
({ , })

({ , , , , , })
 

நிகல 2 
 இங்கு	 முதலில்	 கூறுபவளி	 S-ஐ	 ஒற்ள்றபபள்ட	 எண்்கள	 மட்டுகம	 ப்காண்்ட	 ஒரு	
உட்்கணத்திற்குக	்கட்டுபபடுத்துகிக்றாம்.	

	 அதாவதுS  = {1, 3, 5}1  என்்ற	 உட்்கணத்திற்குக	 ்கட்டுபபடுத்துகிக்றாம்.	 பி்றகு  
2	–ககு	கமற்பட்்ட	ஒற்ள்றபபள்ட	எண்	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவுP2 .

 P n
n2  1  5  

= =
({ , })

({ , , })
3 5
3

2
3

 

 கமற்்கண்்ட	இெண்டு	நிளல்களிலும்	நி்கழககூடிய	நி்கழ்ச்சி்கள	ஒன்்றா்க	இரு்நதாலும்,		அவற்றின்	
யாவுமைாவிய	 நி்கழ்ச்சியின்	முடிவு்கள	 பவவகவ்றா்க	 இருககின்்றன.	 நிளல	இெண்டில்	கூறுபவளி	
ஒரு	குறிபபிட்்ட	நிப்நதளனககு	உட்படுத்தபபட்்ட	பி்றகு	நி்கழ்த்கவிளனக	்கண்்டறிகிக்றாம்	.	இத்தள்கய	
நி்கழ்த்கவானது	ோரபு	நிளல	நி்கழ்த்கவு	எனபபடும்.

.       இச்	ோரபு	நிளல	நி்கழ்த்கவானது	கூறுபவளிளைப	பயன்படுத்தி

                        
P

n
n

n
n

2

3 5

1 2 3 4 5 6
1 3 5

1 2 3 4 5 6

2

6
3

6

= =

({ , })

({ , , , , , })
({ , , })

({ , , , , , })

==
2
3
	எனக	்காணலாம்.

 முககிய குறிப்பு: நி்கழ்த்கவிற்கும்	ோரபுநிளல	நி்கழ்த்கவிற்கும்	கூறுபவளி	ஒன்க்றயாகும்.

 1 2

 3 4

 5 6

 1 2

 3 4

 5 6
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வடையடை 12.14
 நி்கழ்ச்சி	A	ஏற்்கனகவ	நி்கழ்்நதுளை	நிளலயில்	A-ன்	நிப்நதளனயில்	B-ன்	ோரபுநிளல	
P B A( )எனக	குறிக்கபபடுகி்றது		மற்றும்	

  P B A P A B
P A

P A( / ) ( )
( )

( )= ∩ ≠,  0 என	வளெயறுக்கபபடுகி்றது.	

இகதகபால்  P A B P A B
P B

P B( / ) ( )
( )

( )= ∩ ≠, 0 என	வளெயறுக்கபபடுகி்றது.

எடுத்துககாடடு 12.16
  P A P B P A B( ) . , ( ) .  ( ) .0 6 0 5  0 2      ம��� 	எனில்

 (i)  P A B( / )   (ii) P A B( / )   (iii) P A B( / ) 	்காண்்க.

தீர்வு

ப்காடுக்கபபட்டுளைது  P(A) = 0 6 0 5 0 2. , ( ) . , ( ) .   kw;Wk; P B P A B= ∩ =

 (i)  P A B( / )  = 
P A B
P B
∩( )
( )

 = 0.2
0 5

2
5.

=

 (ii)  P A B( / )  = 
P A B

P B

∩( )
( )

    = 
P B P A B

P B
( )− ∩( )

( )
 

    = 
0 5 0 2

0 5
0 3
0 5

3
5

. .
.

.

.
. 

 
− = =  

 (iii)  P A B( / )  = 
P A B

P B

∩( )
( )

  

    =  
P A P A B

P B
( )− ∩( )
− ( )1

 

    =  
0 6 0 2
1 0 5

0 4
0 5

4
5

. .
.

.

.
.−

−
= =  

குறிப்பு 12.5

  P A B P A B( / ) ( / )+ =1 

எடுத்துககாடடு 12.17
 ஒரு	ப்கள்டளய	ஒரு	முள்ற	உருட்டும்கபாது	ஒரு	ஒற்ள்றபபள்ட	எண்	கிள்டககும்	எனில்	5 
கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	என்ன?
தீர்வு
 கூறுபவளி S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

	 A	என்பது			ஒற்ள்றபபள்ட	எண்	கிள்டககும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.
	 B			என்பது 5	கிள்டககும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.
  A={1, 3, 5}, B={5},	மற்றும்	 A BÇ = {5}.
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 எனகவ P A( ) = 3
6

 மற்றும் P A B( )∩ =
1
6

 P (5 கிள்டக்க	/	ஒற்ள்றபபள்ட	எண்	கிள்டக்க) = P B A( / )

    = 
P A B
P A
∩( )
( )

  =

1
6
3
6

                                        P B A( / ) .=
1
3

	 ோரபுநிளல	நி்கழ்த்கவிளன	மாற்றி	எழுத	நி்கழ்த்கவின்	பபருக்கல்	கதற்்றம்	கிள்டககி்றது.
 நதற்றம் 12.7
 (நி்கழ்த்கவின்	பபருக்கல்	கதற்்றம்	) 
 உ்டனி்கழ்வு்கைா்க	ஏற்படும்	A,	B		என்னும்	இரு	நி்கழ்ச்சி்களின்	நி்கழ்த்கவு

 
P A B P A B P B

P A B P B A P A

( ) ( / ) ( )

( ) ( / ) ( )

∩ =

∩ =
      my;yJ

 

12.6.1. �ார்பிலா நிகழச்சிகள் (Independent events)
 நள்டபபறுவதும்	 அல்லது	 நள்டபப்றாததுமான	 ஒரு	 நி்கழ்ச்சியானது,	 நள்டபபறும்	 அல்லது	
நள்டபப்றாததுமான	 மற்்ற	 நி்கழ்ச்சி்களின்	 நி்கழ்த்கவிளனப	 பாதிக்காது	 எனில்	 இ்நநி்கழ்ச்சி்கள	
ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள	ஆகும்.

வடையடை 12.15

 P A B P A P B( ) ( ) ( )∩ = ⋅
 
எனில்	A,	B	என்்ற	இரு	நி்கழ்ச்சி்கள	ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.	

இதன்	மறுதளலயும்	உண்ளமயாகும்.

குறிப்பு 12.6
(i) இ்நத	வளெயள்றககுச்	ேமானமா்கக	கீழ்க்காண்பனவற்ள்ற	கூ்றலாம்
   P A B( / )  = P A P B( ) , ( ) > 0
   P B A( / )  = P B P A( ) , ( )> 0
(1)   , , ... ,  3A A A An1 2,  என்பளவ	ஒன்றுகப்கான்று	ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள	எனில்

        P A A A A P A P A P An n( ) ( ) ( ) ( ).1 2 3 1 2           ∩ ∩ ∩ ∩ = ⋅ ⋅ ⋅ 

க்தறைம் 12.8
 Aமற்றும் B ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள	எனில்

 (i) Aமற்றும்  B ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள ஆகும்	.

 (ii) Aமற்றும் B ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள ஆகும்	.

 (iii)  A  மற்றும் B ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள ஆகும்	.
நிரூ்்ணம்
 (i) Aமற்றும்  B ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள ஆகும்		என	நிறுவுதல்.
  Aமற்றும் B ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள	என்பதால் 

   P A B( )Ç  =  

 Aமற்றும்  B ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள	என	நிரூபிக்க,	கீழ்க்காணும்	கூற்ள்ற	நிரூபிக்க	கவண்டும். 
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   P A B( )   Ç  = P A P B( ) ( )  × .
 டி	மார்கன்	விதிபபடி

   P A B( ) Ç   = P A B∪( )
    = 1− ∪( )P A B

    = 1− + − ∩{ }P A P B P A B( ) ( ) ( )

    = 1− − + ⋅ ( )P A P B P A P B( ) ( ) ( ) 

    = 1 1−( ) −( )P A P B( ) ( )

    = P A P B( ) ( )  ×

  எனகவ	 Aமற்றும்  B ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள ஆகும்	.

		இகதகபால் (ii) மற்றும் (iii) ஆகியவற்ள்றயும்	நிரூபிக்கலாம்.

எடுத்துககாடடு 12.18
 52	 சீட்டு்கள	ப்காண்்ட	ஒரு	 சீட்டுக்கட்டிலிரு்நது	இெண்டு	சீட்டு்கள	ஒன்்றன்பின்	ஒன்்றா்க	
எடுக்கபபடுகின்்றன.	 	 எடுக்கபபடும்	 இரு	 சீட்டு்களும்	 ஜாக	 (Jack)-ஆ்க	 இருக்க	 நி்கழ்த்கவிளன	
பின்வரும்	நிப்நதளன்கள	படிக	்காண்்க.
 (i) 	முதலில்	எடுக்கபபட்்ட	சீட்டு	மீண்டும்	சீட்டுக	்கட்டில்	ளவக்கபபடுகி்றது.	
 (ii)	முதலில்	எடுக்கபபட்்ட	சீட்டு	மீண்டும்	சீட்டுக	்கட்டில்	ளவக்கபப்டவில்ளல.
தீர்வு
 Aஎன்பது	முதல்	முள்ற	எடுக்கபபடும்கபாது	ஜாக	(Jack)	கிள்டக்கபபபறும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.
       B என்பது	இெண்்டாம்	முள்ற	எடுக்கபபடும்கபாது ஜாக	(Jack)	கிள்டக்கபபபறும்	நி்கழ்ச்சி	
என்்க.

நிகல (i)
 எடுக்கபபட்்ட		சீட்டு	மீண்டும்	சீட்டுக்கட்டில்	ளவக்கபபடுகி்றது.	

 n A( )  = 4 (Jack)

 n B( )  = 4 (Jack)

 மற்றும்   n S( )  = 52

	நி்கழ்ச்சி	 Aஆனது	B -ன்	நி்கழ்த்கவிளனப	பாதிக்காது.	

	ஆதலால்	 A -ம்	B -ம்	ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.

 P A B( )Ç  = P A P B( ) . ( )  

 P A( )  = 
4

52
	,	P B( ) =

4
52

 P A B( )Ç  = P A P B( ) ( )   

  = 4
52

4
52

    .  

  = 
1

169
	.
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நிகல (ii) 
 எடுக்கபபட்்ட		சீட்டு	மீண்டும்	சீட்டுக்கட்டில்	ளவக்கபப்டவில்ளல.

	 முதல்	முள்ற	எடுககும்கபாது	பமாத்தம் 52 சீட்டு்களும்	அதில் 4 ஜாக	 (Jack) சீட்டு்களும்	
இருககும்.	முதல்	சீட்ள்ட	மீண்டும்	ளவக்காமல்	இெண்்டாம்	முள்ற	எடுககும்கபாது	பமாத்தம் 51 
சீட்டு்களில்	3 ஜாக	 (Jack)	 சீட்டு்கள	இருககும்.	எனகவ	முதலில்	ந்ட்நத	நி்கழ்ச்சி	A ஆனது,	பின்	
ந்டககும்	நி்கழ்ச்சி	B-ன்	நி்கழ்த்கவிளனப	பாதிககின்்றது.	ஆதலால்	 	A, B	 நி்கழ்ச்சி்கள	ோரபிலா	
நி்கழ்ச்சி்கள	அல்ல.	அளவ	ஒன்றுகப்கான்று	ோர்நத	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.

 எனகவ,P A B( )Ç  = P A P B A( ) ( )/  

 P A( )  = 4
52

 P(B/A) = 
3
51

 P A B( )Ç  = P A P B A( ) ( )/

      = 4
52

3
51

.

  = 1
221

 .

எடுத்துககாடடு 12.19
	 ஒரு	நாணயம்	இருமுள்ற	சுண்டிவி்டபபடுகி்றது.	E	என்பது	முதல்	முள்ற	சுண்டும்கபாது	தளல	
விழுதல்,	F	என்பது	இெண்்டாம்	முள்ற	சுண்டும்கபாது	தளல	விழுதல்	என	வளெயறுக்கபபட்்டால்	
பின்வரும்	நி்கழ்த்கவிளனக	்காண்்க.

 (i) P E F( )È    (ii) P E F( / )  

 (iii) P E F( / )     (iv)  E	மற்றும்	F	ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கைா?
தீர்வு

 கூறுபவளி                S H T H T={ }×{ }, ,

   S = {( , ), ( , ), ( , ), ( , )}H H H T T H T T      
   மற்றும் E = {( , ), ( , )}H H H T   
   F = {( , ), ( , )}H H T H    
   E FÈ  = {( , ), ( , ), ( , )}H H H T T H     

   E FÇ  = {( , )}H H  

 (i)  P E F( )È   = P E P F P E F( ) ( ) ( )      + − ∩    அல்லது = ∪







n E F
n S

( )
( )

    = 2
4

2
4

1
4

+ −  = 3
4

 .

 (ii)  P E F( / )  = P E F
P F
( )

( )
Ç  

 
= ( / )

( / )
1 4
2 4

1
2

=

 (iii)  P E F( / )  = P E F
P F
( )

( )
Ç  

 

12 Probability New.indd   268 03-09-2018   15:39:49



269 நிகழ்தகவு ககோட்ோடு - ஓர் அறிமுகம்

    = 
P F P E F

P F
( )− ∩( )

( )

    =  ( / ) ( / )
( / )

2 4 1 4
2 4
−

    = 1
2

 

 (iv) E	மற்றும்	F	ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கைாகுமா?

   P E F  ∩( )  = 1
4

 

   P(E) = 2
4

,    P(F) = 2
4

   P(E) P(F) = 2
4

2
4

1
4

. =

   ⇒  P E F  ∩( )  = P(E) . P(F)

	 எனகவ	E	மற்றும்	F	ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.

குறிப்பு 12.7
	 நி்கழ்ச்சி்களின்	 ோரபிலாத்	 தன்ளம	 நி்கழ்த்கவின்	 பண்பு்களைக	 ப்காண்்டது.	 ஆனால்	
ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	நி்கழ்ச்சி்கள	்கணங்்களின்	பண்பு்களைக	ப்காண்்டது.	ஆள்கயால்	ோரபிலா	
நி்கழ்ச்சி்களை	 அவற்றின்	 நி்கழ்த்கவு்களின்	 மூலமும்,	 ஒன்ள்றபயான்று	 விலககிய	 நி்கழ்ச்சி்களை	
அவற்றின்	்கணங்்கைா்கக	ப்காண்டும்	்கண்்டறியலாம்.
க்தறைம் 12.9
 A	மற்றும்	B	என்்ற	இரு	நி்கழ்ச்சி்கைானளவP A P B( )≠ ( )≠0 0,  என	இருபபின்

 (1) A	 மற்றும்	 B ஒன்ள்றபயான்று	 விலககிய	 நி்கழ்ச்சி்கள	 எனில்	 அளவ	 ோரபிலா	
நி்கழ்ச்சி்கைா்க	இருக்க	இயலாது.

 (2) A	மற்றும்		B	ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள	எனில்		அளவ	ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	நி்கழ்ச்சி்கைா்க	
இருக்க	இயலாது	(நிரூபணம்	கதளவயில்ளல).

எடுத்துககாடடு 12.20

  A மற்றும்  B ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள	எனில்	

 P(A) = 0.4 	மற்றும் P A B( )∪ = 0.9. P(B) ்காண்்க
தீர்வு

   P A B( )È  = P A P B P A B( ) ( ) ( )+ − ∩

   P A B( )È  = P A P B P A P B( ) ( ) ( ). ( )+ −  (A மற்றும்	B ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள)

                      அதாவது,  0.9  = 0 4 0 4. ( ) ( . ) ( )     + −P B P B

   0 9 0 4. .-  = ( . ) ( )1 0 4-  P B

   P B( )  = 5
6

.

12 Probability New.indd   269 03-09-2018   15:39:59



270XI - கணிதவியல்

எடுத்துககாடடு 12.21
	 கவ்கமா்க	ஊடுருவும்	ஓர	எதிரி		நாட்டு	விமானத்ளத	ஒரு	
விமான	 எதிரபபு	 துபபாககியின்	 உதவியால்	 அதி்கபட்ேமா்க	
நான்கு	 முள்ற	 மட்டுகம	 சு்ட	 (பயன்படுத்த)	 முடியும்.	 அ்நத	
விமானத்ளத	 முதல்,	 இெண்்டாவது,	 மூன்்றாவது	 மற்றும்	
நான்்காவது	முள்றயில்	சுட்டு	வீழ்த்துவதற்்கான	நி்கழ்த்கவு்கள	
முள்றகய  0.2, 0.4, 0.2 மற்றும்	0.1 எனில்	அ்நத	விமானத்ளதச்	
சுட்டு	வீழ்த்துதலுக்கான	நி்கழ்த்களவக	்காண்்க.
தீர்வு

  H H H H1 2 3 4, , , 	என்பன		முள்றகய	விமானத்ளத	முதல்,	இெண்்டாவது,	மூன்்றாவது	மற்றும்	
நான்்காவது	முள்றயில்	துபபாககியால்	சுட்டு	வீழ்த்தும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.	 H என்பது	விமானத்ளத	
துபபாககியால்	சுட்டு	வீழ்த்தாத	நி்கழ்ச்சியாகும்.

  P H( ) .1 0 2=      ⇒ = − =P H P H( ) ( ) .1 11 0 8                                               

  P H( ) .2 0 4=      ⇒ = − =P H P H( ) ( ) .2 21 0 6  

  P H( ) .3 0 2=      ⇒ = − =P H P H( ) ( ) .3 31 0 8

  P H( ) .4 0 1=      ⇒ = − =P H P H( ) ( ) .4 41 0 9

 விமானம்	துபபாககியால்	சுட்டுவீழ்த்தபபட்்டதற்்கான	நி்கழ்த்கவு

  P H P H( ) ( )= −1 = 1 1 2 3 4− ∪ ∪ ∪P H H H H( )
__________________________

     

                      = − ∩ ∩ ∩






1 1 2 3 4P H H H H

__ __ __ __
    

           = −1 1 2 3 4P H P H P H P H( ) ( ) ( ) ( )

           = −( )( )( )( )1 0 8 0 6 0 8 0 9. . . . = −1 0 3456.      

       P H( ) .= 0 6544

எடுத்துககாடடு 12.22

 X	 என்பவர	 70%	 தருணங்்களில்	உண்ளமகய	 கபசுவர.	 Y	 	 என்பவர	  90%	 	 தருணங்்களில்	
உண்ளமகய	கபசுவர	எனில்	ஒகெ	்கருத்ளத	இருவரும்	கூறுள்கயில்	ஒருவருகப்காருவர	முெண்பட்்ட	
்கருத்திளனத்	பதரிவிபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	யாது?
தீர்வு
 A	 	என்பது	X	என்பவர	உண்ளம	கபசும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.	B	என்பது	 
Y	என்பவர	உண்ளம	கபசும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.	C	என்பது	ஒருவருகப்காருவர	
முெண்பட்்ட	்கருத்திளனக					கூறும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.
 A 	 என்பது	 X  என்பவர	 உண்ளம	 கபோமல்	 இருககும்	 நி்கழ்ச்சி	
என்்க.	 B 	என்பது		Y என்பவர	உண்ளம	கபோமலிருககும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.		 
C = (A	 உண்ளம	 கபசுவது	மற்றும்	B	 உண்ளம	 கபோதிருபபது	அல்லது		 
          B		உண்ளம	கபசுவது	மற்றும்	A	உண்ளம	கபோதிருபபது	என்்க.)

  ப்காடுக்கபபட்்டவற்றிலிரு்நது,

 P(A) = 0 70 1 0 30. ( ) ( ) .            ⇒ = − =P A P A  

 P(B) = 0 90 1 0 10. ( ) ( ) .             ⇒ = − =P B P B  

S
A

I C∩ I C∩

B

A B∩A B∩

A மட்டும் B மட்டும்

12 Probability New.indd   270 03-09-2018   15:40:12
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 C = [( ) ( )]A B A B∩ ∪ ∩   (ப்டத்ளதக	்காண்்க)

 ( )A B∩ மற்றும்	 ( )A B∩ ஒன்ள்றபயான்று	விலககும்	நி்கழ்ச்சி,

   P(C) = P A B P A B( ) ( )∩ + ∩ 
    = P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( )     +

      (A, B ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள,	கமலும்	  , A B 	-ம்	ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள)
    = (0.70)  (0.10) + (0.30) (0.90) 

    = 0.070 + 0.270 =0.34

   P(C) = 0.34.

எடுத்துககாடடு 12.23
	 ஒரு	 ந்கெத்தில்	 உளை	 பிெதான	 ோளலயில்	 4	 குறுககுச்	 ோளலயு்டன்	 கபாககுவெத்து	
ேமிகள்க்கள	உளைன.	ஒவபவாரு	கபாககுவெத்துச்	ேமிகளஞ	தி்றபபதற்கு	அல்லது	மூடுவதற்்கான	
நி்கழ்த்கவு	முள்றகய 0.4	மற்றும் 0.6 ஆகும்.
 (i)  முதல்	குறுககுச்ோளலயில்	ஒரு	மகிழு்நதானது	நிற்்காமல்	பேல்வதற்்கான	நி்கழ்த்கவு.				
 (ii) முதல்	 இெண்டு	 குறுககுச்	 ோளலயில்	 ஒரு	 மகிழு்நதானது	 நிற்்காமல்	 பேல்வதற்்கான	

நி்கழ்த்கவு.		
 (iii) மூன்்றாவது	 குறுககுச்	 ோளலயில்	 நின்று	 மற்்ற	 குறுககுச்	 ோளல்களில்	 நிற்்காமல்	

பேல்வதற்்கான	நி்கழ்த்கவு.
 (iv) ஒரு	 குறுககுச்	 ோளலயில்	 நின்று	 மற்்ற	 குறுககுச்	 ோளல்களில்	 நிற்்காமல்	 பேல்வதற்்கான	

நி்கழ்த்கவு	்காண்்க.
தீர்வு

 Aiஎன்பது	கபாககுவெத்துச்	ேமிகளஞ i வது	குறுககுச்	ோளலயில்	நிற்்காமல்	பேல்வதற்்கான		
நி்கழ்ச்சி	என்்க.	இங்கு	 i= 1, 2, 3, 4.

 Biஎன்பது	 கபாககுவெத்துச்	 ேமிகளஞ i வது	குறுககுச்	 ோளலயில்	 நின்று	 பேல்வதற்்கான	
நி்கழ்ச்சி	என்்க.	இங்கு	 i= 1, 2, 3, 4.

	 கபாககுவெத்துச்	 ேமிகளஞ்கள	 ோரபிலா	 நி்கழ்ச்சி்கள.	  எனகவ Aiமற்றும் Bi ோரபிலா	
நி்கழ்ச்சி்கள, இங்கு i = 1, 2, 3, 4.

  ப்காடுக்கபபட்்டவற்றிலிரு்நது
P A ii( ) . , , , ,= =0 4 1 2 3 4
P B ii( ) . , , , ,= =0 6 1 2 3 4

 (i) முதல்	குறுககுச்	ோளலயில்	ஒரு	மகிழு்நது	நிற்்காமல்	பேல்வதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	,  

  P A( ) . .1 0 4=

 (ii) முதல்	இெண்டு	குறுககுச்	ோளல்களில்	ஒரு	மகிழு்நது	நிற்்காமல்	பேல்வதற்்கான	நி்கழ்த்கவு 
P A A P A A( ) ( ) . . .1 2 1 2 0 4 0 4 0 16∩ = =( )( )=

 (iii) மூன்்றாவது	 குறுககுச்	 ோளலயில்	 நின்று	 மற்்ற	 குறுககுச்	 ோளல்களில்	 ஒரு	 மகிழு்நது	
நிற்்காமல்	பேல்வதற்்கான	நி்கழ்த்கவு

  P A A B A P A A B A( ) ( ) . . . . .1 2 3 4 1 2 3 4 0 4 0 4 0 6 0 4 0 0384∩ ∩ ∩ = =( )( )( )( )=
 (iv) ஒரு	குறுககுச்	ோளலயில்	நின்று	மற்்ற	குறுககுச்	ோளல்களில்	ஒரு	மகிழு்நது	நிற்்காமல்	

பேல்வதற்்கான	நி்கழ்த்கவு      P B A A A A B A A A A B A A A A B( )1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4È È È   

      = + + +P B A A A P A B A A P A A B A P A A A B( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

      = ( )( )( )( )= ( )=4 0 4 0 4 0 6 0 4 4 0 0384 0 1536. . . . . .
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பயிற்சி 12.3
 (1) இரு	 நி்கழ்ச்சி்கள	 ஒகெ	 ேமயத்தில்	 ஒன்ள்றபயான்று	 விலககிய	 நி்கழ்ச்சி்கள	 மற்றும்	

ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கைா்க	இருக்க	இயலுமா?
 (2) A மற்றும்  B   என்்ற	 இரு	 நி்கழ்ச்சி்களுககு	 P A B P A B∪( )= ∩( )=0 7 0 2. , .  மற்றும்	

P B( )= 0 5.  எனில்	A மற்றும்  B	ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள	எனக்காட்டு்க.
 (3) A மற்றும்  B	ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கைா்கவும் P =  0.6A B∪( ) , P A( )= 0 2.  எனில் P B( )

்காண்்க.
 (4) P(A) =0.5, P(B) =0.8 மற்றும் P(B/A) = 0.8, எனில் P(A / B) மற்றும்  P A B( )∪ .்காண்்க.

 (5) A, B என்்ற	நி்கழ்ச்சி்களுககு			P A( )= 3
4
,	P B( )= 2

5
மற்றும்	A B S∪ = 		(கூறுபவளி)	எனில் 

ோரபு	நிளல	நி்கழ்த்கவு	்காண்்க.             
   (6) ்கணிதவியலில்	 ஒரு	 வினாவானது	 மூன்று	 மாணவர்களி்டம்	 தீரவு	 ்காண்பதற்்கா்க	

ப்காடுக்கபபடுகி்றது.	அவர்கள	தனித்	தனிகய	தீரபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	
1
3

1
4

,    மற்றும்	
1
5

  (i) அ்நத	வினா	தீரவு	்கண்்டதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	யாது? 
  (ii) ேரியா்க	ஒருவர	மட்டுகம	அ்நத	வினாவிற்குத்	தீரவு	்காண்பதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	

யாது?
     (7) பபட்கொல்	நிெபபபபட்்ட	ஒரு	மகிழ்வு்நதுககு	எண்பணய்	மாற்்ற	நி்கழ்த்கவு	0.30,		எண்பணய்		

வடிபபான்	மாற்்ற	நி்கழ்த்கவு	0.4	,	எண்பணய்	மற்றும்	எண்பணய்	வடிபபான்		இெண்ள்டயும்	
மாற்்ற	நி்கழ்த்கவு	0.15.

  (i) எண்பணய்	 மாற்்றப	 ப்டகவண்டும்	 என்்றால்	 ஒரு	 புதிய	 எண்பணய்	 வடிபபான்		
கதளவபபடுவதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	என்ன?

  (ii) புதிய	எண்பணய்	வடிபபான்	கதளவபபட்்டால்,	எண்பணய்	மாற்்றபப்ட		கவண்டியதற்்கான	
நி்கழ்த்கவு	என்ன?

     (8) ஒரு ளபயில் 5 பவளளை மற்றும்	3 ்கருபபு நி்றபப்நது்கள உளைன. மற்ப்றாரு ளபயில்
4 பவளளை மற்றும்	6 ்கருபபு  நி்றப	ப்நது்கள	உளைன.   ஒவபவாரு ளபயிலிரு்நதும் 
ஒரு ப்நது எடுக்கபபடுகி்றது எனில் 

  (i) இெண்டும் பவளளை நி்றபப்நது்கள. 
  (ii) இெண்டும் ்கருபபு நி்றபப்நது்கள. 
  (iii) ஒரு பவளளை மற்றும் ஒரு ்கருபபுப ப்நது கிள்டபபதற்்கான நி்கழ்த்கவு்கள்காண்்க.

    (9) ஒரு வகுபபில் 
2
3
பங்கு மாணவர்களும், மீதம் மாணவியர்களும் உளைனர. ஒரு மாணவி 

முதல் தெத்தில் கதரச்சிப பப்ற நி்கழ்த்கவு 0.85 மற்றும் மாணவர முதல் தெத்தில் கதரச்சிப 
பப்ற  நி்கழ்த்கவு 0.70. ேமவாய்பபு முள்றயில் ஒருவர கதர்நபதடுக்கபபட்்டால் அவரின் 
முதல் தெத்தில்  கதரச்சி பபறுவதற்்கான நி்கழ்த்கவு யாது?

 (10) P A  = 0.4( )  மற்றும் P A B∪( )= 0 7. .எனில்  P B( )-ஐ	 கீழ்க்காணும்	 நிப்நதளன்களுககு	
உட்பட்டுக	்காண்்க.

 (i) A  மற்றும் B ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	நி்கழ்ச்சி்கள.  
 (ii) A	மற்றும்		B ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள. 
 (iii) P A B( / ) .    = 0 4    (iv)  P(B / A) = 0.5
 (11) ேமவாய்பபு	முள்றயில்	ஒரு	வரு்டம்	கதர்நபதடுக்கபபடுகி்றது.	அது 
   (i) 53	ஞாயிற்று்களைக	ப்காண்்டதா்க	இருபபதன்	நி்கழ்த்கவு	யாது?
  (ii) 53	 ஞாயிறு்களைக	 ப்காண்்ட	ஒரு	லீப	வரு்டமா்க	 கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	

யாது?
    (12) ஒரு	இலகள்க	 குறிபாரத்து	 சுடும்	 கபாது	 4	 ல்	 3	 முள்ற	 X-ம்,	 5	 இல்	 4	 முள்ற	 Y-ம்,	 3	 ல்	 

2 முள்ற	 Z-ம்	 ேரியா்க	 இலகள்கச்	 சுடுகின்்றனர.	 மூவரும்	அ்நத	 இலகள்கச்	 சுடும்கபாது	
ேரியா்க	இருவர	மட்டுகம	சுடுவதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	யாது ?
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12.7 ஒரு நிகழச்சியின் கூடடு நிகழ்தகவு  (Total Probability of an event)

க்தறைம் 12.10 (ஒரு நிகழ்ச்சியின் கூட்டு நிகழ்தகவு)
         A A A An1 2 3, , , ...,  என்பன	ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	மற்றும்	யாவுமைாவிய	நி்கழ்ச்சி்கள	
மற்றும் B	 என்பது	கூறுபவளி S-ல்	உளை	ஒரு	நி்கழ்ச்சி	எனில்  P(B) என்பது B நி்கழ்ச்சியின்	
கூட்டு	நி்கழ்வு	ஆகும்.

    P B P A P B A P A P B A P A P B A P A Pn n i( ) ( ). ( / ) ( ). ( / ) ( ). ( / ) ( ).  = + + + =1 1 2 2  (( / )B Ai
i

n

=
∑

1

நிரூ்்ணம்
 B என்பது	கூறுபவளி S -ல்	உளை	ஒரு	நி்கழ்ச்சி.	

ப்டத்திலிரு்நது

 B A B A B A B A Bn= ∩( )∪ ∩( )∪ ∩( )∪ ∩( )1 2 3  .
  A A A An1 2 3, , ...  என்பன	ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	

நி்கழ்ச்சி்கள	எனகவ	

A B A B A B A Bn1 2 3∩( ) ∩( ) ∩( ) ∩( ), , , , என்பன	

ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.

  P B P A B A B A B A Bn( )= ∩( )∪ ∩( )∪ ∩( )∪ ∪ ∩( ) 1 2 3 

        P B( )  = ∩( )+ ∩( )+ ∩( )+ + ∩( )P A B P A B P A B P A Bn1 2 3                  

P B P A P B A P A P B A P A P B An n( ) ( ). ( / ) ( ). ( / ) ( ). ( / )  = + + +1 1 2 2 
=

=
∑P A P B Ai i
i

n

( ). ( / )
1

	 பின்வரும்	்கணககு்கள	நி்கழ்ச்சியின்	கூட்டு	நி்கழ்த்களவப	பயன்படுத்தி	தீரக்கபபடுகின்்றன.

எடுத்துககாடடு 12.24
	 ஒரு	ஜாடியில்	8	சிவபபு	மற்றும்	4	நீல	நி்றபப்நது்கள	உளைன.	மற்ப்றாரு	ஜாடியில்	5	சிவபபு	
மற்றும்	 10	 நீல	 நி்றபப்நது்கள	உளைன.	 ேமவாய்பபு	முள்றயில்	ஒரு	 ஜாடி	 கதர்நபதடுக்கபபட்டு	
அதிலிரு்நது	 இெண்டு	 ப்நது்கள	 எடுக்கபபடுகின்்றன.	 இரு	 ப்நது்களும்	 சிவபபு	 நி்றபப்நது்கைா்க	
இருபபதற்்கான	நி்கழ்த்களவக	்காண்்க.
தீர்வு

 A1 என்பது	ஜாடி	-I	ஐ 	கதர்நபதடுககும்	
நி்கழ்ச்சி 	 என்்க . 	 மற்றும்	A

2 என்பது	ஜாடி-II-
ஐத்	கதர்நபதடுககும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.

 B என்பது	இெண்டு	சிவபபு		நி்றபப்நது்களைத்	
கதர்நபதடுககும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.		B-ன்	கூட்டு	
நி்கழ்த்கவிளன	 நாம்	 ்காண	 கவண்டும்.	
அதாவது P(B). 
 A1 	 மற்றும்	 A2 என்பன	 ஒன்ள்றபயான்று	 விலககிய,	 யாவுமைாவிய	 நி்கழ்ச்சி்கள	 என்பது	
பதளிவா்கத்	பதரிகி்றது.	

  P A( )1  = 
1
2

8
12

14
331

2

2
, ( / )P B A

c
c

= =      

1
A

nA

3
A2

A
.
.
.

1
A B∩

nA
B∩

2
A

B
∩

3
A

B∩

iA
iA

B∩

...

B

8

5

13

4

10

14

12

15

27

சிெப்பு 
பந்து

நீ் 
பந்து

ஜகாடி - I

ஜகாடி - II

வ�காத்்தம்

வ�காத்்தம்
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     P A( )2  = 
1
2

2
212,    = 

5c
15c

2

2
P B A( / ) =  

  P(B) = P A P B A P A P B A( ) . ( / ) ( ) . ( / )1 1 2 2     +

  P(B) = 
1
2

14
33

1
2

20
77

. . .+ =2
21

எடுததுககோட்டு 12.25
	 ஒரு	 பதாழிற்ோளலயில்	 இய்நதிெங்்கள	 I	 மற்றும்	 II	 என	 இருவள்க்கள	 உளைன.	
இய்நதிெம்-I பதாழிற்ோளலயின்	 உற்பத்தியில்	 40% தயாரிககி்றது	 மற்றும்	 இய்நதிெம்-
II	 உற்பத்தியில்	 60%	 தயாரிககி்றது.	 கமலும்	 இய்நதிெம்-I	 -ன்	 மூலம்	 உற்பத்தி	 பேய்யபபட்்ட	
பபாருள்களில்	 4% குள்றபாடுளைதா்கவும்	 இய்நதிெம்-II-ன்	 மூலம்	 உற்பத்தி	 பேய்யபபட்்ட	
பபாருள்களில்	 5% குள்றபாடுளைதா்கவும்	 இருககின்்றன.	 	 உற்பத்தி	 பேய்யபபட்்ட	
பபாருள்களிலிரு்நது,	 ேமவாய்பபு	 முள்றயில்	 ஒரு	 பபாருள	 கதர்நபதடுக்கபபடுகி்றது.	
அபபபாருள	குள்றபாடு்டன்	இருபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	யாது?
தீர்வு

 A1 என்பது	இய்நதிெம்-I	 ன்	 உற்பத்தி	 பபாருள்களின்	நி்கழ்ச்சி	
என்்க.	 A2   என்பது	இய்நதிெம்-IIன்	உற்பத்தி	பபாருள்களின்	நி்கழ்ச்சி	
என்்க.		B என்பது	குள்றபாடுளை	பபாருள்களைத்	கதர்நபதடுக்கபபடும்	
நி்கழ்ச்சி	என்்க.

 நி்கழ்ச்சி B -ன்	 கூட்டு	 நி்கழ்த்கவிளன	 நாம்	
்காணகவண்டும் .  அதாவது,  P(B).

 A1மற்றும்	 A2 என்பன	 ஒன்ள்றபயான்று	 விலககிய	 மற்றும்	
யாவுமைாவிய	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.	ஆதலால் 

   P(B) = P A P B A P A P B A( ) . ( / ) ( ) . ( / )1 1 2 2     +

    P A( )1  = 0 40 0 041. , ( / ) .P B A =

   P A( )2  = 0 60 2. , ( / )    =0.05P B A

   P(B) = P A P B A P A P B A( ) . ( / ) ( ) . ( / )1 1 2 2     +

    = 0 40 0 04 0 60. . .( )( )+( )( ) 0.05
    = 0.046. 

12.8 க்யீஸ்-ன் க்தறைம் (Bayes’ Theorem)
	 இங்கிலா்நது	 நாட்ள்டச்	 கேர்நத	 தாமஸ	
கபயீஸ	 என்பவர	 புளளியியலாைர	 மற்றும்	 தத்துவ	
ஞானி	 ஆவார.	 கபயீஸின்	 கதற்்றமானது,	 கோதளன	
நி்கழ்வதற்கு	 முன்பான	 நி்கழ்த்கவு	 மற்றும்	 நிப்நதளன	
நி்கழ்த்கவிளனச்	 கோதளனககுபபின்	 ்காணகவண்டிய	
நிப்நதளன	 நி்கழ்த்கவு்டன்	 	 இளணக்கப	 பயன்படுகி்றது.	
பல	 நி்கழ்த்கவு்களின்	 புரிதலுககு	 கபயீசியன்	 நி்கழ்த்கவு	

பயன்படுத்தபபடுகி்றது.

B

S

2
A B∩

1
A B∩

2
A

1
A

B

S

2
A B∩

1
A B∩

2
A

1
A

1702-1761

1
A

nA

3
A2

A
.
.
.

1
A B∩

nA
B∩

2
A

B
∩

3
A

B∩
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B∩
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க்தறைம் 12.11 (ந்பயீசியன் நதற்றம்)
  A A A An1 2 3, , , ...,   என்்ற	ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	மற்றும்	யாவுமைாவிய	நி்கழ்ச்சி்கைா்கவும்	
கமலும் P(Ai) > 0,    i  = 1,2,3,….n  மற்றும் B என்பது

ஏகதனும்	ஒரு	நி்கழ்ச்சியா்கவும்	கமலும்	P(B) > 0,  எனில்

P A B P A P B A
P A P B A P A P B A Pi

i i( / ) ( ) ( / )
( ) ( / ) ( ) ( / )

     
    

=
+ + +1 1 2 2  (( ) ( / )A P B An n 

  
நிரூ்்ணம்

 B -ன் நி்கழ்ச்சியின்	கூட்டு	நி்கழ்த்கவு	விதிபபடி,
  P B P A P B A P A P B A P A P B An n( ) ( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )= ⋅ + ⋅ + + ⋅1 1 2 2 

 பபருக்கல்	கதற்்றத்தின்படிP A Bi ∩( )= P B A P Ai i( ) ( )
ோரபு	நிளல	நி்கழ்த்கவின்	வளெயள்றபபடி,

 P A Bi( / )  = 
P A B
P B
i ∩( )
( )

 P A Bi( / )  = 
P B A P A

P A P B A P A P B A P A P B A
i i

n n

( ) ( )
⋅ + ⋅ + + ⋅( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )1 1 2 2 

 (சூத்திெங்்களைப		பயன்படுத்தி)

 கமகல	 உளை	 சூத்திெமானது P A Bi( / ) மற்றும் P B Ai( / )  ககும்	 இள்டயான	 பதா்டரளப	

வழங்குகி்றது.

எடுத்துககாடடு 12.26
	 ஒரு	பதாழிற்ோளலயில்	இய்நதிெங்்கள	I	மற்றும்	II	என	இருவள்க்கள	உளைன.	இய்நதிெம்-I 
பதாழிற்ோளலயின்	 உற்பத்தியில்	 40% தயாரிககி்றது	 மற்றும்	 இய்நதிெம்-II	 உற்பத்தியில்	
60%	 தயாரிககி்றது.	 கமலும்	 இய்நதிெம்-I	 -ன்	 மூலம்	 உற்பத்தி	 பேய்யபபட்்ட	 பபாருள்களில்	 4% 
குள்றபாடுளைதா்கவும்	 இய்நதிெம்-II-ன்	 மூலம்	 உற்பத்தி	 பேய்யபபட்்ட	 பபாருள்களில்	 5% 
குள்றபாடுளைதா்கவும்	 இருககின்்றன.	 உற்பத்தி	 பேய்யபபட்்ட	 பபாருள்களிலிரு்நது,	 ேமவாய்பபு	
முள்றயில்	 கதர்நபதடுக்கபபட்்ட	 ஒரு	 பபாருள	 குள்றபாடுளைதா்க	 இருபபின்,	 அபபபாருள	
இய்நதிெம்		II-ல்	உற்பத்தி	பேய்ததற்்கான	நி்கழ்த்கவு	யாது?	(மு்நளதய	எடுத்துக்காட்டு	வினாவு்டன்	
ஒபபிட்டுப	பாரக்கவும்.)		
தீர்வு

 A1 மற்றும்	 A2 	 முள்றகய	 இய்நதிெங்்கள-I	 மற்றும்	 II 
மூலம்	 உற்பத்தி	 பேய்யபபட்்ட	 பபாருள்களின்	 நி்கழ்ச்சி	 என்்க.	 B 
என்பது	 குள்றபாடுளை	 ஒரு	 பபாருளை	 கதர்நபதடுபபதற்்கான	

நி்கழ்ச்சி என்க. P A B( )2 எனும்	 நி்கழ்த்களவக	 ்காணகவண்டும்.		

A A1 2,  என்பளவ	ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	மற்றும்	யாவுமைாவிய	
நி்கழ்ச்சி்கள	ஆகும்.

 கபயீஸின்	விதிபபடி		 P A B( / )2  = 
P A P B A

P A P B A P A P B A
( ) ( / )

( ) ( / ) ( ) ( / )
2 2

1 1 2 2

 
   +

   P A( )1  = 0 40 0 041. , ( / ) .P B A =

   P A( )2  = 0 60 2. , ( / )    = 0.05P B A  
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   P A B( / )2  = 
P A P B A

P A P B A P A P B A
( ) ( / )

( ) ( / ) ( ) ( / )
2 2

1 1 2 2

 
   +

 

   P A B( / )2  = 
0 60

0 40 0 04 0 60
15
23

.
. . .

 0.05
 0.05

 .( )( )
( )( )+( )( )

=  

எடுத்துககாடடு 12.27
 ்கட்டி்டம்	்கட்டும்	நிறுவனத்தில்	2	பேயற்பபாறியாைர்கள	பணியில்	அமரத்தபபட்டுளைனர.	
நிறுவனத்தின்	 60%	 மற்றும்	 40%	 கவளல்களை	 முள்றகய	 பேயற்பபாறியாைர-1	 மற்றும்	
பேயற்பபாறியாைர-2 	 பேய்கி்றார்கள.	 முன்	 அனுபவத்ளதப	 பபாறுத்து	 பேயற்பபாறியாைர-1 
மற்றும்	 பேயற்பபாறியாைர-2 கவளல	 பேய்வதில்	 தவறிளழக்க	 நி்கழ்த்கவு	 முள்றகய	 0.03 
மற்றும்	 0.04	 ஆகும்.	 தற்கபாது	 நள்டபபறும்	 ்கட்டுமானப	 பணியில்	 ஒரு	 கமாேமான	 (விளைவு)	
தவறு	நி்கழ்வதா்க	ப்காண்்டால்	எ்நத	பேயற்பபாறியாைர	தவறு	இளழத்திருக்கககூடும்	என்பளத	
யூகிக்கவும்.	

தீர்வு
 A1 என்பது	 பேயற்பபாறியாைர-1-ன்	 கவளலளய	 குறிககும்	
நி்கழ்ச்சி	என்்க.
 A

2 என்பது	 பேயற்பபாறியாைர-2-ன்	 கவளலளய	 குறிககும்	
நி்கழ்ச்சி	என்்க.
 B என்பது	கவளலயில்	தவறு	ஏற்படும்	நி்கழ்ச்சி	என்்க.

	 ோரபு 	நிளல	நி்கழ்	த்கவு  ம���    ்கண்்டறிவதன்	மூலம்	
தவறிளழபபவர்களை	ஒபபி்ட	இயலும்.

 ப்காடுக்கபபட்டுளை	விவெங்்களின்படி P A( )1  = 0 60 0 031. , ( / ) .P B A =

  P A( )2 = 0 40 2. , ( / )    = 0.04P B A  

 A A1 2,  ஆகிய	 இரு	 நி்கழ்ச்சி்கள	 ஒன்ள்றபயான்று	 விலககிய	 மற்றும்	 யாவுமைாவிய	
நி்கழ்ச்சி்கைாதலால்,	கபயீஸ-ன்	கதற்்றபபடி, 

   P A B( / )1  = P A P B A
P A P B A P A P B A

( ) ( / )
( ) ( / ) ( ) ( / )

1 1

1 1 2 2

 
   +

    = 
0 60

0 60 0 03 0 40
.

. . .
 0.03

 0.04
( )( )

( )( )+( )( )
 

                                          P A B( / )1  = 9
17

.

   P A B( / )2  = 
P A P B A

P A P B A P A P B A
( ) ( / )

( ) ( / ) ( ) ( / )
2 2

1 1 2 2

 
   +

 

   P A B( / )2  = 
0 40

0 60 0 03 0 40
.

. . .
 0.04

 0.04
( )( )

( )( )+( )( )
 

                              P A B( / )2  = 
8

17
.

 P A B P A B( / ) ( / )1 2> , என்பதால்	 பேயற்பபாறியாைர-1 தவறிளழத்ததற்்கான	 நி்கழ்த்கவு 
பேயற்பபாறியாைர-2  தவறிளழத்ததற்்கான	நி்கழ்தள்கவ	வி்ட	அதி்கமா்க	இருபபதால்	கவளலயில்	
ஏற்பட்்ட	தவள்ற	பேயற்பபாறியாைர-1	இளழத்திருக்கக	கூடும்.
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எடுத்துககாடடு 12.28
	 ஓர	 அலுவல்கத்தில் X, Y	 மற்றும்	 Z	 ஆகிகயார	 அலுவல்கத்தின்	 தளலளமயதி்காரியா்க	
பபாறுபகபற்பதற்்கான	வாய்பபு்கள	முள்றகய 4 : 2 : 3	என்்ற	விகிதத்தில்	அளம்நதுளைன.	X, Y மற்றும்	
Z தளலளமயதி்காரி்கைா்க	 பபாறுபகபற்பின்	 கபானஸ	 திட்்டத்ளத	 அமல்படுத்துவதற்்கான	
நி்கழ்த்கவு்கள	 முள்றகய	 	 0.3, 0.5	 மற்றும்	 0.4	 ஆகும்.	 	 அலுவல்கத்தில்	 கபானஸ	 திட்்டம்	
அறிமு்கபபடுத்தபபட்டிருபபின்	 Z	 தளலளமயதி்காரியா்க	 நியமனம்	 பேய்யபபடுவதற்்கான	
நி்கழ்த்கவிளனக	்காண்்க.
தீர்வு 
 A1,  A

2 மற்றும்	 A
3 என்பளவ	முள்றகய	 X, Y மற்றும் Z	ஆகிகயார	 தளலளமயதி்காரியா்க		

நியமனம்	பபறுவதற்்கான	நி்கழ்ச்சி்கள	என்்க.	B	என்பது	கபானஸ	திட்்டத்ளத	அமல்படுத்துவதற்்கான	
நி்கழ்ச்சி	என்்க.

 இங்கு	நாம்	ோரபுநிளல	நி்கழ்த்கவு P A B( / )3 -யிளனக	்காணகவண்டும்.

 A A1 2, மற்றும் A3  நி்கழ்ச்சி்கள	 ஒன்ள்றபயான்று	 விலககிய	 மற்றும்	 யாவுமைாவிய	
நி்கழ்ச்சி்கைாதலால்	கபயீஸ-ன்	கதற்்றபபடி

   P A B( / )3   = 
P A P B A

P A P B A P A P B A P A P B A
( ) ( / )

( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )
3 3

1 1 2 2 3 3

 
    + +

 
 

   P A( )1  = 4
9

0 31, ( / ) .P B A =

   P A( )2  = 2
9 2,    = 0.5P B A( / )  

   P A( )3  = 3
9 3,    = 0.4P B A( / )  

   P A B( / )3  =
P A P B A

P A P B A P A P B A P A P B A
( ) ( / )

( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )
3 3

1 1 2 2 3 3

 
    + +

 

   P A B( / )3   = 

3
9

4
9

0 3 2
9

3
9






 ( )






( )+




( ) +

 0.4

 0.5  . ((0.4)
 

    = 
12
34

6
17

= .  

எடுத்துககாடடு 12.29
	 மூன்று	 வா்டள்க	 மகிழு்நது	 நிறுவனங்்களி்டமிரு்நது,	 ஆகலாேளன	
தரும்	 ஒரு	 	 நிறுவனம்	 மகிழு்நது்களை	 வா்டள்கககு	 வாங்குகி்றது. 50% 
மகிழு்நது்களை L நிறுவனத்தி்டமிரு்நதும்,	 30%-ஐ M-யி்டமும் மற்றும்	 20%-ஐ  
N	நிறுவனங்்களி்டமிரு்நதும்	வாங்குகி்றது.	L நிறுவனத்தி்டமிரு்நது	வாங்கிய		மகிழு்நது்களில் 90% 
-ம்,	M நிறுவனத்தி்டமிரு்நது	வாங்கிய		மகிழு்நது்களில்	70%	-ம்		N நிறுவனத்தி்டமிரு்நது	வாங்கிய	
மகிழு்நது்களில்	60% -ம்	நல்ல	நிளலளமயில்	உளைன	எனில்
  (i) ஆகலாேளன	நிறுவனம்	வாங்கிய	வா்டள்க	மகிழு்நது	நல்ல	நிளலளமயில்	உளைதற்்கான	
நி்கழ்த்கவு	யாது?	 	 (ii)	வா்டள்கககு	வாங்கிய	மகிழு்நது	நல்ல	நிளலளமயில்	உளைது	எனில்	N 
நிறுவனத்தி்டமி்டமிரு்நது	பப்றபபட்்டதற்்கான	நி்கழ்த்களவக	்காண்்க.
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தீர்வு

 L, M	 மற்றும் N நிறுவனங்்களி்டமிரு்நது	மகிழு்நது்களை	வாங்கும்	நி்கழ்ச்சி்கள	முள்றகய	  

A1,  A2 மற்றும் A3   என்்க.

  G என்பது	 நல்ல	 நிளலளமயில்	 வாங்கும்	 வா்டள்கக	
மகிழு்நதுக்கான	நி்கழ்ச்சி	என்்க.

  G-ன் பமாத்த	நி்கழ்த்கவு, P(G)	மற்றும்	

  A3-ன் நிப்நதளன	 நி்கழ்த்கவு	 G தெபபட்்டால் P A G( / )3  
ஆகியவற்ள்றக	்காண	கவண்டும்.

   P A( )1  = 0 50 0 901. , ( / ) .P G A =

   P A( )2  = 0 30 2. , ( / )    = 0.70P G A  

   P A( )3  = 0 20 3. , ( / )    = 0.60.P G A  

 (i) A A A1 2 3, , ஒன்ள்றபயான்று	 விலககிய	 மற்றும்	 யாவுமைாவிய	 நி்கழ்ச்சி்கைாதலால் 
G-ன் பமாத்த	நி்கழ்த்கவு

        P G( )  = P A P G A P A P G A P A P G A( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )1 1 2 2 3 3     + +

   P(G) = 0 50 0 90 0 30 0 20. . . .( )( )+( )( ) ( ) ( )0.70 +  0.60
   P(G) =  0.78.

 (ii) A3 -ன் நிப்நதளன	நி்கழ்த்கவு	G தெபபட்்டால் P A G( / )3   ்காணகவண்டும்.

  கபயீஸ-ன்	விதிபபடி

  P A G( / )3  = P A P G A
P A P G A P A P G A P A P G A

( ) ( / )
( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )

3 3

1 1 2 2 3 3

 
    + +

 

   P A G( / )3   = 
0 20

0 50 0 90 0 30 0 20
.

. . . .
( )( )

( )( )+( )( ) ( ) ( )
0.60
0.70 +  0.60

 

    =  
2

13
.

பயிற்சி 12.4
 (1) ஒரு பதாழிற்ோளலயில் இய்நதிெங்்கள  I மற்றும் II என இருவள்க உளைன.  

இய்நதிெம்-I  பதாழிற்ோளலயின்உற்பத்தியில் 60% தயாரிககி்றது மற்றும்	இய்நதிெம்-II   
 உற்பத்தியில் 40% தயாரிககி்றது. கமலும் இய்நதிெம்-I -ன் மூலம்உற்பத்தி பேய்யபபட்்ட 
பபாருட்்களில்	2%   குள்றபாடுளைதா்கவும்  இய்நதிெம்-II-ன் மூலம் உற்பத்தி 
பேய்யபபட்்ட பபாருட்்களில்	 4% குள்றபாடு உளைதா்கவும் இருககின்்றன. உற்பத்தி 
பேய்யபபட்்ட பபாருட்்களிலிரு்நது, ேமவாய்பபு முள்றயில் ஒரு பபாருள 
கதர்நபதடுக்கபபடுகி்றது. அபபபாருள குள்றபாடு்டன் இருபபதற்்கான நி்கழ்த்கவு 
யாது?
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 (2) ஒத்த	இரு ஜாடி்களில், ஒன்றில் 6 ்கருபபு மற்றும் 4 சிவபபு நி்றபப்நது்கள  உளைன. 
மற்ப்றாரு ஜாடியில் 2 ்கருபபு மற்றும் 2 சிவபபு நி்றபப்நது்கள உளைன. ேமவாய்பபு 
முள்றயில் ஒரு ஜாடி கதர்நபதடுக்கபபட்டு அதிலிரு்நது  ஒரு ப்நது எடுக்கபபடுகி்றது. 

  (i) அபப்நது ்கருபபா்க இருபபதற்்கான நி்கழ்த்களவக ்காண்்க.  
  (ii)  எடுக்கபபட்்ட ப்நது ்கருபபு எனில் முதல் ஜாடியிலிரு்நது எடுக்கபபட்்டதற்்கான 

நி்கழ்த்கவு யாது?
 (3) ஒரு PVC ளபப தயாரிககும் நிறுவனம் X, Y  மற்றும் Z	என்்ற மூன்று பதாழிற்ோளல்கள மூலம் 

உற்பத்தி பேய்கி்றது.  X, Y  மற்றும் Z	்களின் தின்நகதாறும் உற்பத்தி பேய்யும் ளபப்களின் 
அைவு்கள முள்றகய 2000  அலகு்கள, 3000  அலகு்கள மற்றும்  5000 அலகு்கள ஆகும். 
மு்நளதய தி்றளனப பபாறுத்து X, Y  மற்றும் Z  பதாழிற்ோளல்களில் உற்பத்தியாகும் 
ளபப்களின் குள்றபாடு்கள முள்றகய	3%, 4%  மற்றும் 2% ஆகும். ேமவாய்பபு முள்றயில் 
ஒரு	நாள உற்பத்தியான ளபப்களிலிரு்நது ஒரு ளபப கதர்நபதடுக்கப படுகி்றது.

  (i) கதர்நபதடுக்கபபட்்ட	ளபப	குள்றபாடுளைதா்க		இருபபதற்்கான	நி்கழ்த்களவக	்காண்்க.
  (ii) கதர்நபதடுக்கபபட்்ட	 ளபப	 குள்றபாடுளைதா்க	 இருபபின்	அது	 பதாழிற்ோளல	 Y-யில்	

உற்பத்தியானதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	என்ன?
 (4) ஒரு	குறிபபிட்்ட	நிறுவனத்தில்	A, B	மற்றும்	C	ஆகிகயார	கமலாைர	ஆவதற்்கான	வாய்பபு்கள	

முள்றகய	5 : 3 : 2		என்்ற	விகிதத்தில்	உளைனர.	A, B	மற்றும்	C	ஆகிகயார	கமலாைர்கைா்க	
இரு்நதால்		 அலுவல்க	 உணவ்கத்திளன	 கமம்படுத்துவதற்்கான	 நி்கழ்த்கவு்கள	 முள்றகய	
0.4, 0.5 மற்றும்  0.3	ஆகும்.	 	B	என்பவளெ	 	கமலாைொ்க	நியமனம்	பேய்தால்	அலுவல்க	
உணவ்கம்	கமம்படுவதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	என்ன?

 (5) திருமணமான	 ஆண்்கள	 மற்றும்	 பபண்்கள	 பிெதான	 கநெத்தில்	 ்காணும்	 பதாளலக்காட்சி	
நி்கழ்ச்சி்களைப	பற்றி	ஒரு	விைம்பெ	நிறுவனத்தின்	நிரவாகி	ஆொய்்நதபபாழுது	்க்ட்நத	்காலப	
பதிவு்களின்படி	பிெதான	கநெத்தில்	பதாளலக்காட்சி	நி்கழ்ச்சி்களைக	்காணும்	மளனவியர	60 
ேதவீதத்தினர	ஆவர.	மளனவியர	பதாளலக்காட்சி	நி்கழ்ச்சி்களைக	்காணும்	கநெத்தில்	 40% 
்கணவர்களும்	பதாளலக்காட்சி	நி்கழ்ச்சி்களைக	்காண்கின்்றனர.	மளனவியர	பதாளலக்காட்சி	
நி்கழ்ச்சி்களைக	 ்காணாத	 கநெங்்களில்	 30% 	 ்கணவர்கள	 பதாளலக்காட்சி	நி்கழ்ச்சி்களைக	
்காண்கின்்றனர	எனில்	

  (i) பிெதான	கநெத்தில்	்கணவர	பதாளலக்காட்சி	்காணும்	 
நி்கழ்த்கவு		

  (ii) ்கணவர	பதாளலக்காட்சி	்காணும்	கநெங்்களில்	மளனவியும்	பதாளலக்காட்சி	்காணும்		
நி்கழ்த்கவு	ஆகியவற்ள்றக	்காண்்க.

பயிற்சி 12.5
  ேரியான	 அல்லது	 மி்கவும்	 ஏற்புள்டய	 விள்டயிளன	 ப்காடுக்கபபட்்ட	 நான்கு	 மாற்று	
விள்ட்களிலிரு்நது	கதர்நபதடுக்கவும்.

 (1) மூன்று	ஆண்்கள,	 இரு	 பபண்்கள	 மற்றும்	 நான்கு	 குழ்நளத்கள	 உளை	 ஒரு	 குழுவிலிரு்நது	
ேமவாய்பபு	 முள்றயில்	 நான்கு	 நபர்கள	 கதர்நபதடுக்கபபடுகின்்றனர.	 அவர்களில்	 ேரியா்க	
இருவர	மட்டும்	குழ்நளத்கைா்க	இருபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு

   (1) 3
4

 (2)      10
23

 (3)    1
2

 (4)   10
21

 (2)  1 2 3 20, , ,...,{ }என்்ற	்கணத்திலிரு்நது	ஒரு எண்	கதர்நபதடுக்கபபடுகி்றது.	அ்நத	எண்	3 அல்லது 
4 ஆல்	வகுபடுவதற்்கான	நி்கழ்த்கவு

  (1)  2
5

 (2)   1
8

 (3)   1
2

 (4)      2
3
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 (3) A, B, மற்றும் C தனித்தனியா்க	ஒகெ	ேமயத்தில்	ஒரு	இலகள்க	கநாககிச்	சுடுகின்்றனர.	அவர்கள	

அ்நத	இலகள்கச்	சுடுவதற்்கான	நி்கழ்த்கவு்கள	முள்றகய	
3
4

1
2

5
8

, , எனில் A அல்லது B அ்நத	

இலகள்கச்	ேரியா்கச்	சு்டவும்	ஆனால்	அ்நத	இலகள்க	  C ேரியா்கச்	சு்டாமல்	இருபபதற்்கான	

நி்கழ்த்கவானது

  (1) 21
64

 (2)   7
32

 (3)   9
64

 (4)   7
8

 (4)   A மற்றும் B என்பன இரு	நி்கழ்ச்சி்கள	எனில்	ேரியா்க

	 	ஒரு	நி்கழ்ச்சி	நி்கழ்வதற்்கான	நி்கழ்த்கவானது

  (1) P A B P A B( ) ( )∪ + ∪  (2) P A B P A B( ) ( )∩ + ∩

  (3) P A P B P A B( ) ( ) ( )+ − ∩  (4)P A P B P A B( ) ( ) ( )+ + ∩2  

 (5) A மற்றும் B என்பன இரு	நி்கழ்ச்சி்களுககுP A B∪( )= 1
6

,  P A B∩( )= 1
4

  மற்றும்P A( )= 1
4

எனில் நி்கழ்ச்சி்கள A -யும் B -யும்
  (1) ேமவாய்பபு	நி்கழ்ச்சி்கள	ஆனால்	ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள	அல்ல 
  (2) ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள	ஆனால்	ேமவாய்பபு	நி்கழ்ச்சி்கள	அல்ல
  (3) ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கள	மற்றும்	ேமவாய்பபு	நி்கழ்ச்சி்கள 
  (4) ஒன்ள்றபயான்று	விலக்கா	நி்கழ்ச்சி்கள	மற்றும்	ோரபுளை	நி்கழ்ச்சி்கள
 (6) நான்கு	 குள்றபாடுளை	 பபாருள்களைக	 ப்காண்்ட	 	 பமாத்தம்	 12	 பபாருள்களிலிரு்நது	 இரு	

பபாருள்களைத்		கதர்நபதடுககும்கபாது		அதில்	குள்ற்நதது	ஒரு	பபாருள	குள்றபாடு	உள்டயதா்க	
இருபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவானது

   (1) 19
33

 (2)   17
33

 (3)  23
33

 (4)     13
33

 (7) ஒரு	நபரின்	ள்கபளபயில்	3	ஐம்பது	ரூபாய்	கநாட்டு்களும், 4	நூறு	ரூபாய்	கநாட்டு்களும்	மற்றும்	
6	ஐநூறு	ரூபாய்	கநாட்டு்களும்	உளைன.	அவற்றிலிரு்நது	எடுக்கபபடும்	இரு	கநாட்டு்களும்	
நூறு	ரூபாய்	கநாட்டு்கைா்கக	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவின்	ோத்க	விகிதமானது.

  (1) 1:12 (2)   12:1 (3)   13:1 (4)   1:13
 (8) ‘ASSISTANT’ என்்ற	போல்லிலிரு்நது	ேமவாய்பபு	முள்றயில்	ஒரு	எழுத்தும் ‘STATISTICS’.

என்்ற	போல்லிலிரு்நது	ேமவாய்பபில்	ஒரு	எழுத்தும்	கதர்நபதடுக்கபபடும்பபாழுது	அவவிரு	
எழுத்துக்களும்	ஒகெ	எழுத்தா்க	இருபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவானது 

             (1)  7
45

 (2)  17
90

 (3) 29
90

 (4)    19
90

  

 (9) வரிளே 2	உள்டய	அணி்கள	்கணத்தில்	அணியின்	உறுபபு்கள 0	அல்லது	1	மட்டுகம	உளைது	
எனில்	 கதர்நபதடுக்கபபடும்	 அணியின்	 அணிகக்காளவ	 மதிபபு	 பூச்சியமற்்றதா்கக	
கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு

   (1) 3
16

 (2) 3
8

 (3) 1
4

 (4) 5
8

 (10)  ஒரு	ளபயில்	5	பவளளை	மற்றும்	3 ்கருபபு	நி்றப	ப்நது்கள	உளைன.	ளபயிலிரு்நது	பதா்டரச்சியா்க		
5	 ப்நது்களை	 மீண்டும்	 ளவக்கபப்டாமல்	 எடுககும்கபாது	 ப்நதுக்களின்	 நி்றம்	 மாறி	 மாறிக	
கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவானது	

  (1) 
3

14
 (2) 5

14
 (3) 1

14
 (4) 9

14
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281 நிகழ்தகவு ககோட்ோடு - ஓர் அறிமுகம்

 (11) A மற்றும் B ஆகிய	 இரு	 நி்கழ்ச்சி்கள A B⊂ மற்றும் P B( ) ,¹ 0 என	 இருபபின்	
பின்வருவனவற்றுள	எது	பமய்யானது?

  (1) P A B P A
P B

( / ) ( )
( )

=   (2) P A B P A( / ) ( )<

  (3) P A B P A( / ) ( )≥   (4) P A B P B( / ) ( )>

 (12) ஒரு	ளபயில்	6	பச்ளே,2	பவளளை	மற்றும்	7்கருபபு	நி்ற	ப்நது்கள	உளைன.	இரு	ப்நது்கள	
ஒகெ	ேமயத்தில்	எடுககும்கபாது	அளவ	பவவகவறு	நி்றமா்க	இருபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவானது

            (1) 68
105

 (2) 71
105

 (3) 64
105

 (4) 73
105

 (13) X மற்றும்Y என்்ற	 இரு	 நி்கழ்ச்சி்களுககு P X Y P Y X P X Y/ , / ( )( )= ( )= ∩ =1
2

1
3

1
6

 ,  
எனில் P X Y( )∪  -ன்	மதிபபு

  (1) 
1
3

  (2) 
2
5

  (3) 
1
6

   (4) 
2
3

  

 (14) ஒரு	ஜாடியில்	5	சிவபபு	மற்றும்	5 ்கருபபு	நி்ற	ப்நது்கள	உளைன.	ஜாடியிலிரு்நது	ேமவாய்பபு	
முள்றயில்	 ஒரு	 ப்நது	 எடுக்கபபடுகி்றது.	 அதளனயும்	 அதன்	 நி்றமுளை	 கமலும்	 இரு	
ப்நது்களும்	 ஜாடியில்	 மீண்டும்	 ளவக்கபபடுகின்்றன.	 பின்னர	 ஜாடியிலிரு்நது	 ஒரு	 ப்நது	
எடுக்கபபடும்கபாது	அது	சிவபபு	நி்றப	ப்நதா்க	இருபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவானது

  (1) 5
12

 (2) 1
2

 (3) 7
12

 (4) 1
4

 (15) ஒன்று	முதல்	நூறு	வளெயுளை	இயல்	எண்்களிலிரு்நது	ேமவாய்பபு	முள்றயில்	ஒரு	எண்	 x 

கதர்நபதடுக்கபபடுகி்றது.  
( )( )x x

x
− −
−

≥10 50
30

0 என்பதளனப	 பூரத்தி	 பேய்யும்	 எண்ளணத்	

கதரவு	பேய்யும்	நி்கழ்ச்சி	A எனில், P A( )  ஆனது

  (1) 0.20 (2) 0.51 (3) 0.71 (4) 0.70

 (16)  A மற்றும் B என்்ற	ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்களுககு P A( ) .= 0 35   மற்றும் P A B( ) .∪ = 0 6 , எனில்

 P B( )  ஆனது

  (1) 5
13

 (2)      1
13

 (3)    4
13

 (4)   7
13

 (17)  A மற்றும் B என்்ற	இரு	நி்கழ்ச்சி்களுககு P A( ) = 3
10

  மற்றும் P A B( )∩ = 1
2

 , எனில் P A B( )Ç  
-ன்	மதிபபு

  (1) 1
2

 (2)      1
3

 (3)  
1
4    (4)   1

5
 (18) A மற்றும் B என்்ற	 இரு	 நி்கழ்ச்சி்களுககுP A P B( ) . , .= ( )=0 4 0 8  மற்றும் P B A/ .( )= 0 6 , 

எனில்P A B∩( )  -ன்	மதிபபு

              (1) 0.96   (2) 0.24 (3) 0.56 (4) 0.66
 (19) A, B மற்றும் C என்்ற	மூன்று	நி்கழ்ச்சி்களில்	ஒன்று	மட்டுகம	நி்கழககூடும்.	A-ககு	ோத்கமற்்ற	

விகிதம்	7 -ககு 4 மற்றும்	B	 -ககு	ோத்கமற்்ற	விகிதம் 5 -ககு 3 எனில் C -ககுச்	ோத்கமற்்ற	
விகிதம்

             (1) 23: 65         (2) 65: 23  (3) 23: 88 (4)     88: 23

12 Probability New.indd   281 03-09-2018   15:41:40



282XI - கணிதவியல்

 (20)  a மற்றும் b -ன்	மதிபபு்கள 1 2 3 4, , ,{ }என்்ற	்கணத்தில்		திரும்பத்	திரும்ப	வரும்	என்்ற	வள்கயில்	

ேமவாய்பபு	முள்றயில்	கதர்நபதடுக்கபபட்்டால் x ax b2 0+ + = என்்ற	ேமன்பாட்டின்	மூலங்்கள	
பமய்பயண்்கைா்க	இருபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு

  (1) 3
16

 (2)   5
16

 (3)  7
16

 (4)     11
16

 (21) A மற்றும் B என்்ற	 இரு	 நி்கழ்ச்சி்களுககு P A P A B( ) , /= ( )=1
4

1
2

 மற்றும்
  

P B A/( )= 2
3
	எனில்		P B( ) -ன்	மதிபபு

  (1) 
1
6

 (2) 1
3

  (3)  2
3

 (4) 1
2

 

 (22) ஒரு	 குறிபபிட்்ட	 ்கல்லூரியில்	 4% மாணவர்கள	 மற்றும்	 1% மாணவியர்கள	 1.8 மீட்்டர	

உயெத்திற்கு	 கமல்	 உளைனர. கமலும்	 ்கல்லூரியில் பமாத்த	 எண்ணிகள்கயில் 60% 
மாணவியர்கள	 உளைனர. ேமவாய்பபு	 முள்றயில்	 1.8 மீ	 உயெத்திற்கு	 கமல்	 ஒருவளெத்	
கதர்நபதடுககும்கபாது	அவர	மாணவியா்க	இருபபதற்்கான		நி்கழ்த்கவு

  (1) 2
11

  (2) 3
11

  (3) 5
11

  (4) 7
11

 

 (23) பத்து	நாணயங்்களைச்	சுண்டும்கபாது	குள்ற்நதது	8	தளல்கள	கிள்டபபதற்்கான	நி்கழ்வு

  (1) 
7
64  (2) 

7
32

 (3) 7
16

 (4) 7
128

 (24) A மற்றும் B என்்ற	இரு	நி்கழ்ச்சி்கள	நி்கழ்வதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	முள்றகய	 0.3	 மற்றும்	 0.6 
ஆகும்.	  A மற்றும் B ஒகெ	ேமயத்தில்	நி்கழ்வதற்்கான	நி்கழ்த்கவு	0.18	எனில்	  A அல்லது B 
நி்கழாமல்	இருபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு

  (1) 0.1 (2) 0.72 (3) 0.42  (4) 0.28

 (25) ஒரு	எண்	m ஆனது m £  5, எனில்	இருபடிச்	ேமன்பாடு 2 2 1 02x mx m+ + + =  -ன்	மூலங்்கள	
பமய்பயண்்கைா்க	இருபபதற்்கான	நி்கழ்த்கவு

  (1) 1
5

  (2) 2
5

  (3)  
3
5  (4) 4

5
 

்ாைத் வ்தாகுபபு

இபபா்டபபகுதியில்	நாம்	்கற்றுத்	பதளி்நதளவ
 ஒரு	ேம	வாய்பபுச்	கோதளனயின்	கூறுபவளி	S எனவும்	அதன்	ஏகதனும்	ஒரு	நி்கழ்ச்சி A 
எனவும்	ப்காள்க.       

    
?f;;F rhj fi;fpz;zv dhkf

?y; cs;s
P A n A

n S
A

S
( )

( )

( )
= =

  aht[kshtpa Kot[fspd; vz;zpf;if

Kot[fspd; 

நிகழ்தகவின் நகோட்்போடுகள்
 S என்பது	ஒரு	ேமவாய்பபுச்	கோதளனயின்	முடிவுற்்ற	கூறுபவளி. A என்பது S-ன்	யாகதனும்		
ஒரு	நி்கழ்ச்சி.	P(A) என்பது A-ன்	நி்கழ்த்கவு	எனில்	P(A) கீழ்க்காணும்	அடிபபள்டக	ப்காளள்க்களை	
நிள்றவு	பேய்யும்.

 (1) P A( )³ 0
 (2) A மற்றும் B ஒன்ள்றபயான்று	விலககிய	நி்கழ்ச்சி்கள	எனில்,
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283 நிகழ்தகவு ககோட்ோடு - ஓர் அறிமுகம்

  P A B P A P B( ) ( ) ( )∪ = +     

 (3) P S( )  = 1

 இயலா	நி்கழ்ச்சியின்	நி்கழ்த்கவு	பூஜ்ஜியம்	ஆகும். P( )∅ = 0  

  A  மற்றும் B  என்பன	இரு	நி்கழ்ச்சி்கள	மற்றும்	B -ன்	நிெபபி B  எனில்   

P A B P A P A B( ) ( ) ( )∩ = − ∩  
   A  மற்றும் B  என்பன	இரு	நி்கழ்ச்சி்கள	எனில் 

P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )∪ = + − ∩  
 
நி்கழ்ச்சி	 Aஏற்்கனகவ	 நி்கழ்்நதுளை	 நிளலயில்	 Aயின்	 நிப்நதளனயில்	 B -ன்	 ோரபுநிளல	
நி்கழ்த்கவு P B A( )   எனக	குறிக்கபபடின்

 P B A
P A B

P A
P A( / )

( )

( )
( )=

∩
≠, 0

                            

 P A B
P A B

P B
P B( / )

( )

( )
( )=

∩
≠, 0

 உ்டனி்கழ்வு்கைா்க	ஏற்படும்	 A மற்றும் B எனும்	இரு	நி்கழ்ச்சி்களின்	நி்கழ்த்கவு

                                    P A B P A B P B P A B P B A P A( ) ( / ) ( ) ( ) ( / ) ( )∩ = ∩ =     or

                  P A B P A P B( ) ( ) . ( )∩ =    எனில் A மற்றும் B எனும்	இரு	நி்கழ்ச்சி்களும்
ோரபிலா	நி்கழ்ச்சி்கைாகும்.
கூட்டு நி்கழ்்த்கவு

  A A A An1 2 3, , , ...  என்பன	ஒன்ள்ற	ஒன்று	விலககிய	யாவுமைாவிய	நி்கழ்ச்சி்கள	மற்றும்		B 
என்பது	S எனும்	கூறுபவளியில்	உளை	ஏகதனும்	ஒரு	நி்கழ்ச்சி	எனில்	 

                      P B P A P B A P A P B A P A P B A P A Pn n i( ) ( ). ( / ) ( ). ( / ) ( ). ( / ) ( ).  = + + + =1 1 2 2  (( / )B Ai
i

n

=

∑
1

P(B) என்பது நி்கழ்ச்சிB -யின்	கூட்டு	நி்கழ்	த்கவு	ஆகும்.

பபயீஸ்-ன் ப்தற்றம்

   A A A An1 2 3, , , ...   என்்ற	ஒன்ள்ற	ஒன்று	விலககிய	மற்றும்	யாவுமைாவிய	நி்கழ்ச்சி்கைா்கவும்	
கமலும்	  P(Ai) > 0,    i=1 ,2 ,3 ,….n  எனில்	 P(B) > 0,இருககும்படி B என்்ற   எ்நத	 ஒரு	
நி்கழ்ச்சிககும்

P A B P A P B A
P A P B A P A P B Ai

i i( / ) ( ) ( / )
( ) ( / ) ( ) ( / ) ...

     
   

=
+ + +1 1 2 2    P A P B An n( ) ( / )
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நி்கழ்்த்கவு ப்ககாட்பகாடு-ஓர் அறிமு்கம்

பேயல்பாட்டின்	இறுதியில்

கிள்டக்கப	பபறுவது

்படி - 1 
கீழ்க்காணும்	 உெலி	 /	 விளெவுக	 குறியீட்ள்டப	 பயன்படுத்தி	 	 GeoGebra-வின்	 “XI	
standard	 Probability”	 பக்கத்திற்குச்	 பேல்்க.	 உங்்கள	 பா்டம்	 ோர்நத	 பல	 பணித்தாள்கள	
இபபக்கத்தில்	ப்காடுக்கபபட்டிருககும்.

்படி - 2
“Sets	and	Probability”	என்பளதத்	கதர்நபதடுக்கவும்.	அதில்	“New	Problem”	என்பளதத்	கதரவு	
பேய்து,வினாக்களைமாற்்ற	 முடியும்.	 நி்கழ்த்கவு	 ்கணககு்களைச்	 பேய்து,	 அதற்ப்கன	
ப்காடுக்கபபட்டிருககும்	்கட்்டங்்களைச்	போடுககு்க.

உரலி :
https://ggbm.at/zbpcj934
*ப்டங்்கள	அள்டயாைத்திற்கு	மட்டும்.

நி்கழ்்த்கவு ப்ககாட்பகாடு-ஓர் அறிமு்கம்

பேயல்பாட்டின்	இறுதியில்

்படி - 1 ்படி - 2

இட்ணயச் வ�யல்்ாடு 12 (a)
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பேயல்பாட்டின்	இறுதியில்

கிள்டக்கப	பபறுவது

்படி - 1 
கீழ்க்காணும்	 உெலி	 /	 விளெவுக	 குறியீட்ள்டப	 பயன்படுத்தி	 GeoGebra--வின்	 “XI	
standard	 Probability”	 பக்கத்திற்குச்	 பேல்்க.	 உங்்கள	 பா்டம்	 ோர்நத	 பல	 பணித்தாள்கள	
இபபக்கத்தில்	ப்காடுக்கபபட்டிருககும்.

்படி - 2 
“Bayes	 Theorem”	 என்பளதத்	 கதர்நபதடுக்கவும்.	 அதில்	 ஒரு	 எடுத்துக்காட்டு்கள	
ப்காடுக்கபபட்டிருககும்.	 ப்காடுக்கபபட்டிருககும்	 படி்களின்	 படி	 நி்கழ்த்கவு்களைச்	
பேய்்க.	 உங்்கள	 விள்ட்களைச்	 ேரி	 பாரக்க,	 அதற்ப்கன	 ப்காடுக்கபபட்டிருககும்	
்கட்்டங்்களைச்	போடுககு்க.

உரலி :
https://ggbm.at/zbpcj934
*ப்டங்்கள	அள்டயாைத்திற்கு	மட்டும்.

பேயல்பாட்டின்	இறுதியில்

்படி - 1 ்படி - 2

இட்ணயச் வ�யல்்ாடு 12 (b)

நி்கழ்்த்கவு ப்ககாட்பகாடு-ஓர் அறிமு்கம்
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286XI - Mathematics

விடைகள்
பயிற்சி 7.1

 (1) (i) 
1
2

1 9 25
0 4 16








   (ii) 

1
4

1 5 9 13
2 2 6 10
5 1 3 7

















 (2)  ± − −2 3 1
2

1, , , π   

 (3) 5  (4) A B=
− −

−








 =

− −
−











1
3

15 10 8
10 5 5

1
3

12 2 16
8 4 13

,  

 (5) A
a4 1 4

0 1
=








   (6) (ii) α π

π
= ± ∈2

3
n n,    (7) x =1  

 (9) k = 2   (12)  −I   (14) A =
−









1 2
2 0

  (16) 3 4×    

 (18) A =
−

















1 3
2 12
5 0

 (19) x y= − = −2 1,              (20) (i) x = 3
1
3      (ii) p q r= − = = −2 0 3, ,

 (21) A =
− −

−
















0 1 2
1 0 1
2 1 0

 ,  எதிர் சமச்சீர் (24)  பை I - ` 280, பை II - ` 440, பை III - ` 730

பயிற்சி  7.2

 (10) 0 (13) 0 (15) (i) 0   (ii) 0 (16) 4
 (17) −81  (18) 0 (19) x = −1 2,   (21) 7 

பயிற்சி  7.3

 (3) x = 0 (இருமுபை), x a b c= − + +( )   (5) x = 0  (இருமுபை), x = −12

பயிற்சி  7.4

 (1) 2.5 ச.அ. (2) k = −1 7,  
 (3) (i) பூஜ்ஜியக்கோபை   (ii) பூஜ்ஜியமறை ்கோபை (iii) பூஜ்ஜியக ்கோபை

 (4) (i) a = − 6
7

  (ii) b =
49
8

  (5) 
1
2

  (6) 6

பயிற்சி 7.5

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15)

2 1 2 2 2 2 4 4 2 4 2 4 3 2 4

(16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25)

3 3 4 1 3 2 3 3 1 2
பயிற்சி  8.1

 (7) மறை ைககஙகள் 


  



b a a a b− − −, , , மற்ைோரு மூபை விட்டம் 


b a− 2
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287 Answers

பயிற்சி  8.2

 (1) (i)  திபசக ் கோபசனகள் அலை   (ii) திபசக ் கோபசனகள்     (iii) திபசக்கோபசனகள் அலை

 (2) (i) 
1
14

2
14

3
14

, ,





   (ii)  

3
19

1
19

3
19

, ,−







   (iii) (0, 0, 1)

 (3) (i) 
3
79

4
79

8
79

3 4 8, , , ( , , )−







 −  (ii) 

3
11

1
11

1
11

3 1 1, , , ( , , )







  (iii) (0, 1, 0),  (0, 1, 0)                   (iv)  5
2338

3
2338

48
2338

5 3 48, , ( , )− −







 − −, 

  (v) 
3
34

4
34

3
34

3 4 3, , , , )−







 −,  (  (vi) 1

2
0 1

2
1 0 1, , ( , , )−






 −,

 (4) 
1
6

1
6

2
6

, , −







  , −









−









2
6

1
6

1
6

1
6

2
6

1
6

, , , ,,  

 (5) a = ± 1
2

        (6) a b c= − = = −1 2 1, ,  அலைது a b c= = − =1 2 1, ,       (8) λ =
2
3

  

 (11) (i) 41 2
41

1
41

6
41

, , , −





   (ii) 1123 15

1123
27
1123

13
1123

, , ,−







  

 (12) 44 218 110+ +   (13) 
1 ˆˆ ˆ(17 3 10 )
398

i j k− −  

 (14) ஆம்  (16) m = ±
1
3

 

பயிற்சி  8.3

 (1) (i) 9 (ii)  4 (2) (i) λ =
5
2

    (ii) λ = 2   (3) θ
π

=
4

 

 (4) (i)  θ =
−







−cos 1 9
49

  (ii) θ
π

=
2
3

  (5) θ
π

=
2
3

  (8) −55  

 (11) 5 2   (12) 
51
7

  (13) 5 (14) −42  

பயிற்சி  8.4

 (1) 507   (3) 
10 3 ˆˆ ˆ(5 3 )

35
i j k± − +     (4)  

ˆˆ ˆ( 2 2 )
3

i j k+ −±

 (5) 8 3  ச.அ. (6) 
1
2

93  ச.அ.   (10) 
p
3

 

பயிற்சி  8.5

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15)
3 3 4 2 2 3 4 4 2 3 2 1 1 1 3

(16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25)
4 1 4 4 1 3 2 4 3 2
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பயிற்சி  9.1

 (1) 0 3.   (2) 0.25 (3) 0.288 (4) -0 25.

 (5) 1 (6) 0 (7) 1 (8) 3

 (9) 2 (10) 3 (11) எலபை இலபை (12) எலபை இலபை

 (13) 0 (14) 1 (15) எலபை இலபை

 (16)  x0 4= தவிர (17) x0 = p  தவிர  (19) f f( ) ( )8 8 25− += =   (20) இயைோது

 (21) f ( )2 ைறறி முடிவு ்சயய இயைோது (22) 6, 6 (23) எலபை இலபை

பயிற்சி  9.2

 (1) 32 (2) 
m
n

   (3) 108 (4) 
1

2 x
  

 (5) 
1
6

  (6) −
1
4

  (7) 3 (8) 4 

 (9) 
1
2

  (10) −
1
4

  (11) −
3
4

43   (12) 0

 (13) x ® 0 எனில f x( )→−∞ (எலபை இலபை)    (14) 
1
4

  (15) 
1

4a a b−
 

பயிற்சி  9.3

 (1) (i) x→− −2 எனில f ( )− →∞2 ,      x→− +2  எனில f ( )− →−∞2

  (ii)  x→
−p

2 எனில f p
2





→∞ ,  x→

+p
2  எனில f p

2





→−∞

 (2) x→ −3 எனில f ( )3 →−∞ , x→ +3 எனில f ( )3 →∞

 (3) x→∞  எனில f x( )→∞  (4) 0 

 (5)  x→∞  எனில f x( )→∞  (6) −1  (7) 
1
4

 

 (8) (i) 
1
6

      (ii) 
9
25

      (iii) 1 (9)  
1
α

  (10) 30

பயிற்சி  9.4

 (1) e7  (2) e
1
3   (3) 1 (4) 

1
8e

  (5) e3

  (6) 
1
8

  (7) 
α
β

     (8) 
2
5

    (9) 
1
0

,
,

( ) ,

m n
m n

f m n

=
>

→ →∞ <









  

0  vdpy;  α α
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 (10) 2cos a  (11) 
b
a

   (12) 
2
3

  (13) 
1
2

  (14) 2

 (15) log 2
3

  (16) log 9    (17) 
1
2

  (18) log3 1−   (19) a

 (20 −
3
2

  (21) e2   (22) 
1

4 2
   (23) 1 (24) e2   

 (25) 2 (26) log a
b

  (27) 
1
2

   (28) 
1
2

 

 பயிற்சி  9.5

 (2) (i) x∈ -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (ii)  -ல ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (iii) x n n Z∈ − + ∈ ( ) ,2 1
2
π

 -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (iv) x∈  -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (v) ( , )0 ¥ -ல ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (vi) x∈ − { }0 -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (vii) x∈ − − { }4 -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (viii) x∈ -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (ix) x∈ − − { }1 -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது 

  (x) x
n n Z∈ − ∈

π
2

, -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

 (3) (i) x = 3-ல ்தோ்டர்ச்சியறைது

  (ii) x∈ -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (iii) x∈ -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (iv) x∈





0

2
,π -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

 (4) (i) x0 1= -ல ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (ii) x0 3= -ல ்தோ்டர்ச்சியறைது

 (5) x∈ -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது (6) α = 4           (8) 6 

 (9) (i) x =1-ல ்தோ்டர்ச்சியறைது (ii) x = 0 -ல ்தோ்டர்ச்சியறைது 

 (10) x = 0 1 3, ,  ஆகிய மதிப்புகளுககு ்தோ்டர்ச்சியோனது
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 (11) (i)  x = −2 -ல நீககககூடிய ்தோ்டர்ச்சியினபம, g x
x x
x

x

x
( ) =

− −
+

≠ −

− = −







2 2 8
2

2

6 2

,

,

  (ii) x = −4 -ல நீககககூடிய ்தோ்டர்ச்சியினபம, g x
x
x

x

x
( ) =

+
+

≠ −

= −







3 64
4

4

48 4

,

,
 

  (iii) x = 9 -ல நீககககூடிய ்தோ்டர்ச்சியினபம, g x

x
x

x

x
( ) =

−
−

≠

=










3
9

9

1
6

9

,

,

 (12) −2    (13) f ( )0 0=   (14) f ( )1 2
3

=  

பயிற்சி  9.6

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15)

2 3 4 1 1 4 2 2 2 3 4 3 4 3 1

(16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25)

1 1 1 4 2 2 2 2 2 4

பயிற்சி  10.1

 (1) (i) 0 (ii) −4   (iii)  −2x

 (2) (i) ′ =− ′ =− +f f( ) , ( ) ,1 1 1 1 ைபகபமயறைது 

  (ii) x→ −1 எனில ′ →−∞f x( ) , ைபகபமயறைது

  (iii) ′ = ′ =− +f f( ) , ( ) ,1 1 1 2 ைபகபமயறைது

 (3)  (i) ைபகபமயோனது (ii) ைபகபமயறைது

  (iii) ைபகபமயறைது (i) ைபகபமயறைது

 (5) x x= − =1 8 , ஆகியபை கூர்முபனகள்

  x = 4 -ல ்தோ்டர்ச்சியறைது, 
  x =11  -ல ்சஙகுத்துத் ்தோடு்கோடு

 (6) மதிப்பு இலபை

 (7) (i) x n n Z= ∈π , -ககு ைபகபம இலபை (ii) x n n Z= + ∈( ) ,2 1
2
π

-ககு ைபகபம இலபை

பயிற்சி  10.2

 (1)  1 3− cos x   (2) cos sinx x−   (3) x x xcos sin+  
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 (4) − −sin secx x2 2   (5) 3 2 3t t t tcos sin−   (6) 4 2sec tan sect t t+  

  (7) e x xx (cos sin )+   (8)  
x x x

x
sec tan2

2

−
  (9)  

1
1+ cos x

  

 (10) 
( ) cos ( )sin

(sin cos )
1 1

2

− + +
+

x x x x
x x

  (11)   cos x + sin x (12) 
x x x

x
cos sin− 2

3   

 (13) tan sec cos sinθ θ θ θ+ +   (14) −
+( cos )
sin

1 2

3

x
x

  (15) x x x xcos sin cos2 +   

 (16) e
x

xx− −





1 log   (17) e x x x
x

x xx− − + + +
+
+

+ +










3 2
2

3 5 1 5
1

2 1( ) log( ) log( )

 (18) 
p p

180 180
cos x   (19) 

log10 e
x

பயிற்சி  10.3

 (1)  5 2 4 4 62 4( )( )x x x+ + +   (2) 3 32sec x   (3) −sec sin(tan )2 x x  

 (4) x x2 3
2
31( )+

−
  (5) 

1
2 x

e x   (6) e ex xcos( )  

 (7) 7 3 4 42 3 6( )( )x x x+ +   (8) 
3
2

1 1 1
1
2

2t
t t

−





 +





   (9) 

1
3

12
2
3sec ( tan )t t+

−
 

 (10) − +3 2 3 3x a xsin( )    (11) −my   (12) 20 5 5sec tanx x   

 (13) 
8 2 5
8 5

2 15 5
3

2 4
2( )

( )
[ ]x

x
x x−

−
+ −   (14) 

8 14

3 2

3

2
2
3

x x

x

+

+( )
 (15) e xx− −

2

1 2 2[ ]  

 (16) −
+ −

3

2 1 1

2

3
3
4 3

5
4

t

t t( ) ( )
  (17) 

14 3
2 7 3 7 3

−
− −

x
x x( )

  (18) −sin sec (cos )x x2

  (19) sin ( sec )x x1 2+   (20) 

1
�

x

2x
5

  (21) 
sec

tan

2

1 2
x

x+
 

 (22) 3sin cos (sin cos )x x x x−  (23)  −k kx kxsin sin( cos )2  (24) − +6 2 1 2 5sin ( cos )x x

   (25) 
3 2

1

3 4

2

e e
e

x x

x

+
+( )

  (26) 
2 1

4

x

x x x

+

+
 (27) e x x xx xcos [cos sin ]−  

 (28) 
4 2 1

8

x x x x

x x x x x x

+ + +

+ + +
      (29) 

cos tan sin sec si

sin x

2

2
     (30)  

−
+

2
1 2x
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பயிற்சி  10.4

 (1)  x x
x

x sin coslog   (2) x x
x

x
x

xx xlog log (log )
log

log(log )2 1





 + +











 (3) 
y x
x y

( )
( )
2 1
1 2

−
+

  (4) 
y x y y
x y x x
( log )
( log )

−
−

 (5) (cos ) log(cos ) tan loglogx x
x

x xx −





 (6) −
b x
a y

2

2   (7) 
x x y y
x y x y

2 2

2 2

+ +

− +
 (8) 

1 2 2

2 2

− + − −
+ − −

sec ( ) sec ( )
sec ( ) sec ( )

x y x y
x y x y

 (10) 
1
2

  (11) 
6

1 9 2+ x
  (12) 1 (13) − tan t  

 (14) tan t   (15) 
t

t

2 1
2
−

  (16) 
2

1 2+ x
  (17) 

3
1 2− x

 (18) 1 (19) cos x2  (20) 2 (21) 
1
2

 

 (22) −1 (23) 
x

x( )1 2
3
2−

 

பயிற்சி  10.5

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15)
2 4 3 3 1 4 3 2 1 4 3 3 2 2 4

(16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25)
2 3 1 4 2 4 1 1 3 2

பயிற்சி  11.1

 (1) (i) 
x c

12

12
+   (ii) − +

1
6 6x

c   (iii) 
3
7

7
3x c+   (iv) 

8
13

13
8x c+  

 (2) (i) − +cot x c   (ii) sec x c+   (iii) − +cosecx c   (iv) tan x c+  

 (3) (i) 123 x c+   (ii) log | |x c+   (iii) e cx +  

 (4) (i) tan− +1 x c   (ii) sin− +1 x c   

பயிற்சி  11.2

 (1) (i) 
( )x c+

+
5

7

7

  (ii) 
1

9 2 3 3( )−
+

x
c   (iii) 

2
9

3 2
3
2( )x c+ +  

 (2) (i) 
−

+
cos3

3
x c   (ii) −

− +sin( )5 11
11
x c

  (iii) −
−

+
cot( )5 7

5
x c  

 (3) (i) 
1
3

3 6e cx− +   (ii) − +
−e c
x8 7

7
  (iii) − − +

1
4

6 4log | |x c  

Answers.indd   292 03-09-2018   15:22:43



293 Answers

 (4) (i) 5
5

tan x c+   (ii) − + +
1
5

5 3cosec( )x c   (iii) − − +
1

15
2 15sec( )x c  

 (5) (i) 
1
4

41sin ( )− +x c   (ii) 
1
9

91sin ( )− +x c   (iii) 
1
6

61tan ( )− +x c  

பயிற்சி  11.3

 (1) 
( )

( )
cot( )x

x
x c+

+
−

+
−

+
4

6
1

3 2 5
3 1
3

6

3   (2) − − + − − +−2 5 2 3 6 6 43 6sin( ) log | |x e x cx  

 (3) 5
5

9 2 2 5 3tan sin sec( )x x x c+ + + +   (4) 2 4 9 3 3 51 1 1sin ( ) sin ( ) tan ( )− − −+ − +x x x c  

 (5) 2 3 2 3 3 41 1tan ( ) sin ( )− −+ + − +x x c   (6) sin log | |x x c
x

3
4 7 9 55

3
−






 + + + +

+
 

பயிற்சி  11.4 

 (1) 2 5 32x x− +   (2) 3 13 2( )x x− −   (3) 2 3 5 263 2x x x− + +  

 (4)  (i) 8 வினோடிகள்  (ii) 39.2 மீ/வினோடி (iii) 78.4 மீ/வினோடி

 (5) (i) 2.5 ச.்சமீ (ii) 1.5 ச.்சமீ 

பயிற்சி  11.5

 (1) 
x x x

x
c

2

2
4 3 2

+ − − +log | |   (2) 
x x x c

2

2
2+ + +log | |    (3)  

8
3

26 180
3

2x x x c+ − +

 (4) tan cotx x x c− − +2   (5) 2[sin cos ]x x c+ +α  (6) − +2 2cosec x c  

 (7) − − +3 4cot x x ccosec   (8) x x c− +sin   (9) 2 3
3

sin sinx x c+




+  

 (10) 
1
2

5
5

sin sinx x c+




+   (11) 

1
2

10
10

x x c−




+

sin
  (12) − +

1
8

4cos x c  

 (13) 
( )

log( )
ae
ae

c
x

+   (14) 
2

15
3 7 2

3
3 7

5
2

3
2( ) ( )x x c+ − + +

 (15) 
2

2
2

3 2

2 2 2 3x x

c
+ −

− +
log log

  (16) 
2
21

3 4
3
2

3
2[( ) ( ) ]x x c+ + − +  

 (17) 2 3 2log | | log | |x x c+ − + +   (18) 
1
9

1 1
9

2 1
3 2

log | ( ) | log | ( ) |
( )

x x
x

c− − + +
+

+

 (19)  log tanx
x

x c+
−

+ +−2
1

3 1  (20) 
x x x x c

2

2
3 1 8 2+ − − + − +log | | log | |  
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பயிற்சி  11.6

 (1) 1 2+ +x c   (2) 
1
3

1 3tan ( )− +x c   (3) log | |e e cx x+ +−  

 (4) log | |10 10x x c+ +   (5) − +2cos x c   (6) log | log(sin ) |x c+

 (7) log log tan x c
2







 +   (8) 

1
2

2 2 2

b
a b x clog | sin |+ +    (9) 

(sin )−

+
1 2

2
x c  

 (10) ( ) ( ) log | |1 4 1 2 12+ − + + + +x x x c   (11) log | log(log ) |x c+  

 (12) − +−e cxβ α

  (13) 2 sec x c+   (14) 
( ) ( )1

19
1

18

19 18−
−

−
+

x x c  

 (15) 
sin sin6 8

6 8
x x c− +   (16) ( ) cos sin log | sec( ) |x a a a x a c− − − +  

பயிற்சி  11.7

 (1) (i) e x cx3 3 1[ ]− +   (ii) − + +
x x x ccos sin3

3
3

9
  

  (iii) − + +−e x cx5 5 1[ ]   (iv) x x x x csec log | sec tan |− + +  

 (2) (i)  
x x x c

2 2

2 4
log | |

− +  (ii) e x x cx3 29 6 2[ ]− + +  

  (iii) x x x x x c2 2 2sin cos sin+ − +   (iv) − + + − +x x x x x x x c3 23 6 6cos sin cos sin  

 (3) (i) − − + +−sin 1 21x x x c  (ii) 
1
2

2 2
2 4 2e x x cx [ ]− + +

  (iii) 
1
2

4 4 1 161 2x x x ctan log | |− − +



 +   (iv) 

பயிற்சி  11.8

 (1) (i) 
e

a b
a bx b bx c

ax

2 2+
+ +[ cos sin ]    (ii) 

e x x c
x2

5
2[ sin cos ]− +  

  (iii) 
e x x c
x−

− +
5

2 2 2[ sin cos ]   

 (2) (i) − + +
−e x x c
x3

13
3 2 2 2[ sin cos ]   (ii) − + +

−e x x c
x4

10
2 2 2[ sin cos ]

  (iii) 
e x x c

x−

− +
3

10
3[sin cos ]  

பயிற்சி  11.9

 (1) e x cx log | sec | +   (2) 
e
x
c

x

2
+   (3) e x cx sec +  

 (4) e x cx tan +   (5) xe cxtan− +
1

  (6) 
x
x

c
1+

+
log | |
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பயிற்சி  11.10

 (1) (i) 
1
4

2
2

log +
−

+
x
x

c   (ii) 
1
20

5 2
5 2

log +
−

+
x
x

c   (iii) 
1

12
3 2
3 2

log x
x

c−
+

+

 (2) (i) 
1

2 2
2 3
2 3

log − +
+ −

+
x
x

c    (ii) 
1

10
4
6

log x
x

c−
+

+  (iii) log x x x c+ + + + +2 4 22  

 (3) (i) log ( )x x c+ + + − +2 2 12  (ii) log x x x c− + − + +2 4 52   (iii) sin− −





 +

1 4
5
x c   

பயிற்சி  11.11

 (1) (i) log | | lox x x
x

2 4 12 7
8

2
6

c  (ii) 
5
2

2 2 7 12 1log | | tan ( )x x x c+ + − + +−  

  (iii) 
3
4

2 2 3 5
2

2 1
5

3 1log | | tanx x x c− + +
−







 +

−  

 (2) (i) 5
2

13
2 9 41 2sin− −

− + − +
x x x c  (ii) x x x c2 21 2 1− + + − +log | |  

  (iii) 2 4 1 2 4 12 2x x x x x c+ + − + + + + +log | |  

பயிற்சி  11.12

 (1) (i) 
x x x x x x c+

+ + + + + + + +
1

2
2 10 9

2
1 2 102 2log | |

  (ii) x x x x x x c−
− − − − + − − +

1
2

2 3 2 1 2 32 2log | |

  (iii) 
x x x x c−

− − + − +−5
2

10 24 1
2

52 1sin ( )  

 (2) (i) 
1
4

2 5 9 2 5 9 2 5
3

2 1( ) ( ) sinx x x c+ − + +
+
















 +

−

   (ii) 
1
4

2 1 81 2 1 81 2 1 81 2 12 2( ) ( ) log ( )x x x x c+ + + + + + + +




+

  (iii) 
x x x x c+

+ − + + + + − +
1

2
1 4 2 1 1 42 2( ) log ( )

பயிற்சி  11.13

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15)
1 3 4 1 3 1 3 2 4 3 4 2 4 4 1

(16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25)
2 3 2 4 1 3 4 3 1 4
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பயிற்சி  12.1

 (1) (i)  சோத்தியமோனது (ii) சோத்தியமறைது (iii) சோத்தியமறைது

 (2) (i) 
1
2

   (ii) 1  (3) (i) 
5
9

   (ii)
4
9

  (4) (i) 
1
7

   (ii) 
2
7

  (5) (i) 7
64

   (ii) 
247
256    (iii) 

37
256  

 (6) 
37

100  (7) (i) 
7
33

    (ii) 
14
55

   (8) (i) 
2

13
  (ii) 

5
13

  (iii) 
2

13

 (9) 
627
728

  (10) (i) 
5

12
  (ii) 2 to 3

பயிற்சி  12.2

 (1) (i)  
5
8

   (ii)
1
2

   (iii)) 
1
8

   (iv) 1 (2) (i) 0.50    (ii) 0.35      (iii) 0.20

 (3) 
11
36

  (4) (i) 0.8      (ii) 0.5        (iii) 0.3

 (5) (i) 0.9984    (ii) 0.0016 (6) (i) 0.64    (ii) 0.44

பயிற்சி  12.3

 (1) இயைோது (3) 0.5  (4) (i) 0.5  (ii) 0.9 

 (5) 
3
8

  (6) (i) 
3
5

  (ii) 
13
30

  (7) (i) 0.5   (ii) 0.375

 (8) (i) 
1
4

   (ii) 
9
40

    (iii) 
21
40

 (9) 0.75 

 (10) (i) 0.3 (ii) 0.5   (iii) 0.5  (iv) 0.5 (11) (i) 
5
28

  (ii) 
1

14
  (12) 

13
30

 

பயிற்சி  12.4

 (1) 0.028 (2) (i) 
11
20

   (ii) 
6

11
 

 (3) (i) 
7

250
    (ii) 

3
7

  (4) 
15
41

          (5) (i) 
9
25

 (ii) 
2
3

 

பயிற்சி  12.5

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15)

4 3 1 2 2 1 1 4 2 3 3 1 4 2 3

(16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25)

1 4 3 2 3 2 2 4 4 3
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அத்தியாயம் 7   
அணிகளும் அணிக்காவைகளும்

 matrix
 order
  row matrix
  column matrix
  zero matrix
  null matrix
  square matrix
  diagonal matrix
  unit matrix
   triangular matrix
   


upper triangular 
matrix

   


lower triangular matrix

   principal diagonal
  scalar matrix
 conformable
  commutative property
  associative property
  identity property
  inverse property
  distributive property
 symmetric
  skew-symmetric
 determinant
  


singular matrix

  


non-singular matrix

 
அத்தியாயம் 8  

வைக்டர் இயறகணிதம்

 vector
  initial point
  terminal point
  support of the 

vector
  free vector

  localised vector
  


co-initial vectors

  


co-terminal vectors

  


collinear vectors 

  parallel vectors
   coplanar vectors
  equal vectors
  zero vector
  unit vector
   like vectors
   unlike vectors
  scalar 

multiplication

  position vector
  section formula
  


resolution of vector

  direction cosines
  direction ratios
  scalar product
  vector product

 
அத்தியாயம் 9 

ைவக நுணகணிதம் 
எலவலைகள் மறறும் வதா்டர்ச்சித் 

தனவம

  calculus

 limit

  one sided limit

  left hand limit

  right hand limit
  infinite limit

  limit at infinity

கலைச்சொறகள்
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vertical asymptote

  


horizontal asymptote

  Sandwich theorem
  continuity
 


discontinuity

  


removable 
discontinuity

 


jump discontinuity

 
அத்தியாயம் 10  

ைவக நுணகணிதம் 
ைவகவம மறறும் ைவகயி்டல 

முவைகள்

  analytic equation
 derivative
 velocity
 acceleration
 jerk
 


tangency

 


difference quotient

 secant line
 tangent line
  slope of the curve

 rectilinear motion
 position function

 / 


differentiable

 differentiation
 


left hand derivative

 


right hand derivative

 


non-differentiability

  quotient rule
  chain rule
  


composite functions 
rule

   function of a function 
rule

  intermediate argument
  


implicit differentiation

 
 

explicit differentiation

  


parametric 
differentiation

 


higher order derivative

அத்தியாயம் 11 
வதாவக நுணகணிதம்

  integrand
  integrator
 


anti-derivative

 
 


indefinite integral

அத்தியாயம் 12 

  நிகழதகவு ்காட்ாடு - ஓர் அறிமுகம்

 experiment
 


deterministic 
experiment

 


random experiment

 event

 
sure event or certain 
event

  impossible event

 


exhaustive event

 sample space
 
 


mutually exclusive 
events

 


equally likely events

 


conditional probability

 


independent events
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மேறமகொள் நூலகள்

 (1) Elements of Linear Algebra– P.M.Cohn , Springer

 (2) Theory and Problems of Matrices – Frank Ayres, Schaum’s Outline series

 (3) Topics in Algebra, I.N. Herstein, Vikas Publishing Company.

 (4) Vector Algebra, Schaum’s Outline series.
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 (7) Elementary Calculus, Vol. I, V.I. Smirnov, Addison – Wesley Publish Company, 

Inc.

 (8) Calculus (Volume 1 and II), Tom. M. Apostol, John Wiley Publications.
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  George B.Thomas and Ross L. Finney (Ninth edition) Addison-Wesley.

 (10) Calculus Early Transcendentals – George B.Thomas JR., Joel Hass, Christopher 

Heil, Maurice D.Weir, Pearson

 (11) Advanced Engineering Mathematics- Erwin Kreyszig – Wiley India(P) Ltd.

 (12) Calculus, Robert T.Smith, Roland B.Minton, McGraw Hill Education(India)
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 (13) Mathematical Analysis, S.C. Malik, Wiley Eastern Ltd.

 (14) Methods of Real Analysis, Richard R. Goldberg, Oxford and IBH Publishing 
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 (15) Theory and Problems of Probability, Random Variables and Random Processes, 

Hwei P. Hsu, Schaum’s Outline series

 (16) Mathematical Statistics, John E. Freund and Ronald D. Walpole, Prentice Hall of 

India.

 (17) Mathematical Statistics, Saxena and Kapoor
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கணிதவியல – மேலநிலை முதைொேொண்டு 
பாடநூல் உருவாக்கக குழு

முலைவர் J.R.V. எடவர்ட,
முதல்வர்(பபா), ்கணிதத் துறை,
SCOTT கிறித்துவக ்கல்லூரி, 
நா்கர்்்காவில், ்கன்னியாகுமரி மாவடடம்.
முலைவர் R. ரூப்குேொர்
இறைப் ்பராசிரியர், ்கணிதத்துறை,
தமிழநாடு மத்திய பல்்கறைக ்கழ்கம்
திருவாரூர்.

பாட ஒருங்கிறைப்பாளர்
B. தமிழச்சலவி,
துறை இயககுநர், மாநிைக ்கல்வியியல் ஆராய்ச்சி 
மற்றும் பயிற்சி நிறுவனம், பென்றன.

பாடநூைாசிரியர்்கள்
முலைவர் R. சுவொமிநொதன்
முதல்வர், வித்யாகிரி ்மல்நிறைப் பள்ளி
புதுவயல், ்காறரககுடி.
S. பன்னீர்்சலவம்,
முது்கறை ஆசிரியர் (ஓய்வு), 
அரசினர் ்மல்நிறைப் பள்ளி,
G.K.M. ்காைனி, பென்றன.
M. ேதிவொணன்,
தறைறமயாசிரியர், 
அரசு மாதிரி ்மல்நிறைப் பள்ளி,
்காரிமங்்கைம், தர்மபுரி.
N. கலைச்சலவம்
முது்கறை ஆசிரியர்
பென்றன பபண்கள் ்மல்நிறைப் பள்ளி,
நுங்்கம்பாக்கம், பென்றன.
A. பொைமுருகன்
முது்கறை ஆசிரியர்
அதியமான் அரசினர் ஆண்கள் ்மல்நிறைப் பள்ளி, 
தருமபுரி.
மகொ. சு. வீரரொகவன்,
முது்கறை ஆசிரியர்,  
ஸ்ரீகிருஷைா பமடரிக ்மல்நிறைப் பள்ளி, 
TVS ந்கர், ்்காயம்புத்தூர்.
R.M. மீைொடசி
முது்கறை ஆசிரியர்
அணைா ஆதர்ஷ பமடரிக ்மல்நிறைப் பள்ளி, 
அணைாந்கர், பென்றன.

ஒருங்கிறைப்பாளர் 
K.P. சுஜொதொ,
படடதாரி ஆசிரியர், 
அரசினர் பபண்கள் ்மல்நிறைப் பள்ளி, 
K.V. குப்பம், ்வலூர் மாவடடம்.

பாட வல்லுநர்்கள்
முலைவர் S. ்பொன்னுசொமி
்பராசிரியர், ்கணிதத்துறை, 
இந்திய பதாழில்நுடப நிறுவனம், பென்றன.
முலைவர் K. ஸ்ரீனிவொசன்,
இறை ்பராசிரியர் மற்றும் துறைத்தறைவர் (ஓய்வு), 
்கணிதத் துறை,
மாநிைக ்கல்லூரி (தன்னாடசி), பென்றன.
முலைவர் E. சந்திரமசகரன்,
்பராசிரியர், ்கணிதத் துறை,
்வல் படக இரங்்கராஜன் முறனவர் ெகுந்தைா 
அறிவியல் மற்றும் பதாழில்நுடப ஆராய்ச்சி மற்றும் 
்மம்பாடடு நிறுவனம், 
ஆவடி, பென்றன.
முலைவர் C. ்சலவரொஜ்,
இறைப் ்பராசிரியர், ்கணிதத் துறை,
மாநிைக ்கல்லூரி, பென்றன.
முலைவர் ஃ்பலபின் C. ்கன்ைடி,
இறைப் ்பராசிரியர் மற்றும் துறைத் தறைவர், 
்கணிதத் துறை, ஸபடல்ைா ்மரிஸ ்கல்லூரி, 
பென்றன.
முலைவர் G. பழனி,
உதவிப் ்பராசிரியர், ்கணிதத் துறை,
டாகடர் அம்்பத்்கார் அரசு ்கறைக ்கல்லூரி,
வியாெர்பாடி, பென்றன.

பாட துறை வல்லுநர்்கள்
முலைவர் R. மவம்பு,
இறைப் ்பராசிரியர், ்கணிதத் துறை,
SBK ்கல்லூரி, அருப்புக்்காடறட.
முலைவர் D.J. பிரபொகரன்,
உதவிப் ்பராசிரியர்
்கணிதத் துறை, MIT வளா்கம்,
அணைா பல்்கறைக ்கழ்கம், பென்றன.

ஆ்ைாெ்கர்்கள் 
முலைவர் V. தஙகரொஜ்,
முன்னாள் இயககுநர்,
RIASM, பென்றன பல்்கறைக்கழ்கம்,
முலைவர் M. சந்திரமசகர்,
்பராசிரியர் மற்றும் துறைத் தறைவர், 
்கணிதத் துறை,
அணைா பல்்கறைக ்கழ்கம்,
பென்றன.
முலைவர் K.C. சிவக்குேொர்,
்பராசிரியர், ்கணிதத் துறை,
இந்திய பதாழில்நுடப நிறுவனம்,
பென்றன
முலைவர் L. மஜொன்ஸ் டொர்ஷியஸ் தொஸ்,
்பராசிரியர், ்கணிதத் துறை,
அணைா பல்்கறைக ்கழ்கம்,
பென்றன.

இந்நூல் 80 ஜி.எஸ.எம். எலி்கணட ்மப்லித்்தா தாளில் 
அச்சிடப்படடுள்ளது. ஆப்பெட முறையில் அச்சிட்டார்:

்கறை மற்றும் வடிவறமப்புக குழு

தடடச்சு, ்கறை மற்றும் வடிவறமப்பு 
S. ேமைொகரன்
V.V. கிராபிகஸ
பழவந்தாங்்கல், பென்றன-114.

தரக ்கடடுப்பாடு
்்காப்பு ராசு்வல்
ரா்ஜஷ தங்்கப்பன்
ப. அருண ்காமராஜ்
பஜரால்டு வில்ென்

அடறட வடிவறமப்பு
்கதிர் ஆறுமு்கம்

ஒருங்கிறைப்பு
ர்மஷ முனிொமி

பாட ஆய்வாளர்்கள் 
முலைவர் M. அலமபொன்ஸ்,
தறைறமயாசிரியர் (ஓய்வு),
அரசினர் ்மல்நிறைப் பள்ளி, 
ெதுரங்்கப்படடினம், ்காஞ்சிபுரம் மாவடடம்.
G. ரொமஜந்திரன்,
தறைறமயாசிரியர் (ஓய்வு),
தந்றத பபரியார் அரசினர் ்மல்நிறைப் பள்ளி, 
புழுதிவாக்கம், ்காஞ்சிபுரம் மாவடடம்.

இறையச் பெயல்பாடு 
ஒருங்கிறைப்பாளர்
D. வொசுரொஜ்,
படடதாரி ஆசிரியர் (ஓய்வு),
ப்காெப்பூர், புழல் பிளாக, திருவள்ளூர் மாவடடம்.

QR Code ்மைாணறமக குழு 
R. ்ஜகன்நொதன்
ஊராடசி ஒன்றிய நடுநிறைப் பள்ளி
்க்ைெபுரம், ்பாளூர்.
N. ்ஜகன்
அரசினர் ஆண்கள் ்மல்நிறைப் பள்ளி, 
உத்திர்மரூர், ்காஞ்சிபுரம் மாவடடம்.
J.F. பொல எடவின் ரொய்,
ஊராடசி ஒன்றிய நடுநிறைப் பள்ளி,
ராசிப்படடி, ்ெைம்.
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