
A.1.1  Hkwfedk (Introduction)
tSlk fd vuqØe vkSj Js.kh osQ vè;k; 9 esa ppkZ gks pqdh gS] ,d vuar inksa okys vuqØe
a1, a2, ..., an, ... dks vuar vuqØe dgk tkrk gS vkSj bldk fufnZ"V fd;k x;k ;ksx vFkkZr~~
a1 + a2 + a3 + ... + an + ... ] tks vuar vuqØe osQ lgpkjh gks] ,d vuar Js.kh dgykrk gSA flxek
laosQru i¼fr dk iz;ksx djrs gq,] bl Js.kh dks NksVs :i esa] Hkh n'kkZ;k tk ldrk gS] vFkkZr~~

a1 + a2 + a3 + .  . .  + an + . . . = 
1

k
k

a
∞

=
∑

bl vè;k; esa] ge dqN fo'ks"k izdkj dh Js.kh dk vè;;u djsaxs ftudh fofHkUu dfBu iz'u
dh fLFkfr;ksa esa vko';drk gks ldrh gSA

A.1.2  fdlh ?kkrkad osQ fy, f}in izes; (Binomial Theorem for any Index)
vè;k; 8 esa] geus f}in izes; dk v/;;u fd;k ftlesa ?kkrkad ,d /u iw.kk±d FkkA bl

vuqHkkx esa ge ,d vis{kko`Qr lkekU; :i dh izes; crk,¡xs] ftlesa ?kkrkad vko';d :i ls ,d
laiw.kZ la[;k ugha gSA ;g gesa ,d fo'ks"k izdkj dh vuar Js.kh nsrk gS] ftls f}in Js.kh dgrs gSaA
ge dqN vuqiz;ksx] mnkgj.kksa osQ }kjk n'kkZrs gSaA

ge ;g lw=k tkurs gSa%
(1 + x)n = 

n
C0 + 

n
C1 x + . . .  + 

n
Cn x

n

;gk¡ n ½.ksrj iw.kk±d gSA izsf{kr djsa] fd ;fn] ge ½.kkRed iw.kk±d vFkok ,d fHkUu dks
?kkrkad n osQ cnys esa j[krs gSa] rc la;kstuksa 

n
Cr dk dksbZ vFkZ ugha jg tkrkA

vc ge] f}in izes; miifÙk lfgr dks ,d vuar Js.kh }kjk crkrs gSa] ftlesa ?kkrkad] ,d
iw.kZ la[;k u gksdj] ,d ½.k vFkok ,d fHkUu gSA

izes;
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vuar Js.kh (Infinite Series)
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fVIi.kh  lko/kuhiwoZd è;ku nhft, fd  | x | < 1 vFkkZr~~ – 1< x <A dk izfrca/ vko';d gS ;fn
m ,d ½.k iw.kk±d vFkkZr~ fHkUu gSA

( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 22 3
1 2 1 2 2 2 ...

1.2
− − −

− = + − − + − +

vFkkZr~~ 1= 1 + 4 + 12 + . . .
;g laHko ugha gSA

2. è;ku nhft, fd] (1+ x)m, tgk¡ m ,d ½.kkRed iw.kk±d vFkok ,d fHkUu gS] osQ foLrkj esa

inksa dh vuar la[;k gksrh gSA

fopkj djsa (a + b)m
  = 1 1

m m
mb ba a

a a
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

  =
( ) 21

1 ...
1.2

m m mb ba m
a a

⎡ ⎤− ⎛ ⎞+ + +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 =
( )1 2 21

...
1.2

m m mm m
a ma b a b− −−

+ + +

;g foLrkj oS/ gS tc 1<b
a  vFkok blosQ rqY;kad tc | b | < | a |

( )( ) ( )1 2 ... 1
1.2.3...

m r rm m m m r a b
r

−− − − +
, (a + b)m osQ foLrkj esa O;kid in gSA

f}in izes; osQ dqN fo'ks"k izdj.k fuEufyf[kr gSa] tgk¡ ge dYiuk djrs gSa fd  1x < ,

bUgsa fo|kfFkZ;ksa osQ vH;kl osQ fy, NksM+ fn;k x;k gS%

1. (1 + x) – 1 = 1 – x + x2 – x3 + . . .
2. (1 – x) – 1 = 1 + x + x2 + x3 + . . .
3. (1 + x) – 2 = 1 –2 x + 3x2  –  4x3 + . . .
4. (1  –  x) – 2 = 1 +2x + 3x2 + 4x3 + . . .

mnkgj.k 1 
1
2

1
2
x −

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

, dk foLrkj dhft,] tc | x | < 2
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gy  ge izkIr djrs gSa

1
2

1
2
x −
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 =
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231 ...

4 32
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A.1.3 vuar xq.kksÙkj Js.kh (Infinite Geometric Series)
vè;k; 9 osQ] Hkkx 9-3 ls] ,d vuqØe a1, a2, a3, ...  an xq.kksÙkj dgykrk gS]

;fn 
1+k

k

a
a  = r (fLFkj) tc k = 1, 2, 3, . . ., n–1. fo'ks"kdj] ;fn ge a1 = a, ekusa] rc

ifj.kker% vuqØe a, ar, ar2, . . ., arn–1
  dks xq.kksÙkj Js<+h dk ekud :i dgk tkrk gSA igys] geus

ifjfer Js.kh a + ar + ar2 +  . . . +, arn – 1 dk ;ksx izkIr djus osQ lw=k dh ppkZ dh Fkh] tks fd

fuEufyf[kr lw=k }kjk fn;k tkrk gS

( )1
S

1

n

n

a r

r

−
=

−
.

bl Hkkx esa] ge vuar xq.kksÙkj Js.kh a + ar + ar2 + . . . + arn – 1 +. . . dks ;ksx izkIr djus
dk lw=k crk,¡xs vkSj blh dks mnkgj.kksa osQ lkFk le>saxsA

eku yhft, fd 
2 41, , ,...
3 9

 nh gqbZ xq.kksÙkj Js<+h gSA

;gk¡ a = 1, r = 
2
3

, gesa izkIr gS

21
23S 3 12 31

3

n

n

n

⎛ ⎞− ⎜ ⎟ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎝ ⎠= = −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦−

... (1)
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vkb,] tSls & tSls n dk eku c<+rk tkrk gS] 
2
3

n
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

osQ O;ogkj dk vè;;u djsaA

n 1 5 10 20

2
3

n
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0.6667 0.1316872428 0.01734152992 0.00030072866

ge è;ku nsrs gSa fd tSls&tSls n dk eku c<+rk tkrk gS oSls&oSls 
2
3

n
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 'kwU; osQ  fudV

gksrk tkrk gSA xf.krh; Hkk"kk esa] ge dgrs gSa fd tSls n dk eku vR;ar cM+k gksrk tkrk gS] 
2
3

n
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

dk

eku vR;ar NksVk gksrk tkrk gSA nwljs 'kCnksa esa tSls 
2, 0
3

n

n ⎛ ⎞→∞ →⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ifj.kkeLo:i ge ns[krs

gSa fd vlhe inksa dk ;ksx S = 3 izkIr gksrk gS vFkkZr~~ vuar xq.kksÙkj Js<+h  a, ar, ar2, ..., osQ fy,]
;fn lkoZ vuqikr r dk la[;kRed eku 1 ls de gS] rc

( )1

1

−
=

−

n

n

a r
S

r 1 1

na ar
r r

= −
− −

bl fLFkfr esa] 0nr →  tSls →∞n  D;ksafd | | 1<r  vkSj rc 0
1

nar
r
→

−

blfy,
1n

aS
r

→
−

 as n→∞ .

izrhdkRed rkSj ij] vuar xq.kksÙkj Js.kh esa vuar rd ;ksx] S }kjk fufnZ"V fd;k tkrk gSA bl

izdkj] gesa izkIr gksrk gS  S 1
a

r
=

−

mnkgj.k osQ fy,

(i) 2 3
1 1 1 11 ... 212 2 2 1

2

+ + + + = =
−



vuar Js.kh       439

(ii) 2 3
1 1 1 1 1 21 ... 112 32 2 11

22

− + − + = = =
⎛ ⎞ +− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

mnkgj.k 2 fuEufyf[kr xq.kksÙkj Js<+h osQ vuar inksa rd ;ksx] Kkr dhft,%

5 5 5, , ,....
4 16 64
− −

gy  ;gk¡
5

4
a −
=  vkSj 

1
4

r = −  blosQ lkFk | | 1r < .

blfy,] vuar rd ;ksx = 

5 5
4 4 11 51

4 4

− −

= = −
+

A.1.4  pj?kkrkadh Js.kh (Exponential Series)
egku fLol xf.krK] Leonhard Euler 1707 – 1783 us] 1748 esa viuh dyu ikB~; iqLrd esa
la[;k e dks izLrkfor fd;kA ftl izdkj π o`Ùk osQ vè;;u esa mi;ksxh gS mlh izdkj e dyu osQ
vè;;u esa mi;ksxh gSA
la[;kvksa dh fuEufyf[kr vuar Js<+h dks yhft,%

1 1 1 11 ...
1! 2! 3! 4!

+ + + + + ... (1)

(1) esa nh xbZ Js.kh dk ;ksx] la[;k e }kjk fufnZ"V fd;k tkrk gSA
vkb, ge la[;k e osQ eku dk vkdyu djsaA

D;ksafd Js.kh (1) dk izR;sd in /ukRed gSaA blfy, bldk ;ksx Hkh /ukRed gSA fuEufyf[kr
nks ;ksxksa dks yhft, %

1 1 1 1... ...
3! 4! 5! !n
+ + + + + ... (2)

vkSj 2 3 4 1
1 1 1 1.... ...
2 2 2 2n−+ + + + + ... (3)

è;ku nhft,] fd
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1 1
3! 6
=  vkSj 2

1 1
42

= , blls gesa izkIr gksrk gS] 2
1 1
3! 2
<

1 1
4! 24
=  vkSj 3

1 1
82

= , blls gesa izkIr gksrk gS] 3
1 1
4! 2
<

1 1
5! 120
=  vkSj 4

1 1
162

= , blls gesa izkIr gksrk gS 4
1 1
5! 2
< .

blfy,] leo`fÙkrk }kjk] ge dg ldrs gSa fd

1
1 1
! 2nn −< , tc n > 2

ge izsf{kr djrs gSa fd (2) dk izR;sd in] (3) dk izR;sd laxr in ls de gS

blfy,] 2 3 4 1
1 1 1 1 1 1 1 1... ... ...
3! 4! 5! ! 2 2 2 2nn −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + < + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

... (4)

(4) osQ nksuksa i{kksa esa
1 11
1! 2!

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 tksM+us ij] gesa izkIr gksrk gS

1 1 1 1 1 11 ... ...
1! 2! 3! 4! 5! !n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 3 4 1
1 1 1 1 1 11 ... ...
1! 2! 2 2 2 2n−

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞< + + + + + + + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

... (5)

= 2 3 4 1
1 1 1 1 11 1 ... ...
2 2 2 2 2n−

⎧ ⎫⎛ ⎞+ + + + + + + +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

= 
11 1 211

2

+ = +
−

 = 3

(5) dk oke i{k] Js.kh (1) dks n'kkZrk gS] blfy, e < 3 vkSj lkFk gh e > 2 vr% 2 < e < 3

fVIi.kh  x pj osQ inksa esa pj?kkrkadh Js.kh dks fuEufyf[kr :i esa izfnZ'kr fd;k tk ldrk gS%
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2 3
1 ... ...

1! 2! 3! !

n
x x x x xe

n
= + + + + + +

mnkgj.k 3 x dh ?kkr okyh Js.kh osQ :i esa] e2x+3 dk foLrkj djus ij x2 dk xq.kkad Kkr dhft,A

gy pj?kkrkadh Js.kh esa

2 3

1 ...
1! 2! 3!

x x x xe = + + + +

x osQ LFkku ij 2x + 3 j[krs gq,] gesa izkIr gksrk gS

( ) ( )2
2 3 2 3 2 3

1 ...
1! 2!

x x x
e + + +

= + + +

;gk¡
( )2 3

!

nx
n
+

 = 
(3+2 )

!

nx
n

 O;kid in gSA

f}in izes; }kjk bldk foLrkj bl izdkj fd;k tk ldrk gS

( ) ( ) ( )21 2
1 2

1 3 C 3 2 C 3 2 2 nn n n n nx x ... x .
n!

− −⎡ ⎤+ + + +⎣ ⎦

;gk¡ x2 dh ?kkr 
2 2

2C 3 2
!

−n n

n
 gSA

blfy, laiw.kZ Js.kh esa x2 dh ?kkr gS % is

2 2
2

2

C 3 2n n

n n!

−∞

=
∑  =

( ) 2

2

1 3
2

!

n

n

n n
n

−∞

=

−
∑

= ( )
–2

2

32
2 !

n

n n

∞

= −∑   [n! = n (n – 1) (n  –  2)!dk iz;ksx djrs gq,]

=
2 33 3 32 1 ...

1! 2! 3!
⎡ ⎤
+ + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 = 2e3 .

blfy,     e2x+3 osQ foLrkj esa] x2 dh ?kkr 2e3 gS

fodYir  e2x+3 = e3 . e2x
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=

2 3
3 2 (2 ) (2 )1 ...

1! 2! 3!
x x xe

⎡ ⎤
+ + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

bl izdkj e2x+3 osQ foLrkj esa  x2 dh ?kkr   
2

3 32. 2
2!

e e=  gS

mnkgj.k 4 e2 dk eku] ,d n'keyo LFkku rd iw.kk±fdr djosQ Kkr dhft,A

gy x osQ inksa esa] pj?kkrkadh Js.kh dk lw=k iz;ksx djus ij] gesa izkIr gksrk gS %

ex =
2 3

1
1! 2! 3! !

nx x x x... ...
n

+ + + + + +

x = 2, j[kus ij] gesa izkIr gksrk gS]

e2 =
2 3 4 5 62 2 2 2 2 21 ...

1! 2! 3! 4! 5! 6!
+ + + + + + +

=
4 4 41 2 2 ...
3 3 15 45

2
+ + + + + + +

≥ igys lkr inksa dk ;ksx ≥  7.355

vU;Fkk] ge izkIr djrs gSa]

e2 <
2 3 4 5 2 3

2 3
2 2 2 2 2 2 2 21 1 ...
1! 2! 3! 4! 5! 6 6 6

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + + + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=
24 1 17 1 ...

15 3 3

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 = 

4 17 115 1
3

⎛ ⎞
⎜ ⎟

+ ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
27 7.4
5

+ = .

bl izdkj e2 dk eku 7.355 vkSj 7.4 osQ chp gksrk gSA blfy,] e2 dk eku] ,d n'keyo
LFkku rd iw.kk±fdr djosQ 7.4 izkIr gksrk gSA

A.1.5  y?kqx.kdh; Js.kh (Logarithmic Series)
,d vU; egÙoiw.kZ Js.kh y?kqx.kdh; Js.kh gS tksfd vuar Js.kh osQ :i esa gSA ge fuEufyf[kr



vuar Js.kh       443

ifj.kke fcuk miifÙk osQ nsrs gSa vkSj bldk vuqiz;ksx ,d mnkgj.k }kjk le>k,¡xs%

izes; ;fn | x | < 1, rc

( )
2 3

log 1 ...
2 3e
x xx x+ = − + −

bl izes; dh nkb± i{k dh Js.kh] y?kqx.kdh; Js.kh dgykrh gSA
fVIi.kh    loge (1 + x) dk foLrkj] x = 1 osQ fy, cS/ gSA

loge (1 + x) osQ foLrkj esa x = 1 j[kus ij] gesa izkIr gksrk gS]

1 1 1log 2 1– – ...
2 3 4e = + +

mnkgj.k 5 ;fn ,α β  lehdj.k 2 0x px q− + =  osQ ewy gSa] rks fl¼ dhft, fd%

( ) ( )
2 2 3 3

2 2 3log 1
2 3e px qx x x xα +β α +β

+ + = α −β − + – ...

gy nk;k¡ i{k = 
2 2 3 3 2 2 3 3

... ...
2 3 2 3
x x x xx x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤α α β β
α − + − + β − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= ( ) ( )log 1 log 1e x x+ α + +β

= ( )( )2log 1e x x+ α+β + αβ

= ( )2log 1e px qx+ +   = ck;k¡ i{k

;gk¡] geus α+β = p vkSj qαβ =  dk iz;ksx fd;k gS tks] ge f}?kkrh; lehdj.k osQ fn,

ewyksa }kjk tkurs gSaA geus ;g eku fy;k gS fd | |xα < 1 vkSj | |xβ < 1gSA

— —
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A.2.1  Hkwfedk (Introduction)
fiNyh oqQN 'krkfCn;ksa esa dh xbZ gekjh izxfr us] gesa fofHkUu {ks=kksa ftlesa pkgs foKku gks]

;k foÙk ;k izca/u bR;kfn] esa mRiUu gksus okyh okLrfod thou ls tqM+h leL;kvksa esa] xf.krh;
fof/;ksa dk bLrseky djuk vko';d dj fn;k gSA okLrfod lkalkfjd leL;kvksa dks gy djus esa]
xf.kr dk iz;ksx] fo'ks"k rkSj ij daI;wVj dh vfHkdyu {kerk ,oa vfHkdyuh; fof/;k¡ vR;ar
izpfyr gSa rFkk budk iz;ksx yach ,oa tfVy leL;kvksa dks gy djuk lqxe cuk;k gSA okLrfod
thou dh fdlh leL;k dks xf.krh; :i esa vuqokfnr djus dh izfØ;k gesa ,d csgrj fu:i.k
,oa oqQN fo'ks"k leL;kvksa dk gy iznku djrh gSA :ikarj.k dh ;g izfØ;k xf.krh; fun'kZu
(izfr:i.k) dgykrh gSA

;gk¡ ge bl izfØ;k ls tqM+s pj.kksa dk ifjp; mnkgj.kksa }kjk djk,¡xsA lcls igys ppkZ djsaxs
fd xf.krh; fun'kZu D;k gS\ rRi'pkr~ fun'kZu dh izfØ;k ls tqM+s pj.kksa dh ppkZ djsaxsA

A.2.2  izkjafHkd izca/ (Preliminaries)
xf.krh; fun'kZu] fo'o dks le>us osQ fy, ,d vko';d vkSt+kj gSA iqjkus le; esa phu]

felz] Hkkjr] cschyksu vkSj xzhd osQ yksxksa us izko`Qfrd ?kVukvksa dks le>us vkSj Hkfo";ok.kh djus
osQ fy, vius xf.kr osQ Kku }kjk vuqxzg fd;kA okLrqdyk 'kkfL=k;ksa] f'kYidkjksa vkSj dkjhxjksa us]
viuh cgqr lh dyko`Qfr;ksa dks T;kferh; fl¼karksa ij vk/kfjr fd;kA

eku yhft, ,d loZs{kd] ,d ehukj dh Å¡pkbZ ekiuk pkgrk gSA ekius okys iQhrs dk iz;ksx
djosQ] bldh Å¡pkbZ dks ekiuk cgqr dfBu gSA blfy, nwljk fodYi gksxk fd ,sls ?kVdksa dks izkIr
fd;k tk, tks fd Å¡pkbZ izkIr djus osQ fy, ykHknk;d gSaA vius f=kdks.kfefr osQ Kku ls] og tkurk
gS fd ;fn mls mUu;u dks.k vkSj ehukj osQ ikn ls] ml fcanq rd dh nwjh tgk¡ og [kM+k gS] izkIr
gS rks og ehukj dh Å¡pkbZ dh x.kuk dj ldrk gSA

blfy, mldk dke ehukj dh pksVh osQ mUu;u dks.k dks] vkSj ehukj osQ ikn fcanq ls] ml
fcanq rd dh nwjh dks] tgk¡ og [kM+k gS] izkIr djuk] vc ljy gks x;k gSA bu nksuksa dks vklkuh
ls ekik tk ldrk gSA bl izdkj ;fn og mUu;u dks.k dks 40ñ vkSj nwjh dks 450 eh ekirk gS]
rc bl leL;k] dks mnkgj.k 1 esa of.Zkr fd;k x;k gSA

2

xf.krh; fun'kZu
(Mathematical Modelling)

ifjf'k"V
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 xf.krh; fun'kZu           445

mnkgj.k 1 ,d ehukj dh pksVh dk mUu;u dks.k] Hkwfe ij fcanq O ls] tksfd] ehukj osQ ikn ls
450 eh dh nwjh ij gS] 40° gSA ehukj dh Å¡pkbZ Kkr dhft,A

gy ge] bls fofHkUu pj.kksa esa gy djsaxsA

pj.k 1 lcls igys ge okLrfod leL;k dks le>us dk iz;kl djrs gSaA leL;k esa] ,d ehukj
nh gqbZ gS vkSj bldh Å¡pkbZ ekih tkuh gSA ekuk h, Å¡pkbZ dks fufnZ"V djrk gSA ;g fn;k gS fd]
Hkwfe ij fcanq O ls] ehukj osQ ikn dh {kSfrt nwjh] 450 eh gSA ekuk d bl nwjh dks fufnZ"V djrk
gSA rc d = 450 eh A ge ;g Hkh tkurs gSa fd θ }kjk fufnZ"V fd;k x;k mUu;u dks.k] 40° gSA

nh gqbZ nwjh d vkSj mUu;u dks.k θ dk iz;ksx djosQ] ehukj dh Å¡pkbZ h fudkyuk] okLrfod
leL;k gSA

pj.k 2 leL;k esa mYysf[kr rhu jkf'k;k¡] Å¡pkbZ] nwjh vkSj mUu;u
dks.k gSaA

blfy, gesa] bu rhu jkf'k;ksa dks tksM+rs gq,] ,d laca/ izkIr djuk
gSA ;g bls] T;kferh; :i esa O;Dr djrs gq, fuEufyf[kr izdkj] izkIr
fd;k tkrk gS (vko`Qfr 1)A
AB  ehukj dks fufnZ"V djrk gSA OA, fcanq O ls] ehukj osQ ikn rd dh
{kSfrt nwjh nsrk gSA  ∠AOB mUu;u dks.k gSA rc gesa

tan θ = h
d

 or h = d tan θ izkIr gksrk gSA         ... (1)

;g θ, h vkSj d esa laca/ LFkkfir djus okyk ,d lehdj.k gSA

pj.k 3 ge] h dk eku fudkyus osQ fy, lehdj.k (1) dk iz;ksx djrs gSaA θ = 40° vkSj
d = 450 eh fn;k x;k gS] rc gesa] h = tan 40° × 450 = 450 × 0.839 = 377.6 eh izkIr
gksrk gSA

pj.k 4 vr% ;g izkIr gqvk fd ehukj dh Å¡pkbZ yxHkx 378 eh gSA
vkb, vc ge] bl leL;k dks gy djus esa iz;ksx fd, x, fofHkUu pj.kksa ij è;ku nsa] izFke

pj.k esa geus okLrfod leL;k dk vè;;u fd;k vkSj ik;k fd leL;k esa rhu izkpy&Å¡pkbZ] nwjh
vkSj mUu;u dks.k gSaA bldk vFkZ gS fd bl in esa geus okLrfod thou ls tqM+h leL;k dk
vè;;u fd;k gS vkSj mlesa rhu izkpyksa&Å¡pkbZ] nwjh vkSj mUu;u dks.k dks igpkuk gSA

pj.k 2 esa] geus oqQN T;kfefr dk iz;ksx fd;k vkSj ik;k fd leL;k dks T;kferh; <ax ls
fu:fir fd;k tk ldrk gS tSlk fd vkòQfr 1 esa fn;k x;k gSA rc geus Li'kZT;k (tangent) iQyu
osQ fy, f=kdks.kferh; vuqikr dk iz;ksx fd;k vkSj laca/ h = d tan θ izkIr fd;kA

blfy, bl pj.k esa geus leL;k dks xf.krh; :i ls lwf=kr fd;kA bldk vFkZ gS fd geus
okLrfod leL;k dk fu:i.k djus okyk ,d lehdj.k izkIr fd;kA

vko`Qfr 1
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pj.k 3 esa] geus xf.krh; leL;k dks gy fd;k vkSj izkIr fd;k fd h = 377-6 ehñA
vFkkZr~ gesa leL;k dk gy izkIr gqvkA

vafre pj.k esa] geusa leL;k osQ gy dk fuoZpu fd;k vkSj fufnZ"V fd;k fd] ehukj dh
Å¡pkbZ] yxHkx 378 eh gSA ge] bls] bl izdkj dgrs gSa

okLrfod fLFkfr osQ lanHkZ esa xf.krh; gy dk fuoZpu djukA
OkkLro esa] ;s] oks in gSa] ftudk xf.krKksa vkSj nwljs yksxksa us okLrfod&thou ls tqM+h fofHkUu

leL;kvksa dk vè;;u djus osQ fy, iz;ksx fd;kA ge bl iz'u ij fopkj djsaxs] ^^fofHkUu
leL;kvksa dks gy djus osQ fy, xf.kr dk iz;ksx D;ksa vko';d gS\**

;gk¡ oqQN mnkgj.k gSa] ftuesa fofHkUu ifjfLFkfr;ksa dk vè;;u djus osQ fy, xf.kr dk lqpk:
:i ls bLrseky fd;k tkrk gSA

1- euq";ksa vkSj lkFk&lkFk i'kqvksa osQ 'kjhj osQ fofHkUu Hkkxksa esa vkWDlhtu vkSj cy o¼Zdksa dks
igq¡pkus osQ fy, mi;qDr jDr izokg vko';d gS] jDr dk laoqQpu vFkok jDrokfguh ufy;ksa
osQ xq.kksa esa fdlh izdkj dk ifjorZu] jDr osQ cgko dks cny ldrk gS vkSj FkksM+h ihM+k ls
vpkud e`R;q rd] fdlh Hkh izdkj dh gkfu igq¡pk ldrk gSA ;g leL;k] jDr cgko vkSj
'kjhj foKku ls lacaf/r jDrokfguh ufy;ksa dh fo'ks"krkvksa osQ chp] laca/ izkIr djus osQ
fy, gSA

2- fØosQV esa rhljk vEik;j ,d xsan osQ iz{ksi iFk osQ fu:i.k dks ns[kdj vkSj ;g ekurs gq,
fd cYysckt ogk¡ ugha gS] ixck/k dk fu.kZ; ysrk gSA xsan osQ cYysckt osQ ik¡o ij yxus
ls igys] xsan osQ okLrfod iFkksa ij vk/kfjr gksus ls] xf.krh; lehdj.kksa dh izkfIr gksrh gSA
ix&ck/k dk fu.kZ; ysus osQ fy,] bl vuqdj.k djus okys fun'kZ dk iz;ksx fd;k tkrk gSA

3- varfj{k fo|k foHkkx] xf.krh; fun'kks± ij vk/kfjr ekSle dh Hkfo";okf.k;k¡ djrk gSA oqQN
izkpy tks ekSle dh fLFkfr;ksa esa ifjorZu dks izHkkfor djrs gSa] oks rki] gok dk ncko]
vknzZrk] gok dh xfr vkfn gSaA bu izkpyksa dks ekius osQ fy, ftu la;=kksa dk iz;ksx gksrk gS]
muesa rkieku dks ekiusa osQ fy, FkekZehVj] gok osQ ncko dks ekius osQ fy, cSjksehVj] vknzZrk
dks ekius osQ fy, gkbMªksehVj vkSj gok dh xfr dks ekius osQ fy, ,uheksehVj 'kkfey gSaA
,d ckj tSls gh ns'k osQ pkjksa vksj osQ cgqr ls LVs'kuksa ls] Loho`Qr vk¡dMs izkIr gksrs gSa vkSj
daI;wVjksa esa vkxs osQ fo'ys"k.k vkSj vFkZfuoZpu osQ fy, Mky fn, tkrs gSaA

4- o`Qf"k foHkkx [kM+h iQlyksa ls] Hkkjr esa pkoy osQ mRiknu dk vkadyu djuk pkgrk gSA
oSKkfud pkoy dh iSnkokj osQ {ks=kksa dks igpkurs gSa vkSj oqQN izfr:i [ksrksa ls iQlyksa dks
dkVdj vkSj rksydj] izfr ,dM+ vkSlr mRikn izkIr djrs gSaA oqQN lk¡f[;dh; ;a=kdykvksa
osQ vk/kj ij] pkoy osQ vkSlr mRiknu ij fu.kZ; fy;s tkrs gSaA
   ,slh leL;kvksa dks gy djus esa xf.krK oSQls lgk;rk djrs gSa\ os {ks=k esa fo'ks"kKksa osQ
lkFk cSBrs gSa] mnkgj.k osQ fy,] igyh leL;k esa 'kjhj foKku&'kkL=kh dh lgk;rk ls leL;k
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dk xf.krh; vuq:i fudkyrs gSaA ;g vuq:i ,d vFkok vf/d lehdj.kksa vFkok
vlfedj.kksa bR;kfn ls] tksfd xf.krh; fun'kZ dgykrs gSa] feyrk gSA rc fun'kZ dks gy djrs
gSa vkSj ̂ ekSfyd leL;k osQ lanHkZ esa gy dh O;k[;k djrs gSaA bl izfØ;k dks le>us ls igys
ge ppkZ djsaxs fd ,d xf.krh; fun'kZ D;k gS\
,d xf.krh; fun'kZ ,d fu:i.k gS tksfd] ,d ifjfLFkfr dks le>krk gSA

fuEufyf[kr mnkgj.k }kjk ,d #fpdj T;kferh; fun'kZ dks mYysf[kr fd;k x;k gSA

mnkgj.k 2 (lsrq leL;k) dksfuXloxZ izsxsy unh ij clk ,d uxj gS tksfd 18oha 'krkCnh esa teZuh
dk ,d uxj Fkk] ijarq vc ;g :l esa
gSA uxj osQ Hkhrj nks Vkiw gSa ftUgsa lkr
lsrqvksa }kjk unh osQ fdukjksa ls tksM+k

x;k gS (vko`Qfr 2)

iz'u Fkk fd uxj osQ pkjksa vksj
bl izdkj pyuk fd O;fDr] izR;sd
lsrq ls osQoy ,d ckj xqtjsA] ysfdu
;g ,d dfBu leL;k fl¼ gqbZA
Leonhard Euler] ,d fLol xf.krK
us] tks :lh lkezkT; ^osQFkjhau nh xzsV*
dh lsok esa jr Fks] bl leL;k osQ ckjs esa lqukA 1736 esa vk;yj us fl¼ fd;k fd ,sls pyuk
laHko ugha gSA mUgksaus ,d izdkj dh vko`Qfr dk] tks tky Øe dgykrh gS] vkfo"dkj djrs gq,
bls fl¼ fd;kA ;g tky Øe 'kh"kZ (lw{e fpÉ] tgk¡ js[kk,¡ feyrh gSa) rFkk pkiksa (js[kkvksa) dk
cuk gqvk gS (vko`Qfr 3)A mUgksaus unh osQ nksuksa fdukjksa osQ fy, vkSj nksuksa Vkiwvksa osQ fy, pkj lw{e
fpÉksa ('kh"kks±) dk iz;ksx fd;kA budks A, B, C vkSj D }kjk fpfÉr fd;k x;k gS rFkk lkr pkiksa
}kjk lkr lsrqvksa dks fpfÉr fd;k x;k gSA vki ns[k ldrs gSa fd 3] lsrq (pki) unh osQ fdukjs
A dks tksM+rs gSa vkSj 3] unh osQ fdukjs B dks tksM+rs gSa] 5 lsrq (pki)] Vkiw C dks tksM+rs gSa vkSj
3 Vkiw D dks tksM+rs gSaA bldk rkRi;Z ;g gS fd lkjs
'kh"kks± esa pkiksa dh la[;k fo"ke gSa blfy, ;s fo"ke 'kh"kZ
dgykrs gSa (,d le 'kh"kZ esa] bls tksM+rs gq,] ,d le

la[;k okys pki gksrs gSa) (vko`Qfr 3)A

;kn jgs fd ;g leL;k] uxj osQ bnZ&fxnZ ;k=kk
djus dh Fkh tcfd ,d lsrq ls osQoy ,d ckj gh
xqtjk tk ldrk gSA Euler osQ tkyØe ls bldk
vfHkizk; ;g gqvk fd] lkjs 'kh"kks± ij pyrs gq,] izR;sd

vko`Qfr 2

vko`Qfr 3
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pki ij osQoy ,d ckj gh iSjksa osQ fpÉ gksaxsA Euler us fl¼ fd;k fd ;g ugha fd;k tk ldrk]
D;ksafd mUgksusa irk yxk;k fd] fo"ke 'kh"kZ gksus ij] vkidks ;k=kk mlh 'kh"kZ ij vkjaHk vkSj lekIr
djuh gksxh (blosQ ckjs esa lksfp,)A ,slh fLFkfr esa tgk¡ vkjafHkd ,oe~ vafre fLFkfr ,d gks rFkk]
;fn iSjksa osQ fpÉ gj pki ij osQoy ,d ckj iM+s] rc ogk¡ osQoy nks fo"ke 'kh"kZ gks ldrs gSaA pw¡fd
bl lsrq leL;k esa 4 fo"ke 'kh"kZ gSa] vr%] ,slk djuk laHko ugha gskxkA

vk;yj }kjk bl izes; dks fl¼ djus osQ ckn esa cgqr le; chr x;k] 1875 esa] Hkwfe {ks=k
A vkSj D dks tksM+rs gq,] ,d vfrfjDr lsrq dk fuekZ.k
fd;k x;k (vko`Qfr 4)A D;k vc dksfuXlcxZ osQ yksxksa osQ
fy,] ,d lsrq dk osQoy ,d ckj iz;ksx djosQ] uxj osQ
pkjksa vksj tkuk laHko gS\

;gk¡ fLFkfr oSlh gksxh] tSlk fd vko`Qfr- 4 esa
fn[kk;k x;k gSA ,d u, lsrq osQ tqM+ tkus osQ ckn] A vkSj
D nksuksa 'kh"kZ] le?kkr osQ 'kh"kZ cu x, gSaA ysfdu B rFkk
C vHkh Hkh fo"ke ?kkr osQ gSaA blfy,] dksfuXlcxZ okfl;ksa
o sQ fy, ,d lsrq dk osQoy ,d ckj iz;k sx djosQ] uxj osQ pkjk s a vksj tkuk
laHko gSA

ifjiFk osQ vkfo"dkj ls] ,d u, fl¼kar dk vkjaHk gqvk] tks vkys[k fl¼kar dgykrk gS ftls
vc jsyos ifjiFk dh ;kstuk lfgr fofHkUu :iksa esa mi;ksx fd;k tkrk gS (vko`Qfr 4)A

A.2.3  xf.krh; fun'kZu D;k gS\ (What is Mathematical Modelling?)
;gk¡ ge ifjHkkf"kr djsaxs fd xf.krh; fun'kZu D;k gS vkSj blesa lac¼ fofHkUu izfØ;kvksa dks mnkgj.kksa
}kjk Li"V djsaxsA

ifjHkk"kk xf.krh; inksa esa okLrfod thou dh leL;k osQ oqQN Hkkx (vFkok :i) osQ vè;;u osQ
fy, xf.krh; fun'kZu] ,d iz;kl gSA

HkkSfrdh fLFkfr dk oqQN mi;qDr ifjfLFkfr;ksa osQ lkFk xf.kr esa ifjorZu djuk xf.krh;
fun'kZu dgykrk gSA xf.krh; fun'kZu ,d rduhd gS ftls lw{e dykvksa ls fy;k x;k gS u fd
ewy foKku lsA vc ge xf.krh; fun'kZu ls tqM+h fofHkUu izfØ;kvksa dks le>rs gSaA bl izfØ;k esa
pkj in lfEefyr gSaA ,d n`"Vkar ;qDr mnkgj.k osQ :i esa ge] ,d ljy] yksyd dh xfr dk
vè;;u djus osQ fy,] fd, x, fun'kZu ij fopkj djrs gSaA

leL;k dks le>uk
mnkgj.k osQ fy,] blesa lfEefyr gS] ljy yksyd dh xfr ls tqM+h izfØ;k dks le>ukA ge lc]
ljy yksyd ls ifjfpr gSaA ,d yksyd lk/kj.k :i ls ,d nzO;eku (tks ckc osQ :i esa tkuk

vko`Qfr 4
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tkrk gS) tks ,d /kxs osQ ,d fljs ls tqM+k gS ftldk nwljk fljk ,d fcanq ij fLFkj gSA geus
vè;;u fd;k gS fd ljy yksyd dh xfr lkef;d gksrh gSA nksyu dky /kxs dh yackbZ vkSj
xq#Roh; Roj.k ij fuHkZj djrk gSA

blfy,] gesa bl le; lcls cM+h vko';drk nksyu dky izkIr djus dh gSA bl ij
vk/kfjr] leL;k dk fuf'pr dFku ge fuEufyf[kr izdkj ls nsrs gSa%

dFku ge ljy yksyd dk nksyu dky] osQls izkIr djrs gSa\
vxyk pj.k lw=k.k gksrk gSA

lw=k.k nks eq[; pj.kksa ls feyrk gSA

1-  izklafxd ?kVdksa dks igpkuuk blesa] ge mu izkpyksa dks Kkr djrs gSa] tks leL;k esa
lfEefyr gSaA mnkgj.k osQ fy,] yksyd osQ ekeys esa] ;s ?kVd gSa] nksyu dky (T) ckc dk
nzO;eku (m)] yksyd dh izHkko'kkyh yackbZ tks fd fLFkj fcanq ls ckc osQ nzO;eku ls osQanz osQ
chp dh nwjh gSA ;gk¡] ge /kxs dh yackbZ dks] yksyd dh izHkko'kkyh yackbZ osQ :i esa ysrs gSa vkSj
xq#Roh; Roj.k (g) dks ml LFkku ij] ,d fLFkj eku ysrs gSaA

blfy,] geus leL;k dk vè;;u djus osQ fy, pkj izkpyksa dh igpku dh gSA vc gekjk
mís'; T dks izkIr djuk gSA blosQ fy, geas ;s le>us dh vko';drk gS] fd os dkSu&dkSu ls izkpy
gSa] tks nksyu&dky dks izHkkfor djrs gSa] ftldks ,d lk/kj.k iz;ksx }kjk fd;k tk ldrk gSA

ge] nks fofHkUu nzO;ekuksa dh nks /krq dh xsan ysrs gSa vkSj muesa ls izR;sd dks leku yackbZ
okys nks /kxksa ls tksM+rs gq,] iz;ksx djrs gSaA ge nksyu dky ekirs gSaA ge fufj{k.k djrs gSa fd
nzO;eku osQ dkj.k] nksyu dky esa fdlh izdkj dk voxE; ifjorZu ugha gksrk gSA vc] ge] blh
iz;ksx dks] leku nzO;eku dh xsanksa ijarq fofHkUu yackbZ osQ /kxs ysdj djrs gSa vkSj fujh{k.k djrs
gSa fd nksyu dky] yksyd dh yackbZ ij lkiQ rkSj ij fuHkZj djrk gSA

;g lwfpr djrk gS fd nksyu&dky osQ eku Kkr djus osQ fy, nzO;eku m ,d vko';d
izkpy ugha gSa] tc fd yackbZ l] ,d vko';d izkpy gSA

vxys pj.k ij tkus ls igys] vko';d izkpyksa dks <w¡<us dh ;g izfØ;k vfuok;Z gSA

2. xf.krh; o.kZu blesa] igys ls igpkus gq, izkpyksa dk iz;ksx djosQ] ,d lehdj.k vlfedk]
vFkok T;kferh; vko`Qfr] izkIr djuk] lfEefyr gSA

ljy yksyd osQ ekeys esa] iz;ksx fd, x, Fks ftlesa] nksyu&dky T osQ eku] l osQ fofHkUu
ekuksa osQ fy, ekis x, FksA bu ekuksa dks ,d vkys[k ij n'kkZ;k x;k tks fd ,d oØ osQ :i esa
ifj.kfer gqvk tks fd ,d ijcy; ls feyrk&tqyrk FkkA ;g laosQr djrk gS fd T vkSj l osQ chp
dk laca/ fuEufyf[kr :i esa O;Dr fd;k tk ldrk gSA

T2 = kl ... (1)



© N
CERT

no
t to

 be
 re

pu
bli

sh
ed

450 xf.kr

;g ik;k x;k fd 
22π=

g
k , blls fuEufyf[kr lehdj.k izkIr gksrk gSA

T = 2π l
g ... (2)

lehdj.k (2) leL;k dk xf.krh; lw=k.k nsrk gSA

gy izkIr djuk xf.krh; lw=k.k dnkfpr gh] lh/k mÙkj nsrk gSA lkekU; :i ls] ge oqQN fØ;k
djrs gSa] ftlesa ,d lehdj.k dks gy djuk] x.kuk vFkok ,d izes; dk iz;ksx djuk bR;kfn]
'kkfey gSA ljy yksydksa dh fLFkfr esa] lehdj.k (2) esa fn, x, lw=k osQ vuqiz;ksx ls gy feyrk gSA
fofHkUu yackbZ okys] nks fofHkUu yksydksa osQ nksyu dky lkj.kh 1 esa n'kkZ;k gSA

lkj.kh 1

l   225 lseh        275 lseh

T   3.04 ls-       3.36 ls-

lkj.kh esa fn[kk;k x;k gS fd l = 225 lseh, T = 3.04 ls- vkSj l = 275 lseh, T = 3.36 ls-
ekU;dj.k@vFkZ fuoZpu
xf.krh; fun'kZ ,d okLrfod thou dh leL;k osQ vko';d xq.kksa dks vè;;u djus dk ,d iz;kl
gSA dbZ ckj] fun'kZ lehdj.k] ,d vkn'khZ; lanHkZ esa] ifjfLFkfr dh ifjdYiuk djosQ] izkIr fd,
tkrs gSaA fun'kZ] osQoy] rHkh ykHknk;d gksxk ;fn ;g mu lkjs n`<+ dFkuksa dh O;k[;k djrk gS
ftudh fd ge okLro esa O;k[;k djuk pkgrs FksA vU;Fkk] ge bls vLohdkj djsaxs vFkok fiQj
ls blesa lq/kj djsaxs vkSj bldk fiQj ls ijh{k.k djsaxsA nwljs 'kCnksa esa ge fun'kZ] dh izHkko'khyrk
okLrfod leL;k osQ ckjs esa miyC/ rF;ksa osQ lkFk xf.krh; fun'kZ ls izkIr ifj.kkeksa dh rqyuk
djosQ] ekirs gSaA ;g izfØ;k] fun'kZ dh ekU;dj.k dgykrh gSA ljy yksyd osQ ekeys esa] ge
yksyd ij oqQN iz;ksx djrs gSa vkSj nksyu dky izkIr djrs gSaA iz;ksx osQ ifj.kke lkj.kh 2 esa fn,
x, gSaA

lkj.kh 2
pkj fofHkUu yksydksa osQ fy, iz;ksfxd :i ls izkIr fd, x, nksyu dky

nzO;eku (fdxzk) yackbZ (lseh) le; (ls-)

385 275 3.371
225 3.056

230 275 3.352
225 3.042
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vc ge] lkj.kh 2 esa ekis x, ekuksa dh lkj.kh 1 esa fn, x,] x.kuk fd, x, ekuksa ls rqyuk
djrs gSaA

fujh{k.k ekuksa vkSj x.kuk fd, x, ekuksa osQ varj ls =kqfV izkIr gksrh gSA mnkgj.k osQ fy,
l = 275 lseh vkSj nzO;eku = 385 xzk osQ fy,]

=kqfV = 3.371 – 3.36 = 0.011, gS
tks fd cgqr NksVh gS vkSj fun'kZ Lohdkj fd;k tkrk gSA ,d ckj tc ge fun'kZ dks Lohdkj dj
ysrs gS] rc gesa fun'kZ dk vFkZ fuoZpu djuk gSA okLrfod ifjfLFkfr osQ lanHkZ esa] gy o.kZu djus
dh izfØ;k] fun'kZ dk vFkZ fuoZpu dgykrk gSA bl ekeysa esa] ge gy dk vFkZ fuoZpu
fuEufyf[kr rjhosQ ls dj ldrs gSa%

(a) nksyu&dky] yksyd dh yackbZ osQ oxZewy osQ vuqØekuqikrh gksrk gSA
(b) ;g] xq#Roh; Roj.k osQ oxZewy osQ O;qRØekuqikrh gksrk gSA

bl fun'kZ dk] gekjk ekU;dj.k ,oa vFkZ fuoZpu fn[kkrk gS fd fun'kZ ls gesa leL;k dk cgqr
gh vPNk mÙkj izkIr gksrk gSA ijarq geus ik;k fd x.kuk fd, x, ifj.kke ,oa ekis x, ifj.kke esa
oqQN =kqfV gSA ;g blfy, gS fd geus] /kxs dk nzO;eku  vkSj ekè;e osQ izfrjks/ dh vogsyuk
dh gS blfy, ,slh ifjfLFkfr esa] ge ,d csgrj fun'kZ dks <w¡<rs gSa vkSj ;g izfØ;k tkjh jgrk gSA

;g] gesa ,d vko';d fujh{k.k dh vksj ekxZ nf'kZr djrk gSA okLrfod thou dks le>uk
,oa mldk iw.kZ:i ls o.kZu djuk cgqr tfVy gSA ge ,sls ,d vFkok nks iw.kZ :i ls vpwd ?kVdksa
dks pqurs gSa tks ifjfLFkfr dks izHkkfor djrs gksaA rc ge ,d ,slk ljy fd;k gqvk fun'kZ izkIr djus
dk iz;kl djrs gSa tksfd ifjfLFkfr osQ ckjs esa oqQN tkudkjh nsrk gSA ge] bl fun'kZ osQ }kjk] ;g
vk'kk djrs gq, ljy ifjfLFkfr dk vè;;u djrs gSa fd ge ifjfLFkfr dk ,d csgrj fun'kZ izkIr
dj losQaA

vc ge] fun'kZu ls tqM+h eq[; izfØ;k dks bl izdkj la{ksfir djrs gSaA

(a) lw=k.k (b) gy (c) ekU;dj.k@vFkZ fuoZpu

vxyk mnkgj.k fn[kkrk gS fd vlfedk dk vkys[kh; gy izkIr djus dh rduhd dk iz;ksx djosQ]
fun'kZu oSQls fd;k tk ldrk gSA

mnkgj.k 3 ,d iQkeZ gkÅl esa] izfrfnu] de ls de 800 fdxzk fo'ks"k vkgkj dk iz;ksx gksrk gSA fo'ks"k
vkgkj eDdk vkSj lks;kchu osQ fuEufyf[kr la;kstu osQ vuqlkj cuk gqvk ,d feJ.k gSA

lkj.kh 3

inkFkZ mifLFkr cyo/Zd mifLFkr cyo/Zd ewY;
izfr fdxzk izksVhu izfr fdxzk js'kk izfr fdxzk

eDdk .09 .02 Rs 10
lks;kchu .60 .06 Rs 20
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fo'ks"k vkgkj dh] vkgkj laca/h vko';drk,¡] de ls de 30% izksVhu vkSj vf/d ls vf/d 5%
js'kksa dh ek¡x djrh gSaA izfrfnu] vkgkj&feJ.k dk U;wure ewY; fudkfy,A

gy pj.k 1 ;gk¡] gekjk mís'; eDdk vkSj lks;kchu ls cus Hkkstu osQ izfrfnu osQ ewY; dks U;wure
djuk gSA blfy,] oks pj (?kVd)] ftu ij fopkj fd;k tkuk gS] fuEufyf[kr gSa%

x = eDdk dh jkf'k
y = lks;kchu dh jkf'k
z = iwjk ewY;

pj.k 2 lkj.kh 3 esa vafre LraHk vafdr djrk gS fd z, x, y lehdj.k ls laca/ j[krs gSa leL;k
gS] fd z, dks fuEufyf[kr O;ojks/ksa osQ lkFk] U;wure cukuk% z = 10x + 20y ... (1)

(a) iQkeZ esa] eDdk vkSj lks;kchu dk feyk gqvk] de ls de 800 fdxzk vkgkj iz;ksx fd;k
x;kA
vFkkZr~ x + y ≥ 800 ... (2)

(b) vkgkj esa de ls de 30% izksVhu vkgkj lEca/h vko';drk osQ vuqikr esa gksuh pkfg,
tSlk fd lkj.kh 3 osQ izFke LraHk esa fn;k x;k gSA blls

0.09x + 0.6y ≥ 0.3 (x + y) izkIr gksrk gSA ... (3)
(c) blh izdkj js'kk vf/d ls vf/d 5% vuqikr esa gksuk pkfg, tks fd rkfydk 3 osQ

nwljs i`"B LraHk esa fn;k x;k gSA blls
0.02x + 0.06 y ≤ 0.05 (x + y) izkIr gksrk gSA ... (4)

ge] x, y osQ lHkh xq.kdksa dks ,df=kr djrs gq,] (2)] (3) vkSj (4) esa nh, x, O;ojksèkksa
dks ljy djrs gSa rc leL;k fuEufyf[kr xf.krh; :i esa iqu% fufnZ"V dh tk ldrh gS

dFku z dks U;wure cuk;sa] 'krZ gSa
x + y ≥ 800
0.21x – .30y ≤ 0
0.03x – .01y ≥ 0

;g fun'kZ dk lw=k.k iznku djrk gSA

pj.k 3 ;g vkys[kh; <ax ls gy fd;k tk ldrk gSA
vko`Qfr 5 esa] Nk;kafdr {ks=k] lehdj.kksa dk laHko gy
nsrk gSA ys[kkfp=k ls] ;g Li"V gS fd budk U;wure eku
fcanq (470-6] 329-4) ij feyrk gS vFkkZr~ x = 470.6
vkSj y = 329.4
;g] z dk fuEufyf[kr eku nsrk gSA

z = 10 × 470.6 + 20 × 329.4
= 11294  ;g xf.krh; gy gSA vko`Qfr 5



© N
CERT

no
t to

 be
 re

pu
bli

sh
ed

 xf.krh; fun'kZu           453

pj.k 4 gy osQ fo"k; esa ;g dgrs gq, vFkZ fuoZfpr fd;k tk ldrk gS] fd ¶eDdk vkSj lks;kchu

okys fo'ks"k vkgkj] ftlesa cy o/Zd va'k izksVhu rFkk js'kk osQ bfPNr vko';d Hkkx gS] dk U;wure

ewY; 11294 # gS vkSj ge ;g U;wure ewY; izkIr djrs gSa ;fn ge 470-6 fdxzk eDdk vkSj

329-4 fdxzk lks;kchu dk iz;ksx djrs gaŞ A

vxys mnkgj.k esa]  ge ppkZ djsaxs fd fun'kZu] fdlh ns'k esa ,d fof'k"V le; ij] tula[;k

dk vè;;u djus osQ fy,] oSQls iz;ksx esa yk;k tkrk gSA

mnkgj.k 4 eku yhft, fd ,d tula[;k fu;a=kd bdkbZ ;g tkuuk pkgrh gS fd fdlh ns'k esa

nl o"kZ ckn tula[;k D;k gksxh\

pj.k 1 lw=k.k ge fujh{k.k djrs gSa fd tula[;k le; osQ lkFk cnyrh gS vkSj ;g tUe osQ lkFk

c<+rh gS vkSj e`R;q osQ lkFk ?kVrh gSA

ge ,d fof'k"V o"kZ esa tula[;k izkIr djuk pkgrs gSaA eku yhft, t le; dks o"kks± esa fufnZ"V djrk

gSA rc t osQ eku 0, 1, 2, ..., gksrs gSaA t = 0 orZeku le; dks n'kkZrk gS] t = 1 vxys o"kZ dks n'kkZrk

gS] bR;kfnA fdlh le; t osQ fy, eku yhft, p (t) mlh fof'k"V o"kZ esa tula[;k dks fufnZ"V

djrk gSA

eku yhft, fd ge fdlh fof'k"V o"kZ esa tula[;k izkIr djuk pkgrs gSa] mnkgj.k osQ fy,

t0 = 2006 esa ge ;g oSQls djsaxs\ ge ,d tuojh] 2005 dks tula[;k izkIr djrs gSaA ml o"kZ

esa gq, tUeksa dh la[;k dks ml o"kZ dh tula[;k esa tksM+ nsrs gSa vkSj ml o"kZ es gqbZ e`R;q dh la[;k

dks ml o"kZ dh tula[;k ls ?kVk nsrs gSaA eku yhft, fd  B(t), t vkSj t + 1 osQ chp ,d o"kZ

esa tUeksa dh la[;k dks fufnZ"V djrk gS vkSj D(t), t vkSj t + 1 osQ chp e`R;q dh la[;k dks fufnZ"V

djrk gSA rc gesa laca/  P (t + 1) = P (t) + B (t) – D (t) izkIr gksrk gSA
vc ge oqQN ifjHkk"kk;sa rFkk vfHk/kj.kk,¡ djrs gSaA

1.
B( )
P( )

t
t    le; varjky t ls t + 1 osQ fy, tUe nj dgykrh gSA

2.
D( )
P( )

t
t  le; varjky t ls t + 1 osQ fy, e`R;q nj dgykrh gSA

vfHk/kj.kk,¡
1. tUe nj lHkh varjkyksa osQ fy, leku gSA blh izdkj e`R;q nj] lHkh varjkyksa osQ fy, leku

gSaA bldk vFkZ gS fd ,d vpj b gS] tksfd tUe nj dgykrh gS] vkSj ,d vpj d gS] tksfd e`R;q
nj dgykrh gS] ftlls fd lHkh t ≥ 0 osQ fy,A
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b t
t

=
B( )
P( )

vkSj d = 
t
t

D( )
P( )  gSaA ... (1)

2. tuleqnk; esa vFkok tuleqnk; ls dksbZ vkokl ;k izokl ugha gqvk gS vFkkZr~ tula[;k
ifjorZu osQ lzksr osQoy tUe vkSj e`R;q gSaA
vfHk/kj.kkvksa 1 vkSj 2 osQ ifj.kkeLo:i] ge rdZ }kjk fu.kZ; djrs gSa fd]  t ≥ 0 osQ fy,]

P (t + 1) = P(t) + B(t) – D(t)
    = P(t) + bP(t) – dP(t)
    = (1 + b – d) P(t) ...(2)

(2) esa t = 0 j[krs gq,] izkIr gksrk gS]
P(1) = (1 + b – d)P (0) ... (3)

lehdj.k (2) esa t = 1 j[krs gq,] izkIr gksrk gS]
P(2) = (1 + b – d) P (1)

= (1 + b – d) (1 + b – d) P (0) (lehdj.k (3) iz;ksx djosQ)
= (1 + b – d)2 P(0)

bl izdkj gesa
P(t) = (1 + b – d)t P (0)  izkIr gksrk gSA ... (4)

t = 0, 1, 2, ... osQ fy,] vpj 1 + b – d dks vdlj laf{kIr :i esa r dgrs gSa vkSj fodkl nj
dgykrk gS lkekU; :i esa Robert Malthus osQ lEeku esa] ftlus] bl fun'kZ dks lcls igys izLrqr
fd;k] ;g Malthusian fLFkj jkf'k dgykrh gSA r osQ laca/ esa] lehdj.k (4) ls

P(t) = P(0)r t, t = 0, 1, 2, izkIr gksrk gSA ... (5)
;gk¡ P(t)] ,d pj?kkrkadh iQyu dk ,d mnkgj.k gSA cr t :i dk dksbZ iQyu] tgk¡ c vkSj r vpy
gSa] ,d pj?kkrkadh iQyu gksrk gSA
lehdj.k (5)] leL;k dk] xf.krh; lw=k.k nsrk gSA

pj.k 2μgy
eku yhft, fd orZeku tula[;k 250]000]000 gS vkSj tUe nj ,oa e`R;q Øe'k%
b = 0-02 vkSj d = 0.01 gSA nl o"kks± esa tula[;k fdruh gksxh\ lw=k dk iz;ksx djosQ] ge P(10)
dh x.kuk djrs gSaA

P(10) = (1.01)10 (250,000,000)
= (1.104622125) (250,000,000)
= 276,155,531.25
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pj.k 3 ekU;dj.k vkSj vFkZ fuoZpu
LokHkkfod :i ls] ;g ifj.kke fujFkZd gS D;ksafd ,d O;fDr dk 0-25 ugha gks ldrkA
blfy,] ge oqQN lfUudVu djrs gSa vkSj bl fu"dZ"k ij igq¡prs gSa fd tula[;k 276]155]531
gS (lfUudVr%) A ;gk¡] xf.krh; fun'kZ esa gekjh ekuh xbZ vfHk/kj.kkvksa osQ dkj.k] gesa ;FkkFkZ mÙkj
ugha feyrkA

Åij okys mnkgj.k fn[kkrs gSa fd fofHkUu xf.krh; rduhdksa dk iz;ksx djosQ] dbZ izdkj dh
ifjLFkfr;ksa esa] fun'kZu oSQls fd;k tkrk gSA

D;ksafd ,d fun'kZ] fdlh okLrfod leL;k dk] ljy fd;k gqvk fu:i.k gS] blosQ fo'ks"k
xq.k osQ dkj.k] blesa cuk;h xbZ dbZ vfHk/kj.kk,¡ vkSj lfUudVu gSaA Li"V :i ls] lcls vko';d
iz'u] ;g fu.kZ; ysus dk gS fd D;k gekjk fun'kZ vPNk gS ;k ugha] bldk rkRi;Z ;g gS fd tc
izkIr fd, x, ifj.kkeksa dks HkkSfrd :i ls vFkZ fuokZfpr fd;k tkrk gS fd D;k fun'kZ] rdZ djus
;ksX; mÙkj nsrk gS ;k ughaA ;fn ,d fun'kZ i;kZIr ;FkkFkZ ugha gS] ge dfe;ksa osQ lzksrksa dks igpkuus
dk iz;kl djrs gSaA ;g la;ksxo'k gks ldrk gS fd gesa ,d u, lw=k.k] ubZ xf.krh; n{krk dks ysus
iMs+A blfy, ,d u, ewY;kadu dh vko';drk gksrh gSA bl izdkj xf.krh; fun'kZu] fun'kZu izfØ;k
dk ,d pØ gks ldrk gS] tSlkfd fuEufyf[kr izokg&lfp=k esa fn[kk;k x;k gS%

ugha
<

<

<

#fd,

↓

↓

↓

↓

↓

gk¡
<

↓

vkjaHk

vfHk/kj.kk,¡

 cS/rk
vFkZ fuoZpu

gy

lw=k.k

larq"V gqvk
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