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கற்றலின் ந�ோககஙகள் ்:

இந்தப்ோடப ் குதியைக கற்றபின்,மோணவரகள்
• ந�றிமுய்ற நுட்ஙகளில் 

்ைன்்டுத்தப்டும் மறறும் மோற்றமிலி 
கருததுருககயை அறிநது நகோள்ளு்தல்.

• சுழறசி மறறும் ்தறசுழறசி நெைல்்ோடுகளில் 
ந�றிமுய்ற நுட்ஙகயைப 
்ைன்்டுதது்தல்.

    ஒநே நெையைப ்ைமுய்ற மீண்டும் 
மீண்டும் நெயவதின் மூைம், ் ை சிககல்கயைத 
தீரகக முடியும். சுழறசியும், ்தறசுழறசியும் ஒநே 
நெையை மீண்டும் மீண்டும் 
நெைல்்டுததுவ்தறகோன ந�றிமுய்ற 
வடிவயமபபு நுட்ஙகைோகும். ஒநே நெையை 
மீண்டும் மீண்டும் நெயவ்தோல் என்ன ்ைன்? 
நெைல்்டுத்தப்டும் நெைல் ஒநே நெைைோக 
இருந்தோலும், நெைல்்டுத்தப்டும் நியை ஒநே 
நியைைன்று. ஒவநவோருமுய்றயும் �ோம் ஒரு 
நெையைச் நெைல்்டுததும்ந்ோதும், நியை 
மோறிகநகோண்நடயிருககி்றது. எனநவ, ஒநே 
நெைல்்தோன் மீண்டும் மீண்டும் 
நெைல்்டுத்தப்டுகி்றது. ஆனோல், அது 
நவவநவறு நியைகளில் 
நெைல்்டுத்தப்டுகி்றது. இந்த நெைல்முய்ற 
இவவோறு ந்தோடரநது �யடந்றுவதின் 
வியைவோக �ோம் விரும்புகி்ற உள்ளீடு - 
நவளியீடயடப ந்்றத்தகக வி்தததில் நியை 
மோறிகநகோண்நடயிருககும்.
சுழறசி(iteration) : 
 சுழறசியில்,  மடககின் நி்ந்தயன நமய 
என  இருககும் வயே மடககின் உடற்குதி 
மீண்டும் மீண்டும் நெைல்்டுத்தப்டுகி்றது. 
ஒவநவோரு முய்றயும் மடககின் உடற்குதி 
நெைல்்டுத்தப்டும்ந்ோது, மோறிகளின் மதிபபு 
மோறிகநகோண்நடயிருககும். இருபபினும், 
மடககின் உடற்குதி 
ந ெ ை ல் ் டு த ்த ப ் டு ம் ந ் ோ து ம் , 
மோறிகளுககியடநைைோன ஒரு ்ண்பு மோ்றோமல் 

இருககும். மோ்றோ்த இந்த ்ண்ந் மடககு 
மோற்றமிலி (Invariant)  என்்றயழககப்டுகி்றது.  
ந�றிமுய்றகயை அயமப்்தறகும், அ்தறகோன 
நி்ந்தயனகயை அயமப்்தறகும், 
விைககுவ்தறகும் மடககு மோற்றமிலி 
இன்றிையமைோ்தது.

உஙகளுககு ந்தரியுமோ?

E. W. டிஜிகஸ்திேோ, 
கணிபந்ோறி அறிவிைல் 
துய்றயின் மிகவும் 
ந ெ ல் வ ோ க கு மி க க 
முன்நனோடிகளில் ஒருவர. 
நிேைோகக நமோழி 
வடிவயமபபு, இைகக 
அயமபபு மறறும் நிேல் 

வடிவயமபபு ந்ோன்்ற ்ல்நவறு துய்றகளில் 
்தனது ்ஙகளிபய் வழஙகியுள்ைோர. 
நமன்ந்ோருள் ந்ோறியிைல் (Software 
Engineering) துய்றயின் அடிப்யட 
நுட்மோன, “கடடயமககப்டட நிேைோககம்” 
(Strucutred Programming) என்்ய்த 
அறிமுகம் நெயதுள்ைோர. கணிபந்ோறி 
அறிவிைல் துய்றயில், இவரின் மிக உைரந்த 
நெயவயை  ்ோேோடடி,1972ம் ஆண்டில், ACM 
Turing விருது வழஙகப்டடது. 
“வோனிைல் ந்தோயைந�ோககிகயை மடடுநம 
குறிப்்தல்ை என்்ய்தப ந்ோை, கணிபந்ோறி 
அறிவிைல், கணிபந்ோறிகயை மடடுநம 
குறிப்்தல்ை” - E. W. டிஜிகஸ்திேோ. 

்தறசுழறசி(Recursion): 
 ்தறசுழறசி, சுழறசிநைோடு ந�ருஙகிை 
ந்தோடரபுயடை மறந்றோரு ந�றிமுய்ற 
வடிவயமபபு நுட்மோகும். ஆனோல், இது 
சுழறசியை விட  ் ைம்வோயந்தது. நகோடுககப்டட 

சுழறசியும், ்தறசுழறசியும்

்ோடம் 8அைகு II ந�றிமுய்றெோர சிககல் 
தீரவு 
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உள்ளீடடின் ஒரு ்குதியைப ்ைன்்டுததி 
சிககயைத தீரதது, அந்த தீரவிலிருநது மூை 
சிககலுககோன தீரயவ உருவோககுவது 
“்தறசுழறசி” நுட்மோகும்.

8.1  மோற்றமிலி (Invariant)
எடுததுககோடடு 8.1.
ந்தோடகக நியையில் (u, v) = (20, 15) என்று 
இருககும்ந்ோது, பின்வரும் மதிபபிருத்தலில் 
நெைல்்டுத்தப்டுகி்றது என்று 
யவததுகநகோள்நவோம்.
 -- before u, v = 20, 15 
 u, v = u + 5, v - 5 
 -- after   u, v = 25,10 
மதிபபிருத்தலின் முடிவில், (u, v = 20, 15)  என  
இருககும். ஆனோல்,  u + v   என்்ற நெைல்கூறின் 
மதிபய்ப ்றறி நீவீர உறறுந�ோககுவது 
என்ன?
 -- before   
 u + v = 20 + 15 = 35
 -- after 
 u + v = 25 + 10 = 35
மதிபபிருத்தலில் u+v யின் மதிபபு மோற்றம் 
ந்்றவில்யை. u+v மதிபபிருத்தல் என 
அயழககிந்றோம். இந்த மோ்றோக நகோயவயை 
மதிபபிருத்தலின் ந்தோடககததிலும் இறுதியிலும் 
முன்னும் பின்னும் பின்வருமோறு குறிபபிடைோம்.
 -- before : u + v = 35 
 u, v = u + 5, v - 5 
 -- after: u+v = 35
u + v ஒரு மோற்றமிலி என்று அயழககைோம். u + 
v யின் மதிபபு எபந்ோதும் 35 ஆகநவ u + v = 35 
என்்தும் ஒரு மோற்றமிலி எனக கூ்றைோம். 
ஏநனனில், மதிபபிருத்தலின் ந்தோடககததிலும், 
இறுதியிலும் அ்தன் மதிபபு ‘நமய’ என்ந்ற 
இருககி்றது. 
எடுததுககோடடு 8.2:
ந்தோடகக நியையில், (p, c = 10, 9) என்று 
எடுததுகநகோண்டு, பின்வரும் மதிபபிருத்தயை 
நெைல்்டுததினோல், மதிபபிருத்தலின் 
இறுதியின் (p, c) = (11, 10) என இருககும். 
 -- before p, c = 10, 9
 p, c := p + 1, c + 1
 -- after p, c = 11, 10  
நமறகோண் ந�றிமுய்றயில் ஒரு மோற்றமிலியை 
கண்டுபிடிகக முடிகி்ற்தோ? மதிபபிருத்தலின் 

ந்தோடககததிலும், இறுதியிலும் p – c யின் 
மதிபபு என்ன? 
ந்தோடககததில் p – c = 10 – 9 = 1 
இறுதியில் p – c = 11 – 10 = 1 
எனநவ, p – c = 1 என்்து ஒரு மோற்றமிலி 
என்று கோண்கிந்றோம். 
ந்ோதுவோக,  மோறிகைோைோன ஒரு நகோயவ, 
மதிபபிருத்தலின் ந்தோடககததிலும், இறுதியிலும் 
ஒநே மதிபபுயடை்தோக இருந்தோல், அந்த நகோயவ 
மதிபபிருத்தலின் மோற்றமிலி எனப்டும். p (u, v) 
என்்து u மறறும் v என்்ற மதிபபுகயையுயடை 
ஒரு நகோயவ என்க. uககு ்திைோக e1யையும், 
vககு ்திைோக e2யவயும் ஒநே ந�ேததில் இடம் 
மோற்றம் நெயயும் ந்ோது கியடககும் நகோயவயை
p(u, v) [u, v := e1, e2] என்று எழுதுகிந்றோம்.  
p(u, v) [u, v := e1, e2] = p(u, v) என்்து 
நமயநைனில் p(u, v)  என்்து u, v := e1, e2 
என்்ற மதிபபிருத்தலின் மோற்றமிலி ஆகும்.
எடுததுககோடடு 8.3
p - c என்்து p, c := p + 1, c +1 மோற்றமிலி என்்து 
கோண்பி.
p (p, c) = p - c என்க.
எனில், p (p, c) [p, c := p + 1, c + 1] 
= p - c [p, c := p + 1, c + 1] 
= (p + 1) - (c + 1) 
= p - c  
= p (p, c) 
(p - c) [p, c := p + 1, c + 1] = p - c என்்்தோல், p 
– c என்்து p, c := p + 1, c + 1. என்்ற 
மதிபபிருத்தலின் மோற்றமிலி.
எடுததுககோடடு 8.4. 
m, n := m + 3, n – 1 என்று மதிபபிருத்தலின் m, 
n  என்்யவ இேண்டு மோறிகள் என்க. எனில், 
m+3n என்்ற நகோயவ ஒரு மோற்றமிலிைோ என 
கோண்க:
P (m, n) = m + 3n எனில்,
 P (m, n) [m, n := m + 3, n – 1]
  = m + 3n [m, n := m + 3, n – 1]
 = (m + 3) + 3(n – 1)
 = m + 3 + 3n – 3
 = m + 3n
 = P (m, n)
(m + 3n) [m, n := m + 3, n - 1] = m + 3n 
என்்்தோல் m +3n என்்து m, n := m + 3, n – 1  
என்்ற  மதிபபிருத்தலின் ஒரு மோற்றமிலிைோகும்.
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8.2 மடககு மோற்றமிலி 
 ஒரு மடககில், L என்்து மடககின் 
உடற்குதிைோகிை Bயின் மோற்றமிலிைோனோல், 
L  “மடககு மோற்றமிலி” என்்றயழககப்டுகி்றது. 
 while C
  -- L
  B
  -- L
மடககு மோற்றமிலி, மடககின் உடற்குதிககு 
முன்பும், உடற்குதிககுப பின்பும், ஒவநவோரு 
சுழறசி நமய என இருககி்றது. L என்்து மு்தல் 
சுழறசி ந்தோடககததில் நமய என இருப்்தோல், 
மடககின் ந்தோடககததிலும் நமயைோக இருககி்றது. 
L கயடசி சுழறசி முடிவிலும் நமய என இருப்்தோல், 
மடககு முடியும் ந்ோதும் நமய என்ந்ற இருககி்றது. 
இவவோறு, L ஒரு மடககு மோற்றமிலிைோனோல், 
கீழககோணும் ந�றிமுய்றயில் 
குறிககப்டடுள்ை்டியும், 8.1ஆவது ் ோயவு்டததில் 
கோடடப்டடுள்ை்டியும், ந�றிமுய்றயின் �ோன்கு 
முககிைமோன இடஙகளில் L நமயைோக உள்ைது.
1. மடககின் ந்தோடககததில் (அ்தோவது, 

மடககிறகு முன்பு) 
2. ஒவநவோரு சுழறசியின் ந்தோடககததில் 

(அ்தோவது மடககின் உடற்குதிககு முன்பு) 
3. ஒவநவோரு சுழறசியின் முடிவில் (அ்தோவது 

மடககின் உடற்குதிககுப பின்பு) 
4. மடககின் இறுதியிலும் (அ்தோவது, 

மடககிறகுப பின்பு)
1 -- L மடககின் ந்தோடககம்
while 
      C
2       -- L சுழறசி ந்தோடககம்
     B
3       -- L சுழறசியின் ந்தோடககம்
4 -- L மடககின் இறுதி

inputs

C

1 மடககின் ந்தோடககம்

outputs

L

L

L

B
L

2 சுழறசியின் ந்தோடககம்

3 சுழறசி இறுதி

4 மடககின் இறுதி

்ோயவுப்டம் 8.1 மடககு மோற்றமிலி நமய என 
இருககும் இடஙகள்

ஒரு மடகயக அயமகக 
1. மடககின் ந்தோடககததில், மடககின் 

மோற்றமிலியை நமய என அயமகக 
நவண்டும். 

2. மடககின் உடற்குதிைோனது, மடககின் 
இறுதியை ந�ோககி �கரும் வயகயில், 
மோறிகளின் மதிபய் மோற்ற நவண்டும்.  
அந்த ந�ேததில் மடககின் மோற்றமிலியை 
மோ்றோமல் ்ேோமரிகக நவண்டும். 

3. மடககு முடியும்ந்ோது, அதின் முடிவு 
நி்ந்தயனயும், மடககு மோற்றமிலியும் 
நெரநது உள்ளீடடு-நவளியீடடு உ்றயவ 
நமயைோகக நவண்டும்.

8.3 மோற்றமிலி -- எடுததுககோடடுகள்

 மடககு மோற்றமிலி ஒரு மடககின் 
�ோன்கு மிகமுககிைமோன இடஙகளில் 
நமயைோக இருககும். மடககு மோற்றமிலியைப 
்ைன்்டுததி, �ோம் ஒரு மடகயக 
உருவோககைோம். நமலும், அந்த இடஙகளில் 
மோறிகளின் சிை ்ண்புகயையும் �ோம் 
நிரூபிககைோம். 
எடுததுககோடடு 8.5
 an என்்ய்தக கணககிட ஒரு  சுழறசி 
ந�றிமுய்றயை வடிவயமககவும். அந்த 
ந�றிமுய்றககு power(a,n) என்று 
ந்ைரிடுநவோம். எடுததுககோடடோக,
power (10, 4) = 10000
power (5, 3) = 125
power (2, 5) = 32
power (a, n) என்்ற ந�றிமுய்ற a-யை 
ஒடடுநமோத்தமோக ‘n’ முய்ற ந்ருககி an ஐ 
கணககிடுகி்றது. {an = ax ax ... x a

  
n times

அ்தன் விவேககுறிபபும், மடககு மோற்றமிலியும் 
குறிபபுயேகைோகக கீநழ கோடடப்டடுள்ைன.
 power (a, n)
 -- inputs: n ஒரு ந�ரமய்ற எண்
 -- outputs: p = an

 p, i := 1, 0
 while i ≠ n
 -- மடககு மோற்றமிலி: p = ai

 p, i := p × a, i + 1
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power(2, 5) எவவோறு ்டிப்டிைோகச் 
நெைல்்டுத்தப்டுகி்றது என்்து அடடவயண 
8.1 இல் கோடடப்டடுள்ைது. ஒவநவோரு 
வரியெயும் ஒரு சுழறசியின் முடிவில் p, i என்்ற 
இேண்டு மோறிகளின் மதிபய்யும், அயவ 
எவவோறு கணககிடப்டடன என்றும் 
கோண்பிககி்றது. p=ai  என்்து மடககின் 
ந்தோடககததில் நமயைோக உள்ைது என்றும், 
ஒவநவோரு வரியெயிலும் அது நமயைோகநவ 
இருககி்றது என்றும் கோணைோம். ஆகநவ, இது 
ஒரு மடககு மோற்றமிலி எனப்டும்.

சுழறசி p p x a i i+1 ai

0 1 0 20

1 2 1x2 1 0 + 1 21

2 4 2x2 2 1 + 1 22

3 8 4x2 3 2 + 1 23

4 16 8x2 4 3 + 1 24

5 32 16x2 5 4+1 25

அடடவயண 8.1 – power (2,5) ன் 
நெைல்நியை

 மடககு முடியும்ந்ோது, p = ai என்்து 
நமயைோகநவ இருககி்றது. நமலும், i = 
5. எனநவ, p = a5 ஆக அயமநதுள்ைது. 
ந்ோதுவோகச் நெோல்வ்தோனோல், மடககு 
முடியும்ந்ோது p = an எவவோறு, power (a, n) 
விவேககுறிபய் நிய்றவுநெயகி்றது என்று 
�ோம் ெரி்ோரததுவிடநடோம்.
எடுததுககோடடு 8.6: 
 எடுததுககோடடு 6:11யிலுள்ை ெோகநைட 
்ோர எடுததுககோடயட நியனவுநகோள்க. ஒரு 
முழு ெோகநைடயடத ்தனித்தனிச் ெதுேஙகைோக 
உயடப்்தறகு எத்தயன நவடடுககள் ந்தயவ? 
எத்தயன துண்டுகள், எத்தயன நவடடுககள் 
என்்ய்தக குறிகக முய்றநை p, c என்்ற 
மோறிகயைப ்ைன்்டுத்தைோம். ஒவநவோரு 
முய்றயும் நவடடும்ந்ோதும், நவடடுகளின் 
எண்ணிகயக ஒன்று கூடுகி்றது, துண்டுகளின் 
எண்ணிகயகம் ஒன்று கூடுகி்றது. இய்த ஒரு 
மதிபபிருத்தலின் மூைம் கு்றபபிடைோம்.

p, c := p + 1, c + 1
முழு ெோகநைடயட நவடடும் நெைல்முய்றயை 
ஒரு மடகயகக நகோண்டு விைககைோம். 

ந்தோடஙகும்ந்ோது ஒநேநவோரு துண்டு 
உள்ைது, ஒருமுய்றகூட நவடடப்டவில்யை.  
அ்தோவது, p = 1, c = 0 நமோத்தத ்தனித்தனி 
ெதுேஙகளின் எண்ணிகயகயை n என்று 
குறிபபிடுநவோம். துண்டுகளின் எண்ணிகயக 
pம், ்தனித்தனி ெதுேஙகளின் எண்ணிகயக 
nம் ெமமோகும்ந்ோது மடககு முடிவயடகி்றது.
p, c := 1 ,0
while p ≠ n
p, c := p + 1, c + 1
p – c என்்து, p, c := p + 1, c + 1 என்்ற 
மதிபபிருத்தலின் மோற்றமிலி  என்று 
எடுததுககோடடு 8.2இல் ்ோரதந்தோம். p–c= 
k என்க. இதில் k ஒரு நியைைோன மதிபபு. 
ந�றிமுய்றயில் எநந்தந்த இடஙகளில் p – c 
= k என்்து  நமயைோக இருககி்றது என்று 
கீநழக நகோடுககப்டடுள்ை ந�றிமுய்றயிலும், 
்ோயவுப்டம் 8.2யிலும் கோடடப்டுள்ைது.
p , c := 1 , 0
1  -- p - c = k
while p ≠ n
2  -- p - c = k
p , c := p1+ , c1+
3  -- p - c = k
4 -- p - c = k , p = n
p – c = k என்்ற மடககு மோற்றமிலி, மடககின்  
ந்தோடககததில்  (மு்தல் வரி) நமயைோக 
இருககி்றது. நமலும், மடககின் ந்தோடககததில் 
p – c = 1. எனநவ, k = 1  மடககு மோற்றமிலிலி 
p – c = 1 எனக குறிபபிடைோம்.

1 மடககின் ந்தோடககம்

p,c

p,c : =1,0
p-c : = k

p-c : = k

p-c : = k
p-c : = k

p ≠ n

p,c : =p + 1, c+ 1

2 சுழறசி ந்தோடககம்

3 சுழறசி இறுதி

4 மடககின் இறுதி

்ோயவுப்டம் 8.2:  மடககு மோறறிமிலி நமயைோக 
இருககும் இடஙகள்

மடககு  முடியும்ந்ோது (�ோன்கோவது வரி), 
மடககு மோறறிமிலி, p–c = 1, இன்னும் 
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நமயைோகநவ இருககி்றது. நமலும், மடககின் 
நி்ந்தயன p ≠ n என்்து ந்ோயைோக உள்ைது. 
எனநவ,  p – c = 1,  p = n இயவகளிலிருநது 
(1) p – c = 1 என்்து மடககு மோற்றமிலி 
(2) p = n என்்து மடககின் முடிவு 
(3) n – c = 1 என்்து (1), (2)வது வரிகளிலிருநது 
(4) c = n – 1  என்்து (3)வது வரியிலிருநது 
மடககு முடியும்ந்ோது ெதுேஙகளின் 
எண்ணிகயகயைவிட நவடடுகளின் 
எண்ணிகயக ஒன்று குய்றவோக இருககி்றது.
எடுததுககோடடு 8.7:
 6 மேஙகள் ெமதூேததில் இருககின்்றன. 
ஒவநவோரு மேததிலும் ஒரு குருவிவீ்தம் 6 
மேஙகளில் நமோத்தம் 6 குருவிகள் 
உடகோரநதிருககின்்றன. ஒரு குருவி ஒரு 
மேததிலிருநது இன்நனோரு மேததுககுப 
்்றநதுந்ோகும் அந்த ந�ேததில் மறந்றோரு 
குருவி முநய்தை குருவி எவவைவு தூேம் 
்்றநதுந்ோனந்தோ அவவைவு தூேம் 
இன்நனோரு மேததிறகுப ்்றநதுந்ோகி்றது. 
ஆனோல், இந்த குருவி மு்தைோவது குருவிககு 
எதிரததியெயில் ்்றநதுந்ோகி்றது. 
அப்டிைோனோல், எல்ைோக குருவிகளும் ஒநே 
மேததில் உடகோருவது ெோததிைமோ? 
மேஙகயை 1மு்தல் 6வயே 
வரியெப்டுததுநவோம். குருவிகள் 
உடகோரநதிருககின்்ற மேஙகளின் வரியெ 
எண், குருவிகளின் வரியெ எண் என்று 
யவததுகநகோள்நவோம். ஒரு ந�ோடிக 
குருவிகள் ்்றநதுந்ோவய்த  மடககின் ஒரு 
சுழறசிைோக எடுததுக  நகோள்ைைோம்.  ஒரு 
குருவி i என்்ற மேததிலிருநது i + d ககுப 
்்றநதுந்ோகும்ந்ோது, இன்நனோரு குருவி j 
என்்ற மேததிலிருநது j – d ககுப ் ்றநதுந்ோகி்றது. 
இவவோறு, ஒவநவோரு சுழறசிககு வரியெ 
எண்களின் பின்பும், குருவிகளின் வரியெ 
எண்களின் நமோத்த எண்ணிகயக S என்்து 
மோ்றோமல் அப்டிநை இருககி்றது. நமலும், ஒரு 
மடககு மோற்றமிலி மடககின் ந்தோடககததிலும், 
முடிவிலும் நமயைோகநவ உள்ைது. 
மடககின் ந்தோடககததில்  மதிபபு 
S = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21
மடககு முடியும்ந்ோதும், மடககு மோற்றமிலியின் 
மதிபபு மோ்றோமல் அப்டிநை இருககி்றது. 
எனினும், மடககு முடியும்ந்ோது, எல்ைோக 

குருவிகளும் k என்்ற ஒநே மேததில் இருப்்தோக 
யவததுகநகோள்நவோம். அப்டிைோனோல் S = 6k

S = 21, மடககின் ந்தோடககததில் மடககு 
மோற்றமிலி 

S = 6k, மடககின் முடிவில் மடககு 
மோற்றமிலி 

6k= 21, ந்தோடககததிலும், முடிவிலும் 
மடககு மோற்றமிலிககு ஒநே மதிபபு 
இருககி்றது 

21, 6ன் ந்ருககம் 
இது ெோததிைம் இல்யை. 21, 6ன் ந்ருககம் 
இல்யை. குருவிகளின் வரியெஎண்களின் 
கயடசி மதிபபு மடககு மோற்றமிலியில் 
ெோததிைமில்யை. ஆயகைோல், எல்ைோக 
குருவிகளும் ஒநே மேததில் வநது நெருவது 
ெோததிைமில்யை.
எடுததுககோடடு 8.8. 
 எடுததுககோடடு 6.3இல் நகோடுககப்டட 
குநேோம்நைண்டில் ் ச்நெோநதிகள் என்்ற சிககயை 
எடுததுக நகோள்நவோம்.  அயவகளில் 13 சிவபபு, 15 
்ச்யெ மறறும் 17 நீை நீ்ற ் ச்நெோநதிகள் உள்ைன.  
இவறறில் நவறு்டட நி்றஙகயையுயடை   
இேண்டு ்ச்நெோநதிகள் ெநதிககும்ந்ோது, 
அயவயிேண்டும் ்தஙகள் நி்றதய்த மூன்்றோவது 
நி்றமோக மோறறிகநகோள்ளுகின்்றன 
(எடுததுககோடடோக, சிவபபு நி்ற ்ச்நெோநதியும், 
்ச்யெ நி்ற ்ச்நெோநதியும் ெநதித்தோல், 
அயவயிேண்டும் நீைநி்ற ்ச்நெோநதிைோக 
மோறிவிடுகின்்றன). எல்ைோப ்ச்நெோநதிகளும் நீை 
நி்றமோக மோறிவிடுமோறு அயவகள் ெநதிகக 
ஏற்ோடு நெயவது ெோததிைமோ? 
 r, g மறறும் bஎன்்து முய்றநை சிவபபு, 
்ச்யெ, நீைநி்ற ்ச்நெோநதிகளின் 
எண்ணிகயக என்று யவததுகநகோள்நவோம். 
நவறு நி்றஙகளுயடை இேண்டு 
்ச்நெோநதிகளின் ெநதிபய்ச் சுழறச்சி 
முய்றயில்  குறிககைோம். ஒரு ெநதிபபு r, g, b 
யை (r - 1, g - 1, b + 2) அல்ைது (r - 1, g + 2, b 
- 1)  அல்ைது (r + 2, g - 1, b - 1) என்று 
மோறறுகி்றது. எடுததுககோடடோக, ஒரு சிவபபுநி்ற 
்ச்நெோநதியும், ஒரு ்ச்யெநி்ற ்ச்நெோநதியும் 
ெநதிககின்்றன என்று யவததுகநகோள்நவோம். 
அபந்ோது,
 r, g, b := r – 1, g – 1, b + 2
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 எந்த இேண்டு வி்தமோன 
்ச்நெோநதிகளின் எண்ணிகயகயின் 
நவறு்ோடும் மோ்றோது அல்ைது மோறினோலும், 3 
என்்ற எண்ணிகயகயில் மோறும். இது ஒரு 
மோற்றமிலி. 
 r – 1 – (g – 1) = r – g
 r –1 – (b + 2) = (r – b) – 3
 g – 1 –  (b + 2) = (g – b) – 3
எல்ைோ மூன்று வயககயைப 
ந்ோறுத்தவயேயிலும் இது நமயைோக உள்ைது. 
சுழறசியின் ந்தோடககததில், ஏந்தனும் இேண்டு 
வயக ்ச்நெோநதிகளின் 
எண்ணிகயகயிலுள்ை நவறு்ோடு 3ன் 
மடஙகோக இருந்தோல், அ்தயன மூன்று 
மூன்்றோக குய்றதது சுழறச்சியின் இறுதியில் 0 
என மோற்றைோம்.
எனினும்,
எந்த இேண்டு நி்றஙகளின் 
எண்ணிகயககளின் நவறு்ோடும், 3ன் 
மடஙகோக இல்யை. ஆயகைோல், எல்ைோப 

்ச்நெோநதிகயையும் ஒநே நி்றததிறகு மோற்ற 
முடிைோது. 
எடுததுககோடடு 8.9. 
 ்நதுகளின் குடுயவ : நவள்யை 
மறறும் கருபபு நி்றமுள்ை  இேண்டு வி்தமோன 
்நதுகள் நிேம்பிை ஒரு குடுயவ 
நகோடுககப்டடுள்ைது. அதிலிருநது ஏந்தனும் 
இேண்டு ்நதுகயை எடுகக நவண்டும். 
எடுககப்டட இேண்டு ்நதுகளும் நவள்யை 
நி்றமோயின், அவறய்ற நவளிநை எறிநது விடடு,  
ஒரு புதிை கருபபு நி்ற ்நய்த குடுயவயின்  
உள்ை ந்ோட நவண்டும். (ந்தயவைோன 
அைவுககுப ்நதுகள் கியடககும் என்று 
யவததுகநகோள்நவோம்). இேண்டும் 
நவவநவறு நி்றநமன்்றோல், நவள்யை 
நி்றதய்தக குடுயவககுள் ந்ோடடுவிடடு, கருபபு 
நி்றதய்த எறிநதுவிடு. மு்தலில் எத்தயன 
நவள்யை நி்றப ்நதுகளும், கருபபுநி்றப 
்நதுகளும் இருந்தன என்று உனககுத 
ந்தரிந்தோல், குடுயவயில் இருககும் கயடசிப 
்நதின் நி்றம் என்ன?

r – g = 13 – 15 = –2
g – b = 15 – 17 = –2
b – r = 17 – 13 = 4

BB BW
WW

வயே்டம் 8.3: ்நதுகளின் நியை 
மோற்றஙகள்

 w, b என்்ற இேண்டு மோறிகள் 
குடுயவயிலுள்ை நவள்யை மறறும்  கருபபுநி்றப 
்நதுகளின் எண்ணிகயகயைக குறிககின்்றன. 
ஒவநவோரு சுழறச்சியிலும்,  குடுயவயிலிருநது 
நவளிநை எடுககும் இேண்டு ்நதுகளின் 
நி்றதய்தப ந்ோறுதது  கருபபு கருபபு, கருபபு 
நவள்யை, நவள்யை நவள்யை என்று 
மோறுகின்்றன: இது ்டம் 8.3இல் 
நகோடுககப்டடுள்ைது.  கீநழ நகோடுககப்டடுள்ை 
ந�றிமுய்றயில் இது விைககப்டடுள்ைது.
1  குடுயவயில் குய்றந்தது இேண்டு ்நதுகள் 
இருந்தோல்
2  -- b , w

3  ஏ்தோவது இேண்டு ்நதுகயை எடுககவும் 

4  Case இேண்டும் கருப்ோக இருந்தோல்  -- BB

5  இேண்டு ்நதுகயையும் எறிநதுவிடு 
6  ஒரு கருபபு ்நய்த குடுயவயில் ந்ோடு
7  - - b = b' - 1, w = w', b + w = b' + w' - 1

8  Case இேண்டும் நவள்யைைோக இருந்தோல்  
--W W

9  இேண்டு ்நதுகயையும் எறிநதுவிடு
10  ஒரு கருபபு ்நய்த குடுயவயில் ந்ோடு 
11 - - b = b' + 1, w = w' - 2, b + w = b' + w' - 1
12 else - - b w

13  கருபபு நி்ற ்நய்த எறிநதுவிடு
14   நவள்யை நி்ற ்நய்த குடுயவயில் 
ந்ோடு
15  - - b = b' - 1, w = w', b + w = b' + w' - 1

 ஒவநவோரு நியையிலும் b, w, b + w 
எப்டி மோறுகின்்றன என்று ந�றிமுய்றயில் 
கோடடப்டடுள்ைது. b', w' ஆகிையவ இேண்டு 
்நதுகயை எடுப்்தறகு முன் மோறிகளின் 
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மதிப்ோகும். w எப்டி மோறுகி்றது என்று 
கவனிககவும். ஒன்று, அது மோறுவதில்யை 
அல்ைது 2 குய்றகி்றது.  ந்தோடககததில் w ஒறய்ற 
்யடைோக இருபபின், கயடசி வயே ஒறய்றப 
்யடைோகநவ  இருககும். இேடயடப ்யடைோக 
இருபபினும், கயடசி வயே இேடயடப 
்யடைோகநவ இருககும். எனநவ, ெமநியை 
மோ்றோது என்்ந்த இ்தன் ந்ோருள். w யின் 
ெமநியை மோற்றமிலி. 
 ந்தோடககததில் w  இேடயடப்யட 
என்று யவததுகநகோள்நவோம்.  முடிவிலும் w 
இேடயடப்யடைோகநவ  இருககும். நமலும், 
இபந்ோது ஒநேநவோரு ்நது்தோன் 
மீதியிருககி்றது,  w + b = 1

1 w + b = 1 மடககின் இறுதி 
2 w = 0 அல்ைது  w = 1 1 லிருநது 

வரியிலிருநது
3 w இேடயடப்யட மடககு மோற்றமிலி
4 w = 0 2,3 லிருநது
5 b = 1 1,4 லிருநது

 கயடசிப ்நது கருப்ோகத்தோன் இருகக 
நவண்டும். அதுந்ோை, ந்தோடககததில் 
நவள்யைப ்நதுகள் ஒறய்றப்யடைோக 
இருந்தோல், கயடசிப ்நது நவள்யைைோக 
இருகக நவண்டும். 
 நகள்வி: கயடசியில் ஒநேநவோரு 
்நது்தோன் இருககி்றது என்்ற நியையை �ோம் 
எபந்ோ்தோவது அயடநவோமோ? ஆம், ஏநனன்்றோல், 
ஒவநவோரு ்டியிலும், b + w ்நதுகளின் நமோத்த 
எண்ணிகயக ஒன்று குய்றநது நகோண்நட 
ந்ோகும். எனநவ, ்டிப்டிைோகக குய்றநது, 
கயடசியில் அது 1 என்்றோகிவிடும். 

8.4 ்தறசுழறசி (Recursion) 
 ்தறசுழறசி  என்்து ஒரு ந�றிமுய்ற 
வடிவயமபபு நுட்மோகும். இது 
கணி்தததூண்டநைோடு ந�ருஙகிை 
ந்தோடரபுயடைது. இது சுழறசிககு 
இயணைோனது. ஆனோல் அய்தவிட அதிகப 
்ைனுள்ைது. ்தறசுழறசியைப ்ைன்்டுததி, 
நகோடுககப்டட உள்ளீடடின் ்குதிகயைக 
நகோண்டு ஒரு சிககலின் ெோன்றுருககயை  
தீரப்தின்மூைம்,  சிககயைக நகோடுககப்டட 
உள்ளீடடிறகோகத தீரகக முடியும். 
எடுததுககோடடு 8.10. 

 வோடிகயகைோைரகள் ஒரு நெயவககோக 
வரியெயில் கோததுகநகோண்டிருககி்றோரகள். 
நெயவநெய்வர வரியெயில் எத்தயன ந்ர 
கோததிருககி்றோரகள் என்று ந்தரிநதுகநகோள்ை 
விரும்புகி்றோர. 
Length? Length? Length? Length? Length?

1 + 4 1 + 3 1 + 2 1 + 1  1
A B C D E

்டம் 8.4 ஒரு வரியெயின் நீைம்
 அவர  வரியெயின் நீைதய்தத 
்தோனோகநவ கணககிடுவ்தறகுப ்திைோக, 
வரியெயில் மு்தைோவ்தோக நிறகின்்ற 
வோடிகயகைோைர  Aயிடம், வரியெயின் நீைம் 
என்ன? என்று நகடகி்றோர. வோடிகயகைோைர A, 
வோடிகயகைோைர B யிடம், நீைம் என்ன? என்று 
நகடகி்றோர. வோடிகயகைோைோர B வோடிகயகைோைர 
C யிடம் நகடகி்றோர. இப்டி ஒவநவோருவரும் 
்தனககுபபின் இருப்வரிடம் நகடகி்றோரகள். 
வரியெயின் கயடசியில் இருககும் 
வோடிகயகைோைர E என்று யவததுகநகோள்நவோம். 
அவரிடம் இந்த நகள்வியைக நகடகும்ந்ோது, 
அவர  ்தன்னிடம் நகடட D யிடம் “1’’ என்று 
்திைளிககி்றோர. D,“1+1=2” என்று  Cககுப 
்திைளிககி்றோர. C,“1+2=3” என்று Bககுப 
்திைளிககி்றோர. B,“1+3=4” என்று A ககுப 
்திைளிககி்றோர. A,“1+4=5” என்று ்தன்னிடம் 
நகடட நெயவைோைருககுப ்திைளிககி்றோர. 
8.4.1 ்தறசுழறச்சி முய்ற 
எடுததுககோடடு 8.10
 ்தறசுழறசி முய்றயை விைககுகி்றது. A, 
B, C, D, E என்்ற 5 வோடிகயகைோைரகைோைோன 
வரியெயை [A, B, C, D, E] என்று 
குறிபபிடுநவோம். இபந்ோது [A, B, C, D, E] என்்ற 
வரியெமுய்றயின் நீைதய்தக கணககிட 
நவண்டும். சிககயை தீரககின்்ற தீரப்ோனுககு 
(solver), length என்று ந்ைரிடுநவோம். இந்த 
length என்்ற தீரப்ோனுககு �ோம் ஒரு 
வரியெயை உள்ளீடோகத ்தந்தோல், அது அந்த 
வரியெமுய்றயின் நீைதய்த நவளியீடோகக 
நகோடுககும்.
length [A, B, C, D, E] = 5
length என்்ற தீரப்ோன்  [A, B, C, D, E] என்்ற 
வரியெயை அ்தன் மு்தல் வோடிகயகைோைர  
என்றும், எஞ்சியுள்ை வரியெ என்றும், இேண்டு 
்குதிகைோகப பிரிககின்்றது.
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மு்தல் (first)  [A, B, C, D, E] = A 
எஞ்சியுள்ைது (rest) [A, B, C, D, E] = [B, C, D, 
E]
 ஒரு சிககயைத ்தறசுழறசி  முய்றயில் 
தீரப்்தறகு, length  என்்ற தீரப்ோன் [B, C, D, E] 
என்்ற அைவு குய்றககப்டட வரியெயை 
நவந்றோரு துயணததீரப்ோனுககு (Sub solver) 
உள்ளீடோகக கடததுகி்றது. இந்த 
துயணததீரப்ோன் length என்்ற தீரப்ோனின் 
மறந்றோரு ெோன்றுரு. இந்த துயணததீரப்ோன் [B, 
C, D, E] என்்ற வரியெயின் நீைதய்த 
நவளியீடோகத ்தருவ்தோகக கருதிக நகோண்டு, 
அ்தனுடன் 1 ஐக கூடடி, அய்த [A, B, C, D, E]யின் 
நீைம் என்று நவளியீடோகத ்தருகி்றது.
length [A, B, C, D, E] = 1 + length [B, C, D, E]
இப்டி ஒவநவோரு தீரப்ோனும் 
1 ஓர உள்ளீடயடப ந்றுகி்றது 
2 அைவு குய்றககப்டட ஓர உள்ளீடயடத 

துயணததீரப்ோனுககுக கடததுகி்றது. 
3 அைவு குய்றககப்டட உள்ளீடடிறகோனத 

தீரயவ துயணததீரப்ோனிடமிருநது 
ந்றுகி்றது. 

4 நகோடுககப்டட உள்ளீடடிறகோன தீரயவ 
உருவோககுகி்றது. 

இது ்டம் 8.5இல் விைககப்டடுள்ைது.
solution for the input

reduced input solution for the reduced 
input

solver
1

Inputs

2 3

4

்டம் 8.5 ்தறசுழறசி முய்றயின் தீரப்ோனின் 
ஒரு ெோன்றுரு

எடுததுககோடடு 8.10 இல் ஒவநவோரு தீரப்ோனும் 
ந்றறுகநகோள்ளும் உள்ளீடயடயும், 
உருவோககும் தீரயவயும், ்டம் 8.6 
கோண்பிககி்றது. ஒவநவோரு தீரப்ோனும் ்தோன் 
ந்றும் உள்ளீடடின் அைவில் 1யைக குய்றதது, 
அய்த ஒரு துயணததீரப்ோனுககுக 
கடததுகி்றது. இவவோறு, 5 தீரப்ோன்கள் 
ந்தயவப்டுகி்றது. ஒரு தீரப்ோன் ந்றுகி்ற 
உள்ளீடு ஒரு தீரயவ ந�ேடிைோக நவளியீடு 
நெயயும் அைவுககு மிகச் சிறிை்தோகும்வயே 
இப்டிக கடதது்தல் ந்தோடரகி்றது. கயடசித 
தீரப்ோன் (E)ஐ உள்ளீடோகப ந்றுகி்றது. (E) 
ந்ோதுமோன அைவுககுச் சிறிை்தோக இருப்்தோல், 

அய்தப ந்றும் தீரப்ோன் (E)யின் நீைம் 1 என்று 
உடனடிைோக நவளியிடுகி்றது. அததுடன் அ்தன் 
்தறசுழறச்சி நின்றுவிடுகி்றது. 

1+4

 1+3

1+2

1+1

1 

Length

Length

Length

Length

Length

[ A, B, C, D, E]

[ B, C, D, E]

[C, D, E]

[D, E]

[E]

்டம் 8.6 : ்தறசுழறசிமுய்றயின் 
தீரப்ோன்களும், துயணததீரப்ோன்களும் 

[A, B, C, D, E] என்்ற நீைததிறகோன 
்தறசுழறசிமுய்ற ் டம் 8.7இல் கோடடப்டடுள்ைது.
1        length [A,B,C,D,E]
2 =  1 + length [B,C,D,E]
3 = 1  +1 + length [C,D,E]
4 = 1   + 1+ 1 + length [D,E]
5 = 1  + 1+ 1 + 1 + length [E]
6 = 1  + 1 + 1 + 1 +1
7 =  1 +1 +1 + 2
8 =  1 + 1 + 3
9 =  1 + 4
10 =  5

்டம் 8.7 : ஒரு வரியெயின் நீைதய்தக 
கணககிடுவ்தறகோன ்தறசுழறசிமுய்ற

8.4.2 ்தறசுழறசி முய்றயில் சிககயைத தீரத்தல் 
 ஒவநவோரு தீரப்ோனும் ்தோன் ந்றும் 
உள்ளீடடின் அையவ நெோதித்தறிை நவண்டும். 
அந;்த உள்ளீடடின் அைவு ந்ோதுமோன 
அைவுககுச் சிறிை்தோக இருந்தோல், தீரப்ோன் 
சிககலுககோன தீரயவ ந�ேடிைோக நவளியிட 
நவண்டும். உள்ளீடடின் அைவு ந்ோதுமோன 
அைவுககுச் சிறிை்தோக இல்யைநைன்்றோல், 
தீரப்ோன் உள்ளீடடின் அையவக குய்றதது, 
குய்றககப்டட உள்ளீடயட யவதது 
சிககயைத தீரககுமோறு ஒரு 
துயணததீரப்ோயன அயழகக நவண்டும். 
எடுததுககோடடு 8.10ககோன தீரப்ோனின் 
ந�றிமுய்றயைப பின்வருமோறு நெோல்ைைோம்.
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1 வரியெயில் ஒநேநவோரு வோடிகயகைோைர  மடடும் இருந்தோல்  

1 + மீ்தமுள்ை நீைம் – மற்ற்டி
வரியெயின் நீைம் = {

 ்தறசுழறசி முய்றயில் ஒரு சிககயைத 
தீரப்்தறகு, தீரப்ோன் சிககயை துயணச் 
சிககல்கைோகப பிரிதது, ஒவநவோரு 
துயணச்சிககயைத தீரப்்தறகும், ஒரு 
துயணததீரப்ோயன அயழகக நவண்டும். 
ஒவநவோரு துயணததீரப்ோனும் 
தீரப்ோனுயடை இன்நனோரு 
ெோன்றுருநவைோகும். துயணச்சிககலுககோக 
இடப்டும் உள்ளீடடின் அைவு மூைச் 
சிககலுககோன உள்ளீடடின் அையவவிடச் 
சிறிை்தோக இருகக நவண்டும். ஒரு தீரப்ோன் 
இன்நனோரு துயணததீரப்ோயன 
அயழககும்ந்ோது, அது ்தறசுழறசி அயழபபு 
என்று வழஙகப்டுகி்றது. ்தறசுழறசிைோக 
அயழககப்டும் துயணததீரப்ோன் ்தோன் ந்றும் 
துயணச்சிககலுககோன தீரயவ நவளியிடுகி்றது 
என்று தீரப்ோன் அனுமோனிப்்தறகு ்தறசுழறசி 
அனுமதிககி்றது. அ்தன்பின் துயணச்சிககலின் 
தீரவிலிருநது, நகோடுககப்டட சிககலுககோன 
தீரயவ தீரப்ோன் அயமககி்றது. 
 துயணததீரப்ோன்கள் சிககல்கயை 
நமலும்  சிறிை அைவிைோன 
துயணச்சிககல்கைோகக குய்றததுக நகோண்நட 
ந்ோகும்ந்ோது, இறுதிைோக, ்தறசுழறசியின் 
ந்தயவயில்ைோமல் ந�ேடிைோகநவ 
தீரததுகநகோள்ளும் அைவுககுச் 
துயணச்சிககல்கள் மிகச் 
சிறிையவகைோகிவிடுகின்்றன. ஆயகைோல், ஒரு 
்தறசுழறசித தீரப்ோனுககு இேண்டு (cases) 
நியைகள் உள்ைன:
1. அடிப்யட நியை (Base Case): ந�ேடிைோகத 
தீரககும் அைவுககுச் சிககலின் அைவு சிறிை்தோக 
இருககி்றது. அபந்ோழுது தீரயவ உடனடிைோக 
நவளியீடு நெயைைோம். குய்றந்தது ஓர அடிப்யட 
நியையமைோவது இருகக நவண்டும். 
2. ்தறசுழறசிப ்டிநியை (Recursion step) : 
சிககலின் அைவு அந்த அைவுககுச் சிறிை்தல்ை 
என்்து வயே, சிககயைத துயணச் 
சிககல்கைோகப ்குகக நவண்டும். அந்த 
துயணச்சிககல்கள் நகோடுககப்டட சிககலின் 
அையவவிட கண்டிப்ோகச் சிறிை்தோக இருகக 
நவண்டும். பின்பு, துயணச்சிககயைத தீரகக 
ஒரு துயணததீரப்ோயன அயழகக நவண்டும். 

அந்த துயணததீரப்ோன் துயணச்சிககலுககோன 
தீரயவ நவளியிடுவ்தோகக கருதி, நகோடுககப்டட 
சிககலுககோனத தீரயவ அயமகக நவண்டும்.. 
்தறசுழறசி முய்றயைப ் ைன்்டுததிச் சிககயைத 
தீரககும் நுட்தய்தப பின்வரும் ந�றிமுய்ற 
கோண்பிககி்றது.
 solver ( input )
if உள்ளீடு ந்ோதுமோன அைவுககு சிறிை்தோக 
இருககுநமனில், 
தீரயவ கடடயமககவும் 
else
சிறி்தோககப்டட உள்ளீடடுககோன துயணச் 
சிககல்கயைக கண்டுபபிடிககவும்.
துயண சிககலின் தீரவு = ஒவநவோரு துயண 
சிககலின் தீரப்ோன். 
துயணச் சிககல்களிலிருநது, மூைச் 
சிககலுககோன தீரயவக கடடயமத்தல்.
்தறசுழறசியைப ்ைன்்டுததி ஒரு சிககயைத 
தீரககும்ந்ோந்தல்ைோம், இந்த இேண்டு 
நியையமகயை �ோம் உறுதிநெயை 
நவண்டும்: 
(1) ்தறசுழறசிப ்டியில், ்தறசுழறசி 
அயழபபுககோன உள்ளீடடின் அைவு 
நகோடுககப்டட உள்ளீடடின் அையவவிட 
கண்டிப்ோகச் சிறிை்தோக இருகக நவண்டும். 
(2) குய்றந்தது, ஓர அடிப்யட 
நியையமைோவது இருகக நவண்டும். 
8.4.3 ்தறசுழறசி - எடுததுககோடடுகள் 
எடுததுககோடடு 8.11. 
 ஒரு வரியெமுய்றயின் நீைதய்தக 
கணககிடுவ்தறகு, ்தறசுழறசி ந�றிமுய்றயைப 
பின்வருமோறு எழு்தைோம். நீைம் (s) 
length (s)
-- inputs : s
-- outputs : sன் நீைம்
if sல் ஒரு வோடிகயகைோைர உள்ைோர எனில் - 
- அடிப்யட நியை
1
else
1 + length (tail (s)) - - ்தறசுழறசி ்டிநியை
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எடுததுககோடடு 8.12.
  an யைக கணககிட ஒரு ்தறசுழறசி 
ந�றிமுய்றயை வடிவயமககவும். 
எடுததுககோடடு 8.5ல், an யைக கணககிட �ோம் 
ஒரு சுழறசி ந�றிமுய்றயை அயமதந்தோம். an 
ஐ ்தறசுழறசி  முய்றயில் இவவோறு 
வயேைறுககைோம்.

{an = 1  if n = 0
a x a n - 1 otherwise

இந்த ்தறசுழறசி வயேைய்றயை, power (a, n) 
யைக கணககிடுவ்தறகோன ்தறசுழறசி 
தீரப்ோகப பின்வருமோறு எழு்தைோம். power (a, 
n)
 power (a, n)
-- inputs : n is an integer, n ≥ 0
-- outputs : an

if n = 0 -- base case
1
else -- recursion step
a x power (a, n-1)
power (a, n)  ஐக கணககிடுவ்தறகோன 
்தறசுழறசி முய்றயும், அ்தன் தீரப்ோன்களும்
 ்டம் 8.8 இல் கோடடப்டடுள்ைன.

n = 5

n = 4

n = 3

n = 2

n = 1

n = 0

2 x 16

2 x 8 

2 x 4

2 x 2

2 x 1

1
Power

Power

Power

Power

Power

Power

வயே்டம் 8.8: power (2, 5)யைக 
கணககிடுவ்தறகோன ்தறசுழறசி முய்றயும், 

அ்தன் தீரப்ோன்களும்.
power (2, 5)  யிலிருநது வேககூடிை ்தறசுழறசி 
முய்ற வயே்டம் 8.9-ல் கோடடப்டடுள்ைது.

power (2,5)
= 2  X power (2,4)
= 2  X 2  X power(2,3)
= 2  X 2  X 2  X  power(2 ,2)
= 2  X 2  X 2  X  2 X  power (2,1)
= 2  X 2  X 2  X  2 X 2 X power (2,0)
= 2  X 2  X 2  X  2 X 2 X 1
= 2  X 2  X 2  X  2 X 2
= 2  X 2  X 2  X  4
= 2  X 2  X 8
= 2  X 16
= 32

வயே்டம் 8.9 power (2, 5)ககோன ்தறசுழறசி 
முய்ற

எடுததுககோடடு 8.13. 
மூயை மூடப்டட ்ையக என்்து 2nx2n 
ெதுேஙகைோைோனது. அதில் ஒரு மூயைச் ெதுேம் 
ஒரு ்தனிச் ெதுே ஓடடினோல் மூடப்டடிருககி்றது. 
அடுத்தடுத்த மூன்று ெதுேஙகயைகநகோண்டு L 
வடிவததில் அயமககப்டட ஓடடுககு முகநகோண 
ஓடு என்று ந்ைர (்டம் 8.10ஐப ்ோரககவும்). 
மூயை மூடப்டட ஒரு ் ையகயை இந்த L வடிவ 
ஓடுகயைகநகோண்டு, ஒன்றின்நமல் ஒன்று 
வேோ்த்டிககு, மூடவும். L வடிவ ஓடுகயைத 
ந்தயவகநகற்றோறந்ோல் சுழறறிகநகோள்ைைோம். 

வயே்டம் 8.10 மூயை மூடப்டட ்ையகயும், 
முகநகோண ஓடும் 

சிககலின் அைவு n (2nx 2n) என்்ற அைவிைோன 
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்ையக. ்தறசுழறசியைப ் ைன்்டுததி �ோம் இந்த 
சிககயைத தீரககைோம். n = 1 என்்து அடிப்யட 
நியையம. இது 2 x 2 அைவிைோன மூயை 
மூடப்டட ்ையக. �ோம் இய்த ஒரு முகநகோண 
ஓடயடகநகோண்டு மூடி, சிககயைத தீரககைோம். 
்தறசுழறசிப ்டியில், 2n x 2n என்்ற அைவிைோன 
மூயை மூடப்டட ்ையகயின் �டுவில் 
குறுககோகவும் ந�டுககோகவும் நகோடுகயை 
வயேநது, அந்தப ்ையகயை 4 
துயணப்ையககைோகப பிரிகக நவண்டும். 
ஒவநவோரு துயணப்ையகயின் அைவு 2n-1 x 
2n-1. வயே்டம் 8.11இல் இடது ் ககப ் ையகயில் 
கோடடப்டடுள்ை்டி மூயை மூடப்டட 
துயணப்ையகயை மூடோ்தவோறு, ஒரு 
முகநகோண ஓடயட முழுப ்ையகயின் �டுவில் 
யவககவும். இபந்ோது ஒவநவோரு 
துயணப்ையகயும் 2n-1 x 2n-1 என்்ற 
அைவுநகோண்ட மூயை மூடப்டட �ோன்கு 
்ையககைோக உள்ைன.

வயே்டம் 8.11 23 x 23என்்ற அைவிைோன 
மூயை மூடப்டட ்ையகயைத ்தறசுழறசி 

முய்றயில் மூடு்தல் 
இபந்ோது நகோடுககப்டட சிககலின் 
அையவவிடச் சிறிை அைவிைோன 4 
துயணச்சிககல்கயையும்  உள்ைன. ஒவநவோரு 
துயணச்சிககயையும்  ்தறசுழறசி முய்றயில் 
�ோம் தீரககைோம்.
tile corner_covered board of size n

if n = 1 -- base case

 cover the 3 squared with one trioninoe

else -- recursion step

 divide board into 4 sub_boards of size 
n - 1 

 place a triominoe at centre of board,

    leaving out the corner_covered sub_
board

 tile each sub_board of size n - 1

23 x 23 என்்ற அைவிைோைோன மூயை மூடப்டட 
்ையகயைத ்தறசுழறசி முய்றயில் மூடுவதின் 
வியைவு ்டம் -8.11ல் விைககப்டடுள்ைது.
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நியனவில் நகோள்க

• சுழறசி இேண்டு ்டிகயைத 
திரும்்ததிரும்்ச் நெயகி்றது. ஒன்று, 
அது ஒரு நியையமயை 
மதிபபிருததுகி்றது, இேண்டு, நியையம 
நமய என இருககும்வயே, அது ஒரு 
கூறய்றச் நெைல்்டுததுகி்றது. 

• மோறிகள் ெம்்ந்தப்டட ஒரு 
நகோயவயிலுள்ை ஒரு மோறிககு ஒன்ய்ற 
மதிபபிருததிை பி்றகும், அந்தக நகோயவ 
மோ்றோமல் அப்டிநை இருந்தோல் அது 
மதிபபிருத்தலின் மோற்றமிலி என்று 
அயழககப்டுகி்றது.  

• மடககின் உடற்குதியிலுள்ை மோற்றமிலி 
மடககு மோற்றமிலி 
என்்றயழககப்டுகி்றது. 

• மடககு மோற்றமிலி பின்வரும் இடஙகளில் 
நமயைோக இருககும் 

அ. மடககின் ந்தோடககததில் (அ்தோவது, 
மடககிறகுமுன்பு) 

ஆ. ஒவநவோரு சுழறசியின் ந்தோடககததில் 
(அ்தோவது மடககின் உடற்குதிககு 
முன்பு) 

இ. ஒவநவோரு சுழறசியின் இறுதியில் 
(அ்தோவது மடககின் உடற்குதிககுப 
பின்பு) 

உ. மடககின் முடிவில் (அ்தோவது, 
மடககிறகுபபின்பு)

• ஒரு மடககு முடியும்ந்ோது, மடககு 
மோற்றமிலி நமயைோக இருககும். நமலும், 
முடிவுறும் நியையமயும் உண்யமைோக 
இருககும். 

• ்தறசுழறசிககுக குய்றந்த்டெம் ஓர 
அடிப்யட நியைைோவது இருகக 
நவண்டும். 

• ்தறசுழறசி ஒரு சிககயைச் சிறிை 
அைவிைோன துயணச்சிககல்கைோக 
பிரிககி்றது. சிககல்களுககு ்தறசுழறசி 
அயழபபினோல் தீரவு கியடககி்றது 
என்று அனுமோனிககி்றது. நகோடுககப்டட 
சிககலுககுத தீரயவ உருவோககுகி்றது. 

• ்தறசுழறசியில், நகோடுககப்டட 
உள்ளீடடின் அையவவிட 
துயணச்சிககலின் அைவு கண்டிப்ோகச் 
சிறிை்தோக இருகக நவண்டும்.

மதிபபீடு

்குதி அ

1. மடககு மோற்றமிலி 
உண்யமைோக 
இருககநவண்டிை 
அவசிைம் இல்யை

 அ. மடககின் ந்தோடககததில்
 ஆ. ஒவநவோரு சுழறசியின் ந்தோடககததில்
 இ. ஒவநவோரு ்தறசுழறசியின் முடிவில் 
 ஈ. ந�றிமுய்றயின் ந்தோடககததில்
2. ஒரு ெதுேஙகப்ையகயை 

நடோமிநனோஸ்  என்்ற நெவவகக 
கடயடகயைக நகோண்டு மூட 
விரும்புகிந்றோம். b என்்து 
நடோமிநனோஸ் எத்தயன கருபபுக 
கடடஙகயை மூடுகி்றது என்்ய்தயும், w 
என்்து நடோமிநனோஸ் எத்தயன 
நவள்யைக கடடஙகயை மூடுகி்றது 
என்்ய்தயும் குறிககின்்றன என்்றோல், 

பின்வரும் எந்த மோதிரியின்்டி ஒரு 
நடோமிநனோயை  யவககைோம்

 அ. b := b + 2  ஆ. w := w + 2
 இ. b, w : = b + 1, w +1 ஈ. b := w
3. m x a + n x b என்்து a, b := a + 8, b + 7 

என்்ற மதிபபிருத்தலின் மோற்றமிலி 
என்்றோல், m, n வின் மதிபபுகள்

 அ. m=8,  n=7  ஆ. m=7,  n=-8  
இ. m=7,  n=-8  ஈ. m=8,  n=-7

4. கீநழ நகோடுககப்டடுள்ையவகளில் எது m, 
n : = m+2, n+3 என்்ற மதிபபிருத்தலின் 
மோற்றமிலி இல்யை?

 அ. m mod 2  ஆ. n mod 3
 இ. 3 x m – 2 x n ஈ. 2xm – 3 x n
5. ஃபிந்ோனோச்சி எண்யணப 

்தறசுழறசியின்்டி பின்வருமோறு 
வயேைறுத்தோல் 

{F (n)=
0   n = 0
1   n = 1
F(n — 1) + F(n — 2) otherwise
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 (குறிபபு : ஃபிந்ோனோச்சி எண் என்்து 
அ்தறகு முநய்தை இேண்டு எண்களின் 
கூடடுதந்தோயக. எடுததுககோடடு: 0, 1, 1, 2, 
3, 5, 8, 13, 21...) இல்யைநைன்்றோல் F(4)
யை மதிபபிட எத்தயன F() ் ைன்்டுத்தப்ட 
நவண்டும்? 

 அ. 3 ஆ. 4  இ. 9  ஈ. 8 
6. ்தறசுழறசியின் பின்வரும் வயேைய்றயைப 

்ைன்்டுததி a10 யை மதிபபிட 
எத்தயனமுய்ற ந்ருகக நவண்டும்?

 {a n=
1   if n = 0
a x an -1   otherwise

 (a) 11 (b) 10 (c) 9 d) 8
்குதி – ஆ

குறுவினோககள்
1. மோற்றமிலி என்்றோல் என்ன? 
2.  மடககு மோற்றமிலியை வயேைறுககவும்.
3.  மோற்றமிலியின் நியையமயைச் 

நெோதிப்து மடககு மோற்றமிலியைப 
்ோதிககுமோ? ஏன்?

4.  மடககு மோற்றமிலிககும், மடககு 
நியையமககும், உள்ளீடடு நவளீயீடடு 
ந்தோடரபுககும் என்ன உ்றவு?

5.  ்தறசுழறசி முய்றயில் சிககயைத தீரப்து 
என்்றோல் என்ன? 

6.  இைல் எண்ணின் ந்தோடர ந்ருககதய்தத 
்தறசுழறச்சி முய்றயில் வயேைறுககவும். 

்குதி – இ
சிறுவினோககள்
1. ஒரு நமய�யில் 7 குவயைகள் 
்தயைகீழோக இருககின்்றன. எந்த இேண்டு 
குவயைகயையும் நீஙகள் ஒநே ந�ேததில் 
திருபபுவ்தறகு உஙகளுககு அனுமதி உண்டு. 
எல்ைோக  குவயைகளும் ந�ேோக இருககககூடிை 
நியையை எடடுவது ெோததிைமோ? (குறிபபு: 
்தயைகீழோக இருககும் குவயைகளுயடை 
எண்ணிகயகயின் ெமநியை மோ்றோது). 
2. ந்தோற்றோல் நவளிநைறிவிட நவண்டும் 
என்்ற நி்ந்தயனயுள்ை ஒரு வியைைோடடு 
ந்ோடடியில் வரியெைோக ந்ோடடிகள் 
�டககின்்றன. ஒவநவோரு ந்ோடடியிலும் இேண்டு 
வியைைோடடு வீேரகள் ந்ோடடியிடுகி்றோரகள் 
ந்தோற்றவர நவளிநைறிவிட நவண்டும் (அ்தோவது, 
அ்தறகுபபின் அவர எந்தப ந்ோடடியிலும் 
்ஙநகடுககமோடடோர). நவறறிந்ற்றவர ந்தோடரநது 
ந்ோடடியில் ்ஙநகடுப்ோர. எல்ைோ வியைைோடடு 

 வீரரகளும் இவவோறு 
நவளிநைற்றப்டடபின், கயடசியில் எஞ்சியிருககும் 
வீேநே ந்ோடடியில் நவறறிந்ற்றவர. ஒரு 
வியைைோடடுபந்ோடடியில் 1234 வீேரகள் 
இருககி்றோரகள் என்று யவததுகநகோள்நவோம். 
நவறறிவீேயேத தீரமோனிப்்தறகு எத்தயன 
ந்ோடடிகள் �டத்தப்ட நவண்டும்? 
3. மன்னன் விககிேமோதித்தனிடம் இேண்டு 
மநதிே வோள்கள் இருககின்்றன. ஒரு வோயை 
யவதது அவனோல் நவ்தோைததின் 19 ்தயைகயை 
நவடடிநைறிை முடியும். ஆனோல், அ்தன்பின் 
நவ்தோைததுககு 13 ்தயைகள் முயைககின்்றன. 
இன்நனோரு வோயை யவதது 7 ்தயைகயை 
நவடடிநைறிை முடியும். ஆனோல், அ்தறகுபபின் 22 
புதிை ்தயைகள் முயைககின்்றன. எல்ைோத 
்தயைகயையும் நவடடிவிடடோல், நவ்தோைம் 
நெததுவிடும். நவ்தோைததுககு ஆேம்்ததில் 1000 
்தயைகள் இருந்தோல், அது ெோகி்ற வோயபபு 
உண்டோ? (குறிபபு: ்தயை mod 3 –ன் 
எண்ணிகயக மோ்றோது).

்குதி – ஈ
ந�டுவினோககள்
1. வழககமோன நி்றமுய்றடை 8 x 8 
அைவிைோன ஒரு ெதுேஙகப்ையகயை எடுததுக 
நகோள்ளுஙகள். குறுககுவரியெ மறறும் 
ந�ரவரியெயின் எல்ைோக கடடஙகளுககும் 
நவறு நி்றமிடடு அயவகளின் நி்றய்த 
மோறறிவிடுநவோம். திரும்்ததிரும்் நவறு 
நி்றமிடைோம். இப்டிச் நெயவ்தோல், கயடசியில் 
ஒநேநவோரு கருபபுக கடடம் மடடுநம வே 
நவண்டும் என்்ந்த   இைககு. இந்த இைகயக 
அயடை முடிைோது என்று நிருபபிககவும்  
(குறிபபு : ஒரு குறுககு  வரியெயில் அல்ைது 
ந�ரவரியெயில் என்்ற கருபபுக கடடஙகள் 
இருந்தோல். அது | (8 – b) – b|  என்று மோறுகி்றது.
2.  power ்தறசுழறசியை பின்வருமோறு 

வயேைறுககைோம். 

{a n=
1   if n = 0
a x an -1   if n is odd
a n/2 x a n/2  if n is even

இந்த வயேைய்றயைப ்ைன்்டுததி ்தறசுழறசி 
ந�றிமுய்றயை உருவோககவும். a10 யைக 
கணககிட எத்தயன முய்ற ந்ருகக நவண்டும்?
3.  2n x 2n ெதுே அையவக நகோண்ட ஒரு ெதுே 

மூயை மூடப்டட அடயடயில், ஒரு மூயைச் 
ெதுேம் ஒரு ்தனிச் ெதுே ஒடடினோல் 
மூடப்டடிருககி்றது. ஒன்றின்நமல் ஒன்று 
இல்ைோமல் முகநகோண ஒடடு அடயடயை 
மூட முடியும் என்்ய்த கோண்பிகக

XI Std Computer Science Vol-1 TM Chapter 8 166-182.indd   118 4/11/2020   11:43:53 AM


	XI Std Computer Science Vol-1 TM Introduction Pages
	XI Std Computer Science Vol-1 TM Chapter 1 001-022
	XI Std Computer Science Vol-1 TM Chapter 2 023-058
	XI Std Computer Science Vol-1 TM Chapter 3 059-071
	XI Std Computer Science Vol-1 TM Chapter 4 074-089
	XI Std Computer Science Vol-1 TM Chapter 5 090-130
	XI Std Computer Science Vol-1 TM Chapter 6 131-146
	XI Std Computer Science Vol-1 TM Chapter 7 147-165
	XI Std Computer Science Vol-1 TM Chapter 8 166-182

