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अÚयाय 3

3.6. साइन (sine) और कोसाइन (cosine) सğूɉ कȧ उपपͪƣया ँतथा उनके कुछ सरल अनĤुयोग

मान लȣिजए ͩक ABC एक ǒğभजु है। कोण A से हमारा ता×पय[ है ͩक भजुाओ ंAB और AC से 
बना कोण, जो 0° और 180° के बीच मɅ िèथत है। कोणɉ 
B और C को भी इस Ĥकार पǐरभाͪषत ͩकया जाता है। 
शीषɟ C, A और B कȧ सàमखु भजुाओ ंको Đमशः c, a 
और b स ेåयÈत ͩकया जाएगा (देͨखए आकृǓत 3.15)।
Ĥमेय  1 (साइन सğू) ͩ कसी भी ǒğभजु मɅ, भुजाए ँसàमखु 

कोणɉ के साइनɉ (sines) के समानपुाती होती 
हɇ। अथा[त ्एक ǒğभजु ABC मɅ,

उपपͪƣ मान लȣिजए ͩक आकृǓत  3.16 (i) और (ii) मɅ 
दशा[ए दोनɉ ǒğभजुɉ मɅ स ेĤ×येक ABC है।
    

आकृǓत 3.15

पूरक पाɫय सामĒी

 (i) (ii)
आकृǓत 3.16

शीष[ B से शीष[लबं h खीचंा गया है, जो भुजा AC के ǒबदं ुD पर ͧमलता है [(i) मɅ AC को शीष[लबं 
स ेͧ मलन ेके ͧलए बढ़ाया गया है]। आकृǓत 3.16(i) मɅ समकोण ǒğभजु ABC से, हमɅ ĤाÜत होता है–
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 sinA =  अथा[त ्h = c sin A (1)

तथा sin (180° – C) =  (2)

(1) और (2) से, हमɅ ĤाÜत होता है–

 c sin A = a sin C,  अथा[त ्  (3)

इसी Ĥकार, हम ͧसɮध कर सकत ेहɇ ͩक

  =  (4)

(3) और (4) से, हम ĤाÜत करत ेहɇ–

  =  
 
आकृǓत 3.16 (ii) के ǒğभजु ABC के ͧलए, समीकरण (3) और (4) इसी Ĥकार ĤाÜत होत ेहɇ।

Ĥमेय 2  (कोसाइन सğू) मान लȣिजए ͩक A, B और C ͩ कसी ǒğभजु ABC के कोण हɇ तथा a, b और 
c Đमशः कोणɉ A, B और C कȧ सàमखु भजुाओ ंकȧ लबंाइया ँहɇ। तब,

    
उपपͪƣ  मान लȣिजए ͩक ABC आकृǓत 3.17 (i) और (ii) मɅ Ǒदए अनसुार एक ǒğभजु है।

  
 (i) (ii)

आकृǓत 3.17
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आकृǓत 3.17 (ii) के सदंभ[ मɅ, हम ĤाÜत करत ेहɇ–

 

  

  

या a2 = b2 + c2 – 2bc cosA 

इसी Ĥकार, हम ĤाÜत कर सकत ेहɇ ͩक

 b2 = 

और  c2 =   

इसी Ĥकार कȧ समीकरण, हम आकृǓत 3.17 (i) के ͧलए भी ĤाÜत कर सकत ेहै, जहा ँC एक अͬधक 
कोण है। जब कोणɉ को £ात करना हो, तो कोसाइन सğूɉ के सुͪ वधाजनक सğू नीच ेǑदए जा रहे हɇ–

 cos A =  

 cos B = 

 cos C = 

उदाहरण 25  ǒğभजु ABC मɅ, ͧसɮध कȧिजए ͩक

     

हल साइन सğू स,े हमɅ ĤाÜत होता है–

  =   (मान लȣिजए)

अतः,  =  
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  = 

  = 

  = 
(B – C)

cot tan
2 2 2

A      
   

  = 

अतः  = 

इसी Ĥकार, हम अÛय पǐरणामɉ को ͧसɮध कर सकते हɇ। इन पǐरणामɉ को नेͪपयर कȧ अनपुात  
(Napier’s Analogies) के Ǿप मɅ जाना जाता है।

उदाहरण 26 ͩकसी ǒğभजु ABC मɅ, ͧसɮध कȧिजए ͩक
  a sin (B – C) + b sin  (C – A) + c sin (A – B) = 0 होता है।
हल आप जानत ेहɇ ͩक
  a sin (B – C) = a [sinB cosC – cosB sinC]  (1)

अब,    (मान लȣिजए)  
 

अतः, sin A = ak, sin B = bk, sin C = ck
(1) मɅ, sinB और sinC के मान रखकर कोसाइन सğू के Ĥयोग ɮवारा, हम ĤाÜत करत ेहɇ–

  = 

2 2 2 2 2 2

2 2

a b c c a b
a bk ck

ab ac

       
    

    
 

  = 

  = 

इसी Ĥकार,  b sin (C – A) = k (c2 – a2)
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और csin (A – B) = k (a2 – b2)
अतः  L.H.S = k (b2 – c2 + c2 – a2 + a2 – b2)
  = 0 = R.H.S.
उदाहरण 27 उँचाई h वालȣ ͩकसी उÚवा[धर मीनार PQ के शीष[ ǒबदं ुP का एक ǒबदं ुA स ेउÛनयन 

कोण 45° है तथा ǒबदं ु B से उÛनयन कोण 60° है, जहा ँB ǒबदं ुA स ेदरूȣ d पर 
िèथत है, िजसे रेखा AB के अनǑुदश मापा गया है, जो AQ के साथ 30° का कोण 
बनाती है। ͧसɮध कȧिजए ͩक    है।

हल आकृǓत 3.18 से, हमɅ ĤाÜत है–
 PAQ = 45°, BAQ = 30°,  PBH = 60°

èपçटतः   ĤाÜत होता है। 

पनुः,     

ǒğभजु APQ से, हमɅ ĤाÜत होता है–
 AP2 = h2 + h2 = 2h2 (Èयɉ ?)

या AP = 

ABP मɅ, साइन सğू का Ĥयोग करन ेपर, हमɅ ĤाÜत होता है–

  = 

अथा[त,् d = 

  =  (Èयɉ ?)

आकृǓत  3.18
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उदाहरण 28 एक लेàप-पोèट ͩ कसी ǒğभजुाकार भखूडं ABC कȧ भजुा AC के मÚय-ǒबदं ुM पर 
िèथत है, िजसमɅ BC = 7m, CA = 8m और AB = 9 m है। यह लàेप पोèट ǒबदं ु
B पर 15° का कोण अतंǐरत करता है। लàैप पोèट कȧ उँचाई Ǔनधा[ǐरत कȧिजए।

हल  आकृǓत 3.19 से, मह ĤाÜत करत ेहɇ–
 AB = 9 = c, BC = 7 = a और AC = 8 = b.

M भजुा AC का मÚय-ǒबदं ुहै, िजस पर उँचाई h (मान लȣिजए) का लेàप पोèट िèथत है। पनुः 
यह भी Ǒदया गया है ͩक लेàप पोèट ǒबदं ुB पर कोण   (मान लȣिजए) अतंǐरत करता है, जो 15° 
के बराबर है।
ABC मɅ, कोसाइन सğू का Ĥयोग करने पर, हम ĤाÜत करत ेहɇ;

 cosC =  (1)

इसी Ĥकार, BMC मɅ कोसाइन सğू का Ĥयोग करने पर, हम ĤाÜत करत ेहɇ–
 BM2 = BC2 + CM2 – 2 BC × CM cos C.

यहाँ,   , Èयɉͩक M भजुा AC का मÚय-ǒबदं ुहै।

इसͧलए, (1) का Ĥयोग करन ेपर, हमɅ ĤाÜत होता है–

 BM2 = 49 + 16 – 2 × 7 × 4 × 
  = 49
या  BM = 7
अतः, BMP िजसका ǒबदं ुM पर कोण समकोण है, स,े हमɅ ĤाÜत होता है–

  = 

या   = =   (Èयɉ ?)

या h = .  

आकृǓत 3.19
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Ĥæनावलȣ 3.5
ͩकसी ǒğभजु ABC मɅ, यǑद a = 18, b = 24, और c = 30 है। तो ĤाÜत कȧिजए–

 1. cosA, cosB, cosC (उƣर  , , 0) 

 2. sinA, sinB, sinC  (उƣर  , , 1)

ͩकसी ǒğभजु ABC के ͧलए, ͧसɮध कȧिजए ͩक–

 3. 

A B
cos

2
C

sin
2

a b

c

 
       4. 

A B
sin

2
C

cos
2

a b

c

 
     

 5.   6.  a (b cos C – c cos B) = b2 – c2

 7. a (cos C – cos B) = 2 (b – c) cos2   8.   

 9.   

 10. 

 11. 
2 2 2cos A cosB cosC

2

a b c

a b c abc

 
      

 12. (b2 – c2) cotA + (c2 – a2) cotB + (a2 – b2) cotC = 0  

 13. 
2 2 2 2 2 2

2 2 2
sin 2A sin 2B sin 2C 0

b c c a a b

a b c

  
    

14. एक पहाड़ी ¢Ǔैतज से 15° कोण बनाती है। इस पहाड़ी पर एक पड़े उÚवा[धर खड़ा हुआ है। 
पहाड़ी कȧ ढाल के अनǑुदश 35 m कȧ दरूȣ भूͧम पर िèथत ͩकसी ǒबदं ुसे, पेड़ के ͧशखर 
का उÛनयन कोण 60° है। पेड़ कȧ उँचाई £ात कȧिजए। (उƣर )

15.  दो जहाज एक हȣ समय पर, ͩकसी बंदरगाह स ेचलत ेहɇ। एक 24 km ĤǓत घटंा कȧ चाल 
स े N45°E Ǒदशा मɅ चलता है तथा दसूरा 32 km ĤǓत घटंा कȧ चाल स ेS75°E कȧ Ǒदशा मɅ 
चलता है। 3 घटें के पæचात ्दोनɉ जहाजɉ कȧ दरूȣ £ात कȧिजए। 

(उƣर 86.4 km (लगभग))
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16. दो पड़े A और B एक नदȣ के एक हȣ ओर खड़ ेहɇ। नदȣ के अदंर ͩकसी ǒबदं ुC स ेपड़ेɉ A 
और B कȧ दǐूरया ँĐमशः 250 m और 300 m हɇ। यǑद कोण C, 45° के बराबर है, तो पड़ेो के 
बीच कȧ दरूȣ £ात कȧिजए। (  = 1.44 का Ĥयोग कȧिजए) (उƣर 215.5 m)

अÚयाय 5

5.7. एक सिàमĮ सÉंया का वग[मलू
हम पाɫयपुèतक के पçृठɉ 108-109 पर सिàमĮ मलूɉ से सबंɮध ɮͪवघात समीकरणɉ के हल 
करन ेकȧ चचा[ कर चकेु हɇ। यहा ँहम मानक Ǿप मɅ åयÈत ͩकसी सिàमĮ सÉंया के वग[मलू £ात 
करन ेकȧ ͪवͧशçट ͪवͬध को èपçट करɅगे। हम एक उदाहरण ɮवारा इस ेèपçट करɅगे।
उदाहरण 12  –7 –24i के वग[मलू £ात कȧिजए।

हल मान लȣिजए ͩक    7 24x iy i     है।

 तब,   
2

7 24x iy i   
  

 या 
2 2 2 7 24x y xyi i        

 वाèतͪवक और काãपǓनक भागɉ को बराबर करन ेपर, हमɅ ĤाÜत होता है–
  x2 – y2 = –7 (1)
  2xy = –24

 सव[सͧमका  स,े

   (x2 + y2) = 49 + 576 = 625
 अतः,  x2 + y2 = 25   (2)
(1) और (2) से, x2 = 9 और y2 = 16 ĤाÜत होता है।
 या  x =  3 और y = 4
Èयɉͩक गणुनफल xy ऋणा×मक है, इसͧलए हमɅ ĤाÜत होता है–
 x = 3, y = – 4 or, x = –3, y = 4
अतः, –7 –24i के वग[मलू 3 –4i और –3 + 4i हɇ।

Ĥæनावलȣ 5.4
Ǔनàनͧलͨखत सÉंयाओ ंका वग[मलू £ात कȧिजए–
 1 –15 –8i   (उƣर  1 –4i, –1 + 4i) 2. –8 –6i  (उƣर  1 –3i, –1 + 3 i)

 3. 1 –i   (उƣर 
2 1 2 1

2 2
i

 
    

 

m ) 4. –i  (उƣर 
1 1

2 2
i

   
 

) 
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 5. i  (उƣर  )  6. 1 + i   (उƣर )

अÚयाय 9

9.7. अपǐरͧमत G.P. और उसका योग
a, ar, ar2, ar3, ... के Ĥकार कȧ G.P. एक अपǐरͧमत (infinite) G.P. कहलाती है। अब, एक अपǐरͧमत 
G.P. के योग का सğू £ात करन ेके ͧलए, हम एक उदाहरण से Ĥारंभ करत ेहɇ। आइए Ǔनàन G.P. 
पर ͪवचार करɅ– 

  

यहाँ a = 1,  है। हमɅ ĤाÜत होता है–

   =

2
1

23
3 1

2 31
3

n

n
          

   

जसै-ेजसै ेn बड़ा होता जाता है, आइए देखɅ ͩक 
2

3

n
 
 
 

 का Èया åयवहार रहता है।

  n 1 5 10 20

2

3

n
 
 
 

 0.6667 0.1316872428 0.01734152992 0.00030072866

हम देखत ेहɇ ͩ क जसेै-जसेै n बड़ा होता जाता है, 2

3

n
 
 
 

 शÛूय के Ǔनकटतर और अͬधकतर Ǔनकटतर 

होता जाता है। गͨणतीय Ǿप से, हम कहत ेहɇ ͩक जसेै n पया[Üत Ǿप स ेबड़ा हो जाता है।, वसेै 

हȣ 2

3

n
 
 
 

 पया[Üत Ǿप स ेछोटा हो जाता है। दसूरे शÞदɉ मɅ, जब  होता है। इसके 

पǐरणाम èवǾप, हम £ात करत ेहɇ ͩक अपǐरͧमत Ǿप से अनके पदɉ का योग है।

अब, एक गणुोƣर Įेढ़ȣ a, ar, ar2, ..., के ͧलए, यǑद साव[अनपुात r का सÉंया×मक मान 1 से छोटा 

है, तो
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 S
n
 = 

इस िèथǓत मɅ, जब rn  0 है, Èयɉͩक |r| < 1 है। अतः,

    

साकेंǓतक Ǿप स,े अपǐरͧमत पदɉ के योग को या S स ेåयÈत ͩकया जाता है।

इस Ĥकार, हमɅ  ĤाÜत होता है।

उदाहरणाथ[, (i) 

   (ii) 2 3

1 1 1 1 1 2
1 ...

112 2 2 311
22

      
   

 

Ĥæनावलȣ 9.4

Ǔनàन गुणोƣर ĮेǑढ़यɉ के अपǐरͧमत पदɉ तक योग £ात कȧिजए–
  1. 1, , , ...  (उƣर 1.5) 2. 6, 1.2, .24, ... (उƣर 7.5)

  3. 5,   (उƣर ) 4.  (उƣर )

 5. ͧसɮध कȧिजए ͩक  है।

 6. मान लȣिजए ͩक  x = 1 + a + a2 + ... और y = 1 + b + b2 + ..., जहा ँ|a| < 1 और |b| < 1 है। ͧसɮध 
कȧिजए ͩक

       1 + ab + a2b2 + ... =  
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अÚयाय 10

10.6 दो रेखाओ ंके ĤǓतÍछेद ǒबदं ुस ेहोकर जान ेवालȣ रेखाओ ंके कुल (पǐरवार) कȧ समीकरण

मान लȣिजए ͩक दो ĤǓतÍछेदȣ रेखाओ ंl
1
 और l

2
 कȧ समीकरण Ǔनàन हɇ–

  = 0 (1)

और   = 0 (2)

समीकरणɉ (1) और (2) से, हम Ǔनàन समीकरण बना सकत ेहɇ–

  = 0 (3)

जहा ँ k एक èवछे अचर है, िजसे Ĥाचल (parameter) कहा जाता हɇ। k के ͩकसी भी मान के ͧलए, 
समीकरण (3) चरɉ x और y मɅ Ĥथम घात कȧ समीकरण है। अतः, यह रेखाओ ंके एक कुल (family) 
को ǓनǾͪपत करती है। k के ͩकसी मान को लकेर इस कुल (या पǐरवार) के एक ͪविæçट सदèय 
को ĤाÜत ͩकया जा सकता है। k के इस मान को अÛय ĤǓतबधंɉ ɮवारा £ात ͩकया जा सकता है।
उदाहरण 20  उस रेखा कȧ समीकरण £ात कȧिजए, जो y-अ¢ के समांतर है तथा x – 7y + 5 = 0 
और 3x + y – 7 = 0 के ĤǓतÍछेद ǒबदं ुस ेहोकर खीचंी गई है।

हल  दȣ हुई रेखाओ ंके ĤǓतÍछेद ǒबदं ुसे होकर जानवेालȣ रेखा कȧ समीकरण Ǔनàन Ǿप कȧ होगी–

  = 0

अथा[त ्  = 0 (1)

यǑद यह रेखा y-अ¢ के समातंर है, तो y का गणुाकं शÛूय होगा।
अथा[त,्  k – 7 = 0 है, िजससे k = 7 ĤाÜत होता है।
 k के इस मान को समीकरण (1) मɅ ĤǓतèथाͪपत करन ेपर, हमɅ ĤाÜत होता है–
 22x – 44 = 0,    अथा[त ्  x –2 = 0, जो वाǓँछत समीकरण है।

उदाहरण 10.4

1. उस रेखा कȧ समीकरण £ात कȧिजए, जो रेखाओ ं3x + 4y = 7 और x – y + 2 = 0 के ĤǓतÍछेद 
ǒबदं ुस ेहोकर जाती है और उसकȧ Ĥवणता 5 है। (उƣर 35x – 7y + 18 = 0 )

2.  रेखाओ ंx + 2y – 3 = 0 और 4x – y + 7 =0 के ĤǓतÍछेद ǒबदं ुसे होकर जान ेउस रेखा कȧ 
समीकरण £ात कȧिजए जो रेखा 5x + 4y –20 = 0 के समातंर है।  (उƣर 15x + 12y – 7 = 0)

3. रेखाओ ं2x + 3y – 4 = 0 और x – 5y = 7 के ĤǓतÍछोद ǒबदं ुस ेहोकर जाने वालȣ उस रेखा कȧ 
समीकरण £ात कȧिजए, िजसका x-अतंः खडं – 4 के बराबर है।  (उƣर 10x + 93y + 40 = 0)
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4. रेखाओ ं5x –3y = 1 और 2x + 3y – 23 = 0 के ĤǓतÍछेद ǒबदं ुस ेहोकर जाने वालȣ उस रेखा कȧ 
समीकरण £ात कȧिजए जो रेखा 5x – 3y – 1 = 0 पर लबं है।(उƣर 63x + 105y – 781 = 0)

10.7. मलूǒबदं ुका èथानातंरण
Ǔनदȶशाकं अ¢ɉ कȧ एक Ǔनकाय (system) के 
सदंभ[ मɅ, ǒबदंओु ंके एक समुÍचय के सगंत 
एक समीकरण को, ǒबदंओु ं के समÍुचय को 
एक उपयÈुत Ǔनदȶशाकं पɮधǓत मɅ इस Ĥकार 
लेकर ͩक सभी Ïयाͧमतीय गणु अपǐरवत[नीय 
रहɅ, सरलȣकृत ͩकया जा सकता है। एक एेसा 
Ǿपातंरण है िजसमɅ नई अ¢ɉ को Ĥारंͧभक अ¢ɉ 
के समातंर बदल Ǒदया जाता है तथा मलूǒबदं ु
को नए ǒबदं ुपर èथानातंǐरत कर Ǒदया जाता है। 
इस Ĥकार के Ǿपातंरण को अ¢ɉ का èथानांतरण 
कहत ेहɇ। 

तल के Ĥ×येक ǒबदं ु के Ǔनदȶशाकं अ¢ɉ 
के इस èथानातंरण के अतंग[त बदल जात ेहɇ। 
ǒबदंओु ंके पुरान ेऔर नए Ǔनदȶशाकंɉ के बीच 
सबंधं £ात होन ेपर, हम Ǔनदȶशाकं अ¢ɉ कȧ नई 
पɮधǓत के पदɉ मɅ एक ͪवæलषेणा×मक समèया का अÚययन कर सकते हɇ।

यह देखन ेके ͧलए ͩक अ¢ɉ के एक èथानातंरण के अतंग[त तल के एक ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं 
ͩकस Ĥकार बदलत ेहɇ, आइए अ¢ɉ  OX और OY के सदंभ[ मɅ एक ǒबदं ुP(x, y) लɅ। मान लȣिजए 
ͩक OX और  OYĐमशः  OX और OY के समातंर नई अ¢ हɇ, जहा ँO नया मलूǒबदं ुहै। मान 
लȣिजए ͩक परुानी अ¢ɉ के सदंभ[ मɅ O के Ǔनदȶशाकं (h, k) हɇ, अथा[त ्OL = h और LO = k है। साथ हȣ, 
OM = x और MP = y है (देͨखए आकृǓत 10.21)।
 मान लȣिजए ͩक OM  = x और MP = y  Đमशः, नई अ¢ɉ O X  और O Yके सदंभ[ 
मɅ, ǒबदं ुP के भुज और कोǑट हɇ। आकृǓत 10.21 स,े यह सरलता स ेदेखा जा सकता है ͩक
  OM = OL + LM, अथा[त ्x = h + x 
 और  MP = MM  + M P,  अथा[त ्y = k + y 
 अतः,  x = x  + h और y = y  + k

ये हȣ सğू परुान ेऔर नए Ǔनदȶशाकंɉ मɅ सबंधं दशा[त ेहɇ। 
उदाहरण 21  ǒबदं ु(3, – 4) के नए Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए, यǑद मलूǒबदं ुको (1, 2) पर èथानातंǐरत 
कर Ǒदया जाता है।
हल  नए मलूǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं h = 1 और k  = 2 हɇ तथा ǒबदं ुके Ĥारंͧभक Ǔनदȶशाकं x = 3 और 
y = – 4 हɇ।
परुाने Ǔनदȶशाकंो (x,  y) और नए Ǔनदȶशाकंɉ (x, y) के बीच मɅ Ǿपातंरण सबंधं Ǔनàन स ेǑदए जात ेहɇ–
  x = x  + h    अथा[त ्   x  = x – h

 और  y = y  + k  अथा[त ्  y  = y – k

 मानɉ को ĤǓतèथाͪपत करन ेपर, हम ĤाÜत करत ेहɇ–  

आकृǓत  10.21
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 x  = 3 – 1 = 2 और y  = – 4 – 2 = – 6

अतः, नई पɮधǓत मɅ ǒबदं ु(3, – 4) के Ǔनदȶशाकं (2, – 6) हɇ।
उदाहरण 22 सरल रेखा 2x – 3y + 5 = 0 कȧ Ǿपातंǐरत समीकरण £ात कȧिजए, यǑद अ¢ɉ के 
èथानातंरण ɮवारा मलूǒबदं ुको ǒबदं ु(3, –1) पर èथानातंǐरत कर Ǒदया जाता है।
हल मान लȣिजए ͩक एक ǒबदं ु P के Ǔनदȶशाकं (x, y) नई Ǔनदȶशाकं अ¢ɉ मɅ (x , y ) मɅ बदल जाते 
हɇ, जबͩक मूलǒबदं ुh = 3, k = –1 हो जाता है। अतः, हम Ǿपातंरण सğूɉ को x = x + 3 और y = y –1 
के Ǿप मɅ ͧलख सकत ेहɇ। सरल रेखा कȧ दȣ हुई समीकरण मɅ इन मानɉ को ĤǓतèथाͪपत करने 
पर, हमɅ ĤाÜत होता है–
 2(x  + 3)  –3 (y  – 1) + 5 = 0

या 2x  – 3y  + 14 = 0

अतः, नई पɮधǓत मɅ, सरल रेखा कȧ समीकरण 2x – 3y + 14 = 0

Ĥæनावलȣ 10.5
 1. Ǔनàन मɅ स ेĤ×येक िèथǓत मɅ, ǒबदंओु ंके नए Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए, यǑद अ¢ɉ के एक 

èथानातंरण ɮवारा मलूǒबदं ुको ǒबदं ु(–3, –2) पर èथानातंǐरत कर Ǒदया जाता है–
  (i)  (1, 1)  (उƣर (4, 3))  (ii) (0, 1) (उƣर (3, 3)) 

  (iii)  (5, 0) (उƣर (8, 2) )  (iv) (–1, –2) (उƣर (2, 0))

  (v)  (3, –5)   (उƣर (6, –3))

 2. £ात कȧिजए ͩक मलूǒबदं ुको ǒबदं ु(1, 1) पर èथानातंǐरत करने पर Ǔनàन समीकरण Èया हो 
जाती है;

  (i)  2 23 2 0x xy y y      (उƣर )

  (ii) 
2 0xy y x y     (उƣर 2 0xy y  )

  (iii) 1 0xy x y     (उƣर 0xy  )

अÚयाय 13

13.5. चरघाताकंȧय और लघगुणकȧय फलनɉ स ेसबंɮध सीमाएँ

चरघाताकंȧय (exponential) और लघगुणकȧय (logarithmic) फलनɉ से सबंधं åयजंकɉ कȧ सीमाओं 
(limits) के मानɉ को Ǔनकालने कȧ चचा[ करन ेस ेपहल,े हम इन दोनɉ फलनɉ के Ĥातँ और पǐरसर 
बतात ेहुए, इनका पǐरचय करात ेहɇ तथा इनके र.फ आलेख बनाते हɇ। एक महान िèवस गͨणत£ 
ͧलयोनाड[ अॉयलर (1707– 1783) न ेसÉंया e का पǐरचय Ǒदया िजसका मान 2 और 3 के बीच िèथत 
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आकृǓत  13.12

O

है। यह सÉंया चरघाताकंȧय फलन को पǐरभाͪषत 
करन ेके ͧलए उपयोगी है तथा इस ेf (x) = ex, x  

R के Ǿप मɅ पǐरभाͪषत ͩकया जाता है। इसका Ĥातँ 
R है और पǐरसर घना×मक वाèतͪवक सÉंयाओ ंका 
समÍुचय है। चरघाताकंȧय फलन, अथा[त ्y =  ex का 
आलेख आकृǓत 13.11 मɅ Ǒदए अनसुार होता है।

इसी Ĥकार, लघगुणकȧय फलन, िजसे 

 के Ǿप मɅ åयÈत ͩकया जाता 

है, को  ɮवारा Ĥदƣ ͩकया जाता है, 

यǑद और केवल यǑद ey = x हो। इसका Ĥातँ 

R+ है, जो सभी धना×मक वाèतͪवक सÉंयाओ ं

का समुÍचय है तथा इसका पǐरसर R है। 

लघगुणकȧय फलन y =  का आलेख 

आकृǓत 13.12 मɅ दशा[या गया है।

 पǐरणाम  को ͧ सɮध करने के 

ͧलए, हम åयजंक  स ेसबंɮध एक असͧमका 

का उपयोग करत ेहɇ, जो इस Ĥकार है–

   1 + (e – 2) |x|, [–1, 1] ~ {0} मɅ सभी x के ͧलए स×य है।

Ĥमेय 6  ͧसɮध कȧिजए ͩक  है।

उपपͪƣ  उपयु[Èत असͧमका का उपयोग करन ेपर, हमɅ ĤाÜत होता है– 

    1 + | x| (e – 2), x  [–1, 1] ~ {0}

साथ हȣ,  =  

आकृǓत  13.11
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और  =   

अतः, सɇडͪवच Ĥमेय ɮवारा, हमɅ ĤाÜत होता है–

  = 1

Ĥमेय 7 ͧसɮध कȧिजए ͩक 

उपपͪƣ मान लȣिजए ͩक Let  है तब,

  = xy 

   

   

या   = 1

  = 1 (Èयɉͩक x  0 से xy  0 ĤाÜत होता है)

    ( Èयɉͩक  ) 

   

उदाहरण 5 अͧभकͧलत कȧिजए 
हल  हमɅ ĤाÜत है–

  = 
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  =  

  =   

उदाहरण 6 अͧभकͧलत कȧिजए  

हल हमɅ ĤाÜत है–  

  = 

उदाहरण 7 अͧभकͧलत कȧिजए  

हल  x = 1 + h रͨखए। तब,  है। अतः,

  = 1 ( Èयɉͩक  है)

Ĥæनावलȣ 13.2
Ǔनàन सीमाओ ंके मान Ǔनकाͧलए, यǑद उनका अिèत×व है–

1.   (उƣर 4) 2.  (उƣर e2)

3.  (उƣर e5) 4.  (उƣर 1)

5.  (उƣर e3) 6.   (उƣर 2)

7.  (उƣर 2) 8.  (उƣर 1)


