
இருபபென்வாகவும்,	இலலாேன்வாகவும்	தோன்றும்	
இவ்ற்வனின்	அற்புேமான	இருபபி்டதம	கற்பெவன	எண்களாகும்.

- - ேகபாட்ஃ�ைரட் ைல��ட்ஸ்

							் லபவ்பண்ளின	ெைரசசி்ககு	்பல	்ணித	ெல்லுநர்ள்	தங்்ைது	்பங்்ளிப்்ப	
அளித்துள்ைனர.	 ்லபவ்பண்ளின	 கூட்ைல்,	 ்ழித்தல்,	 வ்பரு்க்ல்	 ெறறும்	
ெகுத்த்ல	 ெ்ரயறுத்தெர	 இத்தகாலிய	 ்ணித	 வெ்த	 இரவ்பல்	 ்பகாம்வ்பலி	
ஆெகார.	இெர	 தகான	முதன	முதலில்	 ்லபவ்பண்ளின	மீதகான	இயற்ணிதத்்த	
ெ்ரயறுத்தெர	 என	 ்ருதப்படுகின்து.	 அெரது	 சகாத்ன்்ை	 அங்கி்ரி்ககும்	
விதெகா்	நிலவில்	உள்ை	ஒரு	குழி்ககு	்பகாம்வ்பலி	என	வ்பயரிைப்பட்டுள்ைது.

அன்ைகாை வகாழ்வில் கலப்்பண்கள்

	ஒவர	 வநரத்தில்	 ெகாறு்படும்	 இரு	 ்பகுதி்்ை்க	 வ்காணடிரு்ககும்	 ஒரு	 நி்ழவில்	
உதகாரணெகா்	ெகாறுதி்ச	மினவனகாட்ைத்தில்	் லபவ்பண்்ை	்பயன்படுத்துெது	்பயனுள்ைதகா்	உள்ைது.	
வ்பகாறியியலகாைர்ள்,	 ெருத்துெர்ள்,	 அறிவியலறிஞர்ள்,	 ெகா்ன	 ெடிெ்ெப்பகாைர்ள்	 ெறறும்	
்பலரும்	மின்காந்த	சமி்க்ஞ்்ைப	்பயன்படுத்தி	அதன	இல்க்்	அ்ைய	ெலுெகான	சமி்க்ஞ்்ை	
உருெகா்ககும்	 சூழநி்ல்ளில்	 ்லபவ்பண்்ை	 ்பயன்படுத்துகி்கார்ள்.	 சமி்க்ஞ	 வசயலகா்க்ம்,	
்ட்டுப்பகாட்டு	வ்காட்்பகாடு,	மின்காந்தவியல்,	திரெ	இய்க்வியல்,	குெகாணைம்	இய்க்வியல்,	ெ்ர்பைவியல்,	
ெறறும்	அதிரவு	்பகுப்பகாய்வு	ஆகிய	து்்்ளில்	்ல்பவ்பண்ளின	்பயன்பகாடு	தவிர்க்	இயலகாததகாகும்.

கறைலின் மநகாக்கஙகள்

		இப்பகாைப்பகுதி்ய	நி்்ெகா்	்ற்	பினனர,
 ●	 ்லபவ்பண்ளின	மீதகான	இயற்ணிதம்
 ●	 	ஆர்னட்	தைத்தில்	்லபவ்பண்்ை	குறித்தல்
 ●	 	ஒரு	்லபவ்பணணின	இ்ண்க்லபவ்பண	ெறறும்	ெட்டு	ெதிப்்ப	்காணல்
 ●	 	ஒரு	்லபவ்பணணின	துருெ	ெடிெம்	ெறறும்	யூலரின	ெடி்ெ்க	்காணல்
 ●	 	டி	ெகாய்ெரின	வதற்த்்த	்பயன்படுத்தி	ஒரு	் லபவ்பணணின	n-ஆம்	்படிமூலங்்்ை்க	் காணல்.

வ்பகான்ெற்்	ெகாணெர்ைகால்	வசய்ய	இயலும்.

2.1 கலப்்பண்கள் அறிமுகம் (Introduction to Complex Numbers)
	 ்லபவ்பண்்ை	 அறிமு்ப்படுத்துெதறகு	 முன்பகா்	 முதலில்	 ”ெர்க்ப்படுத்தும்	 வ்பகாது	 கு்்	
எண	கி்ை்ககும்	ெ்்யில்	ஏவதனும்	ஒரு	வெய்	எண	உள்ைதகா?”	 என்	 வ்ள்வி்ககு	வி்ையளி்க்	
முயல்வெகாம்.	இதறகு	வி்ையளி்க்	கீழ்க்ணை	சென்பகாடு்்ை்க	்ருது்.	

சமன்பாடு 1 சமன்பாடு 2

x

x
x

2 1 0

1
1
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x
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= ± −
= ±?

இரதபெல	பொம்்பெலி
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59 கலப்பு எணகள்

	 இதற்கான	் காரணம்	எனன	வென்கால்,	ஒரு	வெய்	எண்ண	ெர்க்ப்படுத்தி	ஒரு	கு்்	எண்ணப	
வ்பறுெது	 என்பது	 இயலகாத	 ்காரியெகாகும்.	 	 சென்பகாடு	 2	 -்ககு	 தீரவு	 இரு்க்	 வெணடுெகானகால்,	

ெர்க்ப்படுத்தினகால்−1ெருெகாறு	ஒரு	்ற்ப்ன	எண்ண	உருெகா்க்	வெணடும்.	 	 −1 	 என்ப்த்க	

்ற்ப்ன	 அலகு	 	 	 	 i என்க	 குறிபபிடுகினவ்காம்.	 இதிலிருந்து	 i2 1= − 	 எனப	 	 வ்ப்லகாம்.	 இந்த	

உண்ெ்யப	்பயன்படுத்தி		்ற்ப்ன	எண	 i -ன	அடு்ககு்ளின	ெதிபபு்்ைப	வ்ப்லகாம்.

2.1.1 கற்பனை அலகு i -இன் அடுக்குகள் (Powers of imaginary unit i )

	 இதிலிருந்து	 n -ஒரு	 முழு	 எண	 எனில்,  in -்ககு	 நகானகு	 வெவவெ்கான	 ெதிபபு்ள்	 ெட்டுவெ	
உள்ைது	என்ப்த	அறியலகாம்.	இம்ெதிபபு்ைகானது	n -ஐ	4-ஆல்	ெகுப்பதகால்	கி்ை்ககும்	மீதி்ள்	0, 1, 
2, ெறறும்	3	ஆகியெற்்	வ்பகாருத்து	அ்ெகின்து.	முழு	எண		n ஆனது	 n ≤ −4 	ெறறும்	 n ≥ 4 ,	ஆ்	
இரு்ககும்	 வ்பகாது,	 ெகுத்தல்	 வ்காள்்்யின்படி	 n q k k= + ≤ <4 0 4, ,	 இங்கு k ெறறும் q ஆனது	
ஆகிய்ெ	முழு	எண்ள்.	இதிலிருந்து

i i i i i i i in q k q k q k q k k( ) = ( ) = ( ) = ( ) ( ) = ( ) ( ) = ( )+4 4 4 1( ) ( )

எடுத்துக்ககாட்டு 2.1 
	 கீழ்க்காண்ப்ெ்்ை	சுரு்ககு்.

 (i) i7  (ii) i 1729  (iii) i −1924 + i 2018  (iv)   in
n=
∑

1

102

 (v) i i i i2 3 40


தீர்வு

 (i) i i i i( ) = ( ) =( ) = −+7 4 3 3                    (ii) i i i i1729 1728 1= =

 (iii) i i i i i i( ) + ( ) = ( ) + = ( ) + = − =− − + +1924 2018 1924 0 2016 2 0 2 1 1 0( ) ( )

x

y

1-1-2
1

2

-1

3

2O

 � � 2 1f x x� �

x

y

1

1-1-2 2

2

-1

3

O

 � � 2 1f x x� �

i
0

1= ,  i i1 = i 2 1= − i i i i3 2= = − i i i
4 2 2 1= =

i
i

i
i

i( ) = =
( )

= −−1
2

1
i( ) = −− 2 1 i i( ) =− 3 i i( ) = =− 4 41

்பைம்	2.1
 சமன்பாடு 1-்ககு	 	 x = −1 	 ெறறும்	
x =1 	 என்	 இரணடு	 வெய்	 எண	 தீரவு்ள்	
உள்ைன.	 இசசென்பகாட்்ை	 தீரப்பது	 என்பதும்	
f x x( ) = −2 1 	 	 என்	 ெ்ைெ்ரயின	 x  
வெட்டுத்துணடு்்ை	 ்காண்பதும்	 ஒனறுதகான	
என	 நெ்ககுத்	 வதரியும்.	 இந்த	 ெ்ைெ்ர	 
x -அச்ச	 	 ( , )−1 0 	 ெறறும்	 ( , )1 0 	 ஆகிய	
புள்ளி்ளில்	வெட்டுகி்து.

்பைம்	2.2
	 இவத	 ெகாதத்தின	 அடிப்ப்ையில்	 
சமன்பாடு 2-்ககு	வெய்	எண	தீரவு்ள்	இல்்ல.	
ஏவனனில்,	 f x x( ) = +2 1 		என்	ெ்ைெ்ரயின	
ெ்ர்பைத்திலிருந்து,	இது	 x -அச்ச	 வெட்ைகாது	
என்பத்ன்க	்காணலகாம்.	
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60XII - கணிேவியல

 (iv) i i i i i i i i i i i i in

n=
∑ = + + +( ) + + + +( ) + + + + +( )

1

102
1 2 3 4 5 6 7 8 97 98 99 100

 ++ +i i101 102

   =  i i i i i i i i i i i i i i1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2+ + +( ) + + + +( ) + + + + +( ) + +

   =  i i i i i i i+ −( ) + −( ) +{ }+ + −( ) + −( ) +{ }+ + + −( ) + −( ) +{ }+ + −( )1 1 1 1 1 1 1�…       
   =  0 0 0 1+ + + − i  =  − +1 i 	(இது	எனன	எண?)

 (v) i i i i i i i i2 3 40 1 2 3 40
40 41

2 820 0 1

= + + + + = = = =
x

.
முடிவு:		i-	ன	நகானகு	வதகாைரசசியகான	அடு்ககு்ளின	கூடுதல்	

பூசசியெகாகும்.	in+	in+1	+	in+2	+	in+3 = 0 
குறிபபு

 (i) ab a b= 	 என்பது	 a b, 	 ஆகியெறறில்	 கு்்ந்த்பட்சம்	 ஒன்காெது	 கு்்யற்தகா்	
இருந்தகால்	ெட்டும்	உண்ெ	ஆகும்.	

	 	 உதகாரணெகா ,்	6 36 4 9 4 9= = − − = − −( )( ) ( ) ( ) = ( )( )2 3i i = = −6 62i 		என 	்	முரண்பகாைகானது		

( )( ) ( ) ( )− − = − −4 9 4 9 	 என	 எடுத்து்க	 வ்காணைதகால்	 தகான	 நகாம்	 இவெகா்கான	

முரண்பகாட்்ை	 வ்பறுகிவ்காம்.	 	 எனவெ	 	 ab a b= 	 என்பது	 a b, 	 ஆகியெறறில்	
கு்்ந்த்பட்சம்	ஒன்காெது	கு்்யற்தகா்	இருந்தகால்	ெட்டுவெ	உண்ெ	ஆகும்.

 (ii) y∈ -்ககு y2 0≥ .
  ஆ்வெ,	 	 ( )( ) ( )( )− = −1 12 2y y

    ( ) ( ) ( ) ( )− = −1 12 2y y

    iy yi= .  

்பயிறசி 2.1
பினெருெனெற்்	சுரு்ககு்	:

  1.  i i1947 1950+  2. i i1948 1869− −  3. in
n=
∑

1

12

  4.  i
i

59
59

1
+  5. i i i i2 3 2000

  6. in
n

+

=
∑ 50

1

10

 

2.2 கலபபு எண்கள் (Complex Numbers)
	 நகாம்,	 x2 1 0+ = 	என்	சென்பகாட்டிறகு	வெய்வயண	வதகாகுபபில்	தீரவு	இல்்ல	என்ப்த	் ணவைகாம்.	
வ்பகாதுெகா்,	 வெய்	 தீரவு்ள்	 இல்லகாத	 வெய்	 எண	 குண்ங்்்ை	 வ்காணை	 ்பல்லுறுபபு்க	 வ்கா்ெச	
சென்பகாடு்ள்	 ்பல	 உள்ைன.	 இவெகா்கான	 ்பல்லுறுபபு்க	 வ்கா்ெச	 சென்பகாடு்ளின	 தீரவு்்ை	
உள்ைை்க்	 வெய்	எண	வதகாகுப்பகானது	விரிவு்படுத்தப்படுகின்து.	இ்க்காரணத்திற்கா்	 ்ணிதவியல்	
அறிஞர்ள்	்லபவ்பண்ள்	என்	எண்ளின	வதகாகுப்்ப	ெ்ரயறு்க்த்	தூணைப்பட்ைனர.	
	 இப்பகுதியில்	நகாம்	கீழ்காண்ப்ெ்்ை	ெ்ரயறுபவ்பகாம்.
 (i) வசவெ்	ெடிவில்	்லபவ்பண்ள்  (ii)  துருெ	ெடிெம்
 (iii) ்லபவ்பண்ளின	மீதகான	இயற்ணிதச	வசயல்்பகாடு்ள்
 ்லபவ்பண்ள்	வதகாகுபபு	என்பது	்ற்ப்ன	அலகு	 i  வ்காணடு	விரிெகா்க்ம்	வசய்யப்பட்ை	வெய்	
எண	வதகாகுபபின	விரிெகா்க்ெகாகும்.
	 வெய்	எண்ள்	x ெறறும்  y, i2 1= −   என்	்பண்்ப	வ்காணை	்ற்ப்ன	அலகு	 i 	உைன	கூட்ைல்	
ெறறும்	வ்பரு்க்ல்	வசயலி்ளின	து்ண	வ்காணடு	 x iy+  என்	்லபவ்பண்ண	வ்ப்லகாம்.	இதில்	 ' '+  
என்	குறியீட்்ை	 வெ்கைர்ளின	கூட்ைலகா்	 ்ருத	 வெணடும்.	இத்ன	அறிமு்ப்படுதியெர	 ்காரல்	
பரீட்ரி்க	்காஸ்	(1777-1855).
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61 கலப்பு எணகள்

2.2.1 சசவ்வக ்வடி்வம் (Rectangular form)

வனையனை 2.1 (ஒரு கலப்்பண்ணின் ்ெவவக வடிவம்)

	 ஒரு	 கலப்பெண்ணின்	 ்ெவ்வக	 ்வடி்வம்	 என்பெது	 x iy+ 	 (அலலது	 x yi+ ) ஆகும்.	 இங்கு	 x
மற்றும்	 y ஆகியவ்வ	்மய்	எண்களாகும்.	இதில	 x என்பெது	கலப்பெண்ணின்	்மய்ப	பெகுதி	எனவும்		
y  என்பெது	கற்பெவனப	பெகுதி	எனவும்	அவைககபபெடுகின்்றது.

 x = 0 	 எனில்,	 ்லபவ்பணணகானது	 முழுெதும்	 ்ற்ப்ன	 எண	 ஆகும்.	 y = 0 	 எனில்,	
்லபவ்பணணகானது	முழுெதும்	 வெய்	 எண	ஆகும்.	 பூஜ்ஜியம்	 ெட்டும்	 தகான	 ஒவர	 வநரத்தில்	 வெய்	
எணணகா்வும்	முழுெதும்	்ற்ப்ன	எணணகா்வும்	இரு்ககும்.	ஒரு	்லபவ்பணணின	திட்ை	வசவெ்	
ெடிெம் x iy+ -ஐ	 z 	 என்ககுறிப்பது	 ெழ்க்ம்.	 வெலும்	 x z=Re( )  எனவும்	 y z= Im( )எனவும்	
குறி்க்லகாம்.	உதகாரணெகா்,	Re 5 7 5−( ) =i ெறறும்	 Im 5 7 7−( ) = −i ஆகும்.

 α β β+ ≠i , 0   என்	ெடிவில்	உள்ை	எண்்ை	்ற்ப்ன	எண்ள்	(வெய்யற்	்லபவ்பண்ள்)	
எனகிவ்காம்.	
	 இரு	்லபவ்பண்ள்	எந்த	நி்லயில்	செம்	எனலகாம்	என்ப்த	பினெருெகாரு	ெ்ரயறு்ககிவ்காம்.	

வனையனை 2.2 
 இரண்டு	 கலப்பெண்கள்	 z x iy1 1 1== ++  மற்றும் z x iy2 2 2== ++  ஆகியவ்வ	 ெமமாக	 இருககத்	
தேவ்வயானதும்	 தபொதுமானதுமான	 நிபெநேவன	 Re( ) Re( )z z1 2== மற்றும்	 Im( ) Im( )z z1 2== . 
அோ்வது	 x x1 2==  மற்றும்	 y y1 2== .

 உதகாரணெகா்,	α β+ = − +i i7 3  எனில்,		α = −7 ெறறும்	 β = 3 	ஆகும்.

2.2.2 ஆரகண்ட் தளம் (Argand plane)
 ஒரு	 ்லபவ்பண	 z x iy= + -ஐ	 ஒவர	 ஒரு	 ெழியில் x y,( )  என்	 வெய்	 எண்ளின	 ெரி்ச	
வ�காடி்ைகா்	எழுதலகாம். 3 8 6− i,  ெறறும் −4i  ஆகிய	்லபவ்பண்்ை	மு்்வய 3 8, ,−( ) 6 0, ,( )  
ெறறும் 0 4,−( )  என	ெரி்ச	வ�காடி்ைகா்	எழுதலகாம்.	இவெகா்கா் z x iy= +  என்	்லபவ்பண்ண 
x y,( )  என்	புள்ளியகால்	ஆய	அசசுத்	தைத்தில்	வதகாைரபு்படுத்தலகாம்.	நகாம் x  அச்ச	வெய்	அசசகா்வும், 

y அச்ச	்ற்ப்ன	அசசகா்வும்	வ்காணைகால் xy -தைத்்த	்லபவ்பண	தைம்		அல்லது	ஆர்ணட்	தைம்	
எனகிவ்காம்.	 ஆர்ணட்	 தைம்	 என்	 வ்பயரகானது	 சுசரலகாந்்தச	 வசரந்த	 ்ணிதவியலகாைர	 வ�ன	
ஆர்னட்(1768 – 1822) என்பெரின	நி்னெகா்	வ்பயரிைப்பட்டுள்ைது.
 ஒரு	 ்லபவ்பணணகானது	 ஒரு	 புள்ளி்ய	 ெட்டுவெ	 குறிப்பது	 இல்்ல,	 வெலும்	 ஆதியிலிருந்து	
அபபுள்ளி்ய	குறி்ககும்	நி்ல	வெ்கைரகா்வும்	இத்னப	்பகார்க்லகாம்.	அந்த	எண,	அந்த	புள்ளி,	ெறறும்	
அந்த	 வெ்கைர	 ஆகியெற்்	 அ்ணத்்தயும்	 z  என்	 ஒவர	 எழுத்தகால்	 குறி்க்லகாம்.	 ெழ்க்ெகா்	
இ்ணயகான	 ந்ரத்தல்	 மூலம்	 வெ்கைர்்ை	 எவெகாறு	 ்்யகாளுவெகாவெகா	 அவத	 வ்பகால்	 இங்கும்	
வசய்யலகாம்.	இப்பகாைப்பகுதியில்,	   என்பது	்லபவ்பண்ளின	்ணத்்த்க	குறி்ககின்து.	ெ்ர்பைம்	
ெகாயிலகா்	 ஒரு	 ்லபவ்பணணி்ன	 	



2 –ல்	 ஒரு	 புள்ளியகா்வெகா	 அல்லது	 ஒரு	 வெ்கைரகா்வெகா				
ஆர்ணட்		தைத்தில்	்பகார்க்லகாம்.

 ்பைம் 2.3 ்பைம் 2.4 ்பைம் 2.5
விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 2.1
        2+ i, − +1 2i,  3 2 0 2- , ,i i  − 3 2+ − ,− −2 3i , cos sinπ π

6 6
+ i ,  ெறறும்	 3 0+ i  ஆகிய்ெ	

ஆர்ணட்	தைத்தில்	குறி்க்ப்பட்டுள்ைன.

O O

iα β+

Re

Im
iα β+

α

β

Re

Im

i

α
β

+

Re

Im

O
ஒரு	புள்ளியகா்	
்லபவ்பண

ஒரு	வெ்கைரகா்
்லபவ்பண

ஆதியிலிருந்து	அபபுள்ளி்ய	
குறி்ககும்	நி்ல	வெ்கைரகா்	

்லபவ்பண
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 ்பைம்  2.6 ்பைம்  2.7

2.2.3 கலபச்ண்களின மீதபான இயறகணிதச் சசயல்பாடுகள்
          (Algebraic operations on complex numbers)
	 இப்பகாைப	்பகுதியில்,	வெய்	எண்ளின	மீதகான	்பணபு்்ை	வ்காணடு	் லபவ்பண்ளின	இயற்ணித	
்பணபு்்ையும்	அெறறின	ெடிவியல்	அ்ெபபு்்ையும்	்காணவ்பகாம்.
 (i) கலப்பெண்ணின்	திவெயிலிப	்பெருககம்
  z x iy= +  ெறறும்	 k∈ , எனில்

  k z kx ky i= ( ) + ( ) 	என	ெ்ரயறுபவ்பகாம்.
  குறிப்பகா்	0 0z = ,  1z z=  ெறறும்	 ( )− = −1 z z 	ஆகும்.	

 ்பைம் 2.8 ்பைம் 2.9 ்பைம் 2.10
 (ii) கலப்பெண்களின்	கூட்டல	
  z x iy1 1 1= +  ெறறும்	 z x iy2 2 2= + , இங்கு		 x x y1 2 1, , ,	ெறறும்	 y2 ∈ 	எனில்,

   z z1 2+  =  x iy x iy1 1 2 2+( ) + +( )
    =  x x i y y1 2 1 2+( ) + +( )
   z z1 2+  =  x x i y y1 2 1 2+( ) + +( )
 என	 ெ்ரயறுபவ்பகாம்.	 ஏற்னவெ	 நகாம்	 ஒரு	 வெ்கை்ர	
இ்ணயகா்	 ந்ரத்துெதகால்	 அதன	 எண	 ெதிபபும்	 தி்சயும்	
ெகா்காது	என்க	்ணடுள்வைகாம்.	 z x iy1 1 1= +  ெறறும்	 z x iy2 2 2= +  
எனும்	 வ்பகாது	 வெ்கைர	 கூட்ைலின	 இ்ண்ரவிதிப்படி	 அதன	
கூடுதல்	 z z1 2+ = x x i y y1 2 1 2+( ) + +( )  ஆனது x x y y1 2 1 2+ +( ),  
என்	 புள்ளியுைன	 வதகாைரபு்படுத்தப்படுகின்து.	 இபபுள்ளி்ய	
ஆயத்வதகா்ல்ைகா்்க	 வ்காணை	 வெ்கைரகா்வும்	 இத்னப	
்பகார்க்லகாம்.	 ஆ்வெ,	 z z1 2, , ெறறும்	 z z1 2+   ஆகியெற்்	
ெ்ர்பைம்	 ெகாயிலகா்	 ்லபவ்பண	 தைத்தில்	 ்பைம்	 2.11-ல்	
உள்ைெகாறு	்காணலகாம்.

புள்ளி்ைகா்	்லபவ்பண்ள் நி்ல	வெ்கைர்ைகா்	்லபவ்பண்ள்
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1, , 	ஆகியெறறிறகு	கீவழ	தரப்பட்டுள்ைன.
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 (iii) கலப்பெண்களின்	கழித்ேல	
	 	 இதுவ்பகாலவெ	 z z1 2−  என்	 ்லபவ்பண்ண	 ஆதிபபுள்ளி்ய	 ஆரம்்பபபுள்ளியகா்வும்	
x x y y1 2 1 2− −( ), ்ய	இறுதிபபுள்ளியகா்வும்	வ்காணை	வெ்கைரகா்	இத்னப	்பகார்க்லகாம்.

    z z1 2−  =  x iy x iy1 1 2 2+( ) − +( )

     =  x x i y y1 2 1 2−( ) + −( )

    z z1 2−  =  x x i y y1 2 1 2−( ) + −( ) .

	 மி்	மு்ககியெகானது	 எனனவென்கால்	 z z1 2−  என்	 வெ்கை்ர	  z2 -ஐ	
ஆரம்்பப	 புள்ளியகா்வும்	 z1  -ஐ	 முடிவுப	 புள்ளியகா்வும்	 வ்காணை	

வெ்கைரகா்வும்	 இத்னப	 ்பகார்க்லகாம்	 என்பதகாகும்.	 	 இந்த	 ெ்்யகான	 குறிபபிடுதலகானது	 எந்த	
ெ்்யிலும்	்ழித்தலின	்ருத்துரு்ெ	ெகாறறுெதில்்ல.	 	 z1  ெறறும் z2  -ஐ	இ்ண்ககும்	்ழித்தல்	
வெ்கைரகானது	புள்ளி்கவ்காடு்ைகால்	(்பச்ச)	்காட்ைப்பட்டுள்ைது.

 (iv) கலப்பெண்களின்	்பெருககல	
  z1  ெறறும் z2   என்	்லபவ்பண்ளின	வ்பரு்க்ல்		ஆனது
   z z1 2  =  ( )( )x iy x iy1 1 2 2+ +
    =  ( ) ( )x x y y i x y x y1 2 1 2 1 2 2 1− + +

   z z x x y y i x y x y1 2 1 2 1 2 1 2 2 1= − + +( ) ( ) என	ெ்ரயறு்க்ப்படுகின்து.

 z1  ெறறும்	 z2 -ஐப	 வ்பரு்ககுெதகால்	 கி்ை்ககும்	 ்லபவ்பணணும்	ஒரு	 வெ்கை்ர	 குறிப்பவதகாடு	
ெட்டுெல்லகாெல்	 அவவெ்கைரகானது	  z1 ெறறும் z2  ஆகிய	 வெ்கைர்ள்	 அ்ெந்த	 தைத்திவலவய	
அ்ெயும்	 இதிலிருந்து	 இந்த	 ்லபவ்பண்ளின	 வ்பரு்க்ம்	 வெ்கைர	 இயற்ணிதத்தில்	 உள்ை	
வெ்கைர்ளின	 தி்சயிலி	 வ்பரு்க்த்்தவயகா	 அல்லது	 வெ்கைர்ளின	 வெ்கைர	 வ்பரு்க்த்்தவயகா	
குறிபபிடுெது	அல்ல	என	அறியலகாம்.	

மேறகுறிபபு  

 கலப்பெண்	z ஐ	 i ஆல்	வ்பரு்ககுதல்.
   z  =  x iy+ , என்.

   iz  =  i x iy( )+

    =  − +y ix .
 ்லபவ்பண	 iz 	 என்பது	 ்லபவ்பண	 z -ஐ	 	 90  அல்லது	

p
2
வரடியன	

்டி்கார	எதிரதி்சயில்	ஆதி்ய	வ்பகாருத்து	சுழறறுெது	ஆகும்.		வ்பகாதுெகா்,	
எந்த	 ்லபவ்பண	 	 z -ஐயும்	 வதகாைரசசியகா்	 iஆல்	 வ்பரு்ககுெதகால்	
வதகாைரசசியகா்	 90°	்டி்கார	எதிரதி்சயில்	ஆதி்ய	வ்பகாருத்து	சுழற்ப்படும்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 2.2
 z i1 6 7= + 	ெறறும்	 z i2 3 5= − 	எனில் z z1 2+  ெறறும் z z1 2−  ஆகிய்ெ
 (i)  ( ) ( )3 5 6 7− + +i i  =  ( ) ( )3 6 5 7 9 2+ + − + = +i i
   6 7 3 5+( ) − −( )i i  =  6 3 7 5 3 12−( ) + − −( ) = +( ) i i .
 z i1 2 3= +  ெறறும்	 z i2 4 7= + 	எனில் z z1 2  ஆனது
 (ii)  ( )( )2 3 4 7+ +i i  =  2 4 2 7 4 3 3 7 2× + × + × + ×i i i
    =  8 14 12 21 1+ + + × −i i ( )
    =  ( ) ( )8 21 14 12 13 26− + + = − +i i .

1z
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எடுத்துக்ககாட்டு 2.2
 ( ) ( )2 1 2 3+ + − + −i x i y i ெறறும்	 x i y i+ − + + +( )1 2 1  ஆகிய	 ்லபவ்பண்ள்	 செம்	 எனில் x 
ெறறும்	 y-ன	வெய்ெதிபபு்்ை்க	்காண்.
தீர்வு
   z1  =  ( ) ( )2 1 2 3 2 3 2+ + − + − = + −( ) + − +( )i x i y i x y i x y 	ெறறும்

   z2  =  x i y i x y i y+ − + + + = − +( ) + +( )( )1 2 1 1 2 1 	என்.

   z1  =  z2 	என்க	வ்காடு்க்ப்பட்டுள்ைது.

 எனவெ,	 2 3 2 1 2 1x y i x y x y i y+ −( ) + − +( ) = − +( ) + +( ) .

 வெய்	ெறறும்	்ற்ப்னப	்பகுதி்்ைச	செப்படுத்த

   2 3x y+ −  =  x y− +1 ⇒ + =x y2 4

   x y− + 2  =  2 1y +  ⇒ − = −x y3 1

 வெற்ணை	சென்பகாடு்்ைத்	தீர்க்	

x = 2 ெறறும் y =1எனபவ்ப்லகாம்.

்பயிறசி 2.2

 1. z i= −5 2  ெறறும்	w i= − +1 3 	என்கவ்காணடு	கீழ்க்காண்ப்ெ்ளின	ெதிபபு்்ை்க	்காண்.

   (i) z w+  (ii) z i w−  (iii) 2 3z w+
   (iv) z w  (v) z zw w2 22+ +  (vi) z w+( )2 .

 2. z i= +2 3 	என்கவ்காணடு	கீழ்க்காணும்	்லபவ்பண்்ை	ஆர்ணட்	தைத்தில்	குறி்க்.
   (i) z iz, , ெறறும்	 z iz+  (ii) z iz, − , ெறறும் z iz− .

 3. ( ) ( )3 2 2 5− − − + +i x i y i 	ெறறும் 2 1 2 3 2x i y i+ − + + +( ) 	ஆகிய	்லபவ்பண்ள்	செம்	எனில்	
x ெறறும்	y-ன	ெதிபபு்்ை்க	்காண்.

2.3 கலப்்பண்களின் அடிப்பனை இயறகணிதப ்பண்புகள்
      (Basic Algebraic Properties of Complex Numbers)

	 ்லபவ்பண்ளின	கூட்ைல்	ெறறும்	வ்பரு்க்ல்	்பணபு்ள்	வெய்	எண்ளின	்பணபு்்ைப	வ்பகாலவெ	
இரு்ககும்.	கீவழ	சில	அடிப்ப்ை	இயற்ணித	்பணபு்்ை	்பட்டியலிட்டுள்வைகாம்.		அெறறில்	சிலெற்்	
சரி்பகாரத்துள்வைகாம்.

2.3.1 கலபபு எண்களின் ்பண்புகள் (Properties of complex numbers)

கலபபு	 எண்கள்	 கூட்டவலப	 ்பொருத்து	
கீழககாணும்	பெண்புகவள	நிவ்றவு	்ெய்யும்.

கலபபு	 எண்கள்	 ்பெருககவலப	 ்பொருத்து	
கீழககாணும்	பெண்புகவள	நிவ்றவு	்ெய்யும்.

 (i) அவ்டவுப	பெண்பு
  z1  ெறறும்	 z2 	என்	ஏவதனும்	இரு	
்லபவ்பண்ளு்ககு	இெறறின	கூடுதல் 
z z1 2+ -யும்	ஒரு	்லபவ்பண	ஆகும்.

 (i)  அவ்டவுப	பெண்பு
   z1  ெறறும்	 z2  என்	 ஏவதனும்	 இரு	

்லபவ்பண்ளு்கு	 இெறறின	 வ்பரு்க்ல்	 
z z1 2 -யும்	ஒரு	்லபவ்பண	ஆகும்.
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 (ii) பெரிமாற்றுப	பெண்பு
 z1  ெறறும்	 z2 என்	ஏவதனும்	இரு	
்லபவ்பண்ளு்ககு

z + z = z + z1 2 12 .   

 (ii) பெரிமாற்றுப	பெண்பு
  z1  ெறறும் z2  என்	ஏவதனும்	இரு	

்லபவ்பண்ளு்ககு
z z = z z1 2 2 1 .

 (iii) தெர்பபுப	பெண்பு
  z z1 2, , ெறறும்	 z3  என்	ஏவதனும்	மூனறு	

்லபவ்பண்ளு்ககு
z + z + z = z + z + z1 2 3 1 2 3( ) ( ) .

 (iii) தெர்பபுப	பெண்பு
  z z1 2, , ெறறும்	 z3  என்	ஏவதனும்	மூனறு	

்லபவ்பண்ளு்ககு
z z z = z z z1 2 3 1 2 3( ) ( ) .

  (iv) கூட்டல	ெமனி 
   எந்த	ஒரு	்லபவ்பண	 z -்ககும்	0 0 0= + i  

என்	ஒரு	்லபவ்பணணி்ன 
z z z+ = + =0 0

        என்ெகாறு	்காணலகாம்.
        0 0 0= + i  என்	 ்லபவ்பணணி்ன	

கூட்ைல்	செனி	எனகிவ்காம்.

 (iv) ்பெருககல	ெமனி
   எந்த	ஒரு	்லபவ்பண z -்ககும்	 1 1 0= + i

என்	ஒரு	்லபவ்பணணி்ன	
z z z1 1= =

        என்ெகாறு	்காணலகாம்.
  1 1 0= + i 	 என்	 ்லபவ்பணணி்ன	

வ்பரு்க்ல்	செனி	எனகிவ்காம்.

 (v) கூட்டல	தேர்மாறு
   எந்த	ஒரு	்லபவ்பண	 z -்ககும்	 −zஎன்	

ஒரு	்லபவ்பணணி்ன, 
 z z z z+ − = − + =( ) ( ) 0

  என்ெகாறு	்காணலகாம்.
  z -ன	கூட்ைல்	வநரெகாறு	−z 	எனகிவ்காம்.

 (v) ்பெருககல	தேர்மாறு
  எந்த	 ஒரு	 பூஜ்ஜியெற்	 ்லபவ்பண	 

z -்ககும் wஎன்	ஒரு	்லபவ்பணணி்ன
z zw w= =1

  என்ெகாறு	்காணலகாம்.
  z -ன	வ்பரு்க்ல்	வநரெகாறு	w 	ஆகும்.	
  w -்ெ	 z−1என்க	குறிப்பர.

 (vi) பெங்கீடடு	விதி	(கூட்டலின்	தமல	்பெருககலின்	பெங்கீடடு	விதி)	
 z z1 2, , ெறறும்	 z3 	என்	ஏவதனும்	மூனறு	்லபவ்பண்ளு்ககு

z z z z z z z1 2 3 1 2 1 3( )+ = +  ெறறும் ( )z z z z z z z1 2 3 1 3 2 3+ = + 	ஆகும்.

 இெறறில்	சிலெற்்	கீவழ	நிறுவுவெகாம்.
்பண்பு
	 கூட்டலின்	பெரிமாற்று	விதி
 ஏவதனும்	இரு	்லபவ்பண்ள்	 z1  ெறறும்	 z2 -விறகு	 z z z z1 2 2 1+ = + 	என	வ்ப்லகாம்.

நிரூ்பணம்

 z x iy1 1 1= + , z x iy2 2 2= + ,		இங்கு	 x x y1 2 1, , , ெறறும்	 y2 ∈ 	என்.	

   z z1 2+  =  x iy x iy1 1 2 2+( ) + +( )
    =  x x i y y1 2 1 2+( ) + +( )
    =  x x i y y2 1 2 1+( ) + +( )  ( x x y1 2 1, , , ெறறும்	 y2 ∈ )

    =  x iy x iy2 2 1 1+( ) + +( )
    =  z z2 1+ .
்பண்பு

 ்பெருககலுககான	தேர்மாறுப	பெண்பு
 பூஜ்ஜியெற்	எந்த	ஒரு	்லபவ்பண z x iy= + -்ககும்	வ்பரு்க்ல்	வநரெகா்கானது

 
x

x y
i y
x y2 2 2 2+

+
−
+

 ஆகும்.
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நிரூ்பணம்

 ்பெருககல	தேர்மாறு	கூட்டல	தேர்மாவ்றபதபொல	்்வளிபபெவ்டயாகக	காண	இயலாது.
 z u iv− = +1 என்பது	 z x iy= + -ன	வநரெகாறு	என்.

   z z−1  =  1	என்பதகால்
   x iy u iv+( ) +( )  =  1

   xu yv i xv uy−( ) + +( )  =  1 0+ i

 வெய்	ெறறும்	்ற்ப்னப	்பகுதி்்ைச	செப்படுத்த
   xu yv−  =  1ெறறும் xv uy+ = 0 .

 வெற்ணை	சென்பகாட்டுத்	வதகாகுபபி்ன	u  ெறறும்	 v -்ககுத்	தீர்க்	நகாம்

   u x
x y

=
+2 2  ெறறும்	 v y

x y
=

−
+2 2 	எனபவ்ப்லகாம் ( z பூஜ்ஜியெற்து⇒ x y2 2 0+ > )

  z x iy= + , எனில் z x
x y

i y
x y

− =
+

+
−
+

1
2 2 2 2  	ஆகும்.

  ( z = 0 	எனும்வ்பகாது	 z−1 	ெ்ரயறு்க்ப்பைவில்்ல).

 இதிலிருந்து	 z  என்	்லபவ்பணணின	வநரெகாறு	 z−1-ஐப	வ்ப்லகாம்.	 	z	என்	்லபவ்பணணின	

வநரெகா்்	 ெசதி்க்கா்	 z
z

− =1 1
	 என	 நகாம்	 ்பயன்படுத்துகிவ்காம்.	  z1  ெறறும்	 z2  என்	 இரு	

்லபவ்பண்ளில்	 z2 0¹ 	எனில்,	 z1  ெறறும்	
1

2z
-ன	வ்பரு்க்ற்பல்ன	

z
z

1

2

	என	குறிபபிடுகினவ்காம்.	

இதுவ்பகாலவெ	 ெற்	 ்பணபு்்ையும்	 நகாம்	 சரி்பகார்க்லகாம்.	 	 அடுத்த	 ்பகாைப	 ்பகுதியில்,	 நகாம்	 ஒரு	
்லபவ்பணணின	இ்ண்க	் லபவ்பணணி்ன	ெ்ரயறுபவ்பகாம்.		இது	ஒரு	் லபவ்பணணின	வநரெகா்்	
எளிதகா்	்காண	நெ்ககு	்பயன்படும்.
கலபபு	எண்கள்	அடுககுக	குறியீடடின்	விதிகவள	நிவ்றவு	்ெய்யும்

 (i) z z zm n m n= +  (ii) z
z

z
m

n
m n= − , z ¹ 0        (iii) z zm n mn( ) =     (iv) z z z zm m m

1 2 1 2( ) =

்பயிறசி 2.3
 1. z i z i1 21 3 4= − = −, , ெறறும் z3 5= 	எனில்	கீழ்க்காண்ப்ெ்்ை	நிறுவு்.

   (i) z z z z z z1 2 3 1 2 3+( ) + = + +( )  (ii) z z z z z z1 2 3 1 2 3( ) = ( ) .

 2. z z i1 23 7= = −, ,ெறறும்	 z i3 5 4= +  எனில்	கீழ்க்காண்ப்ெ்்ை	நிறுவு்.
   (i) z z z z z z z1 2 3 1 2 1 3( )+ = +  (ii) ( )z z z z z z z1 2 3 1 3 2 3+ = + . 

 3. z i z i1 22 5 3 4= + = − −, , ெறறும்	 z i3 1= + 	எனில் z z1 2, ,	ெறறும்	 z3 	ஆகியெறறின	கூட்ைல்	

  ெறறும்	வ்பரு்க்ல்	வநரெகாறு்்ை்க	்காண்.

2.4 ஒரு கலப்்பண்ணின் இனணக் கலப்்பண்

    (Conjugate of a Complex Number)
 இப்பகாைப்பகுதியில்	 நகாம்	 ஒரு	 ்லபவ்பணணின	 இ்ண்க	 ்லபவ்பண,	 அத்ன	 ெ்ர்பைத்தில்	
குறித்தல்,	வெலும்	அதன	்பணபு்்ைப	வ்பகாருத்தெகான	உதகாரணங்்ளுைன	்காணவ்பகாம்.

வனையனை 2.3
	 x iy++ 	என்்ற	கலப்பெண்ணின்	இவணக	கலப்பெண் x iy−− 	என	்வவரயறுககபபெடுகின்்றது.
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 z  என்	 ்லபவ்பணணின	 இ்ண்க்லபவ்பண	 z  என	 குறிபபிைப்படுகின்து.	 z -ன	
இ்ண்க்லபவ்பண்ண	வ்பறுெதறகு	i -்ககுப	்பதிலகா் −i -ஐ	z -ல்	பிரதியிை	வெணடும்.	உதகாரணெகா்	 
2 5− i  என்	 ்லபவ்பணணின	 இ்ண்க்லபவ்பண	 2 5+ i 	 ஆகும்.	 ஒரு	 ்லபவ்பண்ணயும்	 அதன	
இ்ண்க	்லபவ்பண்ணயும்	வ்பரு்க்	ஒரு	வெய்	எண	கி்ை்ககும்.	உதகாரணெகா்,

  (i) x iy x iy x iy x y+( ) −( ) = − ( ) = +2 2 2 2          (ii) 1 3 1 3 1 3 1 9 102 2+( ) −( ) = ( ) − ( ) = + =i i i .
 ெ்ர்பைத்தின	ெகாயிலகா்	ஒரு	்லபவ்பண	z-ன	இ்ண்க	்லபவ்பணணி்ன	வெய்	அசசின	மீது	 
z-ன	பிரதி்பலிபபு	எனலகாம்.

2.4.1 ஒரு கலப்்பண்ணின் இனண எண்ணின் வடிவ கணித விளக்கம்

           (Geometrical representation of conjugate of a complex number)

	 ஒரு	்லபவ்பணணின	இ்ண்க	்லபவ்பண	 ஒரு	்லபவ்பணணின	இ்ண்க	்லபவ்பண
 ்பைம் 2.14 ்பைம் 2.15
குறிபபு

 x iy+  ெறறும்	 x iy−  என்	இரு	்லபவ்பண்ள்	ஒனறு்கவ்கானறு	இ்ண	ஆகும்.		இ்ண	எண்ள்	
்லபவ்பண்்ை	ெகு்ககும்	வ்பகாது	்பயன்படுகி்து.	ஒரு	்லபவ்பணணின	்பகுதியில்	வெய்	எண்ணப	வ்ப்	
வதகாகுதி	ெறறும்	்பகுதி்்ை	்பகுதியில்	உள்ை	்லபவ்பணணின	இ்ண	எணணகால்	வ்பரு்க்	வெணடும்.	
இத்ன	்பகுதியில்	உள்ை	விகிதமு்கா	மூலத்்த	விகிதமுறு	எணணகா்ககும்	மு்்யுைன	ஒபபிைலகாம்.

2.4.2 இனணக் கலப்்பண்களின் ்பண்புகள் 

             (Properties of Complex Conjugates)

 (1) z z z z1 2 1 2+ = +  (6) Im( )z z z
i

=
−
2

 (2) z z z z1 2 1 2− = −  (7) z zn n( ) = ( ) , இங்கு	 nஒரு	முழு	எண

 (3) z z z z1 2 1 2=  (8) z ஒரு	வெய்	எண	என	இருந்தகால்,	இருந்தகால்	ெட்டுவெ	 z z=  

 (4) z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0









 = ≠,  (9) z  ஒரு	முழுெதும்	்ற்ப்ன	எண	என	இருந்தகால்,	இருந்தகால்	

ெட்டுவெ	 z z= −  

 (5) Re( )z z z
=

+
2

 (10) z z=

 இெறறில்	சில	்பணபு்்ை	நிறுவுவெகாம்.	
்பண்பு

 ஏவதனும்	இரு	்லபவ்பண்ள்	 z1  ெறறும்	 z2 -விறகு	 z z z z1 2 1 2+ = + 	என	வ்ப்லகாம்.

1 2 3 4- 1- 2- 3- 4
- 1

- 2

- 3

- 4

1

2

3
4-2+3i

-2   3i-

Re

Im

o 1 2 3 4- 1- 2- 3- 4

- 1
- 2
- 3
- 4

1
2

3
4

Re

Im

x+iy

x-iy

o
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 z x iy1 1 1= + , z x iy2 2 2= + , ெறறும்	 x x y1 2 1, , , ெறறும்	 y2 ∈ 	என்.

   z z1 2+  =  x iy x iy1 1 2 2+( ) + +( )

    =  x x i y y x x i y y1 2 1 2 1 2 1 2+( ) + +( ) = +( ) − +( )

    =  x iy x iy1 1 2 2−( ) + −( )

    =  z z1 2+ .

 இத்ன	 ்ணிதத்	 வதகாகுத்தறிதல்	 மூலம்	 முடிவுற்	 எணணி்க்்யிலகான	 ்லபவ்பண்ளு்ககும்	

இத்ன	விரிவு்படுத்தலகாம்.   z z z z z z z zn n1 2 3 1 2 3+ + + + = + + + + 

்பண்பு

 z z z z1 2 1 2=  இங்கு	 x x y1 2 1, , , 	ெறறும்	 y2 ∈ .

நிரூ்பணம்
 z1  =  x iy1 1+ ெறறும்	 z x iy2 2 2= + 	என்.

 ஆ்வெ, z z1 2  =  x iy x iy x x y y i x y x y1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1+( ) +( ) = −( ) + +( ) .

 எனவெ, z z1 2  =  x x y y i x y x y x x y y i x y x y1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1−( ) + +( ) = −( ) − +( ) , 

 வெலும்	 z z1 2  =  x iy x iy x x y y i x y x y1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1−( ) −( ) = −( ) − +( ) . 

 ஆ்வெ, z z1 2  =  z z1 2 .
்பண்பு

 z  ஒரு	முழுெதும்	்ற்ப்ன	எண	என	இருந்தகால்.	இருந்தகால்	ெட்டுவெ	 z z= − .
நிரூ்பணம்

      z  =  x iy+ 	என். 	ெ்ரய்ரயின்படி	 z x iy= − ஆகும்.

   எனவெ, z  =  −z
  ⇔  x iy+  =  − −( )x iy
  ⇔  2x  =  0 0⇔ =x
  ⇔ z ஒரு	முழுெதும்	்ற்ப்ன	எண.

 இதுவ்பகாலவெ,		இ்ண்க	்ல்பவ்பண்ளின	ெற்		்பணபு்்ையும்	நிறுெலகாம்.

எடுத்துக்ககாட்டு  2.3

 3 4
5 12

+
−

i
i
-ஐ	 x iy+  	ெடிவில்	எழுது்.		இதிலிருந்து	வெய்	ெறறும்	்ற்ப்ன	்பகுதி்்ை்க	்காண்.

தீர்வு

 3 4
5 12

+
−

i
i
-ன	வெய்	ெறறும்	்ற்ப்ன	்பகுதி்்ை்க	்காண	இத்ன	 x iy+  என	வசவெ்	ெடிவில்	எழுத	

வெணடும்.	 	இந்த	பினனத்தி்ன	சுரு்க்	வதகாகுதி	ெறறும்	்பகுதி்்ை	்பகுதியிலுள்ை	்லபவ்பணணின	
இ்ண	்லபவ்பணணகால்	வ்பரு்ககி	்பகுதியில்	உள்ை	 i-ஐ	நீ்க்லகாம்.

   3 4
5 12

+
−

i
i

 =  
3 4 5 12
5 12 5 12

+( ) +( )
−( ) +( )

i i
i i

    =  
15 48 20 36

5 122 2

−( ) + +( )
+

i
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    =  − +
= − +

33 56
169

33
169

56
169

i i .

     3 4
5 12

+
−

i
i

 =  − +
33

169
56

169
i 	என்பது x iy+  ெடிவில்	உள்ைது.

   ஆ்வெ	வெய்்பகுதி  − 33
169

 ெறறும்	்ற்ப்ன	்பகுதி 56
169

.

எடுத்துக்ககாட்டு 2.4

  1
1

1
1

3 3+
−







 −

−
+









i
i

i
i

ஐ	வசவெ்	ெடிவில்	சுரு்ககு்.

தீர்வு

   1
1

+
−

i
i

 =  
1 1
1 1

1 2 1
1 1

2
2

+( ) +( )
−( ) +( )

=
+ −

+
= =

i i
i i

i i i ,

   வெலும்	
1
1

−
+

i
i

 =  1
1

11+
−







 = = −

−i
i i

i .

   எனவெ,  1
1

1
1

3 3+
−







 −

−
−









i
i

i
i

 =  i i i i i3 3 2− − = − − = −( ) .

எடுத்துக்ககாட்டு  2.5

 z
z i

i+
−

=
+3

5
1 4

2
	எனில்,	்லபவ்பண z -ஐ	வசவெ்	ெடிவில்	்காண்.

தீர்வு

   
z
z i

+
−

3
5  = 1 4

2
+ i

	என்பதகால்

   ⇒ 2 3( )z +  =  1 4 5+( ) −( )i z i

   ⇒   2 6z +  =  1 4 20 5+( ) + −i z i

   ⇒   2 1 4− −( )i z  =  20 5 6− −i

   ⇒   z  = 14 5
1 4

14 5 1 4
1 4 1 4

34 51
17

2 3−
−

=
−( ) +( )

−( ) +( )
=

+
= +

i
i

i i
i i

i i .

எடுத்துக்ககாட்டு  2.6

 z i1 3 2= −  ெறறும்	 z i2 6 4= + 	எனில்	 z
z

1

2

-ஐ	வசவெ்	ெடிவில்	்காண்.

தீர்வு

 z1  ெறறும்		 z2 	ஆகியெறறின	ெதிபபு்்ை	பிரதியிை,

     z
z

1

2

 =  3 2
6 4

3 2
6 4

6 4
6 4

−
+

=
−
+

×
−
−

i
i

i
i

i
i

    =  ( ) ( )18 8 12 12
6 4

10 24
52

10
52

24
522 2

− + − −
+

=
−

= −
i i i

    =  5
26

6
13

− i .
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எடுத்துக்ககாட்டு  2.7

 z i i= +( ) −( )2 3 1 	எனில்	 z−1 -ஐ்க	்காண்.
தீர்வு
    z  =  2 3 1 2 3 3 2 5+( ) −( ) = + + − = +i i i i( ) ( )

   ⇒   z−1  =  1 1
5z i

=
+

 .

 வதகாகுதி	ெறறும்	்பகுதி்ய	்பகுதியின	இ்ண	எணணகால்	வ்பரு்க்

   z−1  =  
5

5 5
5

5 1
5
26

1
262 2

−( )
+( ) −( )

=
−
+

= −
i

i i
i i

   ⇒   z−1  =  5
26

1
26

− i .

எடுத்துக்ககாட்டு 2.8

 நிறுவு்		 (i)  2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i ஒரு	வெய்	எண	ெறறும் 

   (ii)  19 9
5 3

8
1 2

15 15+
−







 −

+
+









i
i

i
i

ஒரு	முழுெதும்	்ற்ப்ன	எண

தீர்வு

 (i)    z  =  2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i 	என்.

   இதிலிருந்து,		 z  =  2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i

    =  2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i  ( z z z z1 2 1 2+ = + )

    =  2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i   z zn n( ) = ( )( )
    =  2 3 2 3

10 10
−( ) + +( ) =i i z

   z  =  z z⇒ 	ஒரு	வெய்வயண	ஆகும்.

 (ii)  z  =  19 9
5 3

8
1 2

15 15+
−







 −

+
+









i
i

i
i

	என்.

   இங்கு,	  19 9
5 3

+
−

i
i

 =  
19 9 5 3
5 3 5 3

+( ) +( )
−( ) +( )

i i
i i

    =  
95 27 45 57

5 3
68 102

342 2

−( ) + +( )
+

=
+i i

    =  2 3+ i .  (1)

   ெறறும்,		
8

1 2
+
+

i
i

 =  
8 1 2

1 2 1 2
+( ) −( )

+( ) −( )
i i
i i

    =  
8 2 1 16

1 2
10 15

52 2

+( ) + −( )
+

=
−i i

    =  2 3- i .   (2)
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        இபவ்பகாழுது,	 z  =  19 9
5 3

8
1 2

15 15+
−







 −

+
+









i
i

i
i

   ⇒    z  =  2 3 2 315 15+( ) − −( )i i . ((1) ெறறும்	(2)லிருந்து)

            ெ்ரய்்யிலிருந்து,   z  = 2 3 2 315 15+( ) − −( )( )i i

    =  2 3 2 3
15 15

+( ) − −( )i i  (இ்ண	எண	்பணபு்ளின்படி)

    =  2 3 2 3 2 3 2 315 15 15 15−( ) − +( ) = − +( ) − −( )( )i i i i

   ⇒   z  =  −z .

   ஆ்வெ,   z  =  19 9
5 3

8
1 2

15 15+
−







 −

+
+









i
i

i
i

என்பது	முழுெதும்	் ற்ப்ன	எண	ஆகும்.

்பயிறசி 2.4
 1. கீழ்க்காண்பெற்்	வசவெ்	ெடிவில்	எழுது்:

   (i) ( ) ( )5 9 2 4+ + −i i  (ii) 10 5
6 2

−
+

i
i

 (iii) 3 1
2

i
i

+
−

 2. z x iy= + 	எனில்,		கீழ்காண்ப்ெ்ளின	வசவெ்	ெடிவி்ன்க	்காண். 

   (i) Re 1
z







  (ii) Re( )i z  (iii) Im( )3 4 4z z i+ −

 3. z i1 2= − 	ெறறும்	 z i2 4 3= − +  எனில்	 z z1 2 	ெறறும்	
z
z

1

2

-ன	வநரெகா்்்க	்காண்.

 4. ்லபவ்பண்ள்	u v, , ெறறும்	w  ஆகிய்ெ	
1 1 1
u v w

= + 	என்ெகாறு	வதகாைரபு்படுத்தப்பட்டுள்ைது.	

  v i= −3 4  ெறறும்	w i= +4 3 	எனில்	u -ஐ	வசவெ்	ெடிவில்	எழுது்.

 5. கீழ்க்காணும்	்பணபு்்ை	நிறுவு்	:

   (i) z ஒரு	வெய்	எண	என	இருந்தகால்,	இருந்தகால்	ெட்டுவெ	 z z=  

   (ii) Re( )z z z
=

+
2

 ெறறும் Im( )z z z
i

=
−
2

 6. 3 +( )i nஆனதுn -ன	எந்த	மீசசிறு	மி்்	முழு	எண	ெதிபபு்ளு்ககு 

   (i) வெய்    (ii) முழுெதும்	்ற்ப்ன	எண்ைகா்	இரு்ககும்?

 7.  பினெருெனெற்்	நிறுவு்	:	

   (i) 2 3 2 3
10 10

+( ) − −( )i i  என்பது	முழுெதும்	்ற்ப்ன

   (ii) 19 7
9

20 5
7 6

12 12−
+







 +

−
−









i
i

i
i

 என்பது	வெய்	எண.
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2.5 ஒரு கலப்்பண்ணின் ேட்டு ேதிபபு

     (Modulus of a Complex Number)
 வெய்	 எண	 வநர்கவ்காட்டில்	 ெட்டு	 ெதிபபு	 என்பது	 எவெகாறு	
ஆதி்ககும்	 அந்த	 எணணும்	 உள்ை	 வதகா்ல்ெ	 குறி்ககி்வதகா	
அதுவ்பகாலவெ,	ஒரு	் லபவ்பணணின	ெட்டு	என்பது	் லபவ்பண	தைத்தில்	
ஆதி்ககும்	 அந்த	 எணணு்ககும்	 உள்ை	 வதகா்ல்ெ	 குறி்ககின்து.		
ஆதியிலிருந்து	ஆ்ரயின	தி்சயில்		 z x iy= + -்ககு	உள்ை	வதகா்லவு	
என்பது,	 ஒரு	 ்ப்க்ம்	 x  ெறறும்	 ெறு்ப்க்ம்	 y ஆ்்க	 வ்காணடு	
அ்ெ்க்ப்படும்	வசங்வ்காண	மு்கவ்காணத்தின	்ரணத்தின	நீைத்திறகு	செெகாகும். 

வனையனை 2.4
								 z x iy== ++ எனில	 z 	-ன்	மடடு	மதிபபிவன	 z 	என	குறிபபிடுகின்த்றாம்.	இேவன		| |z x y== ++2 2

என	்வவரயறுபதபொம்.

 உதகாரணெகா் (i) i = + =0 1 12 2

   (ii) − = + −( ) =12 0 12 122 2i

   (iii) 12 5 12 5 169 132 2− = + −( ) = =i

குறிபபு
 z x iy= + 	எனில்	 z x iy= − , வெலும்	 z z x iy x iy= +( ) −( ) = ( ) − ( ) = +x iy x y2 2 2 2 = z 2 .

| |z z z2= .

2.5.1 கலப்்பண்ணின் ேட்டுக்ககாை ்பண்புகள்

         (Properties of Modulus of a complex number)

 (1) z z=  (5) z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0= ≠,

 (2) z z z z1 2 1 2+ ≤ + (மு்கவ்காணச	செனிலி) (6) z zn n= , இங்கு	n ஒரு	முழு	எண

 (3) z z z z1 2 1 2=  (7) Re z z( ) ≤

 (4) z z z z1 2 1 2− ≥ −  (8) Im z z( ) ≤

 இெறறில்	சில	்பணபு்்ை	நகாம்	நிறுவுவெகாம்.

்பண்பு (முக்மககாண ெேனிலி  - Triangle inequality)

 z1  ெறறும்	 z2 	என்	ஏவதனும்	இரு	்லபவ்பண்ளு்ககு	 z z z z1 2 1 2+ ≤ + 	என	வ்ப்லகாம்.

நிரூ்பணம்

   z z1 2
2+  =   ( | | ) z z z2=

    =  ( )( )z z z z1 2 1 2+ +  

    =  z z z z z z z z1 1 1 2 1 2 2 2+ + +( )  

    =  z z z z zz z z1 1 1 2 22 1 2+ ( ) ++   z z=( )

Re

Im P(x, y)

 
2

2

x
y

�

x

y

MO

்பைம் 2.16

( ) z z z z1 2 1 2+ = +

( )( )z z z z1 2 1 2+ +
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    =  | | Re( ) | |z z z z1
2

1 2 2
22+ +  ( Re( ) ) 2 z z z= +

    £  z z z z1
2

1 2 2
22+ +  ( Re( ) | |) z z£

    =  z z z z1
2

1 2 2
22+ +  ( | | | || | | | | |) z z z z z z1 2 1 2= =and

    ⇒   z z1 2
2+  £  z z1 2

2
+( )

   ⇒ +z z1 2  £  z z1 2+ .

்வடி்வக	கணிே	விளககம்	(Geometrical interpretation)
 நகாம்	இபவ்பகாழுது	O z, 1 	அல்லது z2 ,ெறறும்	 z z1 2+ 	ஆகியெற்்	
மு்னபபுள்ளி்ைகா்்க	 வ்காணை	 மு்கவ்காணத்்த	 ்ருதுவெகாம்.		
ெடிவியல்	 ெகாயிலகா்	 z z1 2+  உைன	 வதகாைரபு்ைய	 மு்கவ்காணத்தின	
்ப்க்ம்	 மீதமுள்ை	 இரணடு	 ்ப்க்ங்்ளின	 நீைங்்ளின	கூடுத்ல	 விை	
அதி்ெகா்	 இரு்க்காது	 என	 நகாம்	 அறிவெகாம்.	 	 இதனகால்	 தகான	 இந்த	
்பணபி்ன	 "மு்கவ்காண	 செனிலி"	 எனகிவ்காம்.	 	 இத்ன	 ்ணிதத்	
வதகாகுத்தறித்ல்க	 வ்காணடு	 முடிவுற்	 எணணி்க்்யிலகான	
்லபவ்பண்ளு்ககும்	இத்ன	விரிவு்படுத்தலகாம்.	

 z z z z z z z zn n1 2 3 1 2 3+ + + + ≤ + + + +   	இங்கு	n = 2 3, , 	.

்பண்பு z1 	 மற்றும்	 z2 	 என்்ற	கலப்பெண்களுககு	இவ்டபபெட்ட	தூரம்	கலப்பெண்	ேளத்தில	 | |z z1 2− 	
ஆகும்.
 z x iy1 1 1= + ெறறும்	 z x iy2 2 2= +  எனில்

   z z1 2−  =  x x y y i1 2 1 2−( ) + −( )

    =  x x y y1 2
2

1 2
2−( ) + −( ) .

மேறகுறிபபு

 z1 ெறறும் z2  என்	இரு	்லபவ்பண்ளு்ககு	இ்ைப்பட்ை	தூரம்	 z z1 2− ஆகும்.

 இதுவ்பகாலவெ	ஆதி,	 z1 , ெறறும்	 z2  ஆகியெற்்	மு்னபபுள்ளி்ைகா்	வ்காணை	மு்கவ்காணத்தில்	

வெறகூறிய	ெழிமு்்யின	்படி,	

 z z z z1 2 1 2− ≤ +

 
z z z z z z1 2 1 2 1 2− ≤ + ≤ +  ெறறும்

 
z z z z z z1 2 1 2 1 2− ≤ − ≤ +  .

்பண்பு ்பெருககலின்	எண்ணளவு	என்பெது	எண்ணளவுகளின்	்பெருககல	பெலனுககுச்	ெமம்	ஆகும்
 z1 ெறறும்	 z2 	என்	ஏவதனும்	இரணடு	்லபவ்பண்ளு்ககு	 z z z z1 2 1 2= 	ஆகும்.

நிரூ்பணம்

   z z1 2
2  =  ( )( )z z z z1 2 1 2  ( | | ) z z z2=

    =  z z z z1 2 1 2( )( )( )( )  
 z z z z1 2 1 2=( )

z2

z1+
z 2

z1

z2

O

z1

Re

Im

z1

z2

z1+z2

z1

2z

2z
z1 2

z-

z1

Re

Im

O

்பைம்	2.17

்பைம் 2.18
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    =  z z z z z z1 1 2 2 1
2

2
2( )( ) =  (்பரிெகாறறுப	்பணபுப்படி z z2 1  = z z1 2 )

   ஆ்வெ,  z z1 2  =  z z1 2 .
குறிபபு

 
்ணிதத்	 வதகாகுத்தறிதல்	 மூலம்	 இத்ன	 முடிவுற்	 எணணி்க்்யிலகான	 ்லபவ்பண்ளு்ககும்	

இத்ன	விரிவு்படுத்தலகாம்	:   

   z z z z z z z zn n1 2 3 1 2 3 =

 அதகாெது	 ்லபவ்பண்ளின	 வ்பரு்க்ற	 ்பலனின	 ெட்டு	 ெதிபபு	 என்பது	 அ்க்லபவ்பண்ளின	
ெட்டு்ளின	வ்பரு்க்லு்ககு	செம்	ஆகும்.	
	 இதுவ்பகாலவெ	்லபவ்பண்ளின	ெட்டு்ளின	மீதகான	ெற்	்பணபு்்ையும்	நிறுெலகாம்.	

எடுத்துக்ககாட்டு 2.9
 z i z i1 23 4 5 12= + = −, , ெறறும்	 z i3 6 8= + 	 எனில் z z z1 2 3, , , z z z z1 2 2 3+ −, ,  ெறறும்	
z z1 3+ ஆகியெறறின	ெதிபபு்்ை்க	்காண்.	

தீர்வு

   z1  =  3 4 3 4 52 2+ = + =i

   z2  =  5 12 5 12 132 2− = + − =i ( )

   z3  =  6 8 6 8 102 2+ = + =i

   z z1 2+  =  3 4 5 12 8 8 128 8 2+( ) + −( ) = − = =i i i

   z z2 3−  =  5 12 6 8 1 20 401−( ) − +( ) = − − =i i i

   z z1 3+  =  3 4 6 8 9 12 225 15+( ) + +( ) = + = =i i i

 எல்லகா	ெ்்்ளிலும்	மு்கவ்காணச	செனிலி	நி்்வு	வசய்யப்பட்டுள்ைது	என்ப்த்க	்காண்.

 z z z z1 3 1 3 15+ = + = (ஏன?)

எடுத்துக்ககாட்டு 2.10
 கீழ்க்காண்ப்ெ்ளின	ெதிபபு்்ை்க	்காண்.

  (i) 2
1 2

+
− +

i
i

 (ii) ( )( )( )1 2 3 4 3+ + −i i i  (iii) i i
i

( )
( )
2
1

3

2

+
+

தீர்வு

 (i)  2
1 2

+
− +

i
i

 =  
2
1 2

2 1

1 2
1

2 2

2 2

+
− +

=
+

−( ) +
=

i
i

. 

z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0= ≠









,

 (ii)  ( )( )( )1 2 3 4 3+ + −i i i  =  ( )1 2 3 4 3+ + −i i i   z z z z z z1 2 3 1 2 3=( )
    =  1 2 3 3 4+ + − +i i i   z z=( )
    =  1 1 2 3 3 42 2 2 2 2 2+( ) +( ) − +( )( )

    =  2 13 25 5 26( )( )( ) = .

 (iii)  i i
i

( )
( )
2
1

3

2

+
+

 =  
i i

i
i

i

( )

( )

2

1
1 2
1

4 1

2

3

2

3

2

3

2

+

+
=

+

+
=

+( )
( )

   
z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0= ≠









,

    =  
5

2
5 5

2

3( )
= .
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எடுத்துக்ககாட்டு 2.11
 i, − +2 i , ெறறும்	3  ஆகியெறறில்	எந்த	்லபவ்பண	ஆதியிலிருந்து	அதி்	வதகா்லவில்	உள்ைது?

தீர்வு

 z i i= − +, ,2  ெறறும்	3  ஆகியெறறிறகும்	ஆதி்ககும்	உள்ை	
வதகா்லவு்ள்
 | |z  =  | |i =1  

 | |z  =  | | ( )− + = − + =2 2 1 52 2i   

 | |z  =  | |3 3=  	ஆகும்.

 1 5 3< < 	எனவெ,	ஆதியிலிருந்து	அதி்	வதகா்லவில்	உள்ை	
்லபவ்பண	3ஆகும்.

எடுத்துக்ககாட்டு  2.12
 z1 , z2 , ெறறும்	 z3  ஆகிய	்லபவ்பண்ள்	 z z z z z z1 2 3 1 2 3 1= = = + + = 	என்ெகாறு	இருந்தகால்,

 1 1 1

1 2 3z z z
+ + -ன	ெதிப்்ப்க	்காண்.

தீர்வு

    z1  =  z z2 3 1= = 	என்க	வ்காடு்க்ப்பட்டுள்ைது.

   எனவெ,		 z1
2  =  1 1 1 11 1 2

2
2 2⇒ = = ⇒ =z z z z z,| | , ெறறும்	 | |z z z3

3
3 31 1= ⇒ =  

   ஆ்வெ,				 z1  =  1 1

1
2

2z
z

z
, = , ெறறும்	 z

z3
3

1
=  

   வெலும்,			
1 1 1

1 2 3z z z
+ +  =  z z z1 2 3+ +

    =  z z z z z z1 2 3 1 2 3 1+ + = + + = .

எடுத்துக்ககாட்டு 2.13

 z = 2  எனில்	3 3 4 7≤ + + ≤z i 	என்க்காட்டு்.

தீர்வு

 z i z i+ + ≤ + + = + =3 4 3 4 2 5 7

 z i+ + ≤3 4 7     (1)

 z i z i+ + ≥ − + = − =3 4 3 4 2 5 3

 z i+ + ≥3 4 3     (2)

 (1) ெறறும்	(2)-லிருந்து  3 3 4 7≤ + + ≤z i .

குறிபபு

 கீழ	 ெறறும்	 வெல்	 எல்்ல	 ெதிபபு்்ை்க	 ்காண	 z z z z z z1 2 1 2 1 2− ≤ + ≤ +  என்	 ்பண்்ப	

்பயன்படுத்த	வெணடும்.

3

i

Re

Im

O

2 i− +

1 2-- 12

்பைம் 2.19

்பைம் 2.20

Im

Re
O

7

3

r = 2

(–3,–4)
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எடுத்துக்ககாட்டு  2.14

 1 1
2

3
2

, ,−
+ i  ெறறும்	

−
−

1
2

3
2

i  என 	்	புள்ளி்ள்	ஒரு	செ்ப்க 	்மு்கவ்காணத்தின	மு்னபபுள்ளி்ைகா்	

அ்ெயும்	என	நிறுவு .்		
தீர்வு

 இதறகு	நகாம்	மு்கவ்காணத்தின	்ப்க்ங்்ளின	நீைங்்ள்	செம்	என	நிறுவினகால்	வ்பகாதும்.

 z1 1= , z i2
1

2
3

2
=

−
+ , 	ெறறும்	 z i3

1
2

3
2

=
−

− 	என்.

 மு்கவ்காணத்தின	்ப்க்ங்்ளின	நீைங்்்ை	்காணவ்பகாம்

 z z1 2−  =  1 1
2

3
2

3
2

3
2

9
4

3
4

2 3
2

3−
−

+








 = − = + = =i i

 z z2 3−  =  −
+









 −

−
−









 = ( ) =

1
2

3
2

1
2

3
2

3 3
2

i i

 z z3 1−  =  −
+









 − =

−
− = + =

1
2

3
2

1 3
2

3
2

9
4

3
4

3i i

 ்ப்க்ங்்ளின	 நீைங்்ள்	 செம்	 எனவெ,	 வ்காடு்க்ப்பட்ை	 புள்ளி்ள்	 ஒரு	 செ்ப்க்	 மு்கவ்காணத்்த	
அ்ெ்ககும்.
எடுத்துக்ககாட்டு  2.15

 z z1 2, ,  ெறறும்	 z3   என்	்லபவ்பண்ள்	 z z z r1 2 3 0= = = >  ெறறும்	 z z z1 2 3 0+ + ≠ 	 எனவும்	

இருந்தகால்	
z z z z z z
z z z

r1 2 2 3 3 1

1 2 3

+ +
+ +

= 	என	நிறுவு்.

தீர்வு

        வ்காள்்் z1  =  z z r z z z z z z r2 3 1 1 2 2 3 3
2= = ⇒ = = =

  ⇒ z1  =  r
z

z r
z

z r
z

2

1
2

2

2
3

2

3

, ,= =

  ஆ்வெ,  z z z1 2 3+ +  =  r
z

r
z

r
z

2

1

2

2

2

3

+ +

   =  r z z z z z z
z z z

2 2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ +









  z z z1 2 3+ +  =  | |r z z z z z z
z z z

2 2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ +  ( ) z z z z1 2 1 2+ = +

   =  r
z z z z z z

z z z
2 2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ +
    ( | | | | z z=  ெறறும் | | | | | | | |)z z z z z z1 2 3 1 2 3=

  z z z1 2 3+ +  =  r
z z z z z z

r
z z z z z z

r
2 2 3 1 3 1 2

3
2 3 1 3 1 2+ +

=
+ +

O Re

Im

1

1 3
2 2

i−
+

1 3
2 2

i−
−

்பைம்	2.21
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  ⇒    
z z z z z z

z z z
2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ +
+ +

 =  r . (வ்காள்்்யின்படி	 z z z1 2 3 0+ + ≠ )

 எனவெ,  z z z z z z
z z z

2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ +
+ +

 =  r .

எடுத்துக்ககாட்டு 2.16
 z z2 =  என்	சென்பகாட்டிறகு	நகானகு	மூலங்்ள்	இரு்ககும்	என	நிறுவு்.
தீர்வு
   வ்காள்்்		 z2  =  z .

    ⇒  | |z 2  =   z  

   ⇒   | |z  z −( )1  =  0 ,

   ⇒    | |z  =  0, அல்லது | |z =1 .

   | |z  =  0    ⇒ =z 0  என்பது	ஒரு	தீரவு, | |z  =  1 ⇒ = ⇒ =zz z
z

1 1 .

 வ்காள்்்யிலிருந்து	 z2  =  z  ⇒   z2  =  1
z

   ⇒   z3  =  1.

 இதறகு	 3 பூஜ்ஜியெற்	 தீரவு்ள்	 இரு்ககும்.	 ஆ்வெ	 பூஜ்ஜியத்்தயும்	 வசரத்து	 இதறகு	 	 நகானகு	
தீரவு்ள்	இரு்ககும்.

2.5.2 ஒரு கலப்்பண்ணின் வர்க்கமூலம் (Square roots of a complex number)

 a ib+ -ன	ெர்க்மூலம்	 x iy+ 	என்.

   அதகாெது		 a ib+  =  x iy+    இங்கு	 x y, ∈

   a ib+  =  x iy x y i xy+( ) = − +2 2 2 2

 வெய்	ெறறும்	்ற்ப்னப	்பகுதி்்ைச	செப்படுத்த
   x y2 2−  =  a  ெறறும்	2xy b=

   x y2 2 2
+( )  =  x y x y a b2 2 2 2 2 2 24−( ) + = +

 x y2 2+ 	மி்்	ஆ்்யகால்		 x y2 2+  =  a b2 2+

      x y2 2−  =  a  ெறறும்	 x y a b2 2 2 2+ = + 	ஆகியெற்்த்	தீர்க்

   x  =  ± + +
= ±

+ −a b a y a b a2 2 2 2

2 2
; 	எனப	வ்ப்லகாம்.

 2xy b=  என்பதிலிருந்து	b மி்்	எண	எனில்		x  ெறறும்	 y 	ஆகிய்ெ	ஒவர	குறியு்ைய்ெயகா்வும்	

ெறறும்	b 	கு்்	எனில்	 x  ெறறும்	 y  ஆகிய்ெ	வெவவெறு	குறியு்ைய்ெயகா்வும்	இரு்ககும்.

 ஆ்வெ	 a ib+ = ±
+

+
−











z a
i b
b

z a
2 2

, 	இங்குb ¹ 0 .  Re( )z z≤( )

 ஒரு	்லபவ்பணணின	ெர்க்மூலம்	்காண	சூத்திரம்	

 a ib
z a

i b
b

z a
+ = ±

+
+

−









2 2

, இங்கு z a ib= + 	ெறறும்b ¹ 0 .
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குறிபபு

 b  கு்்	எனில், b
b

= −1, x  ெறறும்	 y  ஆகிய்ெ	வெவவெறு	குறியு்ைய்ெ.

 b  மி்்	எனில், b
b
=1, x  ெறறும்	 y  ஆகிய்ெ	ஒவர	குறியு்ைய்ெ.

எடுத்துக்ககாட்டு  2.17
 6 8− i -ன	ெர்க்மூலம்	்காண்.

தீர்வு

   6 8− i  =  6 8 102 2+ −( ) =  	ெறறும்

 ெர்க்மூலம்	்காண	சூத்திரத்்தப	்பயன்படுத்த

   6 8- i  =  ± +
−

−









10 6
2

10 6
2

i       ( b  கு்், b
b

= −1)

    =  ± −( )8 2i

    =  ± −( )2 2 2i .

்பயிறசி 2.5
 1. கீழ்க்காணும்	்லபவ்பண்ளின	ெட்டு	ெதிபபி்ன்க	்காண்.

  (i) 2
3 4

i
i+

 (ii) 2
1

1 2
1

−
+

+
−
−

i
i

i
i

 (iii) ( )1 10− i  (iv) 2 3 4 4 3i i i( )( )− − .

 2. z1  ெறறும்	 z2  என்	ஏவதனும்	இரு	்லபவ்பண்ளு்ககு z z1 2 1= =  ெறறும்	 z z1 2 1≠ − 	எனில் 
z z

z z
1 2

1 21
+

+
 ஓர	வெய்	எண	என்க்காட்டு்.	

 3. 10 8− i , 11 6+ i  ஆகிய	புள்ளி்ளில்	எபபுள்ளி	1+ i -்ககு	மி்	அரு்கா்ெயில்	இரு்ககும்?

 4. | |z = 3 	எனில் 7 6 8 13≤ + − ≤| |z i 	என்க்காட்டு்.

 5. z =1	எனில், 2 3 42≤ − ≤z 	என்க்காட்டு்.

 6. z =1 2 எனில்,	8 6 8 12≤ + + ≤| |z i  என்க்காட்டு்.

 7. z z1 2, , ெறறும்	 z3  என்	மூனறு	் லபவ்பண்ள்	 z z z1 2 31 2 3= = =, , , ெறறும்	 z z z1 2 3 1+ + =

என்ெகாறு	உள்ைது	எனில்	 9 4 61 2 1 3 2 3z z z z z z+ + = 	என	நிறுவு்.

 8. z iz, , ெறறும்	 z iz+  ஆகியெற்்	மு்னபபுள்ளி்ைகா்்க	வ்காணடு	அ்ெ்க்ப்படும்	

மு்கவ்காணத்தின	்பரபபு	50  சதுர	அலகு்ள்	எனில், z -ன	ெதிபபி்ன்க	்காண்.	

 9. z z3 2 0+ =  என்	சென்பகாட்டிறகு	ஐந்து	தீரவு்ள்	இரு்ககும்	என	நிறுவு்.

 10. கீழ்க்காண்ப்ெ்ளின	ெர்க்மூலம்	்காண்	:	(i) 4 3+ i   (ii) − +6 8i    (iii) − −5 12i .
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2.6 கலப்்பண்களின் வடிவியல் ேறறும் நியேப்பகானத

       (Geometry and Locus of Complex Numbers)
 இப்பகாைப்பகுதியில்	நகாம்	 	 z  என்	்லபவ்பணணின	ெடிெ்க	்ணித	விை்க்த்்தயும்	்காரடீசியன	

ெடிவில்	 z -ன	நியெப்பகா்த்யயும்	்காணலகாம். 

எடுத்துக்ககாட்டு 2.18
 z i= +3 2 	 என்கவ்காணடு	 z iz, ,   ெறறும்	 z iz+ 	 ஆகியெற்்	 ஆர்ணட்	 தைத்தில்	 குறி்க்.		
இ்க்லபவ்பண்ள்	ஓர	இரு	செ்ப்க்	வசங்வ்காண	மு்கவ்காணத்தின	்ப்க்ங்்ைகா்	அ்ெயும்	என	நிறுவு்.	

தீர்வு

 வ்காள்்்:	 z i= +3 2 .

 ஆ்வெ,		 iz i i i= +( ) = − +3 2 2 3

 z iz i i i i+ = +( ) + +( ) = +3 2 3 2 1 5

 z z iz, ,+ ெறறும்	 izஆகிய்ெ	மு்்வய	 A B, ,  

ெறறும்	C  என்.	

 

AB z iz z i

BC iz z iz i

CA z iz

2 2 2

2 2 2

2 2

2 3 13

3 2 13

5

= +( ) − = − + =

= − +( ) = − − =

= − = −− =i 2 26

 AB BC CA2 2 2+ =  ெறறும்	 AB BC= , 	எனவெ,	

 DABC 	ஓர	இருசெ்ப்க்	வசங்வ்காண	மு்கவ்காணெகாகும்.

வனையனை 2.5 (வட்ைம்)

 ஒரு	தைத்தில்	நி்லயகான	புள்ளி்ககும்	ந்ரும்	புள்ளி்ககும்	இ்ைப்பட்ை	தூரம்	எபவ்பகாழுதும்	
ெகாறிலியகா்	இரு்ககுெகாறு	ந்ரும்	புள்ளியின	நியெப்பகா்த	ஒரு	ெட்ைம்	என	ெ்ரயறு்க்ப்படுகி்து.		
நி்லயகான	புள்ளி	ெட்ைத்தின	்ெயம்	ெறறும்	ெகாறிலி	வதகா்லவு	ெட்ைத்தின	ஆரம்	ஆகும்.	

்வட்டத்தின்	ெமன்பொடு	கலப்பெண்	்வடிவில	(Equation of Complex Form of a Circle)
 z -ன	 நியெப்பகா்த	 z z r− =0  என்	 சென்பகாட்்ை	 நி்்வு	

வசய்கின்து.	இங்கு	 z0  என்பது	நி்லயகான	 புள்ளி	ெறறும்	 r என்பது	

மி்்	ெகாறிலி.	இசசென்பகாடு	 z0 -லிருந்து	 z -்ககு	 r தூரமுள்ை	எல்லகா	

்லபபு	எண்்ையும்	வ்காணடிரு்ககும்.
 எனவெ,	 z z r− =0  என்பது	 ்லபவ்பண	 ெடிவில்	 ெட்ைத்தின	

சென்பகாடு	ஆகும்.	 (்பைம்	2.23-ஐ	்பகார்க்)
 (i) z z r− <0  ஆனது	ெட்ைத்தின	உள்்பகுதியில்	உள்ை	புள்ளி்்ை்க	

குறி்ககி்து.
 (ii) z z r− >0  ஆனது	ெட்ைத்தின	வெளிப்பகுதியில்	உள்ை	புள்ளி்்ை்க	குறி்ககி்து.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 2.3

 z r x y r= ⇒ + =2 2

 ⇒ + =x y r2 2 2 ,  என்பது	ஆதி்ய	்ெயெகா்வும்	r	அலகு	ஆரம்	வ்காணை	ெட்ைத்்த்க	குறி்ககி்து.

1 2 43-1--3 2- 4

2

3

4

5

-1

-2

z
iz

z+iz

1
Re

Im

o

A

B

C

்பைம் 2.22

்பைம் 2.23
Re

Im

O

z0

z
r
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எடுத்துக்ககாட்டு  2.19

 3 5 4z i− + =  என்	 சென்பகாடு	 ெட்ைத்்த்க	 குறி்ககி்து	 என்க்காட்டு்.	 வெலும்	 இதன	 ்ெயம்	

ெறறும்	ஆரத்்த்க	்காண்.

தீர்வு

      3 5 4z i− + = 	என்	சென்பகாட்்ை 3
5

3
z i
−

−
 = 4  ⇒   z

i
− −








5
3 3  =  

4
3

 என	எழுதலகாம்.

 இது	 z z r− =0 	 என்	 ெடிவில்	 உள்ைது.	 ஆ்வெ	 இது	 ெட்ைத்்த்க	

குறி்ககின்து.	இதன	்ெயம்	ெறறும்	ஆரம்	ஆகிய்ெ	மு்்வய	  5
3

1
3

, −





  

ெறறும்	
4
3
	ஆகும்.

எடுத்துக்ககாட்டு 2.20

 z i+ − <2 2 	என்பது	ஒரு	ெட்ைத்தின	உள்்பகுதியில்	உள்ை	புள்ளி்்ை்க	குறி்ககும்	என	்காட்டு்.		

அவெட்ைத்தின	்ெயம்	ெறறும்	ஆரத்்த்க	்காண்.	
தீர்வு

 | |z i+ − =2 2 	என்	சென்பகாட்்ை	்ருது்.	இத்ன
 | ( ) |z i− − + =2 2 	என	எழுதலகாம்.
 இசசென்பகாடு	 z i0 2= − + ெறறும்	 ஆரம்	 r = 2 	 உள்ை	 ெட்ைத்்த்க	

குறி்ககி்து.	 ஆ்வெ	 z i+ − <2 2  என்பது	 ்ெயம்	 − +2 i 	 ெறறும்	 ஆரம்	 2  

உள்ை	ெட்ைத்தின	உள்்பகுதியில்	உள்ை	புள்ளி்்ை்க	குறி்ககி்து.

எடுத்துக்ககாட்டு 2.21
 பினெரும்	சென்பகாடு்ளில்	z -ன	நியெப்பகா்த்ய	்காரட்டீசியன	ெடிவில்	்காண்.
 (i) z = z i−    (ii) 2 3 3z i− − =

தீர்வு

 (i)  | |z  =  z i−

   Þ    x iy+  =  x iy i+ −

   Þ    x y2 2+  =  x y2 21+ −( )

   Þ    x y2 2+  =  x y y2 2 2 1+ − +

   Þ    2 1y −  =  0 .

 (ii)  2 3z i− −  =  3

   2 3x iy i+( ) − −  =  3 .

  இருபு்மும்	ெர்க்ப்படுத்த,	
   2 3 2 1

2
x y i−( ) + −( )  =  9

   Þ    2 3 2 12 2x y−( ) + −( )  =  9

   Þ    4 4 12 4 12 2x y x y+ − − +  =  0 , என்பது	்காரட்டீசியன	ெடிவில்	 z -ன	நியெப்பகா்த	ஆகும்.

Im

O Re

2 i− +

r=2

0
z

z

=

்பைம்	2.25

்பைம்	2.24

Re

Im

O

5 1,
3 3

 − 
 

0 4
3

r =
Re

z

z
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்பயிறசி 2.6

 1. z x iy= +  என்	ஏவதனும்	ஒரு	் லபவ்பண
z i
z i

−
+

=
4
4

1 	எனுெகாறு	அ்ெந்தகால்	z -ன	நியெப்பகா்த	

வெய்	அசசு	என்க	்காட்டு்.

 2. z x iy= +  என்	 ஏவதனும்	 ஒரு	 ்லபவ்பண	 Im 2 1
1

0z
iz

+
+







 =  எனுெகாறு	 அ்ெந்தகால்	  z -ன	

நியெப்பகா்த		2 2 2 02 2x y x y+ + − =  என்க்காட்டு்.

 3. பினெரும்	சென்பகாடு்ளில்	 z x iy= + -ன	நியெப்பகா்த்ய	்காரட்டீசியன	ெடிவில்	்காண்.

  (i) Re iz( )  =
2

3  (ii) Im[( ) ]1 1 0− + =i z  (iii) z i z+ = −1  (iv) z z= −1 .

 4. பினெரும்	சென்பகாடு்ள்	ெட்ைத்்த	குறி்ககி்து	என	்காட்டு்.	 	வெலும்	இதன	்ெயம்	ெறறும்	
ஆரத்்த்க	்காண்.

  (i) z i− − =2 3  (ii) 2 2 4 2z i+ − =  (iii) 3 6 12 8z i− + = .
 5. பினெரும்	சென்பகாடு்ளில்	 z x iy= +  -ன	நியெப்பகா்த்ய	்காரடீசியன	ெடிவில்	்காண்.
  (i) z − =4 16  (ii) z z− − − =4 1 162 2 .

2.7 கலபபு எண்களின் துருவ வடிவம் ேறறும் யூலரின் வடிவம்
        (Polar and Euler form of a Complex Number)
 ்லபவ்பண்்ை	 கூட்டும்வ்பகாதும்	 ்ழி்ககும்	 வ்பகாதும்	 நகாம்	 ்லபவ்பண்ளின	 வசவெ்	
ஆயத்்ோவலகவள	 ்பயன்படுத்துகிவ்காம்.	 	 ஏவனனில்	 இங்கு	 வெய்	 ெறறும்	 ்ற்ப்ன	 ்பகுதி்்ை	
கூட்ைவெகா	அல்லது	்ழி்க்வெகா	ெட்டுவெ	வசய்கிவ்காம்.	 	 ்லபவ்பண்ளின	வ்பரு்ககும்வ்பகாது	அல்லது	
்லபவ்பண்ளின	அடு்ககு்்ை	்காணும்	வ்பகாது	துரு்வ	்வடி்வத்வே	்பயன்படுத்துகிவ்காம்.	ஏவனனில்	இது	
வசவெ்	ஆயத்வதகா்ல	மு்்யி்னவிை	துருெ	ெடிவில்	எளிதகா்்க	்காணலகாம்.	

2.7.1 ஒரு கலப்்பண்ணின் துருவ வடிவம் (Polar form of a complex number)
 துருெ	ஆயத்வதகா்ல	ெடிெம்	என்பது	ஆதியிலிருந்து	 z x iy= +  	என்	புள்ளிெ்ர	உள்ை	வெ்கை்ர	
அதன	எண	ெதிபபு	ெறறும்	தி்சயி்ன	வ்காணடு	ெ்்ப்படுத்தும்	ெறவ்காரு	ெடிெம்	ஆகும்.	 	துருெ	
ஆயத்வதகா்ல	மு்்யில்	O 	என்	நி்லயகான	புள்ளி்ய	துருெப	புள்ளி	எனவும்	துருெ	புள்ளியிலிருந்து	
ஆரம்பி்ககும்	கி்ைெட்ை	அ்ர	வ்காட்டி்ன	ஆரம்்ப்க	வ்காடு	(துருெ	அசசு)	எனவும்	அ்ழ்ககினவ்காம்.		r 
என்பது	துருெப	புள்ளியிலிருந்து	P உள்ை	தூரம்	ெறறும்	 q 	என்பது	ஆரம்்ப்க	வ்காட்டிலிருந்து	OP-ன	
தி்சயில்	 ்டி்கார	 எதிரதி்சயில்	 அை்க்ப்பட்ை	 சகாய்வு்க	 வ்காணம்	 எனவும்	 வ்காணைகால், ( , )r θ
ெரி்சயிட்ை	வ�காடியி்ன	P-ன	துருெ	ஆயத்வதகா்ல்ள்	எனலகாம்.		துருெ	ஆயத்	வதகா்ல	மு்்்ய	
வசவெ்	ஆயத்வதகா்ல	மு்்யுைன	ஒனறின	வெல்	ஒன்கா்	்பைத்தில்	்காட்டியெகாறு	்ெத்தகால்

 ்பைம்	 2.26 ்பைம்	 2.27 ்பைம்	 2.28
   x  =  r cosθ  ...(1)
   y  =  r sinθ    எனபவ்ப்லகாம். ...(2)
 எந்த	ஒரு	பூஜ்ஜியெற்	்லபவ்பண	 z x iy= + -்யயும்	 z r i r= +cos sinθ θ என	எழுதலகாம்.

P(r,   )

r

θ

 θ

O

P(x,y)

M

r
2

2

x
y

=

+

O

P(x,y)

x

y

x+
iy

O

θ
x r= cosθ

y r= sinθ

வசவெ்	ஆயத்வதகா்ல்ள் துருெ	ஆயத்வதகா்ல்ள் துருெ	ஆயத்வதகா்ல	ெறறும்	வசவெ்	
ஆயத்வதகா்ல		மு்்்்ை	ஒனறின	

வெல்	ஒன்கா்	அ்ெத்தல்	
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வனையனை 2.6
	 r 	 மற்றும்	 θ ஆகியவ்வ	 P x y( , ) என்்ற	 பூஜ்ஜியமற்்ற	 கலப்பெண் z x iy= + -ன்	 துரு்வ	
ஆயத்்ோவலகள்	என்க.		 P 	என்்ற	புள்ளியின்	துரு்வ	அலலது	முகதகாண	்வடி்வம்	என்பெது

z r i= +(cos sin )θ θ .

 துருெ	ெடிவி்ன	ெசதி்க்கா்	நகாம்	 z x iy r i r cis= + = +( ) =cos sinθ θ θ 	என	எழுதலகாம்.
 இதில்	r என்பது	்லபவ்பண	 z -ன		எணணைவு	அல்லது	ெட்டு	ெதிபபு	ஆகும்.	θ என்பது	்லபவ்பண
z -ன	வீசசு	ஆகும்.	இத்னθ = ( )arg z 	என்ககுறிபவ்பகாம்.
 (i) z = 0-வு்ககு	வீசசு	θ  ெ்ரயறு்க்ப்பைவில்்ல.	எனவெ	துருெ	ஆயத்வதகா்ல	மு்்யில்	 z ¹ 0

என்ப்த	நி்னவில்	வ்காள்ை	வெணடும்.
 (ii) z x iy= + 	 என்	 ்லபவ்பணணின	 துருெ	 ெடிெம் ( , )r θ எனில்	 இதன	 இ்ண	 ்லபவ்பண	 

z x iy= −  -ன	துருெ	ெடிெம் ( , )r −θ 	ஆகும்.

 (1) ெறறும்	(2)-ஐ	ெர்க்ப்படுத்தி	கூட்டி	ெர்க்மூலம்	்காண	r கி்ை்ககி்து	 r z x y= = +2 2 .

   (2)-ஐ (1)-ஆல்	ெகு்க், r
r

y
x

sin
cos

θ
θ

= ⇒ =tanθ
y
x

.

நிவல	(i) 
 z-ஐ	வெ்கைரகா்்க	்ருதும்வ்பகாது	வெய்	எண		θ என்பது	z	ஆனது	மி்்	வெய்	அசசுைன	ஏற்படுத்தும்	
வ்காணத்்த	வரடியனில்	குறி்ககும்.		வ்காணம்	 θ -விறகு	கு்்	ெதிபபு்்ையும்	
வசரத்து	 முடிவுற்	 எணணி்க்்யிலகான	 ெதிபபு்ள்	 2p -ன	 முழு	 எண	
ெைங்கு்ைகா்	இரு்ககும்.	இம்ெதிபபு்்ை	tanθ =

y
x
	என்	சென்பகாட்டி்ன்க	

வ்காணடு	தீரெகானி்க்லகாம்.	 	இந்த	 q -ன	ஒவவெகாரு	ெதிபபு்்ையும்	z-ன	
வீசசு்ள்	 எனகிவ்காம்.	 வெலும்	 q -வின	 எந்த	 ஒரு	 ெதிபபுைனும்	  2p -ன	
ெைங்கு்்ை	கூட்டுெதன	மூலம்	q -வின	எல்லகா	ெதிபபு்்ையும்	அைங்கிய	
்ணத்்தப	 வ்ப்லகாம்.	 இத்ன	 arg z	 என்ககுறிபபிடுகிவ்காம். arg z-ன	
முதன்ெ	வீசசி்ன	 Arg z  என்ககுறிபபிடுகிவ்காம்.	

நிவல	(ii)
 − < ≤π θ π என்	நி்பந்த்ன்ககு	உட்்பட்டு	θ  விறகு	ஒவர	ஒரு	ெதிபபுதகான	
இரு்ககும்.	இந்த	ெதிபபி்ன		z-ன	முதன்ெ	வீசசு	எனகிவ்காம்.	இத்ன	Arg z என	
குறிப்பர.	
	 இங்கு	− < ≤π πArg( )z அல்லது	− < ≤π θ π
	 இந்த	முதன்ெ	வீசசு	 − < ≤π πArg( )z  அல்லது − < ≤π θ π
 என்	நி்பந்த்ன்ககு	உட்்பட்டு	ஒரு்ெத்தன்ெயுைன	்காணலகாம்.

ஒரு	்லபவ்பணணின	முதன்ெ	வீசசு

 ்பைம்	 2.30 ்பைம் 2.31 ்பைம் 2.32 ்பைம் 2.33

Re

Im
z = r (cosθ+isinθ)

θ

r

o

்பைம்	 2.29

y

α x
θ α x

y

α-θ =

α π−θ = α-θ =

z

α

θ α=

x

y y

α

x

θ

απ −θ =

θ α= απ −θ =

z z

z

O O
O

O

α π−θ =

I - ஆம்	
்கால்	்பகுதியில்

II - ஆம்	
்கால்	்பகுதியில்

III - ஆம்	
்கால்	்பகுதியில்

IV - ஆம்	
்கால்	்பகுதியில்
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83 கலப்பு எணகள்

 இங்கு	Arg z -ல்	உள்ை	A	என்பது	என்பது	மி்	மு்ககியம்	ஏவனனில்	இதுவெ	முதன்ெ	வீசசிறகும்	
வ்பகாதுெகான	வீசசிறகும்	உள்ை	வித்தியகாசத்்த	குறி்க்ப	்பயன்படுகின்து.

 முதன்ெ	வீசசு	θ-்ெ	்காண	வ்பகாதுெகா்	நகாம்	 α = −tan 1 y
x

 -ஐ	்ண்ககிட்டு	்லபவ்பண	எந்த	

்கால்்பகுதியில்	அ்ெகின்வதகாஅதறவ்ற்காரவ்பகால்	 α 	 உைன	 p -ஐ	கூட்டிவயகா	அல்லது	 ்ழித்வதகா	
வ்ப்லகாம்.

arg , .z Arg z n n     = + ∈2 π 

 வீசசின	்பணபு்ள்

 (1) arg arg argz z z z1 2 1 2( ) = +

 (2) arg arg argz
z

z z1

2
1 2









 = −

 (3) arg argz n zn( ) =

 (4) cos sinq q+ i -ன	ெறவ்காரு	ெடிெம்	 cos( ) sin( ),2 2k i k kπ θ π θ+ + + ∈ 	ஆகும்.

 1 1, ,i − , ெறறும்	−i  ஆகியெறறின	முதன்ெ	வீசசு்ள்	ெறறும்	வ்பகாது	வீசசு்ள்	
அட்ைெ்ணப்படுத்தப்பட்டுள்ைது:-

z 1 i −1 −i

Arg z( ) 0
p
2 p −

p
2

arg z 2np 2
2

np p
+ 2np p+ 2

2
np p

−

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு

 ்லபவ்பண	தைத்தில்	கீழ்க்காணும்	்லபவ்பண்்ை்க	குறி்க்.

 (i) 5
4 4

cos sinπ π
+






i

 (ii) 4 2
3

2
3

cos sinπ π
+






i

 (iii) 3 5
6

5
6

cos sin−
+

−







π πi

 (iv) 2
6 6

cos π π
−






isin .

2.7.2 கலப்்பண்ணின் யூலரின் வடிவம் (Euler’s Form of the complex number)

 யூலரின	சூத்திரம்	கீழ்க்ணைெகாறு	ெ்ரயறு்க்ப்பட்டுள்ைது.
e iiθ θ θ= +cos sin

 யூலரின	சூத்திரத்திலிருந்து	துருெ	ெடிெத்்த	 z r ei= θ எனப	வ்ப்லகாம்.
குறிபபு

 ்லபவ்பண்ளின	 வ்பரு்க்ம்	 அல்லது	 ்லபவ்பண்ளின	 அடு்ககு்்ை	 ்காணும்	 வ்பகாது	 துருெ	
ெடிெத்்த	நகாம்	்பயன்படுத்துகிவ்காம்.	

Re

Im

O 1

i

-1

i-

5
4

cis π2
4 3cis

π

2cis π−
6

Re

Im

O 1 2 3 4 5

3
6

cis π− 5

்பைம்	2.35

்பைம்	2.34
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எடுத்துக்ககாட்டு  2.22
  பினெரும்	்லபவ்பண்ளு்ககு	ெட்டு	ெறறும்	முதன்ெ	வீசசு	ஆகியெற்்்க	்காண்.

 (i) 3 + i  (ii) − +3 i  (iii) − −3 i  (iv) 3 − i
தீர்வு

 (i) 3 + i
   ெட்டு =  x y2 2

2
23 1 3 1 2+ = ( ) + = + =

   α  =  tan tan− −= =1 1 1
3 6

y
x

π

 3 + i என்	்லபவ்பணணகானது	முதல்	்கால்	்பகுதியில்	
	 அ்ெெதகால்	முதன்ெ	வீசசு	

   θ  =  α π
=

6
.

 ஆ்வெ,	 3 + i -ன	ெட்டு	ெறறும்	முதன்ெ	வீசசு	மு்்வய	 2ெறறும்	
p
6

 ஆகும்.

 (ii) − +3 i

   ெட்டு =  2  ெறறும்

   α  =  tan tan− −= =1 1 1
3 6

y
x

π

  − +3 i  என்	்லபவ்பணணகானது	இரணைகாம்	்கால்்பகுதியில்
	 	 அ்ெெதகால்	முதன்ெ	வீசசு
  
   θ  =  π α π

π π
− − ==

6
5
6

.

  ஆ்வெ,	− +3 i -ன	ெட்டு	ெறறும்	முதன்ெ	வீசசு	மு்்வய	 2  ெறறும்	 5
6
p  ஆகும்.

 (iii) − −3 i

   r  =  2  ெறறும் α π
=

6
.

 
  − −3 i என்	்லபவ்பணணகானது	மூன்காம்	்கால்்பகுதியில்

	 	 அ்ெெதகால்	முதன்ெ	வீசசு 

   θ  =  α π
π

π
π

− − = −=
6

5
6

.

  ஆ்வெ,	− −3 i -ன	ெட்டு	ெறறும்	முதன்ெ	வீசசு	மு்்வய	 2  ெறறும்−
5
6
π
	ஆகும்.

 (iv) 3 − i

   r  =  2  ெறறும் α π
=

6
.

  3 − i என்	்லபவ்பணணகானது	நகான்காம்	்கால்்பகுதியில்	
	 	 அ்ெெதகால்	முதன்ெ	வீசசு

   θ  =  − = −α
π
6

்பைம்	2.36

்பைம்	2.37

்பைம்	2.38

்பைம்	2.39

Re

Im

3 i+

O

r =
2
a q=

Re

Im

3 i− +

α
O

r = 2
q p a= −

Reα
θ α π= −

3 i− −

Im

O

r = 2

Re

Im

θ α= −

3 i−

O
r = 2
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85 கலப்பு எணகள்

  ஆ்வெ,	 3 − i -ன	ெட்டு	ெறறும்	முதன்ெ	வீசசு	மு்்வய	 2 	ெறறும்−
π
6
	ஆகும்.

  இந்த	நகானகிலும்	ெட்டு	ெதிபபு்ள்	செம்	ஆனகால்	அதன	வீசசகானது	அ்க்லபவ்பண	அ்ெயும்	
்கால்்பகுதி்ய	வ்பகாருத்து	அ்ெகின்து.	

எடுத்துக்ககாட்டு 2.23

 (i)− −1 i    (ii) 1 3+ i  என்	்லபவ்பண்்ை	துருெ	ெடிவில்	்காண்.

தீர்வு

 (i)  − −1 i  =  r i(cos sin )θ θ+ 	என்.

   r  =  x y2 2 2 21 1 1 1 2+ = + = + = 	ெறறும்

   α  =  tan tan− −= =1 11
4

y
x

π
	என	கி்ை்ககி்து.

 − −1 i  என்	்லபவ்பண	மூன்காம்	்கால்்பகுதியில்	அ்ெெதகால்	அதன	முதன்ெ	வீசசு,	

   θ  =  α π
π

π
π

− − = −=
4

3
4

   எனவெ,   − −1 i  =  2 3
4

3
4

cos sin−





 −
















+

π πi

    = 2 3
4

3
4

cos sinπ π
−






i .

   − −1 i  =  2 3
4

2 3
4

2cos sinπ
π

π
π+






 +
















−k ki , k Î .

குறிபபு

 k -ன	 ்பல்வெறு	 ெதிபபு்்ைப	 வ்பகாருத்து	 நெ்ககு	 ்பல்வெறு	 ெகாறு்பட்ை	 துருெ	 ெடிெங்்ள்	
கி்ை்ககும்.

 (ii) 1 3+ i
   r  =  z = + ( ) =1 3 22

2

   θ  =  tan− 







 =1 1

3 3
π

   ஆ்வெ	 arg z( )  =  
p
3

. 

 எனவெ,	1 3+ i  -ன	துருெ	ெடிெம்

   1 3+ i  =  2
3 3

cos sinπ π
+






i

    =  2
3

2
3

2cos sin ,π
π

π
π+






 + +
















 ∈k i k k  .
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எடுத்துக்ககாட்டு 2.24

 z
i

=
−

+
2

1 3
	எனில்	முதன்ெ	வீசசு Arg z -ஐ	்காண்.

தீர்வு

 arg z  =  arg −
+

2
1 3i  

  =  arg arg−( ) − +( )2 1 3i ( arg arg arg )

z
z

z z1

2
1 2









 = −

     
= − 
















 −











− −π tan tan1 10
2

3
1

  =  π
π π

− =
3

2
3

 இதிலிருந்து	
2
3
p
என்பது	arg z -ன	ெதிபபு்ளில்	ஒனறு.	

2
3
p
	ஆனது	−π  ெறறும்	p -்ககு	இ்ையில்	

அ்ெெதகால்	முதன்ெ	வீசசு	Arg =z 2
3
p 	ஆகும்.

துருவ வடிவின் ்பண்புகள் (Properties of polar form)

்பண்பு 1  z r i= +( )cos sin ,θ θ எனில் z
r

i− = −( )1 1 cos sinθ θ 	ஆகும்.

தீர்வு

   z−1  =  1 1
z r i

=
+( )cos sinθ θ

  

    =  
cos sin

cos sin cos sin
θ θ

θ θ θ θ
−( )

+( ) −( )
i

r i i
  

    =  
cos sin
cos sin

θ θ
θ θ
−( )
+( )
i

r 2 2

   z−1  =  1
r

icos sinθ θ−( ) .

்பண்பு 2  
 z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ ெறறும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ

எனில்,	 z z1 2 =  r r i1 2 1 2 1 2cos sinθ θ θ θ+( ) + +( )( ) .

தீர்வு

 z1  =  r i1 1 1cos sinθ θ+( ) 	ெறறும்

 z2  = r i2 2 2cos sinθ θ+( )

 Þ  z z1 2  =  r ri i1 21 1 2 2cos sin cos sinθ θ θ θ+( ) +( )

்பைம் 2.41

்பைம் 2.42

1�

1θ
θ 2

+

2�

Re

Im
z 1z

2

z1 z2

1rr 2

21r r
O

O Re

Im

-2 -1 21

2 1 3i+

1
π

3
π

3
π2

்பைம்	2.40

θ
θ-

z

z-

r

1-r

Re

Im

O
1
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  =  r r i1 2 1 2 1 2 1 2 2 1cos cos - sin sin sin cos sin cosθ θ θ θ θ θ θ θ( )+ +( )( )
 z z1 2  =  r r i1 2 1 2 1 2cos sinθ θ θ θ+( ) + +( )( ) .

குறிபபு
   arg z z1 2( )  =  θ θ1 2 1 2+ = ( ) + ( )arg argz z .

்பண்பு 3

z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ ெறறும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ எனில்,	
z
z

r
r

i1

2

1

2
1 2 1 2=  −( ) + −( )cos sinθ θ θ θ .

தீர்வு
 z1  ெறறும்	 z2 வின	துருெ	ெடிெங்்்ைப	்பயன்படுத்த

 z
z

1

2

 =  
r
r

i
i

1

2

1 1

2 2

cos sin
cos sin

θ θ
θ θ

+( )
+( )

  =  
r
r

i i
i i

1

2

1 1 2 2

2 2 2 2

cos sin cos sin
cos sin cos sin

θ θ θ θ
θ θ θ θ

+( ) −( )
+( ) −(( )

  =  
r
r

i1

2
2

1 2 1 2 1 2 2 1cos cos sin sin sin cos sin cos
cos

θ θ θ θ θ θ θ θ
θ

+( ) + −( )
+ ssin2 θ

 z
z

1

2

 =  r
r

i1

2
1 2 1 2cos sinθ θ θ θ−( ) + −( )( ) .

குறிபபு

 arg z
z

1

2









  =  θ θ1 2 1 2− = ( ) − ( )arg argz z .

எடுத்துக்ககாட்டு  2.25

 3
2 3 3

6 5
6

5
6

cos sin cos sinπ π π π
+






 ⋅ +






i i  என்	 வ்பரு்க்த்தின	 ெதிபபி்ன	 வசவெ்	 ெடிவில்	

்காண்.

தீர்வு

 
3
2 3 3

6 5
6

5
6

cos sin cos sinπ π π π
+






 ⋅ +






i i

    =  3
2

6
3

5
6 3

5
6







 +






 + +
















( ) cos sinπ π π πi

    =  9 7
6

7
6

cos sinπ π





 + 
















i

    =  9
6 6

cos sinπ
π

π
π

+





 + +
















i

Re

Im

z 1

z 2

z1

z 2-

1θ

1r(
,

)

r1
r2-(
, 1

2

θ
θ-

)

O

2θ

2r(
,

)

்பைம் 2.43
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    =  9
6 6

− 





 − 
















cos sinπ πi

    =  9 3
2 2

9 3
2

9
2

− −








 = − −

i i  .

 இது	வசவெ்	ெடிவில்	உள்ைது.

எடுத்துக்ககாட்டு 2.26

 
2 9

4
9
4

4 3
2

3
2

cos sin

cos sin

π π

π π

+







−





 +

−

















i

i
 என்	ெகுத்தலின	ெதிபபி்ன	வசவெ்	ெடிவில்	்காண்.

தீர்வு

 
2 9

4
9
4

4 3
2

3
2

cos sin

cos sin

π π

π π

+







−





 +

−

















i

i

  =  1
2

9
4

3
2

9
4

3
2

cos sinπ π π π
−

−















 + −

−

























i

  =  1
2

9
4

3
2

9
4

3
2

cos sinπ π π π
+






 + +
















i

  =  1
2

15
4

15
4

1
2

4
4

cos sin cos sinπ π
π

π





 + 
















 = −






 +i i 44

4
π

π
−


















  =  
1
2 4 4

1
2

1
2

1
2

cos sinπ π





 − 
















 = −






i i

 
2 9

4
9
4

4 3
2

3
2

cos sin

cos sin

π π

π π

+







−





 +

−

















i

i
 = 1

2 2
1

2 2
2

4
2

4
− = −i i .

 இது	வசவெ்	ெடிவில்	உள்ைது.

எடுத்துக்ககாட்டு  2.27

 z x iy= +  ெறறும்	 arg z
z

−
+







 =

1
1 2

p
	எனில், x y2 2 1+ = 	என்க்காட்டு்.

தீர்வு

      இபவ்பகாழுது,	
z
z

−
+

1
1

 =  x iy
x iy

x iy
x iy

+ −
+ +

=
− +
+ +

1
1

1
1

( )
( )

 =  
x iy x iy
x iy x iy

−( ) +  + −[ ]
+ +[ ] + −[ ]

1 1
1 1

( )
( ) ( )

   ⇒     z
z

−
+

1
1

 =  ( ) ( )
( )

x y i y
x y

2 2

2 2

1 2
1

+ − +
+ +

.

 வ்காள்்்   arg z
z

−
+









1
1

 =  p
2

     Þ  tan−

+ −










1
2 2

2
1

y
x y

 =  p
2

 

   ⇒      2
12 2

y
x y+ −

 =  tan p
2

   ⇒ +x y2 2  =  1.

Chapter 2 Complex Numbers.indd   88 05-02-2020   17:34:04



89 கலப்பு எணகள்

்பயிறசி 2.7
 1. கீழ்காணும்	்லபவ்பண்ளின	துருெ	ெடிவி்ன்க	்காண்.	

   (i) 2 2 3+ i  (ii) 3 3− i  (iii) − −2 2i  (iv) i

i

−

+

1

3 3
cos π πsin

.

 2. பினெருெனெற்்	வசவெ்	ெடிவில்	எழுது்.	

   (i) cos sin cos sinπ π π π
6 6 12 12

+





 +





i i  (ii) 

cos sin

cos sin

π π

π π
6 6

2
3 3

−

+







i

i
.

     3.  x iy x iy x iy x iy a ibn n1 1 2 2 3 3+( ) +( ) +( ) +( ) = + 	எனில்,	

   (i) x y x y x y x y a bn n1
2

1
2

2
2

2
2

3
2

3
2 2 2 2 2+( ) +( ) +( ) +( ) = +

  ( ) tan tanii −

=

−







 = 






 +∑ 1

1

1 2y
x

b
a

kr

rr

n

π , k∈ 	என்க்காட்டு்.

 4. 1
1

2 2+
−

= +
z
z

icos sin ,θ θ  எனில்,	 z i= tanθ 	என	நிறுவு்.

 5. cos cos cos sin sin sin ,α β γ α β γ+ + = + + = 0 	எனில்,	
   (i) cos cos cos cos3 3 3 3α β γ α β γ+ + = + +( ) 	ெறறும்

   (ii) sin sin sin sin3 3 3 3α β γ α β γ+ + = + +( ) 	என	நிறுவு்.

 6. z x iy= + 	ெறறும்	 arg z i
z

−
+







 =

2 4
p
	எனில்,	 x y x y2 2 3 3 2 0+ + − + = 	என்க்காட்டு்.

2.8 டி ேகாயவரின் மதறைமும் அதன் ்பயன்்பகாடுகளும்
(de Moivre’s Theorem and its Applications)

      ஆ்பரி்காம்	 டி	 ெகாய்ெர	 (1667–1754) என்	 ்ணிதவியல்	 அறிஞர	
மு்கவ்காணவியலில்	்லபபு	எண்்ைப	்பயன்படுத்தினகார.

  (cos sin ) (cos sin )θ θ θ θ+ = +i n i nn  எனும்	 சூத்திரம்	 அெரது	 வ்பயரகால்	
அறியப்படுகின்து.

 மு்கவ்காணவி்ல	ெடிவியலின	ஆதி்க்த்தில்	இருந்து	மீட்வைடுத்து	்பகுப்பகாய்விறகுள்	
வ்காணடு	வசல்ல	அெர	வ்பயரகால்	ெழங்கும்	இசசூத்திரவெ		தூணடுவ்காலகா்	அ்ெந்தது.

2.8.1 டி ேகாயவரின் மதறைம் (de Moivre's Theorem)

டி ேகாயவரின் மதறைம்

்காடுககபபெட்ட	கலப்பெண்	cos sinθθ θθ++ i 	மற்றும்	n	என்்ற	முழு	எண்ணிற்கு
(cos sin ) cos sinθθ θθ θθ θθ++ == ++i n i nn

.

கிவளத்தேற்்றம்
 (1) (cos sin ) cos sinθ θ θ θ− = −i n i nn  (2) (cos sin ) cos sinθ θ θ θ+ = −−i n i nn

 (3) (cos sin ) cos sinθ θ θ θ− = +−i n i nn  (4) sin cos cos sinθ θ θ θ+ = −( )i i i .

 நகாம்	இபவ்பகாழுது	டிெகாய்ெரின	வதற்த்்த	் லபவ்பண்்ை	சுரு்ககுதல்	ெறறும்	சென்பகாடு்்ைத்	
தீரத்தல்	வ்பகான்ெறறிறகு	்பயன்படுத்துவெகாம்.

டி	மாய்்வர்
1667–1754
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எடுத்துக்ககாட்டு 2.28

 z i= +( )cos sinθ θ 	எனில்,	 z
z

nn
n+ =

1 2cos θ ெறறும்	 z
z

i nn
n− =

1 2 sin θ 	என	நிறுவு்.

தீர்வு

 z i= +( )cos sinθ θ 	என்.

 டி	ெகாய்ெரின	வதற்ப்படி

   zn  =  cos sin cos sinθ θ θ θ+( ) = +i n i nn  

   1
zn

 =  z n i nn− = cos sinθ − θ

   ஆ்வெ,  z
z

n
n+

1  =  cos sin cos sinn i n n i nθ θ θ θ+( ) + −( )

   z
z

n
n+

1  =  2cos nθ .

 இதுவ்பகாலவெ,

   z
z

n
n−

1  =  cos sin cos sinn i n n i nθ θ θ θ+( ) − −( )

   z
z

n
n−

1  =  2i nsin θ .

எடுத்துக்ககாட்டு  2.29

 சுரு்ககு்	 sin cosπ π
6 6

18

+





i .

தீர்வு
    sin cosπ π

6 6
+ i  =  i icos sinπ π

6 6
−






 	ஆ்	எழுதலகாம்.

 இருபு்மும்	18-ன	அடு்ககிறகு	உயரத்த,

   sin cosπ π
6 6

18

+





i  =  i i( ) −








18
18

6 6
cos sinπ π

    =  −( ) −





1 18

6
18

6
cos sinπ πi

    =  − −( ) = +cos sin3 3 1 0π πi i

   ஆ்வெ,   sin cosπ π
6 6

18

+





i  =  1.

எடுத்துக்ககாட்டு 2.30

 சுரு்ககு்	
1 2 2
1 2 2

30+ +
+ −









cos sin
cos sin

θ θ
θ θ

i
i

.

தீர்வு
    z  =  cos sin2 2θ θ+ i 	என்.

   | |z  =  | |z zz2 1= =  என்பதிலிருந்து	 


z
z

i= = −
1 2 2cos sinθ θ என	வ்ப்லகாம்.
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  ஆ்வெ,  1 2 2
1 2 2

+ +
+ −

cos sin
cos sin

θ θ
θ θ

i
i

 =  1

1 1
1

1
+

+
=

+( )
+

=
z

z

z z
z

z .

  எனவெ,   1 2 2
1 2 2

30+ +
+ −









cos sin
cos sin

θ θ
θ θ

i
i

 =  z i30 302 2= +( )cos sinθ θ

   =  cos sin60 60θ θ+ i .
எடுத்துக்ககாட்டு 2.31

 சுரு்ககு்   (i) ( )1 18+ i   (ii) ( )− +3 3 31i .

தீர்வு

 (i) ( )1 18+ i

   1+ i  =  r icos sinθ θ+( ) 	என். 

   r  =  1 1 22 2+ =  ; α π
= 






 =−tan 1 1

1 4
, 

   θ  =  α
π

=
4

       ( 1+ i  ஆனது	முதலகாம்	்கால்	்பகுதியில்	உள்ைதகால்)

   ஆ்வெ,	1+ i  =  2
4 4

cos sinπ π
+






i

 இருபு்மும்	18-ன	அடு்ககிறகு	உயரத்த,

   ( )1 18+ i  =  2
4 4

2
4 4

18
18

18

cos sin cos sinπ π π π
+
















 = +






i i .

 டி	ெகாய்ெரின	வதற்ப்படி,

   ( )1 18+ i  =  2
18

4
18

4
9 cos sinπ π

+





i

    =  2 4
2

4
2

2
2 2

9 9cos sin cos sinπ
π

π
π π π

+





 + +
















 = +







i i 

   ( )1 18+ i  =  2 5129 ( )i i= .

 (ii) ( )− +3 3 31i

  − +3 3i  = r icos sinθ θ+( ) 	என்.

  r  =  −( ) + = =3 3 12 2 3
2

2 ,

  α  =  tan tan− −

−
= =1 13

3
3

3
π ,

  θ  =  π α π
π π

− = − =
3

2
3

 ( − +3 3i  ஆனது	II-ஆம்	் கால்	்பகுதியில்	உள்ைதகால்)

  ஆ்வெ,  − +3 3i  =  2 3 2
3

2
3

cos sinπ π
+






i .
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 இருபு்மும்	31-ன	அடு்ககிறகு	உயரத்த,

  ( )− +3 3 31i  =  2 3 2
3

2
3

31
31

( ) +





cos sinπ πi

   =  2 3 20 2
3

20 2
3

31( ) +





 + +
















cos sinπ

π
π

πi

   =  2 3 2
3

2
3

31( ) +





cos sinπ πi

   =  2 3
3 3

31( ) −





 + −
















cos sinπ

π
π

πi

   =  2 3
3 3

2 3 1
2

3
2

31 31( ) − +





 = ( ) − +









cos sinπ πi i .

2.8.2 ஒரு கலப்்பண்ணின் n-ஆம் ்படிமூலஙகனளக் ககாணல் 

          (Finding n th roots of a complex number)

 ்லபவ்பண்ளின	மூலங்்்ை்க	்காண	டி	ெகாய்ெரின	சூத்திரத்்தப	்பயன்படுத்துகிவ்காம்.	 n 	ஒரு	

முழு	எண	ெறறும்	ωஒரு	்லபவ்பண	ஆனது	z-ன	 n -ஆம்	்படிமூலம் z n1/ என்கவ்காணைகால்

   ω n  =  z 	எனபவ்ப்லகாம். ...(1)
   ω  =  ρ φ φcos +( )i sin  

   வெலும்		 z  =  r i r k i k kcos cos ,θ θ θ π θ π+( ) = +( ) + +( )( ) ∈sin sin2 2  	என்.

 z -ன	n-ஆம்	்படிமூலம் wஎனில்

   ω n  =  z
⇒  ρ φ φn nicos +( )sin  =  r k i k kcos ,θ π θ π+( ) + +( )( ) ∈2 2sin 

டி	ெகாய்ெரின	வதற்ப்படி,
  ρ φ φn n i ncos sin+( )  =  r k i k kcos ,θ π θ π+( ) + +( )( ) ∈2 2sin 

ெட்டு்க்்ையும்	வீசசு்்ையும்	செப்படுத்த
   ρ n  =  r  ெறறும் n k kφ θ π= + ∈2 ,  	எனபவ்ப்லகாம்.

   ρ  =  r n1/  ெறறும் φ θ π
=

+
∈

2k
n

k,  .

   ஆ்வெ.	ω -ன	ெதிபபு்ள்	 r k
n

i k
n

kn1 2 2/ cos sin ,θ π θ π+





 +

+















 ∈ .

 k -விறகு	எணணி்க்்யற்	ெதிபபு்ள்	இருந்தகாலும்	ω -விறகு	வெவவெ்கான	ெதிபபு்்ைப	வ்ப்
k n= −0 1 2 3 1, , , , , 	 எனபபிரதியிை	 வெணடும்.	  k n n n= + +, , ,1 2 	 என	 பிரதியிட்ைகால்	 கி்ைத்த	
மூலங்்வை	(சுறறுெட்ை	மு்்யில்)	சீரகான	இ்ைவெளியில்	கி்ை்ககும்.	ஆ்வெ	 z r i= +( )cosθ θsin  
என்	்லபவ்பணணின	n-ஆம்	்படிமூலங்்ள்

z r k
n

i k
n

n n1 1 2 2/ / cos sin=
+






 +

+

















θ π θ π
, , , , , ,k n= −0 1 2 3 1

	.
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 ஒரு	 ்லபவ்பணணின	 n -ஆம்	 மூலத்தி்னω
θ π

=
+( )

ren
i k

n
2

,
என்கவ்காள்ெதன	மூலமும்	்பைத்தில்	்காட்டியுள்ைது	வ்பகான்	ஒரு	

அழகிய	 ெடிவியல்	 விை்க்த்தி்னப	 வ்ப்லகாம்.	 இந்த	 n  

மூலங்்ளு்ககும்,	 	 | |ω = rn  அதகாெது	ெட்டு	ெதிபபு	 rn 	 எனவெ	

இ்ெ	 ஆதி்ய	 ்ெயெகா்	 	 rn 	 ஆரமுள்ை	 ெட்ைத்தின	 மீது	

அ்ெயும்.	வெலும்	இந்த	 n  மூலங்்ளில்	அடுத்தடுத்த	மூலங்்ளின	

வீசசு்ள்	
2p
n

என்	 வித்தியகாசத்தில்	 வெறு்படுெதகால்	 இந்த	 n  

மூலங்்ளும்	ெட்ைத்தின	வெல்	சீரகான	இ்ைவெளி்ளில்	அ்ெயும்.

மேறகுறிபபு

(1) டி ேகாயவர் மதறைத்தின் ்்பகாது வடிவம் (General form of de Moivre's Theorem)

 x ஒரு	 விகிதமுறு	 எண	 எனில்	 cos sinx i xθ θ+  என்பது	 (cos sin )θ θ+ i x -ன	 ெதிபபு்ளில்	
ஒன்காகும்.

(2) அலகு வட்ைத்தின் துருவ வடிவம் (Polar form of unit circle)

   z  =  e iiθ θ θ= +cos sin  என்.

   எனவெ,	 z 2  =  cos sinθ θ+ i 2 எனபவ்ப்லகாம்.

   ⇒   x iy+ 2  =  cos sin2 2 1θ θ+ =

   ⇒   x y2 2+  =  1.

 எனவெ,  z =1 ஆனது	ஆதி்ய	்ெயெகா்்க	வ்காணை	அலகு	ெட்ைத்்த	 (ஓரலகு	ெட்ைத்்த)	
குறி்ககி்து.

2.8.3 ஒன்றின் n-ஆம் ்படிமூலஙகள் (The n th  roots of unity)

 zn =1 , nஒரு	முழு	எண,	என்	சென்பகாட்டின	தீரவு்வை	ஒனறின	 n -ஆம்	்படிமூலங்்ள்	ஆகும்.	
 z =1 என்	சென்பகாட்்ை	துருெ	ெடிவில் z k i k= +( ) + +( )cos sin0 2 0 2π π = ei k2 p ,  k = 0 1 2, , ,  
டி	ெகாய்ெரின	வதற்த்்தப	்பயன்படுத்தி	ஒனறின	 n -ஆம்	்படிமூலங்்்ை	பினெருெகாறு	்காணலகாம்:

 z k
n

i k
n

e k n
i k
n= 






 + 
















 = = −cos sin , , , , , ,2 2 0 1 2 3

2π π π

 11 . … (1)

 வ்காடு்க்ப்பட்ை	மி்்	முழு	எண n -்ககு, z 	என்பது	ஒனறின	n -ஆம்	்படி	மூலெகா்	இரு்ககுவெனில்	 
zn =1 	என	இரு்க்	வெணடும்.

 இத்னω என்	்லபவ்பணணின	மூலம்	குறித்தகால், 

   ω  = e i
n

i i
n

i
n

2 2 2π π π
= +cos sin

   ⇒    ω n  =  e e
i
n

n
i

2
2 1

π
π







 = = 	எனபவ்ப்லகாம்.

்பைம் 2.44

Re

Im

O

P

θ = 
2

n
π

ω

mω

1nω −

2nω −
θ

 n r

ஒரு	்லபவ்பணணின
n-ஆம்	்படிமூலங்்ள்
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 ஆ்வெ	ஒனறின	 n -ஆம்	 ்படிமூலங்்ளில்	ஒனறு	 ω 	 ஆகும்.	
சென்பகாடு	 (1)-லிருந்து	 1 2 1, , , ,ω ω ω

n− 	 ஆகிய்ெ	 ஒனறின	 
n -ஆம்	 ்படிமூலங்்ள்	 ஆகும்.	  1 2 1, , , ,ω ω ω

n−  என்	 இந்த	
்லபவ்பண்ள்	 ்லபவ்பண	 தைத்தில்	 n 	 ்ப்க்ங்்்ை	 உ்ைய		
சீரகான	 ்பலவ்காணத்தின	 உசசிபபுள்ளி்ைகா்	 ஓரலகு	 ெட்ைத்தின	
மீது	்பைத்தில்	்காட்டியுள்ைெகாறு	அ்ெயும்.	இந்த	எல்லகா	 n -ஆம்	
்படிமூலங்்ளின	 ெட்டு	 ெதிபபு்ளும்	  1	 எனவெ	இ்ெ	ஆதி்ய	
்ெயெகா்வும்	 ஆரம்	 1 வ்காணை	 ெட்ைத்தின	 மீது	 அ்ெயும்.	
வெலும்	இந்த	nமூலங்்ளில்	அடுத்தடுத்த	மூல்களு்ககு	இ்ைப்பட்ை 

வ்காண	வித்தியகாசம்	 	
2p
n

.	 எனவெ,	 	 n 	மூலங்்ளும்	ெட்ைத்தின	

மீது	சீரகான	இ்ைவெளி	விட்டு	அ்ெயும்.

 ஒனறின	n -ஆம்	்படிமூலங்்ள்	 1 2 1, , , ,ω ω ω

n−  ஆகிய்ெ	ω -்ெ	வ்பகாது	விகிதெகா்்க	வ்காணை	

வ்பரு்ககுத்	வதகாை்ர	அ்ெ்ககி்து.
 ஆ்வெ	1 1

1
02 1+ + + + =

−
−

=−ω ω ω
ω
ω



n
n

 	இங்கு	ω n =1 ெறறும்	ω ¹1 .

ஒனறின	n-ஆம்	்படிமூலங்்ள்	அ்னத்தின	கூட்டுத்வதகா்்
1 02 1+ + + + =−ω ω ω

n 	ஆகும்.

 ஒனறின	n-ஆம்	்படிமூலங்்ள்	அ்னத்தின	வ்பரு்ககுத்	வதகா்் 

   1 2 1ω ω ω n−  =  ω ω0 1 2 3 1
1

2+ + + + + −
−

= ( )
( )

n
n n

    =  ω π πn
n

i
n

i n ne e( ) = ( ) = ( ) = −
− −

− −
( ) ( )

( )
1

2 2
1

2
1 11

ஒனறின	n-ஆம்	்படிமூலங்்ள்	அ்னத்தின	வ்பரு்ககுத்வதகா்்
1 2 1ω ω ω n− = ( )− −1 1n   ஆகும்.

 | |ω =1	,	எனவெ  ωω ω= =| |2 1 ;  ஆ்்யகால்,	ω ω ω ω= ⇒ = ≤ ≤ −− −1 0 1( ) ,k k k n

ω ω ω ω ωn k n k k k k n− − −= = = ≤ ≤ −( ) , 0 1

ஆ்வெ,    ω ω ωn k k k k n− −= = ( ) ≤ ≤ −, .0 1

குறிபபு

 (1) ஒனறின	 n -ஆம்	்படிமூலங்்ள்	அ்னத்தும்	வ்பரு்ககுத்	வதகாை்ர	அ்ெ்ககின்து.

 (2) ஒனறின	 n -ஆம்	்படிமூலங்்ள்	அ்னத்தின	கூட்டுத்வதகா்்	பூஜ்ஜியெகாகும்.

 (3) ஒனறின	 n -ஆம்	்படிமூலங்்ள்	அ்னத்தின	வ்பரு்ககுத்வதகா்் ( )− −1 1n 	ஆகும்.

 (4) ஒனறின	 n -ஆம்	 	 ்படிமூலங்்ள்	அ்னத்தும்	ஆதி்ய	 ்ெயெகா்வும்	ஆரம்	  1	 வ்காணை	
ெட்ைத்தின	மீது	அ்ெெதுைன	ெட்ைத்்த	 n  செ்பகா்ங்்ைகா்ப	பிரி்ககின்து.	வெலும்	இ்ெ	
n  ்ப்க்ங்்ள்		வ்காணை	்பலவ்காணத்்த	அ்ெ்ககின்து.

்பைம் 2.45

1 Re

Im

O1-

i

i-

P

Q
θ = 

2
n

π

m

ω

ω

1nω −

2nω −

θ

ஒனறின	n-ஆம்	்படிமூலங்்ள்	
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95 கலப்பு எணகள்

எடுத்துக்ககாட்டு 2.32

 ஒனறின	மூன்காம்	்படிமூலங்்்ை்க	்காண்.

தீர்வு

 நகாம்	1
1
3 ஐ	்காணவெணடும்.	 z =1

1
3 எனில்,			 z3 1=  	ஆகும்.

 z3 1=  என்	சென்பகாட்்ை	துருெ	ெடிவில்	எழுத

 z k i k e ki k3 20 2 0 2 0 1 2= + + + = =cos( ) sin( ) , , , ,p p p


.

    எனவெ, z k i k e k
i k

= 





 + 






 = =cos sin , , ,2

3
2

3
0 1 2

2
3p p p

.

 k = 0 1 2, , 	எனபபிரதியிை

 k = 0,  z  =  cos sin0 0 1+ =i .

 k =1, z  =  cos sin cos sin2
3

2
3 3 3

p p
p

p
p

p
+ = −






 + −






i i

   =  − + = − +cos sinp p
3 3

1
2

3
2

i i .

 k = 2 , z  =  cos sin cos sin4
3

4
3 3 3

p p
p

p
p

p
+ = +






 + +






i i

   =  − − = − −cos sinp p
3 3

1
2

3
2

i i .

 ஆ்வெ,	ஒனறின	மூன்காம்	்படிமூலங்்ள்

          1
1 3

2
1 3

2
, ,− + − −i i

  Þ   1,ω , ெறறும் ω 2 ,  இங்குω
π

= =
− +e ii 2

3 1 3
2

.

எடுத்துக்ககாட்டு  2.33
 ஒனறின	நகான்காம்	்படிமூலங்்்ை்க	்காண்.

தீர்வு

 நகாம்		1
1
4 ஐ	்காண	வெணடும்.	 z =1

1
4 	எனில்	 z4 1= 	ஆகும்.

  z4 1= 	என்	சென்பகாட்்ை	துருெ	ெடிவில்	எழுத,

 z  =  cos sin , , , ,0 2 0 2 0 1 22+( ) + +( ) = =k i k e ki kπ π π
 .

 எனவெ,	 z  =  cos 2
4

2
4

2
4k i k e

i kπ π π





 + 






 =sin , k = 0 1 2, , ,3.

      k = 0 1 2 3, , , 	எனபபிரதியிை

  k = 0,  z  =  cos 0 0 1+ =i sin .

  k =1,  z  =  cos sinπ π
2 2







 + 






 =i i .

ஒனறின	மூன்காம்	
்படிமூலங்்ள்

1

1 3
2 2

i− +

 1 3
2 2

i− −

Re

Im

O

்பைம் 2.46

1 Re

Im

O1-

i

i-
ஒனறின	நகான்காம்	

்படிமூலங்்ள்
்பைம் 2.47

Chapter 2 Complex Numbers.indd   95 05-02-2020   17:35:20



96XII - கணிதவியல்

  k = 2,  z  =  cos sinπ π+ = −i 1.

  k = 3,  z  =  cos sin cos sin3
2

3
2 2 2

π π π π
+ = − − = −i i i .

 ஒனறின	நகான்காம்	்படிமூலங்்ள்	1 1, , ,i i− −    Þ    1 2, , ,ω ω 	ெறறும்	ω3 , இங்கு	ω
π

= =e i
i 2

4 .

குறிபபு

 (i) இப்பகாைப்பகுதியில்ω என்பது	ஒனறின	n -ஆம்	்படிமூலத்்த	குறிபபிைப	்பயன்படுத்தப்பட்டுள்ைது.	
எனவெ	 ω 	 ஆனது	 n -ஐப	 வ்பகாருத்து	 எவெகாறு	 அ்ெகின்து	 என்பது	
அட்ைெ்ணப்படுத்தப்பட்டுள்ைது.

n-ன	ெதிபபு்ள் 2 3 4 5  k

ω -ன	ெதிபபு்ள் e
i 2

2
p

e
i 2

3
p

e
i 2

4
p

e
i 2

5
p



e
i
k

2p

 (ii) z eiθ என்பெது	 z -ஐ	ஆதிவய	்பொறுத்து	θ தகாணம்	கடிகார	எதிர்திவெயில	சுற்று்வது	ஆகும்.

எடுத்துக்ககாட்டு 2.34

 z i3 8 0+ = 	என்	சென்பகாட்்ைத்	தீர்க்.		இங்கு z∈ .

தீர்வு

             z i3 8 0+ = 	என்.

  Þ     z3  =  −8i

   =  8 8
2

2
2

2( ) cos ,− = − +





 + − +
















 ∈i k i k kπ

π
π

πsin  . எனவெ,

  z  =  8 4
6

4
6

3 cos − +





 +

− +

















π π π πk i ksin , k = 0 1 2, , .

 k = 0 1 2, ,  எனப	பிரதியிை

 k = 0,  z  =  2
6 6

2 3
2

1
2

cos −





+ −
















= −






p pi isin 





= −3 i .

 k =1,  z  =  2
2 2

2 2 0 0 2 2cos π π





 + 
















 = = +( ) = + =i i i isin .

 k = 2,  z  =  2 7
6

7
6

2
6 6

cos cosπ π
π

π
π

π





 + 
















 = +






 + +i isin sin


















   =  2
6 6

2 3
2

1
2

3− 





 − 
















 = − −









 = − −cos π πi i isin .

 z -ன	ெதிபபு்ள்	 3 2− i i, , 	ெறறும்	− −3 i.
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எடுத்துக்ககாட்டு  2.35

 3 + i -ன	எல்லகா	மூன்காம்	்படிமூலங்்்ையும்	்காண்.

தீர்வு

 நகாம்	 3
1
3+( )i -ன	ெதிபபு்்ை	்காண	வெணடும்.	 z i= +( )3

1
3 எனில்

   z3  =  3 + = +( )i r icosθ θsin 	ஆகும்.

   r  =  3 1 2+ = , ெறறும்	α θ
π

= =
6

 (
 3 + i  I	்கால்்பகுதியில்	அ்ெெதகால்)

   ஆ்வெ,  z3  =  3 2
6 6

+ = +





i icos sinπ π

   Þ    z  =  2 12
18

12
18

0 1 23 cos sin , , ,π π π π+





 +

+















 =

k i k k .

  k = 0 1 2, , 	எனபபிரதியிை,

 k = 0,  z  =  2
18 18

1
3 cos sinπ π

+





  ;

 k =1,  z  =  2 13
18

13
18

1
3 cos sinπ π

+





 ;

 k = 2,  z  =  2 25
18

25
18

2 7
18

7
18

1
3

1
3cos sin cos sinπ π π π

+





 = − −






 .

எடுத்துக்ககாட்டு  2.36
 z z1 2, , 	ெறறும்	 z3 	ஆகிய்ெ	 z = 2  	என்	ெட்ைத்தின	மீத்ெந்த	செ்ப்க்	மு்கவ்காணத்தின	

உசசிபபுள்ளி்ள்	என்.	வெலும்	 z i1 1 3= + 	எனில்,		 z2 	ெறறும்	 z3-ஐ்க	்காண்.
தீர்வு

 z = 2  என்பது	 ( , )0 0 -்ெ	்ெயெகா்வும்.	2 ஐ	ஆரெகா்வும்	2 வ்காணை	ெட்ைத்்த்க	குறி்ககும்.		A, 
B, ெறறும்	C ஆகிய்ெ	மு்கவ்காணத்தின	மு்னபபுள்ளி்ள்	என்.	 z z1 2, 	ெறறும்	 z3 	ஆகிய்ெ z = 2  

என்	ெட்ைத்தின	மீத்ெந்த	செ்ப்க்	மு்கவ்காணத்தின	உசசிபபுள்ளி்ள்.	எனவெ,	 AB, BC, ெறறும் CA  

என்	்ப்க்ங்்ள்	ஆதி்ய	வ்பகாருத்து	(மு்கவ்காணத்தின	சுறறு	ெட்ை	்ெயம்)	
2
3
p
வரடியன்ள்	(120° ) 

வ்காண	இ்ைவெளி	விட்டு	அ்ெயும்.	 ( z eiθ  என்பது	 z -ஐ	ஆதி்யப	வ்பகாருத்து	 θ  வ்காணம்	்டி்கார	

எதிரதி்சயில்	சுறறுெது	ஆகும்)

 ஆ்வெ,	 z1 -ஐ	மு்்வய	
2
3
p  ெறறும்	

4
3
p
	வ்காணங்்ள்	சுறறுெதகால்	 z2 	ெறறும்	 z3  ஆகியெற்்	

வ்ப்லகாம்.
            OA

� ���
 =  z i1 1 3= +  	என்.

            OB
� ���

 =  z e i e
i i

1

2
3

2
31 3

π π

= +( )
   =  1 3 2

3
2
3

+( ) +





i icos sinπ π

                            =  1 3 1
2

3
2

2+( ) − +








 = −i i ;

Re

Im

O

 
1 1 3z i= +

A

2
3
π

2
3
π

2 2z = −

B

C

2

3 1 3z i= −

்பைம் 2.48
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             OC
� ���

 =  z e z e e
i i i

1

4
3

2

2
3

2
32

π π π

= = −

                                 =  − +





2 2

3
2
3

cos sinπ πi

   =  − − +








 = −2 1

2
3

2
1 3i i .

  ஆ்வெ,   z2  =  − = −2 1 33, and z i .

்பயிறசி 2.8

 1. ω ≠ 1என்பது	ஒனறின	மூன்காம்	்படிமூலம்	எனில்	
a b c
b c a

a b c
c a b

+ +
+ +

+
+ +
+ +

= −
ω ω
ω ω

ω ω
ω ω

2

2

2

2 1	என	

நிறுவு்.

 2. 3
2 2

3
2 2

3
5 5

+








 + −









 = −

i i
	என்க்காட்டு்.

 3. 
1

10 10

1
10 10

10

+ +

+ −

















sin cos

sin cos

π π

π π

i

i
-ன	ெதிபபு	்காண்.

 4.  2 1cosα = +x
x
ெறறும்		 2 1cos ,β = +y

y
என்க	வ்காணடு.	கீழ்க்காண்ப்ெ்்ை	நிறுவு்.

   (i) x
y

y
x

+ = −( )2cos α β  (ii) xy
xy

i− = +( )1 2 sin α β

   (iii) x
y

y
x

i m n
m

n

n

m− = −( )2 sin α β  (iv) x y
x y

m nm n
m n+ = +( )1 2cos α β .

 5.  z3 27 0+ = 	என்	சென்பகாட்்ைத்	தீர்க்.

 6.  ω ≠ 1 என்பது	ஒனறின	முப்படி	மூலம்	எனில்	 z −( ) + =1 8 03 	என்	சென்பகாட்டின	மூலங்்ள்

− − −1 1 2 1 2 2, ,ω ω 	என்க்காட்டு்.

 7. cos sin2
9

2
91

8 k i k
k

π π
+








=
∑ -ன	ெதிபபு	்காண்.

 8. ω ≠ 1 என்பது	ஒனறின	முப்படி	மூலம்	எனில்,	பினெருெனெற்்	நிறுவு்.

   (i) ( ) ( ) .1 1 1282 6 2 6− + + + − =ω ω ω ω

   (ii) 1 1 1 1 1 12 4 8 211

+( ) +( ) +( ) +( ) +( ) =ω ω ω ω ω .

 9. z i= −2 2 	எனில்,	ஆதி்யப	வ்பகாருத்து	 z -ஐ	 θ  வரடியன்ள்	் டி்கார	தி்ச்ககு	எதிர	தி்சயில்	

சுழறறினகால்	 z -ன	ெதிப்்ப	கீழ்க்காணும்	θ ெதிபபு்ளு்ககு	்காண்.

   (i) θ
π

=
3

 (ii) θ π
=

2
3

 (iii) θ π
=

3
2

.
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்பயிறசி 2.9

ெரியான	அலலது	மிகப்பொருத்ேமான	விவ்டவய	தேர்ந்ேடுத்து	எழுதுக	:

 1. i i i in n n n+ + ++ + +1 2 3 –ன	ெதிபபு

  (1) 0   (2) 1  (3) −1  (4) i  

 2.  ( )i in n

n

+ −

=
∑ 1

1

13

–ன	ெதிபபு

  (1) 1+ i    (2) i   (3) 1  (4) 0  

 3. iz,	 ெறறும்	 z iz+ என்	 ்லபவ்பண்ள்	 ஆர்னட்	 தைத்தில்	 உருெகா்ககும்	 மு்கவ்காணத்தின	

்பரப்பைவு

  (1) 1
2

2| |z   (2) | |z 2   (3) 3
2

2| |z   (4) 2 2| |z  

 4. ஒரு	்லபவ்பணணின	இ்ண	்லபவ்பண 1
2i −  
எனில்,	அந்த	்லபவ்பண

  (1) 1
2i +

   (2) −
+
1
2i

  (3) −
−
1
2i

  (4) 1
2i −

 

 5.  z
i i

i
=

+( ) +( )
+( )

3 3 4

8 6

3 2

2  எனில்,	 z –ன	ெதிபபு

  (1) 0   (2) 1  (3) 2   (4) 3  

 6. 	z	எனும்	பூஜ்ஜியெற்	்லபவ்பணணிறகு	 2 2i z z= எனில்,	 z –ன	ெதிபபு

  (1) 1
2

  (2) 1  (3) 2   (4) 3  

 7. z i− + ≤2 2  எனில்,	 z –ன	மீபவ்பரு	ெதிபபு

  (1) 3 2−   (2) 3 2+    (3) 5 2−   (4) 5 2+  

 8. z
z

− =
3 2 எனில்,	 z –ன	மீபவ்பரு	ெதிபபு

  (1) 1  (2) 2   (3) 3   (4) 5  

 9. z =1எனில்,	1
1
+
+

z
z
–ன	ெதிபபு

  (1) z   (2) z   (3) 1
z

  (4) 1 

 10. z z i− = +1 2 என்	சென்பகாட்டின	தீரவு

  (1) 3
2

2− i   (2) − +
3
2

2i   (3) 2 3
2

− i   (4) 2 3
2

+ i  

 11. z1 1= ,  z2 2= ,  z3 3= , 	ெறறும்	 9 4 121 2 1 3 2 3z z z z z z+ + = எனில்,	 z z z1 2 3+ + –ன	ெதிபபு

  (1) 1   (2) 2   (3) 3    (4) 4  
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 12. z	என்	்லபவ்பணணகானது	 z∈� �\ ஆ்வும்	 z
z
R+ ∈

1
எனவும்	இருந்தகால்,	 z –ன	ெதிபபு

  (1) 0    (2) 1  (3) 2   (4) 3  

 13. z1, z2 , 	 ெற்ம்	 z3என்	 ்லபவ்பண்ள் z z z1 2 3 0+ + = 	 எனவும்	 z z z1 2 3 1= = = ஆ்வும்	

இருந்தகால்,	 z z z1
2

2
2

3
2+ + –ன	ெதிபபு

  (1) 3    (2) 2   (3) 1  (4) 0  

 14. z
z

−
+

1
1
என்பது	ழுழுெதும்	்ற்ப்ன	எனில்,	 z –ன	ெதிபபு

  (1) 1
2

   (2) 1  (3) 2   (4) 3  

 15. z x iy= + என்	்லபவ்பணணிறகு	 z z+ = −2 2 எனில்,	z–ன	நியெப்பகா்த

  (1) வெய்	அசசு (2) ்ற்ப்ன	அசசு (3) நீள்ெட்ைம் (4) ெட்ைம்

 16. 3
1− + i

என்	்லபவ்பணணின	ழுதன்ெ	வீசசு

  (1) −5
6
p   (2) −2

3
p    (3) −3

4
p   (4) −p

2
  

 17. sin cos40 40
5

 +( )i –ன	முதன்ெ	வீசசு

  (1) − °110    (2) − °70    (3) 70°    (4) 110°   

 18. 1 1 2 1 3 1+( ) +( ) +( ) +( ) = +i i i ni x iy எனில், 2 5 10 1 2. .  +( )n –ன	ெதிபபு

  (1) 1  (2) i   (3) x y2 2+   (4) 1 2+ n  
 19. ω ≠ 1என்பது	ஒனறின	முப்படி	மூலம்	ெறறும்	 1 7+( ) = +ω ωA B எனில்,	 A B,( ) 	என்பது

  (1) ( , )1 0   (2) ( , )−1 1   (3) ( , )0 1   (4) ( , )1 1  

 20. 
1 3

4 1 3

2
+( )

−( )
i

i i
என்	்லபவ்பணணின	முதன்ெ	வீசசு

  (1) 2
3
p   (2) p

6
  (3) 5

6
p   (4) p

2
 

 21. x x2 1 0+ + = என்	சென்பகாட்டின	மூலங்்ள்	α ெற்ம்	 β எனில்,	α β2020 2020+ –ன	ெதிபபு

  (1) −2   (2) −1  (3) 1   (4) 2  

 22. cos sinπ π
3 3

3
4

+





i –ன	எல்லகா	நகானகு	ெதிபபு்ளின	வ்பரு்ககுத்	வதகா்்

  (1) −2   (2) −1  (3) 1  (4) 2  

 23. ω ≠ 1என்பது	ஒனறின	முப்படி	மூலம்	ெறறும்	
1 1 1
1 1
1

32 2

2 7

− − =ω ω
ω ω

k  எனில்,	k–ன	ெதிபபு

  (1) 1  (2) −1  (3) 3i   (4) − 3i   
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101 கலப்பு எணகள்

 24. 1 3
1 3

10
+
−











i
i

–ன	ெதிபபு

  (1) cis 2
3
p   (2) cis 4

3
p   (3) −cis 2

3
p   (4) −cis 4

3
p  

 25. ω π
= cis 2

3
எனில்

z
z

z

+
+

+
=

1
1

1
0

2

2 2

2

ω ω
ω ω
ω ω

	என்	சென்பகாட்டின	 	வெவவெ்கான	மூலங்்ளின  

எணணி்க்்.
  (1) 1  (2) 2   (3) 3   (4) 4   

்பகாைச்சுருக்கம்
 இப்பகாைப்பகுதியில்	நகாம்	்ற்்ெ்ள்

 ஒரு	கலப்பெண்ணின்	்ெவ்வக	்வடி்வம்	என்பெது	 x iy+ 	 (அலலது	 x yi+ ) ஆகும்.	இங்கு	 x
மற்றும்	 y ஆகியவ்வ	்மய்	எண்களாகும். 

 இரண்டு	 கலப்பெண்கள்	 z x iy1 1 1== ++  மற்றும் z x iy2 2 2== ++  ஆகியவ்வ	 ெமமாக	 இருககத்	
தேவ்வயானதும்	தபொதுமானதுமான	நிபெநேவன	Re( ) Re( )z z1 2== மற்றும்	Im( ) Im( )z z1 2== . அோ்வது	
x x1 2==  மற்றும்	 y y1 2== .

 x iy++ 	என்்ற	கலப்பெண்ணின்	இவணக	கலப்பெண் x iy−− 	என	்வவரயறுககபபெடுகின்்றது

இவணக	கலப்பெண்களின்	பெண்புகள்

 (1) z z z z1 2 1 2+ = +  (6) Im( )z z z
i

=
−
2

 (2) z z z z1 2 1 2− = −  (7) z zn n( ) = ( ) , இங்கு	 nஒரு	முழு	எண

 (3) z z z z1 2 1 2=  (8) z ஒரு	வெய்	எண	என	இருந்தகால்,	இருந்தகால்	ெட்டுவெ	 z z=  

 (4) z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0









 = ≠,  (9) z  ஒரு	முழுெதும்	்ற்ப்ன	எண	என	இருந்தகால்,	

	 	 	 	 இருந்தகால்	ெட்டுவெ z z= −  

 (5) Re( )z z z
=

+
2

 (10) z z=

 z x iy== ++ எனில	 z 	-ன்	மடடு	மதிபபிவன	 z 	என	குறிபபிடுகின்த்றாம்.	இேவன		| |z x y== ++2 2 	
என	்வவரயறுபதபொம்.

கலப்பெண்ணின்	மடடுககான	பெண்புகள்

 (1) z z=  (5) z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0= ≠,

 (2) z z z z1 2 1 2+ ≤ + (மு்கவ்காணச	செனிலி) (6) z zn n= , இங்கு n ஒரு	முழு	எண
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102XII - கணிதவியல்

 (3) z z z z1 2 1 2=  (7) Re z z( ) ≤

 (4) z z z z1 2 1 2− ≥ −  (8) Im z z( ) ≤

ஒரு	்லபவ்பணணின	ெர்க்மூலம்	்காண	சூத்திரம்

 a ib
z a

i b
b

z a
+ = ±

+
+

−









2 2

, இங்கு z a ib= + 	ெறறும்	b ¹ 0 .

r 	 மற்றும்	 θ ஆகியவ்வ	 P x y( , ) என்்ற	 பூஜ்ஜியமற்்ற	 கலப்பெண் z x iy= + -ன்	 துரு்வ	
ஆயத்்ோவலகள்	என்க.		 P 	என்்ற	புள்ளியின்	துரு்வ	அலலது	முகதகாண	்வடி்வம்	என்பெது

z r i= +(cos sin )θ θ .

துரு்வ	்வடிவின்	பெண்புகள்
்பண்பு 1
 z r i= +( )cos sin ,θ θ எனில் z

r
i− = −( )1 1 cos sinθ θ 	ஆகும்.

்பண்பு 2  
 z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ ெறறும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ எனில்,	

z z1 2 =  r r i1 2 1 2 1 2cos sinθ θ θ θ+( ) + +( )( ) .

்பண்பு  3
 z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ ெறறும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ எனில்,	

z
z

r
r

i1

2

1

2
1 2 1 2=  −( ) + −( )cos sinθ θ θ θ .

டி ேகாயவரின் மதறைம்

 (a) ்காடுககபபெட்ட	கலப்பெண்	cos sinθθ θθ++ i 	மற்றும்	n	என்்ற	முழு	எண்ணிற்கு	
	 	 (cos sin ) cos sinθθ θθ θθ θθ++ == ++i n i nn .
    (b)  x ஒரு	விகிதமுறு	எண	எனில்	 cos sinx i xθ θ+  என்பது	 (cos sin )θ θ+ i x -ன	ெதிபபு்ளில்	
            ஒன்காகும்.

z r k
n

i k
n

n n1 1 2 2/ / cos sin=
+






 +

+

















θ π θ π , k n= −0 1 2 3 1, , , , , .

 (3) z z z z1 2 1 2=  (7) Re z z( ) ≤

 (4) z z z z1 2 1 2− ≥ −  (8) Im z z( ) ≤

ஒரு	்லபவ்பணணின	ெர்க்மூலம்	்காண	சூத்திரம்

 a ib
z a

i b
b

z a
+ = ±

+
+

−









2 2

, இங்கு z a ib= + 	ெறறும்	b ¹ 0 .

r 	 மற்றும்	 θ ஆகியவ்வ	 P x y( , ) என்்ற	 பூஜ்ஜியமற்்ற	 கலப்பெண் z x iy= + -ன்	 துரு்வ	
ஆயத்்ோவலகள்	என்க.		 P 	என்்ற	புள்ளியின்	துரு்வ	அலலது	முகதகாண	்வடி்வம்	என்பெது

z r i= +(cos sin )θ θ .

துரு்வ	்வடிவின்	பெண்புகள்
்பண்பு 1
 z r i= +( )cos sin ,θ θ எனில் z

r
i− = −( )1 1 cos sinθ θ 	ஆகும்.

்பண்பு 2  
 z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ ெறறும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ எனில்,	

z z1 2 =  r r i1 2 1 2 1 2cos sinθ θ θ θ+( ) + +( )( ) .

்பண்பு  3
 z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ ெறறும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ எனில்,	

z
z

r
r

i1

2

1

2
1 2 1 2=  −( ) + −( )cos sinθ θ θ θ .

டி ேகாயவரின் மதறைம்

 (a) ்காடுககபபெட்ட	கலப்பெண்	cos sinθθ θθ++ i 	மற்றும்	n	என்்ற	முழு	எண்ணிற்கு	
	 	 (cos sin ) cos sinθθ θθ θθ θθ++ == ++i n i nn .
    (b)  x ஒரு	விகிதமுறு	எண	எனில்	 cos sinx i xθ θ+  என்பது	 (cos sin )θ θ+ i x -ன	ெதிபபு்ளில்	
            ஒன்காகும்.

z r k
n

i k
n

n n1 1 2 2/ / cos sin=
+






 +

+

















θ π θ π , k n= −0 1 2 3 1, , , , , .
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