
இருபபென்வாகவும்,	இலலாேன்வாகவும்	தோன்றும்	
இவ்ற்வனின்	அற்புேமான	இருபபி்டதம	கற்பெவன	எண்களாகும்.

- - ேகபாட்ஃ�ைரட் ைல��ட்ஸ்

							் லபவ்பண்ளின	ெைரசசி்ககு	்பல	்ணித	ெல்லுநர்ள்	தங்்ைது	்பங்்ளிப்்ப	
அளித்துள்ைனர.	 ்லபவ்பண்ளின	 கூட்ைல்,	 ்ழித்தல்,	 வ்பரு்க்ல்	 ெறறும்	
ெகுத்த்ல	 ெ்ரயறுத்தெர	 இத்தகாலிய	 ்ணித	 வெ்த	 இரவ்பல்	 ்பகாம்வ்பலி	
ஆெகார.	இெர	 தகான	முதன	முதலில்	 ்லபவ்பண்ளின	மீதகான	இயற்ணிதத்்த	
ெ்ரயறுத்தெர	 என	 ்ருதப்படுகின்து.	 அெரது	 சகாத்ன்்ை	 அங்கி்ரி்ககும்	
விதெகா்	நிலவில்	உள்ை	ஒரு	குழி்ககு	்பகாம்வ்பலி	என	வ்பயரிைப்பட்டுள்ைது.

அன்ைகாை வகாழ்வில் கலப்்பண்கள்

	ஒவர	 வநரத்தில்	 ெகாறு்படும்	 இரு	 ்பகுதி்்ை்க	 வ்காணடிரு்ககும்	 ஒரு	 நி்ழவில்	
உதகாரணெகா்	ெகாறுதி்ச	மினவனகாட்ைத்தில்	் லபவ்பண்்ை	்பயன்படுத்துெது	்பயனுள்ைதகா்	உள்ைது.	
வ்பகாறியியலகாைர்ள்,	 ெருத்துெர்ள்,	 அறிவியலறிஞர்ள்,	 ெகா்ன	 ெடிெ்ெப்பகாைர்ள்	 ெறறும்	
்பலரும்	மின்காந்த	சமி்க்ஞ்்ைப	்பயன்படுத்தி	அதன	இல்க்்	அ்ைய	ெலுெகான	சமி்க்ஞ்்ை	
உருெகா்ககும்	 சூழநி்ல்ளில்	 ்லபவ்பண்்ை	 ்பயன்படுத்துகி்கார்ள்.	 சமி்க்ஞ	 வசயலகா்க்ம்,	
்ட்டுப்பகாட்டு	வ்காட்்பகாடு,	மின்காந்தவியல்,	திரெ	இய்க்வியல்,	குெகாணைம்	இய்க்வியல்,	ெ்ர்பைவியல்,	
ெறறும்	அதிரவு	்பகுப்பகாய்வு	ஆகிய	து்்்ளில்	்ல்பவ்பண்ளின	்பயன்பகாடு	தவிர்க்	இயலகாததகாகும்.

கறைலின் மநகாக்கஙகள்

		இப்பகாைப்பகுதி்ய	நி்்ெகா்	்ற்	பினனர,
 ●	 ்லபவ்பண்ளின	மீதகான	இயற்ணிதம்
 ●	 	ஆர்னட்	தைத்தில்	்லபவ்பண்்ை	குறித்தல்
 ●	 	ஒரு	்லபவ்பணணின	இ்ண்க்லபவ்பண	ெறறும்	ெட்டு	ெதிப்்ப	்காணல்
 ●	 	ஒரு	்லபவ்பணணின	துருெ	ெடிெம்	ெறறும்	யூலரின	ெடி்ெ்க	்காணல்
 ●	 	டி	ெகாய்ெரின	வதற்த்்த	்பயன்படுத்தி	ஒரு	் லபவ்பணணின	n-ஆம்	்படிமூலங்்்ை்க	் காணல்.

வ்பகான்ெற்்	ெகாணெர்ைகால்	வசய்ய	இயலும்.

2.1 கலப்்பண்கள் அறிமுகம் (Introduction to Complex Numbers)
	 ்லபவ்பண்்ை	 அறிமு்ப்படுத்துெதறகு	 முன்பகா்	 முதலில்	 ”ெர்க்ப்படுத்தும்	 வ்பகாது	 கு்்	
எண	கி்ை்ககும்	ெ்்யில்	ஏவதனும்	ஒரு	வெய்	எண	உள்ைதகா?”	 என்	 வ்ள்வி்ககு	வி்ையளி்க்	
முயல்வெகாம்.	இதறகு	வி்ையளி்க்	கீழ்க்ணை	சென்பகாடு்்ை்க	்ருது்.	

சமன்பாடு 1 சமன்பாடு 2

x

x
x

2 1 0

1
1

− =

= ±
= ±

x

x
x

2 1 0

1

+ =

= ± −
= ±?

இரதபெல	பொம்்பெலி
(1526-1572)
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59 கலப்பு எண்கள்

	 இதற்கான காரணம் என்ன வென்றால், ஒரு மெய் எண்ணை வர்க்கப்படுத்தி ஒரு குறை எண்ணைப் 
பெறுவது என்பது இயலாத கா ரியமாகும்.   சமன்பாடு 2 -க்கு தீர்வு இருக்க  வேண்டுமானால், 

வர்க்கப்படுத்தினால்−1வருமாறு ஒரு கற்பனை எண்ணை உருவாக்க வேண்டும்.   −1  என்பதைக் 

கற்பனை  அலகு       i எனக்  குறிப்பிடுகின்றோம். இதிலிருந்து i2 1= −  எனப்  பெற  லாம். இந்த 

உண்மையைப் பயன்படுத்தி  கற்பனை எண்  i -ன் அடுக்குகளின் மதிப்புகளைப் பெறலாம்.

2.1.1 கற்பனை அலகு i -இன் அடுக்குகள் (Powers of imaginary unit i )

	 இதிலிருந்து n -ஒரு முழு எண்  எனில்,  in -க்கு நான்கு வெவ்வேறான ம திப்புகள் ம ட்டுமே 
உள்ளது என்பதை அறியலாம். இம்மதிப்புகளானது n -ஐ 4-ஆல் வகுப்பதால் கிடைக்கும் மீதிகள் 0, 1, 
2, மற்றும் 3 ஆகியவற்றை ப�ொருத்து அமைகின்றது. முழு எண்  n ஆனது n ≤ −4  மற்றும் n ≥ 4 , ஆக 
இருக்கும் ப�ோ து, வ குத்தல் க�ொள ்கையின்படி n q k k= + ≤ <4 0 4, , இங்கு k மற்றும் q ஆனது 
ஆகியவை முழு எண்கள். இதிலிருந்து

i i i i i i i in q k q k q k q k k( ) = ( ) = ( ) = ( ) ( ) = ( ) ( ) = ( )+4 4 4 1( ) ( )

எடுத்துக்காட்டு 2.1 
	 கீழ்க்காண்பவைகளை சுருக்குக.

	 (i) i7 	 (ii) i 1729 	 (iii) i −1924 + i 2018 	 (iv)   in
n=
∑

1

102

	 (v) i i i i2 3 40


தீர்வு

	 (i)	 i i i i( ) = ( ) =( ) = −+7 4 3 3                    (ii)	i i i i1729 1728 1= =

	 (iii)	 i i i i i i( ) + ( ) = ( ) + = ( ) + = − =− − + +1924 2018 1924 0 2016 2 0 2 1 1 0( ) ( )

x

y

1-1-2
1

2

-1

3

2O

 � � 2 1f x x� �

x

y

1

1-1-2 2

2

-1

3

O

 � � 2 1f x x� �

i
0

1= ,  i i1 = i 2 1= − i i i i3 2= = − i i i
4 2 2 1= =

i
i

i
i

i( ) = =
( )

= −−1
2

1
i( ) = −− 2 1 i i( ) =− 3 i i( ) = =− 4 41

படம் 2.1
	 சமன்பாடு 1-க்கு   x = −1  மற் றும் 
x =1  என்ற  இரண்டு ம ெய் எண்  தீர்வுகள் 
உள்ளன. இச்சமன்பாட்டை  தீர்ப்பது என்பதும் 
f x x( ) = −2 1    என்ற வள ைவரையின்  x  
வெட்டுத்துண்டுகளை கா ண்பதும் ஒன்றுதான் 
என நமக்குத் தெ ரியும். இந்த வள ைவரை  
x -அச்சை    ( , )−1 0  மற் றும் ( , )1 0  ஆகிய 
புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது.

படம் 2.2
	 இதே வா தத்தின்  அடிப்படையில்  
சமன்பாடு 2-க்கு மெய் எண் தீர்வுகள் இல்லை. 
ஏனெனில், f x x( ) = +2 1   என்ற வளைவரையின் 
வரைபடத்திலிருந்து, இது x -அச்சை  வெட்டாது 
என்பதனைக் காணலாம். 
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60XII - கணிேவியல

 (iv) i i i i i i i i i i i i in

n=
∑ = + + +( ) + + + +( ) + + + + +( )

1

102
1 2 3 4 5 6 7 8 97 98 99 100

 ++ +i i101 102

   =  i i i i i i i i i i i i i i1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2+ + +( ) + + + +( ) + + + + +( ) + +

   =  i i i i i i i+ −( ) + −( ) +{ }+ + −( ) + −( ) +{ }+ + + −( ) + −( ) +{ }+ + −( )1 1 1 1 1 1 1�…       
   =  0 0 0 1+ + + − i  =  − +1 i 	(இது	எனன	எண?)

 (v) i i i i i i i i2 3 40 1 2 3 40
40 41

2 820 0 1

= + + + + = = = =
x

.
முடிவு:		i-	ன	நகானகு	வதகாைரசசியகான	அடு்ககு்ளின	கூடுதல்	

பூசசியெகாகும்.	in+	in+1	+	in+2	+	in+3 = 0 
குறிபபு

 (i) ab a b= 	 என்பது	 a b, 	 ஆகியெறறில்	 கு்்ந்த்பட்சம்	 ஒன்காெது	 கு்்யற்தகா்	
இருந்தகால்	ெட்டும்	உண்ெ	ஆகும்.	

	 	 உதகாரணெகா ,்	6 36 4 9 4 9= = − − = − −( )( ) ( ) ( ) = ( )( )2 3i i = = −6 62i 		என 	்	முரண்பகாைகானது		

( )( ) ( ) ( )− − = − −4 9 4 9 	 என	 எடுத்து்க	 வ்காணைதகால்	 தகான	 நகாம்	 இவெகா்கான	

முரண்பகாட்்ை	 வ்பறுகிவ்காம்.	 	 எனவெ	 	 ab a b= 	 என்பது	 a b, 	 ஆகியெறறில்	
கு்்ந்த்பட்சம்	ஒன்காெது	கு்்யற்தகா்	இருந்தகால்	ெட்டுவெ	உண்ெ	ஆகும்.

 (ii) y∈ -்ககு y2 0≥ .
  ஆ்வெ,	 	 ( )( ) ( )( )− = −1 12 2y y

    ( ) ( ) ( ) ( )− = −1 12 2y y

    iy yi= .  

்பயிறசி 2.1
பினெருெனெற்்	சுரு்ககு்	:

  1.  i i1947 1950+  2. i i1948 1869− −  3. in
n=
∑

1

12

  4.  i
i

59
59

1
+  5. i i i i2 3 2000

  6. in
n

+

=
∑ 50

1

10

 

2.2 கலபபு எண்கள் (Complex Numbers)
	 நகாம்,	 x2 1 0+ = 	என்	சென்பகாட்டிறகு	வெய்வயண	வதகாகுபபில்	தீரவு	இல்்ல	என்ப்த	் ணவைகாம்.	
வ்பகாதுெகா்,	 வெய்	 தீரவு்ள்	 இல்லகாத	 வெய்	 எண	 குண்ங்்்ை	 வ்காணை	 ்பல்லுறுபபு்க	 வ்கா்ெச	
சென்பகாடு்ள்	 ்பல	 உள்ைன.	 இவெகா்கான	 ்பல்லுறுபபு்க	 வ்கா்ெச	 சென்பகாடு்ளின	 தீரவு்்ை	
உள்ைை்க்	 வெய்	எண	வதகாகுப்பகானது	விரிவு்படுத்தப்படுகின்து.	இ்க்காரணத்திற்கா்	 ்ணிதவியல்	
அறிஞர்ள்	்லபவ்பண்ள்	என்	எண்ளின	வதகாகுப்்ப	ெ்ரயறு்க்த்	தூணைப்பட்ைனர.	
	 இப்பகுதியில்	நகாம்	கீழ்காண்ப்ெ்்ை	ெ்ரயறுபவ்பகாம்.
 (i) வசவெ்	ெடிவில்	்லபவ்பண்ள்  (ii)  துருெ	ெடிெம்
 (iii) ்லபவ்பண்ளின	மீதகான	இயற்ணிதச	வசயல்்பகாடு்ள்
 ்லபவ்பண்ள்	வதகாகுபபு	என்பது	்ற்ப்ன	அலகு	 i  வ்காணடு	விரிெகா்க்ம்	வசய்யப்பட்ை	வெய்	
எண	வதகாகுபபின	விரிெகா்க்ெகாகும்.
	 வெய்	எண்ள்	x ெறறும்  y, i2 1= −   என்	்பண்்ப	வ்காணை	்ற்ப்ன	அலகு	 i 	உைன	கூட்ைல்	
ெறறும்	வ்பரு்க்ல்	வசயலி்ளின	து்ண	வ்காணடு	 x iy+  என்	்லபவ்பண்ண	வ்ப்லகாம்.	இதில்	 ' '+  
என்	குறியீட்்ை	 வெ்கைர்ளின	கூட்ைலகா்	 ்ருத	 வெணடும்.	இத்ன	அறிமு்ப்படுதியெர	 ்காரல்	
பரீட்ரி்க	்காஸ்	(1777-1855).
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61 கலப்பு எண்கள்

2.2.1 செவ்வக வடிவம் (Rectangular form)

வரையறை 2.1 (ஒரு கலப்பெண்ணின் செவ்வக வடிவம்)

	 ஒரு கலப்பெண்ணின் ச ெவ்வக வ டிவம் என்பது x iy+  (அல்லது x yi+ ) ஆகும். இங்கு x
மற்றும் y ஆகியவை மெய் எண்களாகும். இதில்  x என்பது கலப்பெண்ணின் மெய்ப் பகுதி எனவும்  
y  என்பது கற்பனைப் பகுதி எனவும் அழைக்கப்படுகின்றது.

	 x = 0  எனில், க லப்பெண்ணானது முழுவதும் க ற்பனை  எண்  ஆகும். y = 0  எனில், 
கலப்பெண்ணானது முழுவதும் ம ெய் எண் ஆகும். பூஜ்ஜியம் ம ட்டும் தான்  ஒரே நே ரத்தில் ம ெய் 
எண்ணாகவும் முழுவதும் கற்பனை எண்ணாகவும் இருக்கும். ஒரு கலப்பெண்ணின் திட்ட செவ்வக 
வடிவம் x iy+ -ஐ z  எனக்குறிப்பது வ ழக்கம். மே லும் x z=Re( )  எனவும் y z= Im( )எனவும் 
குறிக்கலாம். உதாரணமாக, Re 5 7 5−( ) =i மற்றும் Im 5 7 7−( ) = −i ஆகும்.

	 α β β+ ≠i , 0   என்ற வடிவில் உள்ள எண்களை கற்பனை எண்கள் (மெய்யற்ற கலப்பெண்கள்) 
என்கிற�ோம். 
	 இரு கலப்பெண்கள் எந்த நிலையில் சமம் எனலாம் என்பதை பின்வருமாரு வரையறுக்கிற�ோம். 

வரையறை 2.2 
	 இரண்டு கலப்பெண்கள் z x iy1 1 1== ++  மற்றும் z x iy2 2 2== ++  ஆகியவை ச மமாக இருக்கத் 
தேவையானதும் ப�ோ துமானதுமான நிபந்தனை  Re( ) Re( )z z1 2== மற்றும் Im( ) Im( )z z1 2== . 
அதாவது x x1 2==  மற்றும் y y1 2== .

	 உதாரணமாக, α β+ = − +i i7 3  எனில்,  α = −7 மற்றும் β = 3  ஆகும்.

2.2.2 ஆர்கண்ட் தளம் (Argand plane)
	 ஒரு க லப்பெண்  z x iy= + -ஐ ஒரே  ஒரு வ ழியில் x y,( )  என்ற ம ெய் எண்களின் வ ரிசை 
ஜ�ோடிகளாக எழுதலாம். 3 8 6− i,  மற்றும் −4i  ஆகிய கலப்பெண்களை முறையே 3 8, ,−( ) 6 0, ,( )  
மற்றும் 0 4,−( )  என வரிசை ஜ�ோடிகளாக எழுதலாம். இவ்வாறாக z x iy= +  என்ற கலப்பெண்ணை 
x y,( )  என்ற புள்ளியால் ஆய அச்சுத் தளத்தில் த�ொடர்புபடுத்தலாம். நாம் x  அச்சை மெய் அச்சாகவும், 

y அச்சை கற்பனை அச்சாகவும் க�ொண்டால் xy -தளத்தை கலப்பெண் தளம்  அல்லது ஆர்கண்ட் தளம் 
என்கிற�ோம். ஆர்கண்ட் தளம் என்ற பெ யரானது சுசர்லாந்தைச் சே ர்ந்த க ணிதவியலாளர் ஜென் 
ஆர்கன்ட்(1768 – 1822) என்பவரின் நினைவாக பெயரிடப்பட்டுள்ளது.
	 ஒரு க லப்பெண்ணானது ஒரு புள்ளியை ம ட்டுமே  குறிப்பது இல்லை, மே லும் ஆதியிலிருந்து 
அப்புள்ளியை குறிக்கும் நிலை வெக்டராகவும் இதனைப் பார்க்கலாம். அந்த எண், அந்த புள்ளி, மற்றும் 
அந்த  வெக்டர்  ஆகியவற்றை  அணைத்தையும் z  என்ற  ஒரே  எழுத்தால் குறிக்கலாம். வ ழக்கமாக 
இணையான நகர்த்தல் மூலம் வெக்டர்களை எவ்வாறு கை யாளுவ�ோம�ோ  அதே ப�ோ ல் இங்கும் 
செய்யலாம். இப்பாடப்பகுதியில்,   என்பது கலப்பெண்களின் கணத்தைக் குறிக்கின்றது. வரைபடம் 
வாயிலாக  ஒரு க லப்பெண்ணினை  



2 –ல் ஒரு புள்ளியாகவ�ோ  அல்லது ஒரு வெக்டராகவ�ோ    
ஆர்கண்ட்  தளத்தில் பார்க்கலாம்.

	 படம் 2.3	 படம் 2.4	 படம் 2.5
விளக்க எடுத்துக்காட்டு 2.1
        2+ i, − +1 2i,  3 2 0 2- , ,i i  − 3 2+ − ,− −2 3i , cos sinπ π

6 6
+ i ,  மற்றும் 3 0+ i  ஆகியவை 

ஆர்கண்ட் தளத்தில் குறிக்கப்பட்டுள்ளன.

O O

iα β+

Re

Im
iα β+

α

β

Re

Im

i

α
β

+

Re

Im

O
ஒரு புள்ளியாக 
கலப்பெண்

ஒரு வெக்டராக
கலப்பெண்

ஆதியிலிருந்து அப்புள்ளியை 
குறிக்கும் நிலை வெக்டராக 

கலப்பெண்
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	 படம்  2.6	 படம்  2.7

2.2.3 கலப்பெண்களின் மீதான இயற்கணிதச் செயல்பாடுகள்
          (Algebraic operations on complex numbers)
	 இப்பாடப் பகுதியில், மெய் எண்களின் மீதான பண்புகளை க�ொண்டு கலப்பெண்களின் இயற்கணித 
பண்புகளையும் அவற்றின் வடிவியல் அமைப்புகளையும் காண்போம்.
	 (i)	கலப்பெண்ணின் திசையிலிப் பெருக்கம்
		  z x iy= +  மற்றும் k∈ , எனில்

		  k z kx ky i= ( ) + ( )  என வரையறுப்போம்.
		 குறிப்பாக 0 0z = ,  1z z=  மற்றும் ( )− = −1 z z  ஆகும். 

	 படம் 2.8	 படம் 2.9	 படம் 2.10
	 (ii)	கலப்பெண்களின் கூட்டல் 
		  z x iy1 1 1= +  மற்றும் z x iy2 2 2= + , இங்கு   x x y1 2 1, , , மற்றும் y2 ∈  எனில்,

			   z z1 2+ 	 = 	 x iy x iy1 1 2 2+( ) + +( )
				    = 	 x x i y y1 2 1 2+( ) + +( )
			   z z1 2+ 	 = 	 x x i y y1 2 1 2+( ) + +( )
	 என வரை யறுப்போம். ஏற்கனவே  நாம் ஒரு வெக்டரை 
இணையாக  நகர்த்துவதால் அதன்  எண் ம திப்பும் திசையும் 
மாறாது எனக் கண்டுள்ளோம். z x iy1 1 1= +  மற்றும் z x iy2 2 2= +  
எனும் ப�ோ து வெக்டர்  கூட்டலின்  இணைகரவிதிப்படி அதன் 
கூடுதல் z z1 2+ = x x i y y1 2 1 2+( ) + +( )  ஆனது x x y y1 2 1 2+ +( ),  
என்ற  புள்ளியுடன் த�ொடர் புபடுத்தப்படுகின்றது. இப்புள்ளியை 
ஆயத்தொலைகளாகக் க�ொ ண்ட  வெக்டராகவும் இதனைப் 
பார்க்கலாம். ஆகவே, z z1 2, , மற்றும் z z1 2+   ஆகியவற்றை 
வரைபடம் வா யிலாக க லப்பெண்  தளத்தில் பட ம் 2.11-ல் 
உள்ளவாறு காணலாம்.

புள்ளிகளாக கலப்பெண்கள் நிலை வெக்டர்களாக கலப்பெண்கள்
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1, ,  ஆகியவற்றிற்கு கீழே தரப்பட்டுள்ளன.
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63 கலப்பு எண்கள்

	 (iii)	கலப்பெண்களின் கழித்தல் 
	 	 இதுப�ோலவே  z z1 2−  என்ற க லப்பெண்ணை  ஆதிப்புள்ளியை  ஆரம்பப்புள்ளியாகவும் 
x x y y1 2 1 2− −( ), யை இறுதிப்புள்ளியாகவும் க�ொண்ட வெக்டராக இதனைப் பார்க்கலாம்.

				    z z1 2− 	= 	 x iy x iy1 1 2 2+( ) − +( )

					    = 	 x x i y y1 2 1 2−( ) + −( )

				    z z1 2− 	= 	 x x i y y1 2 1 2−( ) + −( ) .

	 மிக முக்கியமானது என்னவென்றால் z z1 2−  என்ற  வெக்டரை   z2 -ஐ 
ஆரம்பப்  புள்ளியாகவும்  z1  -ஐ முடிவுப்  புள்ளியாகவும் க�ொ ண்ட 

வெக்டராகவும் இதனைப் பா ர்க்கலாம் என்பதாகும்.   இந்த வகை யான குறிப்பிடுதலானது எந்த 
வகையிலும் கழித்தலின் கருத்துருவை மாற்றுவதில்லை.   z1  மற்றும் z2  -ஐ இணைக்கும் கழித்தல் 
வெக்டரானது புள்ளிக்கோடுகளால் (பச்சை) காட்டப்பட்டுள்ளது.

	 (iv)	கலப்பெண்களின் பெருக்கல் 
		  z1  மற்றும் z2  	என்ற கலப்பெண்களின் பெருக்கல்  ஆனது
			   z z1 2 	= 	( )( )x iy x iy1 1 2 2+ +
				   = 	( ) ( )x x y y i x y x y1 2 1 2 1 2 2 1− + +

			  z z x x y y i x y x y1 2 1 2 1 2 1 2 2 1= − + +( ) ( ) என வரையறுக்கப்படுகின்றது.

	 z1  மற்றும் z2 -ஐப் பெ ருக்குவதால் கிடைக்கும் க லப்பெண்ணும் ஒரு வெக்டரை  குறிப்பத�ோடு 
மட்டுமல்லாமல் அவ்வெக்டரானது  z1 மற்றும் z2  ஆகிய வெக்டர்கள் அமைந்த  தளத்திலேயே 
அமையும் இதிலிருந்து இந்த க லப்பெண்களின் பெ ருக்கம் வெக்டர்  இயற்கணிதத்தில் உள்ள 
வெக்டர்களின்  திசையிலி பெ ருக்கத்தைய�ோ  அல்லது வெக்டர்களின்  வெக்டர் பெ ருக்கத்தைய�ோ 
குறிப்பிடுவது அல்ல என அறியலாம். 

மேற்குறிப்பு  

	 கலப்பெண் z ஐ  i ஆல் பெருக்குதல்.
			   z 	 = 	 x iy+ , என்க.

			   iz 	 = 	 i x iy( )+

				    = 	 − +y ix .
	 கலப்பெண்  iz  என்பது க லப்பெண்  z -ஐ   90  அல்லது 

p
2
ரேடியன் 

கடிகார எதிர்திசையில் ஆதியை ப�ொருத்து சுழற்றுவது ஆகும்.  ப�ொதுவாக, 
எந்த க லப்பெண்    z -ஐயும் த�ொடர்ச் சியாக  iஆல் பெ ருக்குவதால் 
த�ொடர்ச்சியாக  90° கடிகார எதிர்திசையில் ஆதியை ப�ொருத்து சுழற்றப்படும்.

விளக்க எடுத்துக்காட்டு 2.2
	 z i1 6 7= +  மற்றும் z i2 3 5= −  எனில் z z1 2+  மற்றும் z z1 2−  ஆகியவை
	 (i)		  ( ) ( )3 5 6 7− + +i i 	= 	( ) ( )3 6 5 7 9 2+ + − + = +i i
			   6 7 3 5+( ) − −( )i i 	= 	 6 3 7 5 3 12−( ) + − −( ) = +( ) i i .
	 z i1 2 3= +  மற்றும் z i2 4 7= +  எனில் z z1 2  ஆனது
	 (ii)		  ( )( )2 3 4 7+ +i i 	= 	2 4 2 7 4 3 3 7 2× + × + × + ×i i i
				   = 	8 14 12 21 1+ + + × −i i ( )
				   = 	( ) ( )8 21 14 12 13 26− + + = − +i i .
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எடுத்துக்காட்டு 2.2
	 ( ) ( )2 1 2 3+ + − + −i x i y i மற்றும் x i y i+ − + + +( )1 2 1  ஆகிய க லப்பெண்கள் சமம் எனில் x 
மற்றும்  y-ன் மெய்மதிப்புகளைக் காண்க.
தீர்வு
			   z1 	= 	 ( ) ( )2 1 2 3 2 3 2+ + − + − = + −( ) + − +( )i x i y i x y i x y  மற்றும்

			   z2 	= 	 x i y i x y i y+ − + + + = − +( ) + +( )( )1 2 1 1 2 1  என்க.

			   z1 	= 	 z2  எனக் க�ொடுக்கப்பட்டுள்ளது.

	 எனவே, 2 3 2 1 2 1x y i x y x y i y+ −( ) + − +( ) = − +( ) + +( ) .

	 மெய் மற்றும் கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமப்படுத்த

			   2 3x y+ − 	= 	x y− +1	 ⇒ + =x y2 4

			   x y− + 2 	= 	2 1y + 	 ⇒ − = −x y3 1

	 மேற்கண்ட சமன்பாடுகளைத் தீர்க்க 

x = 2 மற்றும் y =1எனப்பெறலாம்.

பயிற்சி 2.2

	 1.	 z i= −5 2  மற்றும் w i= − +1 3  எனக்கொண்டு கீழ்க்காண்பவைகளின் மதிப்புகளைக் காண்க.

			   (i)	 z w+ 	 (ii)	 z i w− 	 (iii)	 2 3z w+
			  (iv)	 z w 	 (v)	 z zw w2 22+ + 	 (vi)	 z w+( )2 .

	 2.	 z i= +2 3  எனக்கொண்டு கீழ்க்காணும் கலப்பெண்களை ஆர்கண்ட் தளத்தில் குறிக்க.
			   (i)	 z iz, , மற்றும் z iz+ 	 (ii)	 z iz, − , மற்றும் z iz− .

	 3.	 ( ) ( )3 2 2 5− − − + +i x i y i  மற்றும் 2 1 2 3 2x i y i+ − + + +( )  ஆகிய கலப்பெண்கள் சமம் எனில் 
x மற்றும் y-ன் மதிப்புகளைக் காண்க.

2.3 கலப்பெண்களின் அடிப்படை இயற்கணிதப் பண்புகள்
      (Basic Algebraic Properties of Complex Numbers)

	 கலப்பெண்களின் கூட்டல் மற்றும் பெருக்கல் பண்புகள் மெய் எண்களின் பண்புகளைப் ப�ோலவே 
இருக்கும். கீழே சில அடிப்படை இயற்கணித பண்புகளை பட்டியலிட்டுள்ளோம்.  அவற்றில் சிலவற்றை 
சரிபார்த்துள்ளோம்.

2.3.1 கலப்பு எண்களின் பண்புகள் (Properties of complex numbers)

கலப்பு எண்கள் கூட்டலைப் ப�ொ ருத்து 
கீழ்க்காணும் பண்புகளை நிறைவு செய்யும்.

கலப்பு எண்கள் பெ ருக்கலைப் ப�ொ ருத்து 
கீழ்க்காணும் பண்புகளை நிறைவு செய்யும்.

	 (i)	அடைவுப் பண்பு
		 z1  மற்றும் z2  என்ற ஏதேனும் இரு 
கலப்பெண்களுக்கு இவற்றின் கூடுதல் 
z z1 2+ -யும் ஒரு கலப்பெண் ஆகும்.

	 (i) 	அடைவுப் பண்பு
 		  z1  மற்றும் z2  என்ற  ஏதேனும் இரு 

கலப்பெண்களுககு இவற்றின் பெ ருக்கல்  
z z1 2 -யும் ஒரு கலப்பெண் ஆகும்.
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	 (ii)	 பரிமாற்றுப் பண்பு
	z1  மற்றும் z2 என்ற ஏதேனும் இரு 
கலப்பெண்களுக்கு

z + z = z + z1 2 12 .   

	 (ii)	 பரிமாற்றுப் பண்பு
		  z1  மற்றும் z2  என்ற ஏதேனும் இரு 

கலப்பெண்களுக்கு
z z = z z1 2 2 1 .

	 (iii)	 சேர்ப்புப் பண்பு
		  z z1 2, , மற்றும் z3  என்ற ஏதேனும் மூன்று 

கலப்பெண்களுக்கு
z + z + z = z + z + z1 2 3 1 2 3( ) ( ) .

	 (iii)	 சேர்ப்புப் பண்பு
		  z z1 2, , மற்றும் z3  என்ற ஏதேனும் மூன்று 

கலப்பெண்களுக்கு
z z z = z z z1 2 3 1 2 3( ) ( ) .

		 (iv)	கூட்டல் சமனி 
			  எந்த ஒரு கலப்பெண்  z -க்கும் 0 0 0= + i  

என்ற ஒரு கலப்பெண்ணினை 
z z z+ = + =0 0

       	என்றவாறு காணலாம்.
       	 0 0 0= + i  என்ற க லப்பெண்ணினை 

கூட்டல் சமனி என்கிற�ோம்.

	 (iv)	பெருக்கல் சமனி
	 	 	எந்த ஒரு கலப்பெண் z -க்கும்  1 1 0= + i

என்ற ஒரு கலப்பெண்ணினை 
z z z1 1= =

        என்றவாறு காணலாம்.
		  1 1 0= + i  என்ற க லப்பெண்ணினை 

பெருக்கல் சமனி என்கிற�ோம்.

	 (v)	 கூட்டல் நேர்மாறு
		  	எந்த ஒரு கலப்பெண்  z -க்கும்  −zஎன்ற 

ஒரு கலப்பெண்ணினை, 
 z z z z+ − = − + =( ) ( ) 0

		  என்றவாறு காணலாம்.
	 	 z -ன் கூட்டல் நேர்மாறு −z  என்கிற�ோம்.

	 (v)	 பெருக்கல் நேர்மாறு
	 	 எந்த  ஒரு பூஜ்ஜியமற்ற க லப்பெண்  

z -க்கும் wஎன்ற ஒரு கலப்பெண்ணினை
z zw w= =1

		  என்றவாறு காணலாம்.
		  z -ன் பெருக்கல் நேர்மாறு w  ஆகும். 
		  w -வை  z−1எனக் குறிப்பர்.

	 (vi)	 பங்கீட்டு விதி (கூட்டலின் மேல் பெருக்கலின் பங்கீட்டு விதி) 
 z z1 2, , மற்றும் z3  என்ற ஏதேனும் மூன்று கலப்பெண்களுக்கு

z z z z z z z1 2 3 1 2 1 3( )+ = +  மற்றும் ( )z z z z z z z1 2 3 1 3 2 3+ = +  ஆகும்.

	 இவற்றில் சிலவற்றை கீழே நிறுவுவ�ோம்.
பண்பு
	 கூட்டலின் பரிமாற்று விதி
	 ஏதேனும் இரு கலப்பெண்கள் z1  மற்றும் z2 -விற்கு  z z z z1 2 2 1+ = +  என பெறலாம்.

நிரூபணம்

	 z x iy1 1 1= + , z x iy2 2 2= + ,  இங்கு x x y1 2 1, , , மற்றும் y2 ∈  என்க. 

			   z z1 2+ 	= 	 x iy x iy1 1 2 2+( ) + +( )
				   = 	 x x i y y1 2 1 2+( ) + +( )
				   = 	 x x i y y2 1 2 1+( ) + +( ) 	 ( x x y1 2 1, , , மற்றும் y2 ∈ )

				   = 	 x iy x iy2 2 1 1+( ) + +( )
				   = 	z z2 1+ .
பண்பு

	 பெருக்கலுக்கான நேர்மாறுப் பண்பு
	 பூஜ்ஜியமற்ற எந்த ஒரு கலப்பெண் z x iy= + -க்கும் பெருக்கல் நேர்மாறானது

	
x

x y
i y
x y2 2 2 2+

+
−
+

 ஆகும்.
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நிரூபணம்

	 பெருக்கல் நேர்மாறு கூட்டல் நேர்மாறைப்போல வெளிப்படையாகக் காண இயலாது.
	 z u iv− = +1 என்பது z x iy= + -ன் நேர்மாறு என்க.

			   z z−1 	= 	1 என்பதால்
			   x iy u iv+( ) +( ) 	= 	1

			   xu yv i xv uy−( ) + +( ) 	= 	1 0+ i

	 மெய் மற்றும் கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமப்படுத்த
			   xu yv− 	= 	1மற்றும் xv uy+ = 0 .

	 மேற்கண்ட சமன்பாட்டுத் த�ொகுப்பினை u  மற்றும் v -க்குத் தீர்க்க நாம்

			  u x
x y

=
+2 2  மற்றும் v y

x y
=

−
+2 2  எனப்பெறலாம்	( z பூஜ்ஜியமற்றது⇒ x y2 2 0+ > )

		  z x iy= + , எனில் z x
x y

i y
x y

− =
+

+
−
+

1
2 2 2 2   ஆகும்.

		  ( z = 0  எனும்போது z−1  வரையறுக்கப்படவில்லை).

	 இதிலிருந்து z  என்ற கலப்பெண்ணின் நேர்மாறு z−1-ஐப் பெறலாம்.  z என்ற கலப்பெண்ணின் 

நேர்மாறை வ சதிக்காக  z
z

− =1 1
 என நாம் ப யன்படுத்துகிற�ோம்.  z1  மற்றும் z2  என்ற  இரு 

கலப்பெண்களில் z2 0¹  எனில், z1  மற்றும் 
1

2z
-ன் பெருக்கற்பலனை 

z
z

1

2

 என குறிப்பிடுகின்றோம். 

இதுப�ோலவே ம ற்ற பண் புகளையும் நாம் சரிபார்க்கலாம்.   அடுத்த பாடப் ப  குதியில், நாம் ஒரு 
கலப்பெண்ணின் இணைக் கலப்பெண்ணினை வரையறுப்போம்.  இது ஒரு கலப்பெண்ணின் நேர்மாறை 
எளிதாக காண நமக்கு பயன்படும்.
கலப்பு எண்கள் அடுக்குக் குறியீட்டின் விதிகளை நிறைவு செய்யும்

	 (i)	 z z zm n m n= + 	 (ii)	 z
z

z
m

n
m n= − , z ¹ 0 	      (iii) z zm n mn( ) = 	   (iv)	 z z z zm m m

1 2 1 2( ) =

பயிற்சி 2.3
	 1.	 z i z i1 21 3 4= − = −, , மற்றும் z3 5=  எனில் கீழ்க்காண்பவைகளை நிறுவுக.

			  (i)	 z z z z z z1 2 3 1 2 3+( ) + = + +( ) 	 (ii)	 z z z z z z1 2 3 1 2 3( ) = ( ) .

	 2.	 z z i1 23 7= = −, ,மற்றும் z i3 5 4= +  எனில் கீழ்க்காண்பவைகளை நிறுவுக.
			  (i)	 z z z z z z z1 2 3 1 2 1 3( )+ = + 	 (ii)	 ( )z z z z z z z1 2 3 1 3 2 3+ = + . 

	 3.	 z i z i1 22 5 3 4= + = − −, , மற்றும் z i3 1= +  எனில் z z1 2, , மற்றும் z3  ஆகியவற்றின் கூட்டல் 

		 மற்றும் பெருக்கல் நேர்மாறுகளைக் காண்க.

2.4 ஒரு கலப்பெண்ணின் இணைக் கலப்பெண்

    (Conjugate of a Complex Number)
	 இப்பாடப்பகுதியில் நாம் ஒரு க லப்பெண்ணின்  இணைக் க லப்பெண், அதனை வரைபட த்தில் 
குறித்தல், மேலும் அதன் பண்புகளைப் ப�ொருத்தமான உதாரணங்களுடன் காண்போம்.

வரையறை 2.3
	 x iy++  என்ற கலப்பெண்ணின் இணைக் கலப்பெண் x iy−−  என வரையறுக்கப்படுகின்றது.
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	 z  என்ற க லப்பெண்ணின்  இணைக்கலப்பெண்  z  என குறிப்பிடப்படுகின்றது. z -ன் 
இணைக்கலப்பெண்ணை பெறுவதற்கு i -க்குப் பதிலாக −i -ஐ z -ல் பிரதியிட வேண்டும். உதாரணமாக  
2 5− i  என்ற க லப்பெண்ணின்  இணைக்கலப்பெண்  2 5+ i  ஆகும். ஒரு க லப்பெண்ணையும் அதன் 
இணைக் கலப்பெண்ணையும் பெருக்க ஒரு மெய் எண் கிடைக்கும். உதாரணமாக,

		  (i)	 x iy x iy x iy x y+( ) −( ) = − ( ) = +2 2 2 2          (ii) 1 3 1 3 1 3 1 9 102 2+( ) −( ) = ( ) − ( ) = + =i i i .
	 வரைபடத்தின் வாயிலாக ஒரு கலப்பெண் z-ன் இணைக் கலப்பெண்ணினை மெய் அச்சின் மீது  
z-ன் பிரதிபலிப்பு எனலாம்.

2.4.1 ஒரு கலப்பெண்ணின் இணை எண்ணின் வடிவ கணித விளக்கம்

           (Geometrical representation of conjugate of a complex number)

	 ஒரு கலப்பெண்ணின் இணைக் கலப்பெண்	 ஒரு கலப்பெண்ணின் இணைக் கலப்பெண்
	 படம் 2.14	 படம் 2.15
குறிப்பு

	 x iy+  மற்றும் x iy−  என்ற இரு கலப்பெண்கள் ஒன்றுக்கொன்று இணை ஆகும்.  இணை எண்கள் 
கலப்பெண்களை வகுக்கும் ப�ோது பயன்படுகிறது. ஒரு கலப்பெண்ணின் பகுதியில் மெய் எண்ணைப் பெற 
த�ொகுதி மற்றும் பகுதிகளை பகுதியில் உள்ள கலப்பெண்ணின் இணை எண்ணால் பெருக்க வேண்டும். 
இதனை பகுதியில் உள்ள விகிதமுறா மூலத்தை விகிதமுறு எண்ணாக்கும் முறையுடன் ஒப்பிடலாம்.

2.4.2 இணைக் கலப்பெண்களின் பண்புகள் 

             (Properties of Complex Conjugates)

	 (1)	 z z z z1 2 1 2+ = + 	 (6)	 Im( )z z z
i

=
−
2

	 (2)	 z z z z1 2 1 2− = − 	 (7)	 z zn n( ) = ( ) , இங்கு nஒரு முழு எண்

	 (3)	 z z z z1 2 1 2= 	 (8)	 z ஒரு மெய் எண் என இருந்தால், இருந்தால் மட்டுமே  z z=  

	 (4)	 z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0









 = ≠, 	 (9)	 z  ஒரு முழுவதும் கற்பனை எண் என இருந்தால், இருந்தால் 

மட்டுமே  z z= −  

	 (5)	 Re( )z z z
=

+
2

	 (10)	 z z=

	 இவற்றில் சில பண்புகளை நிறுவுவ�ோம். 
பண்பு

	 ஏதேனும் இரு கலப்பெண்கள் z1  மற்றும் z2 -விற்கு z z z z1 2 1 2+ = +  என பெறலாம்.

1 2 3 4- 1- 2- 3- 4
- 1

- 2

- 3

- 4

1

2

3
4-2+3i

-2   3i-

Re

Im

o 1 2 3 4- 1- 2- 3- 4

- 1
- 2
- 3
- 4

1
2

3
4

Re

Im

x+iy

x-iy

o
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நிரூபணம்

	 z x iy1 1 1= + , z x iy2 2 2= + , மற்றும் x x y1 2 1, , , மற்றும் y2 ∈  என்க.

			   z z1 2+ 	= 	 x iy x iy1 1 2 2+( ) + +( )

				   = 	 x x i y y x x i y y1 2 1 2 1 2 1 2+( ) + +( ) = +( ) − +( )

				   = 	 x iy x iy1 1 2 2−( ) + −( )

				   = 	z z1 2+ .

	 இதனை க ணிதத் த�ொ குத்தறிதல் மூலம் முடிவுற்ற  எண்ணிக்கையிலான க லப்பெண்களுக்கும் 

இதனை விரிவுபடுத்தலாம்.   z z z z z z z zn n1 2 3 1 2 3+ + + + = + + + + 

பண்பு

	 z z z z1 2 1 2=  இங்கு x x y1 2 1, , ,  மற்றும் y2 ∈ .

நிரூபணம்
	 z1 	= 	x iy1 1+ மற்றும் z x iy2 2 2= +  என்க.

	 ஆகவே, z z1 2 	= 	 x iy x iy x x y y i x y x y1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1+( ) +( ) = −( ) + +( ) .

	 எனவே, z z1 2 	= 	 x x y y i x y x y x x y y i x y x y1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1−( ) + +( ) = −( ) − +( ) ,	

	 மேலும் z z1 2 	= 	 x iy x iy x x y y i x y x y1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1−( ) −( ) = −( ) − +( ) .	

	 ஆகவே, z z1 2 	= 	z z1 2 .
பண்பு

	 z  ஒரு முழுவதும் கற்பனை எண் என இருந்தால். இருந்தால் மட்டுமே  z z= − .
நிரூபணம்

		     	 z 	= 	 x iy+  என்க.  வரையரையின்படி z x iy= − ஆகும்.

			   எனவே, z 	= 	 −z
		  ⇔ 	 x iy+ 	= 	 − −( )x iy
		  ⇔ 	 2x 	= 	 0 0⇔ =x
		  ⇔ z ஒரு முழுவதும் கற்பனை எண்.

	 இதுப�ோலவே,  இணைக் கல்ப்பெண்களின் மற்ற  பண்புகளையும் நிறுவலாம்.

எடுத்துக்காட்டு  2.3

	 3 4
5 12

+
−

i
i
-ஐ x iy+   வடிவில் எழுதுக.  இதிலிருந்து மெய் மற்றும் கற்பனை பகுதிகளைக் காண்க.

தீர்வு

	 3 4
5 12

+
−

i
i
-ன் மெய் மற்றும் கற்பனை பகுதிகளைக் காண இதனை  x iy+  என செவ்வக வடிவில் எழுத 

வேண்டும்.  இந்த பின்னத்தினை சுருக்க த�ொகுதி மற்றும் பகுதிகளை பகுதியிலுள்ள கலப்பெண்ணின் 
இணை கலப்பெண்ணால் பெருக்கி பகுதியில் உள்ள  i-ஐ நீக்கலாம்.

			   3 4
5 12

+
−

i
i

	= 	
3 4 5 12
5 12 5 12

+( ) +( )
−( ) +( )

i i
i i

				   = 	
15 48 20 36

5 122 2

−( ) + +( )
+

i
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				   = 	 − +
= − +

33 56
169

33
169

56
169

i i .

			     3 4
5 12

+
−

i
i

	= 	− +
33

169
56

169
i  என்பது x iy+  வடிவில் உள்ளது.

			   ஆகவே மெய்பகுதி 	− 33
169

 மற்றும் கற்பனை பகுதி 56
169

.

எடுத்துக்காட்டு 2.4

	  1
1

1
1

3 3+
−







 −

−
+









i
i

i
i

ஐ செவ்வக வடிவில் சுருக்குக.

தீர்வு

			   1
1

+
−

i
i

	= 	
1 1
1 1

1 2 1
1 1

2
2

+( ) +( )
−( ) +( )

=
+ −

+
= =

i i
i i

i i i ,

			   மேலும் 
1
1

−
+

i
i

	= 	 1
1

11+
−







 = = −

−i
i i

i .

			   எனவே,  1
1

1
1

3 3+
−







 −

−
−









i
i

i
i

	= 	i i i i i3 3 2− − = − − = −( ) .

எடுத்துக்காட்டு  2.5

	 z
z i

i+
−

=
+3

5
1 4

2
 எனில், கலப்பெண் z -ஐ செவ்வக வடிவில் காண்க.

தீர்வு

			 
z
z i

+
−

3
5 	= 1 4

2
+ i

 என்பதால்

			   ⇒ 2 3( )z + 	= 	 1 4 5+( ) −( )i z i

			   ⇒   2 6z + 	= 	 1 4 20 5+( ) + −i z i

			   ⇒   2 1 4− −( )i z 	= 	20 5 6− −i

			   ⇒   z 	= 14 5
1 4

14 5 1 4
1 4 1 4

34 51
17

2 3−
−

=
−( ) +( )

−( ) +( )
=

+
= +

i
i

i i
i i

i i .

எடுத்துக்காட்டு  2.6

	 z i1 3 2= −  மற்றும் z i2 6 4= +  எனில்  z
z

1

2

-ஐ செவ்வக வடிவில் காண்க.

தீர்வு

	 z1  மற்றும்   z2  ஆகியவற்றின் மதிப்புகளை பிரதியிட,

			     z
z

1

2

	= 	 3 2
6 4

3 2
6 4

6 4
6 4

−
+

=
−
+

×
−
−

i
i

i
i

i
i

				   = 	 ( ) ( )18 8 12 12
6 4

10 24
52

10
52

24
522 2

− + − −
+

=
−

= −
i i i

				   = 	 5
26

6
13

− i .
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எடுத்துக்காட்டு  2.7

	 z i i= +( ) −( )2 3 1  எனில் z−1 -ஐக் காண்க.
தீர்வு
			    z 	= 	 2 3 1 2 3 3 2 5+( ) −( ) = + + − = +i i i i( ) ( )

			   ⇒   z−1 	= 	1 1
5z i

=
+

 .

	 த�ொகுதி மற்றும் பகுதியை பகுதியின் இணை எண்ணால் பெருக்க

			   z−1 	= 	
5

5 5
5

5 1
5
26

1
262 2

−( )
+( ) −( )

=
−
+

= −
i

i i
i i

			   ⇒   z−1 	= 	 5
26

1
26

− i .

எடுத்துக்காட்டு 2.8

	 நிறுவுக 	 (i)		  2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i ஒரு மெய் எண் மற்றும் 

			  (ii)		  19 9
5 3

8
1 2

15 15+
−







 −

+
+









i
i

i
i

ஒரு முழுவதும் கற்பனை எண்

தீர்வு

	 (i)		    z 	= 	 2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i  என்க.

			   இதிலிருந்து,   z 	= 	 2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i

				   = 	 2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i 	 ( z z z z1 2 1 2+ = + )

				   = 	 2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i 	  z zn n( ) = ( )( )
				   = 	 2 3 2 3

10 10
−( ) + +( ) =i i z

			   z 	= 	z z⇒  ஒரு மெய்யெண் ஆகும்.

	 (ii)		  z 	= 	 19 9
5 3

8
1 2

15 15+
−







 −

+
+









i
i

i
i

 என்க.

			   இங்கு,   19 9
5 3

+
−

i
i

	= 	
19 9 5 3
5 3 5 3

+( ) +( )
−( ) +( )

i i
i i

				   = 	
95 27 45 57

5 3
68 102

342 2

−( ) + +( )
+

=
+i i

				   = 	2 3+ i .		  (1)

			   மற்றும்,  
8

1 2
+
+

i
i

	= 	
8 1 2

1 2 1 2
+( ) −( )

+( ) −( )
i i
i i

				   = 	
8 2 1 16

1 2
10 15

52 2

+( ) + −( )
+

=
−i i

				   = 	2 3- i .	  	 (2)
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		        இப்பொழுது,	 z 	= 	 19 9
5 3

8
1 2

15 15+
−







 −

+
+









i
i

i
i

			   ⇒    z 	= 	 2 3 2 315 15+( ) − −( )i i .	 ((1) மற்றும் (2)லிருந்து)

	           வரையறையிலிருந்து,  	 z 	= 2 3 2 315 15+( ) − −( )( )i i

				   = 	 2 3 2 3
15 15

+( ) − −( )i i 	 (இணை எண் பண்புகளின்படி)

				   = 	 2 3 2 3 2 3 2 315 15 15 15−( ) − +( ) = − +( ) − −( )( )i i i i

			   ⇒   z 	= 	−z .

			   ஆகவே,   z 	= 	 19 9
5 3

8
1 2

15 15+
−







 −

+
+









i
i

i
i

என்பது முழுவதும் கற்பனை எண் ஆகும்.

பயிற்சி 2.4
	 1.	கீழ்க்காண்பவற்றை செவ்வக வடிவில் எழுதுக:

			  (i)	 ( ) ( )5 9 2 4+ + −i i 	 (ii)	 10 5
6 2

−
+

i
i

	 (iii)	3 1
2

i
i

+
−

	 2.	 z x iy= +  எனில்,  கீழ்காண்பவைகளின் செவ்வக வடிவினைக் காண்க. 

			  (i)	 Re 1
z







 	 (ii)	 Re( )i z 	 (iii)	Im( )3 4 4z z i+ −

	 3.	 z i1 2= −  மற்றும் z i2 4 3= − +  எனில் z z1 2  மற்றும் 
z
z

1

2

-ன் நேர்மாறைக் காண்க.

	 4.	கலப்பெண்கள் u v, , மற்றும் w  ஆகியவை 
1 1 1
u v w

= +  என்றவாறு த�ொடர்புபடுத்தப்பட்டுள்ளது. 

		  v i= −3 4  மற்றும் w i= +4 3  எனில் u -ஐ செவ்வக வடிவில் எழுதுக.

	 5.	கீழ்க்காணும் பண்புகளை நிறுவுக :

			   (i)	 z ஒரு மெய் எண் என இருந்தால், இருந்தால் மட்டுமே  z z=  

			   (ii)	 Re( )z z z
=

+
2

 மற்றும் Im( )z z z
i

=
−
2

	 6.	 3 +( )i nஆனதுn -ன் எந்த மீச்சிறு மிகை முழு எண் மதிப்புகளுக்கு 

			  (i)	மெய்    (ii) முழுவதும் கற்பனை எண்களாக இருக்கும்?

	 7.		 பின்வருவனவற்றை நிறுவுக : 

			   (i)	 2 3 2 3
10 10

+( ) − −( )i i  என்பது முழுவதும் கற்பனை

			   (ii)	 19 7
9

20 5
7 6

12 12−
+







 +

−
−









i
i

i
i

 என்பது மெய் எண்.
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2.5 ஒரு கலப்பெண்ணின் மட்டு மதிப்பு

     (Modulus of a Complex Number)
	 மெய் எண் நே ர்க்கோட்டில் ம ட்டு ம திப்பு என்பது எவ்வாறு 
ஆதிக்கும் அந்த  எண்ணும் உள்ள த�ொலைவை   குறிக்கிறத�ோ 
அதுப�ோலவே, ஒரு கலப்பெண்ணின் மட்டு என்பது கலப்பெண் தளத்தில் 
ஆதிக்கும் அந்த  எண்ணுக்கும் உள்ள த�ொலைவை   குறிக்கின்றது.  
ஆதியிலிருந்து ஆரையின் திசையில்   z x iy= + -க்கு உள்ள த�ொலைவு 
என்பது, ஒரு பக்க ம் x  மற்றும் ம றுபக்கம் y ஆகக் க�ொண் டு 
அமைக்கப்படும் செங்கோண முக்கோணத்தின் கர்ணத்தின் நீளத்திற்கு சமமாகும். 

வரையறை 2.4
         z x iy== ++ எனில்  z  -ன் மட்டு மதிப்பினை  z  என குறிப்பிடுகின்றோம். இதனை  | |z x y== ++2 2

என வரையறுப்போம்.

	 உதாரணமாக	 (i)	 i = + =0 1 12 2

			   (ii)	 − = + −( ) =12 0 12 122 2i

			   (iii)	 12 5 12 5 169 132 2− = + −( ) = =i

குறிப்பு
	 z x iy= +  எனில் z x iy= − , மேலும் z z x iy x iy= +( ) −( ) = ( ) − ( ) = +x iy x y2 2 2 2 = z 2 .

| |z z z2= .

2.5.1 கலப்பெண்ணின் மட்டுக்கான பண்புகள்

         (Properties of Modulus of a complex number)

	 (1)	 z z= 	 (5)	 z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0= ≠,

	 (2)	 z z z z1 2 1 2+ ≤ + (முக்கோணச் சமனிலி)	 (6)	 z zn n= , இங்கு n ஒரு முழு எண்

	 (3)	 z z z z1 2 1 2= 	 (7)	 Re z z( ) ≤

	 (4)	 z z z z1 2 1 2− ≥ − 	 (8)	 Im z z( ) ≤

	 இவற்றில் சில பண்புகளை நாம் நிறுவுவ�ோம்.

பண்பு (முக்கோண சமனிலி  - Triangle inequality)

	 z1  மற்றும் z2  என்ற ஏதேனும் இரு கலப்பெண்களுக்கு z z z z1 2 1 2+ ≤ +  என பெறலாம்.

நிரூபணம்

			   z z1 2
2+ 	= 		 ( | | ) z z z2=

				   = 	( )( )z z z z1 2 1 2+ + 	

				   = 	z z z z z z z z1 1 1 2 1 2 2 2+ + +( ) 	

				   = 	z z z z zz z z1 1 1 2 22 1 2+ ( ) ++ 	  z z=( )

Re

Im P(x, y)

 
2

2

x
y

�

x

y

MO

படம் 2.16

( ) z z z z1 2 1 2+ = +

( )( )z z z z1 2 1 2+ +
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				   = 	| | Re( ) | |z z z z1
2

1 2 2
22+ + 	 ( Re( ) ) 2 z z z= +

				   £ 	 z z z z1
2

1 2 2
22+ + 	 ( Re( ) | |) z z£

				   = 	 z z z z1
2

1 2 2
22+ + 	 ( | | | || | | | | |) z z z z z z1 2 1 2= =and

			   ⇒   z z1 2
2+ 	£ 	 z z1 2

2
+( )

			   ⇒ +z z1 2 	£ 	 z z1 2+ .

வடிவக் கணித விளக்கம் (Geometrical interpretation)
	 நாம் இப்பொழுது O z, 1  அல்லது z2 ,மற்றும் z z1 2+  ஆகியவற்றை 
முனைப்புள்ளிகளாகக் க�ொ ண்ட  முக்கோணத்தை க ருதுவ�ோம்.  
வடிவியல் வா யிலாக  z z1 2+  உடன் த�ொடர் புடைய முக்கோணத்தின் 
பக்கம் மீதமுள்ள  இரண்டு பக்கங்க ளின்  நீளங்களின் கூடுதலை  விட 
அதிகமாக  இருக்காது என நாம் அறிவ�ோம்.   இதனால் தான்  இந்த 
பண்பினை  "முக்கோண சமனிலி" என்கிற�ோம்.   இதனை க ணிதத் 
த�ொகுத்தறிதலைக் க�ொண் டு முடிவுற்ற  எண்ணிக்கையிலான 
கலப்பெண்களுக்கும் இதனை விரிவுபடுத்தலாம். 

	 z z z z z z z zn n1 2 3 1 2 3+ + + + ≤ + + + +    இங்கு n = 2 3, ,  .

பண்பு z1  மற்றும் z2  என்ற கலப்பெண்களுக்கு இடைப்பட்ட தூரம் கலப்பெண் தளத்தில்  | |z z1 2−  
ஆகும்.
	 z x iy1 1 1= + மற்றும் z x iy2 2 2= +  எனில்

			   z z1 2− 	= 	 x x y y i1 2 1 2−( ) + −( )

				   = 	 x x y y1 2
2

1 2
2−( ) + −( ) .

மேற்குறிப்பு

	 z1 மற்றும் z2  என்ற இரு கலப்பெண்களுக்கு இடைப்பட்ட தூரம் z z1 2− ஆகும்.

	 இதுப�ோலவே ஆதி, z1 , மற்றும் z2  ஆகியவற்றை முனைப்புள்ளிகளாக க�ொண்ட முக்கோணத்தில் 

மேற்கூறிய வழிமுறையின் படி, 

	 z z z z1 2 1 2− ≤ +

	
z z z z z z1 2 1 2 1 2− ≤ + ≤ +  மற்றும்

	
z z z z z z1 2 1 2 1 2− ≤ − ≤ +  .

பண்பு பெருக்கலின் எண்ணளவு என்பது எண்ணளவுகளின் பெருக்கல் பலனுக்குச் சமம் ஆகும்
	 z1 மற்றும் z2  என்ற ஏதேனும் இரண்டு கலப்பெண்களுக்கு z z z z1 2 1 2=  ஆகும்.

நிரூபணம்

			   z z1 2
2 	= 	( )( )z z z z1 2 1 2 	 ( | | ) z z z2=

				   = 	 z z z z1 2 1 2( )( )( )( ) 	
 z z z z1 2 1 2=( )

z2

z1+
z 2

z1

z2

O

z1

Re

Im

z1

z2

z1+z2

z1

2z

2z
z1 2

z-

z1

Re

Im

O

படம் 2.17

படம் 2.18
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				   = 	 z z z z z z1 1 2 2 1
2

2
2( )( ) = 	 (பரிமாற்றுப் பண்புப்படி z z2 1  = z z1 2 )

			   ஆகவே,  z z1 2 	= 	 z z1 2 .
குறிப்பு

	
கணிதத் த�ொ குத்தறிதல் மூலம் இதனை  முடிவுற்ற  எண்ணிக்கையிலான க லப்பெண்களுக்கும் 

இதனை விரிவுபடுத்தலாம் :   

			   z z z z z z z zn n1 2 3 1 2 3 =

	 அதாவது க லப்பெண்களின் பெ ருக்கற் ப லனின் ம ட்டு ம திப்பு என்பது அக்கலப்பெண்களின் 
மட்டுகளின் பெருக்கலுக்கு சமம் ஆகும். 
	 இதுப�ோலவே கலப்பெண்களின் மட்டுகளின் மீதான மற்ற பண்புகளையும் நிறுவலாம். 

எடுத்துக்காட்டு 2.9
	 z i z i1 23 4 5 12= + = −, , மற்றும் z i3 6 8= +  எனில் z z z1 2 3, , , z z z z1 2 2 3+ −, ,  மற்றும் 
z z1 3+ ஆகியவற்றின் மதிப்புகளைக் காண்க. 

தீர்வு

			   z1 	= 	 3 4 3 4 52 2+ = + =i

			   z2 	= 	 5 12 5 12 132 2− = + − =i ( )

			   z3 	= 	 6 8 6 8 102 2+ = + =i

			   z z1 2+ 	= 	 3 4 5 12 8 8 128 8 2+( ) + −( ) = − = =i i i

			   z z2 3− 	= 	 5 12 6 8 1 20 401−( ) − +( ) = − − =i i i

			   z z1 3+ 	= 	 3 4 6 8 9 12 225 15+( ) + +( ) = + = =i i i

	 எல்லா வகைகளிலும் முக்கோணச் சமனிலி நிறைவு செய்யப்பட்டுள்ளது என்பதைக் காண்க.

	 z z z z1 3 1 3 15+ = + = (ஏன்?)

எடுத்துக்காட்டு 2.10
	 கீழ்க்காண்பவைகளின் மதிப்புகளைக் காண்க.

		  (i) 2
1 2

+
− +

i
i

	 (ii) ( )( )( )1 2 3 4 3+ + −i i i 	 (iii) i i
i

( )
( )
2
1

3

2

+
+

தீர்வு

	 (i)		  2
1 2

+
− +

i
i

	 = 	
2
1 2

2 1

1 2
1

2 2

2 2

+
− +

=
+

−( ) +
=

i
i

.	 

z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0= ≠









,

	 (ii)		  ( )( )( )1 2 3 4 3+ + −i i i 	 = 	( )1 2 3 4 3+ + −i i i 	  z z z z z z1 2 3 1 2 3=( )
				    = 	1 2 3 3 4+ + − +i i i 	  z z=( )
				    = 	 1 1 2 3 3 42 2 2 2 2 2+( ) +( ) − +( )( )

				    = 	 2 13 25 5 26( )( )( ) = .

	 (iii)		  i i
i

( )
( )
2
1

3

2

+
+

	 = 	
i i

i
i

i

( )

( )

2

1
1 2
1

4 1

2

3

2

3

2

3

2

+

+
=

+

+
=

+( )
( )

   
z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0= ≠









,

				    = 	
5

2
5 5

2

3( )
= .
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எடுத்துக்காட்டு 2.11
	 i, − +2 i , மற்றும் 3  ஆகியவற்றில் எந்த கலப்பெண் ஆதியிலிருந்து அதிக த�ொலைவில் உள்ளது?

தீர்வு

	 z i i= − +, ,2  மற்றும் 3  ஆகியவற்றிற்கும் ஆதிக்கும் உள்ள 
த�ொலைவுகள்
	 | |z 	= 	 | |i =1 	

	 | |z 	= 	 | | ( )− + = − + =2 2 1 52 2i   

	 | |z 	= 	 | |3 3=   ஆகும்.

	 1 5 3< <  எனவே, ஆதியிலிருந்து அதிக த�ொலைவில் உள்ள 
கலப்பெண் 3ஆகும்.

எடுத்துக்காட்டு  2.12
	 z1 , z2 , மற்றும் z3  ஆகிய கலப்பெண்கள் z z z z z z1 2 3 1 2 3 1= = = + + =  என்றவாறு இருந்தால்,

	 1 1 1

1 2 3z z z
+ + -ன் மதிப்பைக் காண்க.

தீர்வு

			    z1 	= 	 z z2 3 1= =  எனக் க�ொடுக்கப்பட்டுள்ளது.

			   எனவே,   z1
2 	= 	1 1 1 11 1 2

2
2 2⇒ = = ⇒ =z z z z z,| | , மற்றும் | |z z z3

3
3 31 1= ⇒ =  

			   ஆகவே,     z1 	= 	 1 1

1
2

2z
z

z
, = , மற்றும் z

z3
3

1
=  

   மேலும்,  	
1 1 1

1 2 3z z z
+ + 	= 	 z z z1 2 3+ +

				   = 	 z z z z z z1 2 3 1 2 3 1+ + = + + = .

எடுத்துக்காட்டு 2.13

	 z = 2  எனில் 3 3 4 7≤ + + ≤z i  எனக்காட்டுக.

தீர்வு

	 z i z i+ + ≤ + + = + =3 4 3 4 2 5 7

	 z i+ + ≤3 4 7 				    (1)

	 z i z i+ + ≥ − + = − =3 4 3 4 2 5 3

	 z i+ + ≥3 4 3 				    (2)

	 (1) மற்றும் (2)-லிருந்து  3 3 4 7≤ + + ≤z i .

குறிப்பு

	 கீழ் மற் றும் மே ல் எல்லை ம திப்புகளைக் கா ண z z z z z z1 2 1 2 1 2− ≤ + ≤ +  என்ற ப ண்பை 

பயன்படுத்த வேண்டும்.

3

i

Re

Im

O

2 i− +

1 2-- 12

படம் 2.19

படம் 2.20

Im

Re
O

7

3

r = 2

(–3,–4)




























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எடுத்துக்காட்டு  2.14

	 1 1
2

3
2

, ,−
+ i  மற்றும் 

−
−

1
2

3
2

i  என்ற  புள்ளிகள் ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின் முனைப்புள்ளிகளாக 

அமையும் என நிறுவுக.  
தீர்வு

	 இதற்கு நாம் முக்கோணத்தின் பக்கங்களின் நீளங்கள் சமம் என நிறுவினால் ப�ோதும்.

	 z1 1= , z i2
1

2
3

2
=

−
+ ,  மற்றும் z i3

1
2

3
2

=
−

−  என்க.

	 முக்கோணத்தின் பக்கங்களின் நீளங்களை காண்போம்

	 z z1 2− 	= 	 1 1
2

3
2

3
2

3
2

9
4

3
4

2 3
2

3−
−

+








 = − = + = =i i

	 z z2 3− 	= 	 −
+









 −

−
−









 = ( ) =

1
2

3
2

1
2

3
2

3 3
2

i i

	 z z3 1− 	= 	 −
+









 − =

−
− = + =

1
2

3
2

1 3
2

3
2

9
4

3
4

3i i

	 பக்கங்களின்  நீளங்கள் சமம் எனவே, க�ொ டுக்கப்பட்ட  புள்ளிகள் ஒரு சமபக்க  முக்கோணத்தை 
அமைக்கும்.
எடுத்துக்காட்டு  2.15

	 z z1 2, ,  மற்றும் z3   என்ற கலப்பெண்கள் z z z r1 2 3 0= = = >  மற்றும் z z z1 2 3 0+ + ≠  எனவும் 

இருந்தால் 
z z z z z z
z z z

r1 2 2 3 3 1

1 2 3

+ +
+ +

=  என நிறுவுக.

தீர்வு

        க�ொள்கை	 z1 	= 	 z z r z z z z z z r2 3 1 1 2 2 3 3
2= = ⇒ = = =

		  ⇒ z1 	= 	 r
z

z r
z

z r
z

2

1
2

2

2
3

2

3

, ,= =

		  ஆகவே,  z z z1 2 3+ + 	= 	 r
z

r
z

r
z

2

1

2

2

2

3

+ +

			  = 	 r z z z z z z
z z z

2 2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ +









		  z z z1 2 3+ + 	= 	 | |r z z z z z z
z z z

2 2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ + 	 ( ) z z z z1 2 1 2+ = +

			  = 	 r
z z z z z z

z z z
2 2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ +
    ( | | | | z z=  மற்றும் | | | | | | | |)z z z z z z1 2 3 1 2 3=

		  z z z1 2 3+ + 	= 	 r
z z z z z z

r
z z z z z z

r
2 2 3 1 3 1 2

3
2 3 1 3 1 2+ +

=
+ +

O Re

Im

1

1 3
2 2

i−
+

1 3
2 2

i−
−

படம் 2.21
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		  ⇒    
z z z z z z

z z z
2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ +
+ +

	= 	 r .	 (க�ொள்கையின்படி z z z1 2 3 0+ + ≠ )

	 எனவே, 	 z z z z z z
z z z

2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ +
+ +

	= 	 r .

எடுத்துக்காட்டு 2.16
	 z z2 =  என்ற சமன்பாட்டிற்கு நான்கு மூலங்கள் இருக்கும் என நிறுவுக.
தீர்வு
			   க�ொள்கை   z2 	= 	 z .

			    ⇒  | |z 2 	= 	  z  

			   ⇒   | |z  z −( )1 	= 	 0 ,

			   ⇒    | |z 	= 	 0, அல்லது | |z =1 .

			   | |z 	=  0    ⇒ =z 0  என்பது ஒரு தீர்வு, | |z  =  1 ⇒ = ⇒ =zz z
z

1 1 .

	 க�ொள்கையிலிருந்து z2 	= 	z  ⇒   z2  =  1
z

   ⇒   z3  =  1.

	 இதற்கு 3 பூஜ்ஜியமற்ற  தீர்வுகள் இருக்கும். ஆகவே  பூஜ்ஜியத்தையும் சேர் த்து இதற்கு   நான்கு 
தீர்வுகள் இருக்கும்.

2.5.2 ஒரு கலப்பெண்ணின் வர்க்கமூலம் (Square roots of a complex number)

	 a ib+ -ன் வர்க்கமூலம்  x iy+  என்க.

			   அதாவது   a ib+ 	= 	x iy+    இங்கு x y, ∈

			   a ib+ 	= 	 x iy x y i xy+( ) = − +2 2 2 2

	 மெய் மற்றும் கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமப்படுத்த
			   x y2 2− 	= 	a  மற்றும் 2xy b=

			   x y2 2 2
+( ) 	= 	 x y x y a b2 2 2 2 2 2 24−( ) + = +

	 x y2 2+  மிகை ஆகையால் 	 x y2 2+ 	= 	 a b2 2+

			      x y2 2− 	= 	a  மற்றும் x y a b2 2 2 2+ = +  ஆகியவற்றைத் தீர்க்க

			   x 	= 	± + +
= ±

+ −a b a y a b a2 2 2 2

2 2
;  எனப் பெறலாம்.

	 2xy b=  என்பதிலிருந்து b மிகை எண் எனில்  x  மற்றும் y  ஆகியவை ஒரே குறியுடையவையாகவும் 

மற்றும் b  குறை எனில் x  மற்றும் y  ஆகியவை வெவ்வேறு குறியுடையவையாகவும் இருக்கும்.

	 ஆகவே  a ib+ = ±
+

+
−











z a
i b
b

z a
2 2

,  இங்குb ¹ 0 .  Re( )z z≤( )

	 ஒரு கலப்பெண்ணின் வர்க்கமூலம் காண சூத்திரம் 

	 a ib
z a

i b
b

z a
+ = ±

+
+

−









2 2

, இங்கு z a ib= +  மற்றும்b ¹ 0 .
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குறிப்பு

	 b  குறை எனில், b
b

= −1, x  மற்றும் y  ஆகியவை வெவ்வேறு குறியுடையவை.

	 b  மிகை எனில், b
b
=1, x  மற்றும் y  ஆகியவை ஒரே குறியுடையவை.

எடுத்துக்காட்டு  2.17
	 6 8− i -ன் வர்க்கமூலம் காண்க.

தீர்வு

			   6 8− i 	= 	 6 8 102 2+ −( ) =   மற்றும்

	 வர்க்கமூலம் காண சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்த

	 		  6 8- i 	= 	± +
−

−









10 6
2

10 6
2

i       ( b  குறை, b
b

= −1)

				   = 	± −( )8 2i

				   = 	± −( )2 2 2i .

பயிற்சி 2.5
	 1.	கீழ்க்காணும் கலப்பெண்களின் மட்டு மதிப்பினைக் காண்க.

		  (i) 2
3 4

i
i+

	 (ii) 2
1

1 2
1

−
+

+
−
−

i
i

i
i

	 (iii) ( )1 10− i 	 (iv) 2 3 4 4 3i i i( )( )− − .

	 2.	 z1  மற்றும் z2  என்ற ஏதேனும் இரு கலப்பெண்களுக்கு z z1 2 1= =  மற்றும் z z1 2 1≠ −  எனில் 
z z

z z
1 2

1 21
+

+
 ஓர் மெய் எண் எனக்காட்டுக. 

	 3.	 10 8− i , 11 6+ i  ஆகிய புள்ளிகளில் எப்புள்ளி 1+ i -க்கு மிக அருகாமையில் இருக்கும்?

	 4.	 | |z = 3  எனில் 7 6 8 13≤ + − ≤| |z i  எனக்காட்டுக.

	 5.	 z =1 எனில், 2 3 42≤ − ≤z  எனக்காட்டுக.

	 6.	 z =1 2 எனில், 8 6 8 12≤ + + ≤| |z i  எனக்காட்டுக.

	 7.	 z z1 2, , மற்றும் z3  என்ற மூன்று கலப்பெண்கள் z z z1 2 31 2 3= = =, , , மற்றும் z z z1 2 3 1+ + =

என்றவாறு உள்ளது எனில் 9 4 61 2 1 3 2 3z z z z z z+ + =  என நிறுவுக.

	 8.	 z iz, , மற்றும் z iz+  ஆகியவற்றை முனைப்புள்ளிகளாகக் க�ொண்டு அமைக்கப்படும் 

முக்கோணத்தின் பரப்பு 50  சதுர அலகுகள் எனில், z -ன் மதிப்பினைக் காண்க. 

	 9.	 z z3 2 0+ =  என்ற சமன்பாட்டிற்கு ஐந்து தீர்வுகள் இருக்கும் என நிறுவுக.

	 10.	கீழ்க்காண்பவைகளின் வர்க்கமூலம் காண்க : (i) 4 3+ i   (ii) − +6 8i    (iii) − −5 12i .
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2.6 கலப்பெண்களின் வடிவியல் மற்றும் நியமப்பாதை

       (Geometry and Locus of Complex Numbers)
	 இப்பாடப்பகுதியில் நாம்   z  என்ற கலப்பெண்ணின் வடிவக் கணித விளக்கத்தையும் கார்டீசியன் 

வடிவில் z -ன் நியமப்பாதையையும் காணலாம். 

எடுத்துக்காட்டு 2.18
	 z i= +3 2  எனக்கொண்டு z iz, ,   மற்றும் z iz+  ஆகியவற்றை  ஆர்கண்ட் தளத்தில் குறிக்க.  
இக்கலப்பெண்கள் ஓர் இரு சமபக்க செங்கோண முக்கோணத்தின் பக்கங்களாக அமையும் என நிறுவுக. 

தீர்வு

	 க�ொள்கை: z i= +3 2 .

	 ஆகவே,   iz i i i= +( ) = − +3 2 2 3

	 z iz i i i i+ = +( ) + +( ) = +3 2 3 2 1 5

	 z z iz, ,+ மற்றும் izஆகியவை முறையே  A B, ,  

மற்றும் C  என்க. 

	

AB z iz z i

BC iz z iz i

CA z iz

2 2 2

2 2 2

2 2

2 3 13

3 2 13

5

= +( ) − = − + =

= − +( ) = − − =

= − = −− =i 2 26

	 AB BC CA2 2 2+ =  மற்றும் AB BC= ,  எனவே, 

	 DABC  ஓர் இருசமபக்க செங்கோண முக்கோணமாகும்.

வரையறை 2.5 (வட்டம்)

	 ஒரு தளத்தில் நிலையான புள்ளிக்கும் நகரும் புள்ளிக்கும் இடைப்பட்ட தூரம் எப்பொழுதும் 
மாறிலியாக இருக்குமாறு நகரும் புள்ளியின் நியமப்பாதை ஒரு வட்டம் என வரையறுக்கப்படுகிறது.  
நிலையான புள்ளி வட்டத்தின் மையம் மற்றும் மாறிலி த�ொலைவு வட்டத்தின் ஆரம் ஆகும். 

வட்டத்தின் சமன்பாடு கலப்பெண் வடிவில் (Equation of Complex Form of a Circle)
	 z -ன்  நியமப்பாதை  z z r− =0  என்ற  சமன்பாட்டை  நிறைவு 

செய்கின்றது. இங்கு z0  என்பது நிலையான புள்ளி மற்றும் r என்பது 

மிகை மாறிலி. இச்சமன்பாடு z0 -லிருந்து z -க்கு r தூரமுள்ள எல்லா 

கலப்பு எண்களையும் க�ொண்டிருக்கும்.
	 எனவே, z z r− =0  என்பது க லப்பெண் வ டிவில் வட்ட த்தின் 

சமன்பாடு ஆகும்.  (படம் 2.23-ஐ பார்க்க)
	 (i)	 z z r− <0  ஆனது வட்டத்தின் உள்பகுதியில் உள்ள புள்ளிகளைக் 

குறிக்கிறது.
	 (ii)	 z z r− >0  ஆனது வட்டத்தின் வெளிப்பகுதியில் உள்ள புள்ளிகளைக் குறிக்கிறது.

விளக்க எடுத்துக்காட்டு 2.3

	 z r x y r= ⇒ + =2 2

	 ⇒ + =x y r2 2 2 ,  என்பது ஆதியை மையமாகவும் r அலகு ஆரம் க�ொண்ட வட்டத்தைக் குறிக்கிறது.

1 2 43-1--3 2- 4

2

3

4

5

-1

-2

z
iz

z+iz

1
Re

Im

o

A

B

C

படம் 2.22

படம் 2.23
Re

Im

O

z0

z
r
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எடுத்துக்காட்டு  2.19

	 3 5 4z i− + =  என்ற  சமன்பாடு வட்டத ்தைக்  குறிக்கிறது எனக்காட்டுக. மே லும் இதன் மை யம் 

மற்றும் ஆரத்தைக் காண்க.

தீர்வு

      3 5 4z i− + =  என்ற சமன்பாட்டை 3
5

3
z i
−

−
 = 4  ⇒   z

i
− −








5
3 3  =  

4
3

 என எழுதலாம்.

	 இது z z r− =0  என்ற வ டிவில் உள்ளது. ஆகவே  இது வட்டத ்தைக் 

குறிக்கின்றது. இதன் மையம் மற்றும் ஆரம் ஆகியவை முறையே   5
3

1
3

, −





  

மற்றும் 
4
3
 ஆகும்.

எடுத்துக்காட்டு 2.20

	 z i+ − <2 2  என்பது ஒரு வட்டத்தின் உள்பகுதியில் உள்ள புள்ளிகளைக் குறிக்கும் என காட்டுக.  

அவ்வட்டத்தின் மையம் மற்றும் ஆரத்தைக் காண்க. 
தீர்வு

	 | |z i+ − =2 2  என்ற சமன்பாட்டை கருதுக. இதனை
	 | ( ) |z i− − + =2 2  என எழுதலாம்.
	 இச்சமன்பாடு z i0 2= − + மற்றும் ஆரம் r = 2  உள்ள வட்டத ்தைக் 

குறிக்கிறது. ஆகவே  z i+ − <2 2  என்பது மை யம் − +2 i  மற் றும் ஆரம் 2  

உள்ள வட்டத்தின் உள்பகுதியில் உள்ள புள்ளிகளைக் குறிக்கிறது.

எடுத்துக்காட்டு 2.21
	 பின்வரும் சமன்பாடுகளில் z -ன் நியமப்பாதையை கார்ட்டீசியன் வடிவில் காண்க.
	 (i) z = z i− 	   (ii) 2 3 3z i− − =

தீர்வு

	 (i)		  | |z 	= 	 z i−

			   Þ    x iy+ 	= 	 x iy i+ −

			   Þ    x y2 2+ 	= 	 x y2 21+ −( )

			   Þ    x y2 2+ 	= 	x y y2 2 2 1+ − +

			   Þ    2 1y − 	= 	0 .

	 (ii)		  2 3z i− − 	= 	3

			   2 3x iy i+( ) − − 	= 	3 .

		  இருபுறமும் வர்க்கப்படுத்த, 
			   2 3 2 1

2
x y i−( ) + −( ) 	= 	9

			   Þ    2 3 2 12 2x y−( ) + −( ) 	= 	9

			  Þ    4 4 12 4 12 2x y x y+ − − + 	= 	0 , என்பது கார்ட்டீசியன் வடிவில் z -ன் நியமப்பாதை ஆகும்.

Im

O Re

2 i− +

r=2

0
z

z

=

படம் 2.25

படம் 2.24

Re

Im

O

5 1,
3 3

 − 
 

0 4
3

r =
Re

z

z
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பயிற்சி 2.6

	 1.	 z x iy= +  என்ற ஏதேனும் ஒரு கலப்பெண்
z i
z i

−
+

=
4
4

1  எனுமாறு அமைந்தால் z -ன் நியமப்பாதை 

மெய் அச்சு எனக் காட்டுக.

	 2.	 z x iy= +  என்ற  ஏதேனும் ஒரு க லப்பெண்  Im 2 1
1

0z
iz

+
+







 =  எனுமாறு அமைந்தால்  z -ன் 

நியமப்பாதை  2 2 2 02 2x y x y+ + − =  எனக்காட்டுக.

	 3.	பின்வரும் சமன்பாடுகளில் z x iy= + -ன் நியமப்பாதையை கார்ட்டீசியன் வடிவில் காண்க.

		  (i) Re iz( )  =
2

3 	 (ii) Im[( ) ]1 1 0− + =i z 	 (iii) z i z+ = −1 	 (iv) z z= −1 .

	 4.	பின்வரும் சமன்பாடுகள் வட்டத்தை குறிக்கிறது என காட்டுக.  மே லும் இதன் மையம் மற்றும் 
ஆரத்தைக் காண்க.

		  (i) z i− − =2 3 	 (ii) 2 2 4 2z i+ − = 	 (iii) 3 6 12 8z i− + = .
	 5.	பின்வரும் சமன்பாடுகளில் z x iy= +  -ன் நியமப்பாதையை கார்டீசியன் வடிவில் காண்க.
		  (i) z − =4 16 	 (ii) z z− − − =4 1 162 2 .

2.7 கலப்பு எண்களின் துருவ வடிவம் மற்றும் யூலரின் வடிவம்
        (Polar and Euler form of a Complex Number)
	 கலப்பெண்களை கூட்டும்போதும் க ழிக்கும் ப�ோ தும் நாம் க லப்பெண்களின்  செவ்வக 
ஆயத்தொலைகளை ப யன்படுத்துகிற�ோம்.   ஏனெனில் இங்கு ம ெய் மற் றும் க ற்பனை ப குதிகளை 
கூட்டவ�ோ அல்லது கழிக்கவ�ோ மட்டுமே செய்கிற�ோம்.  க  லப்பெண்களின் பெருக்கும்போது அல்லது 
கலப்பெண்களின் அடுக்குகளை காணும் ப�ோது துருவ வடிவத்தை பயன்படுத்துகிற�ோம். ஏனெனில் இது 
செவ்வக ஆயத்தொலை முறையினைவிட துருவ வடிவில் எளிதாகக் காணலாம். 

2.7.1 ஒரு கலப்பெண்ணின் துருவ வடிவம் (Polar form of a complex number)
	 துருவ ஆயத்தொலை வடிவம் என்பது ஆதியிலிருந்து z x iy= +   என்ற புள்ளிவரை உள்ள வெக்டரை 
அதன் எண் மதிப்பு மற்றும் திசையினை க�ொண்டு வகைப்படுத்தும் மற்றொரு வடிவம் ஆகும்.  துருவ 
ஆயத்தொலை முறையில் O  என்ற நிலையான புள்ளியை துருவப் புள்ளி எனவும் துருவ புள்ளியிலிருந்து 
ஆரம்பிக்கும் கிடைமட்ட அரை க�ோட்டினை ஆரம்பக் க�ோடு (துருவ அச்சு) எனவும் அழைக்கின்றோம்.  r 
என்பது துருவப் புள்ளியிலிருந்து P உள்ள தூரம் மற்றும் q  என்பது ஆரம்பக் க�ோட்டிலிருந்து OP-ன் 
திசையில் க டிகார எதிர்திசையில் அளக்கப்பட்ட  சாய்வுக் க�ோ ணம் எனவும் க�ொ ண்டால், ( , )r θ
வரிசையிட்ட ஜ�ோடியினை P-ன் துருவ ஆயத்தொலைகள் எனலாம்.  துருவ ஆயத் த�ொலை முறையை 
செவ்வக ஆயத்தொலை முறையுடன் ஒன்றின் மேல் ஒன்றாக படத்தில் காட்டியவாறு வைத்தால்

	 படம்  2.26	 படம்  2.27	 படம்  2.28
			   x 	= 	r cosθ 	 ...(1)
			   y 	= 	r sinθ    எனப்பெறலாம்.	 ...(2)
	 எந்த ஒரு பூஜ்ஜியமற்ற கலப்பெண்  z x iy= + -யையும் z r i r= +cos sinθ θ என எழுதலாம்.

P(r,   )

r

θ

 θ

O

P(x,y)

M

r
2

2

x
y

=

+

O

P(x,y)

x

y

x+
iy

O

θ
x r= cosθ

y r= sinθ

செவ்வக ஆயத்தொலைகள் துருவ ஆயத்தொலைகள் துருவ ஆயத்தொலை மற்றும் செவ்வக 
ஆயத்தொலை  முறைகளை ஒன்றின் 

மேல் ஒன்றாக அமைத்தல் 
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வரையறை 2.6
	 r  மற்றும் θ ஆகியவை  P x y( , ) என்ற பூஜ்ஜியமற்ற கலப்பெண் z x iy= + -ன் துருவ 
ஆயத்தொலைகள் என்க.   P  என்ற புள்ளியின் துருவ அல்லது முக்கோண வடிவம் என்பது

z r i= +(cos sin )θ θ .

	 துருவ வடிவினை வசதிக்காக நாம் z x iy r i r cis= + = +( ) =cos sinθ θ θ  என எழுதலாம்.
	 இதில் r என்பது கலப்பெண்  z -ன்  எண்ணளவு அல்லது மட்டு மதிப்பு ஆகும். θ என்பது கலப்பெண்
z -ன் வீச்சு ஆகும். இதனைθ = ( )arg z  எனக்குறிப்போம்.
	 (i)	 z = 0-வுக்கு வீச்சு θ  வரையறுக்கப்படவில்லை. எனவே துருவ ஆயத்தொலை முறையில் z ¹ 0

என்பதை நினைவில் க�ொள்ள வேண்டும்.
	 (ii)	 z x iy= +  என்ற க லப்பெண்ணின்  துருவ வ டிவம் ( , )r θ எனில் இதன்  இணை க லப்பெண்  

z x iy= −  -ன் துருவ வடிவம் ( , )r −θ  ஆகும்.

	 (1) மற்றும் (2)-ஐ வர்க்கப்படுத்தி கூட்டி வர்க்கமூலம் காண r கிடைக்கிறது r z x y= = +2 2 .

  	 (2)-ஐ (1)-ஆல் வகுக்க, r
r

y
x

sin
cos

θ
θ

= ⇒ =tanθ
y
x

.

நிலை (i) 
	 z-ஐ வெக்டராகக் கருதும்போது மெய் எண்  θ என்பது z ஆனது மிகை மெய் அச்சுடன் ஏற்படுத்தும் 
க�ோணத்தை ரேடியனில் குறிக்கும்.  க�ோணம்  θ -விற்கு குறை மதிப்புகளையும் 
சேர்த்து முடிவுற்ற  எண்ணிக்கையிலான ம திப்புகள் 2p -ன்  முழு எண் 
மடங்குகளாக இருக்கும். இம்மதிப்புகளை tanθ =

y
x
 என்ற சமன்பாட்டினைக் 

க�ொண்டு தீர்மானிக்கலாம்.  இந்த  q -ன் ஒவ்வொரு மதிப்புகளையும் z-ன் 
வீச்சுகள் என்கிற�ோம். மே லும் q -வின்  எந்த  ஒரு ம திப்புடனும்  2p -ன் 
மடங்குகளை கூட்டுவதன் மூலம் q -வின் எல்லா மதிப்புகளையும் அடங்கிய 
கணத்தைப் பெற லாம். இதனை  arg z எனக்குறிப்பிடுகிற�ோம். arg z-ன் 
முதன்மை வீச்சினை  Arg z  எனக்குறிப்பிடுகிற�ோம். 

நிலை (ii)
	 − < ≤π θ π என்ற நிபந்தனைக்கு உட்பட்டு θ  விற்கு ஒரே ஒரு மதிப்புதான் 
இருக்கும். இந்த மதிப்பினை  z-ன் முதன்மை வீச்சு என்கிற�ோம். இதனை Arg z என 
குறிப்பர். 
	 இங்கு − < ≤π πArg( )z அல்லது − < ≤π θ π
	 இந்த முதன்மை வீச்சு  − < ≤π πArg( )z  அல்லது − < ≤π θ π
	 என்ற நிபந்தனைக்கு உட்பட்டு ஒருமைத்தன்மையுடன் காணலாம்.

ஒரு கலப்பெண்ணின் முதன்மை வீச்சு

	 படம்  2.30	 படம் 2.31	 படம் 2.32	 படம் 2.33

Re

Im
z = r (cosθ+isinθ)

θ

r

o

படம்  2.29

y

α x
θ α x

y

α-θ =

α π−θ = α-θ =

z

α

θ α=

x

y y

α

x

θ

απ −θ =

θ α= απ −θ =

z z

z

O O
O

O

α π−θ =

I - ஆம் 
கால் பகுதியில்

II - ஆம் 
கால் பகுதியில்

III - ஆம் 
கால் பகுதியில்

IV - ஆம் 
கால் பகுதியில்
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83 கலப்பு எண்கள்

	 இங்கு Arg z -ல் உள்ள A என்பது என்பது மிக முக்கியம் ஏனெனில் இதுவே முதன்மை வீச்சிற்கும் 
ப�ொதுவான வீச்சிற்கும் உள்ள வித்தியாசத்தை குறிக்கப் பயன்படுகின்றது.

	 முதன்மை வீச்சு θ-வை காண ப�ொதுவாக நாம் α = −tan 1 y
x

 -ஐ கணக்கிட்டு கலப்பெண் எந்த 

கால்பகுதியில் அமைகின்றத�ோஅதற்கேற்றார்போல் α  உடன்  p -ஐ கூட்டிய�ோ அல்லது க ழித்தோ 
பெறலாம்.

arg , .z Arg z n n     = + ∈2 π 

	 வீச்சின் பண்புகள்

	 (1)	 arg arg argz z z z1 2 1 2( ) = +

	 (2)	 arg arg argz
z

z z1

2
1 2









 = −

	 (3)	 arg argz n zn( ) =

	 (4)	 cos sinq q+ i -ன் மற்றொரு வடிவம் cos( ) sin( ),2 2k i k kπ θ π θ+ + + ∈  ஆகும்.

	 1 1, ,i − , மற்றும் −i  ஆகியவற்றின் முதன்மை வீச்சுகள் மற்றும் ப�ொது வீச்சுகள் 
அட்டவணைப்படுத்தப்பட்டுள்ளது:-

z 1 i −1 −i

Arg z( ) 0
p
2 p −

p
2

arg z 2np 2
2

np p
+ 2np p+ 2

2
np p

−

விளக்க எடுத்துக்காட்டு

	 கலப்பெண் தளத்தில் கீழ்க்காணும் கலப்பெண்களைக் குறிக்க.

	 (i)	 5
4 4

cos sinπ π
+






i

	 (ii)	 4 2
3

2
3

cos sinπ π
+






i

	 (iii)	 3 5
6

5
6

cos sin−
+

−







π πi

	 (iv)	 2
6 6

cos π π
−






isin .

2.7.2 கலப்பெண்ணின் யூலரின் வடிவம் (Euler’s Form of the complex number)

	 யூலரின் சூத்திரம் கீழ்க்கண்டவாறு வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது.
e iiθ θ θ= +cos sin

	 யூலரின் சூத்திரத்திலிருந்து துருவ வடிவத்தை  z r ei= θ எனப் பெறலாம்.
குறிப்பு

	 கலப்பெண்களின் பெ ருக்கம் அல்லது க லப்பெண்களின்  அடுக்குகளை கா ணும் ப�ோ து துருவ 
வடிவத்தை நாம் பயன்படுத்துகிற�ோம். 

Re

Im

O 1

i

-1

i-

5
4

cis π2
4 3cis

π

2cis π−
6

Re

Im

O 1 2 3 4 5

3
6

cis π− 5

படம் 2.35

படம் 2.34
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84XII - கணிதவியல்

எடுத்துக்காட்டு  2.22
	  பின்வரும் கலப்பெண்களுக்கு மட்டு மற்றும் முதன்மை வீச்சு ஆகியவற்றைக் காண்க.

	 (i) 3 + i 	 (ii) − +3 i 	 (iii) − −3 i 	 (iv) 3 − i
தீர்வு

	 (i)	 3 + i
			   மட்டு	= 	 x y2 2

2
23 1 3 1 2+ = ( ) + = + =

			   α 	= 	tan tan− −= =1 1 1
3 6

y
x

π

	 3 + i என்ற கலப்பெண்ணானது முதல் கால் பகுதியில் 
	 அமைவதால் முதன்மை வீச்சு 

			   θ 	= 	α π
=

6
.

	 ஆகவே, 3 + i -ன் மட்டு மற்றும் முதன்மை வீச்சு முறையே  2மற்றும் 
p
6

 ஆகும்.

	 (ii)	 − +3 i

			   மட்டு	= 	2  மற்றும்

			   α 	= 	tan tan− −= =1 1 1
3 6

y
x

π

		  − +3 i  என்ற கலப்பெண்ணானது இரண்டாம் கால்பகுதியில்
	 	 அமைவதால் முதன்மை வீச்சு
	  
			   θ 	= 	π α π

π π
− − ==

6
5
6

.

		  ஆகவே, − +3 i -ன் மட்டு மற்றும் முதன்மை வீச்சு முறையே  2  மற்றும் 5
6
p  ஆகும்.

	 (iii)	 − −3 i

			   r 	= 	2  மற்றும் α π
=

6
.

	
		  − −3 i என்ற கலப்பெண்ணானது மூன்றாம் கால்பகுதியில்

	 	 அமைவதால் முதன்மை வீச்சு	

			   θ 	= 	α π
π

π
π

− − = −=
6

5
6

.

		  ஆகவே, − −3 i -ன் மட்டு மற்றும் முதன்மை வீச்சு முறையே  2  மற்றும்−
5
6
π
 ஆகும்.

	 (iv)	 3 − i

			   r 	= 	2  மற்றும் α π
=

6
.

		  3 − i என்ற கலப்பெண்ணானது நான்காம் கால்பகுதியில் 
	 	 அமைவதால் முதன்மை வீச்சு

			   θ 	= 	− = −α
π
6

படம் 2.36

படம் 2.37

படம் 2.38

படம் 2.39

Re

Im

3 i+

O

r =
2
a q=

Re

Im

3 i− +

α
O

r = 2
q p a= −

Reα
θ α π= −

3 i− −

Im

O

r = 2

Re

Im

θ α= −

3 i−

O
r = 2
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85 கலப்பு எண்கள்

		  ஆகவே, 3 − i -ன் மட்டு மற்றும் முதன்மை வீச்சு முறையே  2  மற்றும்−
π
6
 ஆகும்.

		  இந்த நான்கிலும் மட்டு மதிப்புகள் சமம் ஆனால் அதன் வீச்சானது அக்கலப்பெண் அமையும் 
கால்பகுதியை ப�ொருத்து அமைகின்றது. 

எடுத்துக்காட்டு 2.23

	 (i)− −1 i    (ii) 1 3+ i  என்ற கலப்பெண்களை துருவ வடிவில் காண்க.

தீர்வு

	 (i)		  − −1 i 	= 	r i(cos sin )θ θ+  என்க.

			   r 	= 	 x y2 2 2 21 1 1 1 2+ = + = + =  மற்றும்

			   α 	= 	tan tan− −= =1 11
4

y
x

π
 என கிடைக்கிறது.

	 − −1 i  என்ற கலப்பெண் மூன்றாம் கால்பகுதியில் அமைவதால் அதன் முதன்மை வீச்சு, 

			   θ 	= 	α π
π

π
π

− − = −=
4

3
4

			   எனவே,   − −1 i 	= 	 2 3
4

3
4

cos sin−





 −
















+

π πi

				   = 2 3
4

3
4

cos sinπ π
−






i .

			   − −1 i 	= 	 2 3
4

2 3
4

2cos sinπ
π

π
π+






 +
















−k ki , k Î .

குறிப்பு

	 k -ன் பல்வே று ம திப்புகளைப் ப�ொ ருத்து நமக்கு பல்வே று மா றுபட்ட  துருவ வ டிவங்கள் 
கிடைக்கும்.

	 (ii)	 1 3+ i
			   r 	= 	 z = + ( ) =1 3 22

2

			   θ 	= 	tan− 







 =1 1

3 3
π

			   ஆகவே  arg z( ) 	= 	
p
3

. 

	 எனவே, 1 3+ i  -ன் துருவ வடிவம்

			   1 3+ i 	= 	2
3 3

cos sinπ π
+






i

				   = 	2
3

2
3

2cos sin ,π
π

π
π+






 + +
















 ∈k i k k  .
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எடுத்துக்காட்டு 2.24

	 z
i

=
−

+
2

1 3
 எனில் முதன்மை வீச்சு Arg z -ஐ காண்க.

தீர்வு

	 arg z 	= 	 arg −
+

2
1 3i 	

		 = 	 arg arg−( ) − +( )2 1 3i ( arg arg arg )

z
z

z z1

2
1 2









 = −

 		   
= − 
















 −











− −π tan tan1 10
2

3
1

		 = 	 π
π π

− =
3

2
3

	 இதிலிருந்து 
2
3
p
என்பது arg z -ன் மதிப்புகளில் ஒன்று. 

2
3
p
 ஆனது −π  மற்றும் p -க்கு இடையில் 

அமைவதால் முதன்மை வீச்சு Arg =z 2
3
p  ஆகும்.

துருவ வடிவின் பண்புகள் (Properties of polar form)

பண்பு 1  z r i= +( )cos sin ,θ θ எனில் z
r

i− = −( )1 1 cos sinθ θ  ஆகும்.

தீர்வு

			   z−1 	= 	1 1
z r i

=
+( )cos sinθ θ

	  

				   = 	
cos sin

cos sin cos sin
θ θ

θ θ θ θ
−( )

+( ) −( )
i

r i i
	  

				   = 	
cos sin
cos sin

θ θ
θ θ
−( )
+( )
i

r 2 2

			   z−1 	= 	1
r

icos sinθ θ−( ) .

பண்பு 2  
 z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ மற்றும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ

எனில், z z1 2 = 	r r i1 2 1 2 1 2cos sinθ θ θ θ+( ) + +( )( ) .

தீர்வு

	 z1 	= 	r i1 1 1cos sinθ θ+( )  மற்றும்

	 z2 	= r i2 2 2cos sinθ θ+( )

	 Þ  z z1 2 	= 	r ri i1 21 1 2 2cos sin cos sinθ θ θ θ+( ) +( )

படம் 2.41

படம் 2.42

1�

1θ
θ 2

+

2�

Re

Im
z 1z

2

z1 z2

1rr 2

21r r
O

O Re

Im

-2 -1 21

2 1 3i+

1
π

3
π

3
π2

படம் 2.40

θ
θ-

z

z-

r

1-r

Re

Im

O
1

Chapter 2 Complex Numbers.indd   86 05-02-2020   17:33:45



87 கலப்பு எண்கள்

		 = 	r r i1 2 1 2 1 2 1 2 2 1cos cos - sin sin sin cos sin cosθ θ θ θ θ θ θ θ( )+ +( )( )
	 z z1 2 	= 	r r i1 2 1 2 1 2cos sinθ θ θ θ+( ) + +( )( ) .

குறிப்பு
			   arg z z1 2( ) 	= 	θ θ1 2 1 2+ = ( ) + ( )arg argz z .

பண்பு 3

z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ மற்றும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ எனில், 
z
z

r
r

i1

2

1

2
1 2 1 2=  −( ) + −( )cos sinθ θ θ θ .

தீர்வு
	 z1  மற்றும் z2 வின் துருவ வடிவங்களைப் பயன்படுத்த

	 z
z

1

2

	= 	
r
r

i
i

1

2

1 1

2 2

cos sin
cos sin

θ θ
θ θ

+( )
+( )

		 = 	
r
r

i i
i i

1

2

1 1 2 2

2 2 2 2

cos sin cos sin
cos sin cos sin

θ θ θ θ
θ θ θ θ

+( ) −( )
+( ) −(( )

		 = 	
r
r

i1

2
2

1 2 1 2 1 2 2 1cos cos sin sin sin cos sin cos
cos

θ θ θ θ θ θ θ θ
θ

+( ) + −( )
+ ssin2 θ

	 z
z

1

2

	= 	r
r

i1

2
1 2 1 2cos sinθ θ θ θ−( ) + −( )( ) .

குறிப்பு

	 arg z
z

1

2









  = 	θ θ1 2 1 2− = ( ) − ( )arg argz z .

எடுத்துக்காட்டு  2.25

	 3
2 3 3

6 5
6

5
6

cos sin cos sinπ π π π
+






 ⋅ +






i i  என்ற பெ ருக்கத்தின் ம திப்பினை செ வ்வக வ டிவில் 

காண்க.

தீர்வு

	
3
2 3 3

6 5
6

5
6

cos sin cos sinπ π π π
+






 ⋅ +






i i

				   = 	 3
2

6
3

5
6 3

5
6







 +






 + +
















( ) cos sinπ π π πi

				   = 	9 7
6

7
6

cos sinπ π





 + 
















i

				   = 	9
6 6

cos sinπ
π

π
π

+





 + +
















i

Re

Im

z 1

z 2

z1

z 2-

1θ

1r(
,

)

r1
r2-(
, 1

2

θ
θ-

)

O

2θ

2r(
,

)

படம் 2.43
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				   = 	9
6 6

− 





 − 
















cos sinπ πi

				   = 	9 3
2 2

9 3
2

9
2

− −








 = − −

i i  .

	 இது செவ்வக வடிவில் உள்ளது.

எடுத்துக்காட்டு 2.26

	
2 9

4
9
4

4 3
2

3
2

cos sin

cos sin

π π

π π

+







−





 +

−

















i

i
 என்ற வகுத்தலின் மதிப்பினை செவ்வக வடிவில் காண்க.

தீர்வு

	
2 9

4
9
4

4 3
2

3
2

cos sin

cos sin

π π

π π

+







−





 +

−

















i

i

		 = 	1
2

9
4

3
2

9
4

3
2

cos sinπ π π π
−

−















 + −

−

























i

		 = 	1
2

9
4

3
2

9
4

3
2

cos sinπ π π π
+






 + +
















i

		 = 	1
2

15
4

15
4

1
2

4
4

cos sin cos sinπ π
π

π





 + 
















 = −






 +i i 44

4
π

π
−


















		 = 	
1
2 4 4

1
2

1
2

1
2

cos sinπ π





 − 
















 = −






i i

	
2 9

4
9
4

4 3
2

3
2

cos sin

cos sin

π π

π π

+







−





 +

−

















i

i
	 =	 1

2 2
1

2 2
2

4
2

4
− = −i i .

	 இது செவ்வக வடிவில் உள்ளது.

எடுத்துக்காட்டு  2.27

	 z x iy= +  மற்றும் arg z
z

−
+







 =

1
1 2

p
 எனில், x y2 2 1+ =  எனக்காட்டுக.

தீர்வு

			     இப்பொழுது, 
z
z

−
+

1
1

	= 	 x iy
x iy

x iy
x iy

+ −
+ +

=
− +
+ +

1
1

1
1

( )
( )

 =  
x iy x iy
x iy x iy

−( ) +  + −[ ]
+ +[ ] + −[ ]

1 1
1 1

( )
( ) ( )

			   ⇒     z
z

−
+

1
1

	 = 	 ( ) ( )
( )

x y i y
x y

2 2

2 2

1 2
1

+ − +
+ +

.

	 க�ொள்கை  	 arg z
z

−
+









1
1

	 = 	 p
2

     Þ  tan−

+ −










1
2 2

2
1

y
x y

 =  p
2

 

			   ⇒      2
12 2

y
x y+ −

	 = 	 tan p
2

			   ⇒ +x y2 2 	 = 	 1.
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பயிற்சி 2.7
	 1.	கீழ்காணும் கலப்பெண்களின் துருவ வடிவினைக் காண்க. 

			  (i)	 2 2 3+ i 	 (ii)	3 3− i 	 (iii)	 − −2 2i 	 (iv)	 i

i

−

+

1

3 3
cos π πsin

.

	 2.	பின்வருவனவற்றை செவ்வக வடிவில் எழுதுக. 

			  (i)	 cos sin cos sinπ π π π
6 6 12 12

+





 +





i i 	 (ii)	

cos sin

cos sin

π π

π π
6 6

2
3 3

−

+







i

i
.

     3.  x iy x iy x iy x iy a ibn n1 1 2 2 3 3+( ) +( ) +( ) +( ) = +  எனில், 

			  (i)	 x y x y x y x y a bn n1
2

1
2

2
2

2
2

3
2

3
2 2 2 2 2+( ) +( ) +( ) +( ) = +

		  ( ) tan tanii −

=

−







 = 






 +∑ 1

1

1 2y
x

b
a

kr

rr

n

π , k∈  எனக்காட்டுக.

	 4.	 1
1

2 2+
−

= +
z
z

icos sin ,θ θ  எனில், z i= tanθ  என நிறுவுக.

	 5.	 cos cos cos sin sin sin ,α β γ α β γ+ + = + + = 0  எனில், 
			  (i)	cos cos cos cos3 3 3 3α β γ α β γ+ + = + +( )  மற்றும்

			  (ii)	sin sin sin sin3 3 3 3α β γ α β γ+ + = + +( )  என நிறுவுக.

	 6.	 z x iy= +  மற்றும் arg z i
z

−
+







 =

2 4
p
 எனில்,  x y x y2 2 3 3 2 0+ + − + =  எனக்காட்டுக.

2.8 டி மாய்வரின் தேற்றமும் அதன் பயன்பாடுகளும்
(de Moivre’s Theorem and its Applications)

     	 ஆபரிகாம் டி மாய்வர்  (1667–1754) என்ற க ணிதவியல் அறிஞர் 
முக்கோணவியலில் கலப்பு எண்களைப் பயன்படுத்தினார்.

	  (cos sin ) (cos sin )θ θ θ θ+ = +i n i nn  எனும் சூத்திரம் அவரது பெ யரால் 
அறியப்படுகின்றது.

	 முக்கோணவிலை வடிவியலின் ஆதிக்கத்தில் இருந்து மீட்டெடுத்து பகுப்பாய்விற்குள் 
க�ொண்டு செல்ல அவர் பெயரால் வழங்கும் இச்சூத்திரமே  தூண்டுக�ோலாக அமைந்தது.

2.8.1 டி மாய்வரின் தேற்றம் (de Moivre's Theorem)

டி மாய்வரின் தேற்றம்

க�ொடுக்கப்பட்ட கலப்பெண் cos sinθθ θθ++ i  மற்றும் n என்ற முழு எண்ணிற்கு
(cos sin ) cos sinθθ θθ θθ θθ++ == ++i n i nn

.

கிளைத்தேற்றம்
	 (1)	 (cos sin ) cos sinθ θ θ θ− = −i n i nn 	 (2)	 (cos sin ) cos sinθ θ θ θ+ = −−i n i nn

	 (3)	 (cos sin ) cos sinθ θ θ θ− = +−i n i nn 	 (4)	 sin cos cos sinθ θ θ θ+ = −( )i i i .

	 நாம் இப்பொழுது டிமாய்வரின் தேற்றத்தை கலப்பெண்களை சுருக்குதல் மற்றும் சமன்பாடுகளைத் 
தீர்த்தல் ப�ோன்றவற்றிற்கு பயன்படுத்துவ�ோம்.

டி மாய்வர்
1667–1754
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எடுத்துக்காட்டு 2.28

	 z i= +( )cos sinθ θ  எனில்,  z
z

nn
n+ =

1 2cos θ மற்றும் z
z

i nn
n− =

1 2 sin θ  என நிறுவுக.

தீர்வு

	 z i= +( )cos sinθ θ  என்க.

	 டி மாய்வரின் தேற்றப்படி

			   zn 	= 	 cos sin cos sinθ θ θ θ+( ) = +i n i nn  

			   1
zn

	= 	z n i nn− = cos sinθ − θ

			   ஆகவே,  z
z

n
n+

1 	= 	 cos sin cos sinn i n n i nθ θ θ θ+( ) + −( )

			   z
z

n
n+

1 	= 	2cos nθ .

	 இதுப�ோலவே,

			   z
z

n
n−

1 	= 	 cos sin cos sinn i n n i nθ θ θ θ+( ) − −( )

			   z
z

n
n−

1 	= 	2i nsin θ .

எடுத்துக்காட்டு  2.29

	 சுருக்குக  sin cosπ π
6 6

18

+





i .

தீர்வு
			    sin cosπ π

6 6
+ i 	= 	i icos sinπ π

6 6
−






  ஆக எழுதலாம்.

	 இருபுறமும் 18-ன் அடுக்கிற்கு உயர்த்த,

			   sin cosπ π
6 6

18

+





i 	= 	 i i( ) −








18
18

6 6
cos sinπ π

				   = 	 −( ) −





1 18

6
18

6
cos sinπ πi

				   = 	− −( ) = +cos sin3 3 1 0π πi i

			   ஆகவே,   sin cosπ π
6 6

18

+





i 	= 	1.

எடுத்துக்காட்டு 2.30

	 சுருக்குக 
1 2 2
1 2 2

30+ +
+ −









cos sin
cos sin

θ θ
θ θ

i
i

.

தீர்வு
		    z 	= 	cos sin2 2θ θ+ i  என்க.

		   | |z 	= 	| |z zz2 1= =  என்பதிலிருந்து  


z
z

i= = −
1 2 2cos sinθ θ என பெறலாம்.
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		  ஆகவே,  1 2 2
1 2 2

+ +
+ −

cos sin
cos sin

θ θ
θ θ

i
i

	= 	 1

1 1
1

1
+

+
=

+( )
+

=
z

z

z z
z

z .

		  எனவே,   1 2 2
1 2 2

30+ +
+ −









cos sin
cos sin

θ θ
θ θ

i
i

	= 	 z i30 302 2= +( )cos sinθ θ

			  = 	 cos sin60 60θ θ+ i .
எடுத்துக்காட்டு 2.31

	 சுருக்குக   (i) ( )1 18+ i 		 (ii) ( )− +3 3 31i .

தீர்வு

	 (i) ( )1 18+ i

			   1+ i 	= 	r icos sinθ θ+( )  என்க. 

			   r 	= 	 1 1 22 2+ =  ; α π
= 






 =−tan 1 1

1 4
, 

			   θ 	= 	α
π

=
4

       ( 1+ i  ஆனது முதலாம் கால் பகுதியில் உள்ளதால்)

			   ஆகவே, 1+ i 	= 	 2
4 4

cos sinπ π
+






i

	 இருபுறமும் 18-ன் அடுக்கிற்கு உயர்த்த,

			   ( )1 18+ i 	= 	 2
4 4

2
4 4

18
18

18

cos sin cos sinπ π π π
+
















 = +






i i .

	 டி மாய்வரின் தேற்றப்படி,

			   ( )1 18+ i 	= 	2
18

4
18

4
9 cos sinπ π

+





i

				   = 	2 4
2

4
2

2
2 2

9 9cos sin cos sinπ
π

π
π π π

+





 + +
















 = +







i i 

			   ( )1 18+ i 	= 	2 5129 ( )i i= .

	 (ii)	 ( )− +3 3 31i

		  − +3 3i 	= r icos sinθ θ+( )  என்க.

		  r 	= 	 −( ) + = =3 3 12 2 3
2

2 ,

	 	 α 	= 	tan tan− −

−
= =1 13

3
3

3
π ,

		  θ 	= 	π α π
π π

− = − =
3

2
3

 ( − +3 3i  ஆனது II-ஆம் கால் பகுதியில் உள்ளதால்)

		 ஆகவே,  − +3 3i 	= 	2 3 2
3

2
3

cos sinπ π
+






i .
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	 இருபுறமும் 31-ன் அடுக்கிற்கு உயர்த்த,

		  ( )− +3 3 31i 	= 	 2 3 2
3

2
3

31
31

( ) +





cos sinπ πi

			  = 	 2 3 20 2
3

20 2
3

31( ) +





 + +
















cos sinπ

π
π

πi

			  = 	 2 3 2
3

2
3

31( ) +





cos sinπ πi

			  = 	 2 3
3 3

31( ) −





 + −
















cos sinπ

π
π

πi

			  = 	 2 3
3 3

2 3 1
2

3
2

31 31( ) − +





 = ( ) − +









cos sinπ πi i .

2.8.2 ஒரு கலப்பெண்ணின் n-ஆம் படிமூலங்களைக் காணல் 

          (Finding n th roots of a complex number)

	 கலப்பெண்களின் மூலங்களைக் காண டி மாய்வரின் சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்துகிற�ோம். n  ஒரு 

முழு எண் மற்றும் ωஒரு கலப்பெண் ஆனது z-ன்  n -ஆம் படிமூலம் z n1/ எனக்கொண்டால்

			   ω n 	= 	 z  எனப்பெறலாம்.	 ...(1)
			   ω 	= 	 ρ φ φcos +( )i sin  

			   மேலும்   z 	= 	 r i r k i k kcos cos ,θ θ θ π θ π+( ) = +( ) + +( )( ) ∈sin sin2 2   என்க.

	 z -ன் n-ஆம் படிமூலம் wஎனில்

			   ω n 	= 	 z
⇒ 	 ρ φ φn nicos +( )sin 	= 	 r k i k kcos ,θ π θ π+( ) + +( )( ) ∈2 2sin 

டி மாய்வரின் தேற்றப்படி,
		 ρ φ φn n i ncos sin+( ) 	= 	 r k i k kcos ,θ π θ π+( ) + +( )( ) ∈2 2sin 

மட்டுக்களையும் வீச்சுகளையும் சமப்படுத்த
			   ρ n 	= 	r  மற்றும் n k kφ θ π= + ∈2 ,   எனப்பெறலாம்.

			   ρ 	= 	r n1/  மற்றும் φ θ π
=

+
∈

2k
n

k,  .

			  ஆகவே. ω -ன் மதிப்புகள் r k
n

i k
n

kn1 2 2/ cos sin ,θ π θ π+





 +

+















 ∈ .

	 k -விற்கு எண்ணிக்கையற்ற மதிப்புகள் இருந்தாலும் ω -விற்கு வெவ்வேறான மதிப்புகளைப் பெற
k n= −0 1 2 3 1, , , , ,  எனப்பிரதியிட  வேண்டும்.  k n n n= + +, , ,1 2  என பிரதியிட்டால் கிடைத்த 
மூலங்களே (சுற்றுவட்ட முறையில்) சீரான இடைவெளியில் கிடைக்கும். ஆகவே  z r i= +( )cosθ θsin  
என்ற கலப்பெண்ணின் n-ஆம் படிமூலங்கள்

z r k
n

i k
n

n n1 1 2 2/ / cos sin=
+






 +

+

















θ π θ π
, , , , , ,k n= −0 1 2 3 1

 .
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93 கலப்பு எண்கள்

	 ஒரு க லப்பெண்ணின்  n -ஆம் மூலத்தினைω
θ π

=
+( )

ren
i k

n
2

,
எனக்கொள்வதன் மூலமும் படத்தில் காட்டியுள்ளது ப�ோன்ற ஒரு 

அழகிய வ டிவியல் விளக்கத்தினைப் பெற லாம். இந்த  n  

மூலங்களுக்கும்,   | |ω = rn  அதாவது மட்டு மதிப்பு rn  எனவே 

இவை ஆதியை மை யமாக    rn  ஆரமுள்ள வட்ட த்தின்  மீது 

அமையும். மேலும் இந்த  n  மூலங்களில் அடுத்தடுத்த மூலங்களின் 

வீச்சுகள் 
2p
n

என்ற  வித்தியாசத்தில் வேறுபடுவதால் இந்த  n  

மூலங்களும் வட்டத்தின் மேல் சீரான இடைவெளிகளில் அமையும்.

மேற்குறிப்பு

(1) டி மாய்வர் தேற்றத்தின் ப�ொது வடிவம் (General form of de Moivre's Theorem)

	 x ஒரு விகிதமுறு எண்  எனில் cos sinx i xθ θ+  என்பது (cos sin )θ θ+ i x -ன் ம திப்புகளில் 
ஒன்றாகும்.

(2) அலகு வட்டத்தின் துருவ வடிவம் (Polar form of unit circle)

			   z 	= 	e iiθ θ θ= +cos sin  என்க.

			   எனவே, z 2 	= 	 cos sinθ θ+ i 2 எனப்பெறலாம்.

			   ⇒   x iy+ 2 	= 	cos sin2 2 1θ θ+ =

			   ⇒   x y2 2+ 	= 	1.

	 எனவே,  z =1 ஆனது ஆதியை மையமாகக் க�ொண்ட அலகு வட்டத்தை  (ஓரலகு வட்டத்தை) 
குறிக்கிறது.

2.8.3 ஒன்றின் n-ஆம் படிமூலங்கள் (The n th  roots of unity)

	 zn =1 , nஒரு முழு எண், என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளே ஒன்றின்  n -ஆம் படிமூலங்கள் ஆகும். 
	 z =1 என்ற சமன்பாட்டை துருவ வடிவில் z k i k= +( ) + +( )cos sin0 2 0 2π π = ei k2 p ,  k = 0 1 2, , ,  
டி மாய்வரின் தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தி ஒன்றின்  n -ஆம் படிமூலங்களை பின்வருமாறு காணலாம்:

	 z k
n

i k
n

e k n
i k
n= 






 + 
















 = = −cos sin , , , , , ,2 2 0 1 2 3

2π π π

 11 .	 … (1)

	 க�ொடுக்கப்பட்ட மிகை முழு எண் n -க்கு, z  என்பது ஒன்றின் n -ஆம் படி மூலமாக இருக்குமெனில்  
zn =1  என இருக்க வேண்டும்.

	 இதனைω என்ற கலப்பெண்ணின் மூலம் குறித்தால், 

			   ω 	= e i
n

i i
n

i
n

2 2 2π π π
= +cos sin

			   ⇒    ω n 	= 	 e e
i
n

n
i

2
2 1

π
π







 = =  எனப்பெறலாம்.

படம் 2.44

Re

Im

O

P

θ = 
2

n
π

ω

mω

1nω −

2nω −
θ

 n r

ஒரு கலப்பெண்ணின்
n-ஆம் படிமூலங்கள்
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94XII - கணிதவியல்

	 ஆகவே ஒன்றின்  n -ஆம் ப டிமூலங்களில் ஒன்று ω  ஆகும். 
சமன்பாடு (1)-லிருந்து 1 2 1, , , ,ω ω ω

n−  ஆகியவை  ஒன்றின்  
n -ஆம் ப டிமூலங்கள் ஆகும்.  1 2 1, , , ,ω ω ω

n−  என்ற  இந்த 
கலப்பெண்கள் க லப்பெண்  தளத்தில் n  பக்கங்கள ை உடைய  
சீரான ப லக�ோணத்தின்  உச்சிப்புள்ளிகளாக  ஓரலகு வட்ட த்தின் 
மீது படத்தில் காட்டியுள்ளவாறு அமையும். இந்த எல்லா  n -ஆம் 
படிமூலங்களின் ம ட்டு ம திப்புகளும்  1 எனவே இவை ஆதியை 
மையமாகவும் ஆரம் 1 க�ொண்ட வட்ட த்தின்  மீது அமையும். 
மேலும் இந்த nமூலங்களில் அடுத்தடுத்த மூலக்ளுக்கு இடைப்பட்ட 

க�ோண வித்தியாசம்  
2p
n

. எனவே,   n  மூலங்களும் வட்டத்தின் 

மீது சீரான இடைவெளி விட்டு அமையும்.

	 ஒன்றின் n -ஆம் படிமூலங்கள்  1 2 1, , , ,ω ω ω

n−  ஆகியவை ω -வை ப�ொது விகிதமாகக் க�ொண்ட 

பெருக்குத் த�ொடரை அமைக்கிறது.
	 ஆகவே 1 1

1
02 1+ + + + =

−
−

=−ω ω ω
ω
ω



n
n

  இங்கு ω n =1 மற்றும் ω ¹1 .

ஒன்றின் n-ஆம் படிமூலங்கள் அனைத்தின் கூட்டுத்தொகை
1 02 1+ + + + =−ω ω ω

n  ஆகும்.

	 ஒன்றின் n-ஆம் படிமூலங்கள் அனைத்தின் பெருக்குத் த�ொகை 

			   1 2 1ω ω ω n− 	= 	ω ω0 1 2 3 1
1

2+ + + + + −
−

= ( )
( )

n
n n

				   = 	 ω π πn
n

i
n

i n ne e( ) = ( ) = ( ) = −
− −

− −
( ) ( )

( )
1

2 2
1

2
1 11

ஒன்றின் n-ஆம் படிமூலங்கள் அனைத்தின் பெருக்குத்தொகை
1 2 1ω ω ω n− = ( )− −1 1n   ஆகும்.

	 | |ω =1 , எனவே  ωω ω= =| |2 1 ;  ஆகையால், ω ω ω ω= ⇒ = ≤ ≤ −− −1 0 1( ) ,k k k n

ω ω ω ω ωn k n k k k k n− − −= = = ≤ ≤ −( ) , 0 1

ஆகவே,    ω ω ωn k k k k n− −= = ( ) ≤ ≤ −, .0 1

குறிப்பு

	 (1)	 ஒன்றின்  n -ஆம் படிமூலங்கள் அனைத்தும் பெருக்குத் த�ொடரை அமைக்கின்றது.

	 (2)	 ஒன்றின்  n -ஆம் படிமூலங்கள் அனைத்தின் கூட்டுத்தொகை பூஜ்ஜியமாகும்.

	 (3)	 ஒன்றின்  n -ஆம் படிமூலங்கள் அனைத்தின் பெருக்குத்தொகை ( )− −1 1n  ஆகும்.

	 (4)	 ஒன்றின்  n -ஆம்  ப  டிமூலங்கள் அனைத்தும் ஆதியை மை யமாகவும் ஆரம்  1 க�ொ ண்ட 
வட்டத்தின் மீது அமைவதுடன் வட்டத்தை  n  சமபாகங்களாகப் பிரிக்கின்றது. மேலும் இவை 
n  பக்கங்கள்  க�ொண்ட பலக�ோணத்தை அமைக்கின்றது.

படம் 2.45

1 Re

Im

O1-

i

i-

P

Q
θ = 

2
n

π

m

ω

ω

1nω −

2nω −

θ

ஒன்றின் n-ஆம் படிமூலங்கள் 
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எடுத்துக்காட்டு 2.32

	 ஒன்றின் மூன்றாம் படிமூலங்களைக் காண்க.

தீர்வு

	 நாம் 1
1
3 ஐ காணவேண்டும். z =1

1
3 எனில்,    z3 1=   ஆகும்.

	 z3 1=  என்ற சமன்பாட்டை துருவ வடிவில் எழுத

	 z k i k e ki k3 20 2 0 2 0 1 2= + + + = =cos( ) sin( ) , , , ,p p p


.

   	 எனவே, z k i k e k
i k

= 





 + 






 = =cos sin , , ,2

3
2

3
0 1 2

2
3p p p

.

	 k = 0 1 2, ,  எனப்பிரதியிட

	 k = 0, 	 z 	= 	cos sin0 0 1+ =i .

	 k =1,	 z 	= 	cos sin cos sin2
3

2
3 3 3

p p
p

p
p

p
+ = −






 + −






i i

			  = 	− + = − +cos sinp p
3 3

1
2

3
2

i i .

	 k = 2 ,	 z 	= 	cos sin cos sin4
3

4
3 3 3

p p
p

p
p

p
+ = +






 + +






i i

			  = 	− − = − −cos sinp p
3 3

1
2

3
2

i i .

	 ஆகவே, ஒன்றின் மூன்றாம் படிமூலங்கள்

          1
1 3

2
1 3

2
, ,− + − −i i

  Þ   1,ω , மற்றும் ω 2 ,  இங்குω
π

= =
− +e ii 2

3 1 3
2

.

எடுத்துக்காட்டு  2.33
	 ஒன்றின் நான்காம் படிமூலங்களைக் காண்க.

தீர்வு

	 நாம்  1
1
4 ஐ காண வேண்டும். z =1

1
4  எனில் z4 1=  ஆகும்.

	  z4 1=  என்ற சமன்பாட்டை துருவ வடிவில் எழுத,

	 z 	= 	cos sin , , , ,0 2 0 2 0 1 22+( ) + +( ) = =k i k e ki kπ π π
 .

	எனவே, z  =  cos 2
4

2
4

2
4k i k e

i kπ π π





 + 






 =sin , k = 0 1 2, , ,3.

	      k = 0 1 2 3, , ,  எனப்பிரதியிட

		  k = 0, 	 z 	= 	cos 0 0 1+ =i sin .

		  k =1, 	 z 	= 	cos sinπ π
2 2







 + 






 =i i .

ஒன்றின் மூன்றாம் 
படிமூலங்கள்

1

1 3
2 2

i− +

 1 3
2 2

i− −

Re

Im

O

படம் 2.46

1 Re

Im

O1-

i

i-
ஒன்றின் நான்காம் 

படிமூலங்கள்
படம் 2.47
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96XII - கணிதவியல்

		  k = 2, 	 z 	= 	cos sinπ π+ = −i 1.

		  k = 3, 	 z 	= 	cos sin cos sin3
2

3
2 2 2

π π π π
+ = − − = −i i i .

	 ஒன்றின் நான்காம் படிமூலங்கள் 1 1, , ,i i− −    Þ    1 2, , ,ω ω  மற்றும் ω3 , இங்கு ω
π

= =e i
i 2

4 .

குறிப்பு

	 (i)	இப்பாடப்பகுதியில்ω என்பது ஒன்றின் n -ஆம் படிமூலத்தை குறிப்பிடப் பயன்படுத்தப்பட்டுள்ளது. 
எனவே  ω  ஆனது n -ஐப் ப�ொ ருத்து எவ்வாறு அமைகின்றது என்பது 
அட்டவணைப்படுத்தப்பட்டுள்ளது.

n-ன் மதிப்புகள் 2 3 4 5  k

ω -ன் மதிப்புகள் e
i 2

2
p

e
i 2

3
p

e
i 2

4
p

e
i 2

5
p



e
i
k

2p

	 (ii)	 z eiθ என்பது  z -ஐ ஆதியை ப�ொறுத்து θ க�ோணம் கடிகார எதிர்திசையில் சுற்றுவது ஆகும்.

எடுத்துக்காட்டு 2.34

	 z i3 8 0+ =  என்ற சமன்பாட்டைத் தீர்க்க.  இங்கு z∈ .

தீர்வு

		            z i3 8 0+ =  என்க.

		  Þ     z3 	= 	−8i

			  = 	8 8
2

2
2

2( ) cos ,− = − +





 + − +
















 ∈i k i k kπ

π
π

πsin  . எனவே,

		  z 	= 	 8 4
6

4
6

3 cos − +





 +

− +

















π π π πk i ksin , k = 0 1 2, , .

	 k = 0 1 2, ,  எனப் பிரதியிட

	 k = 0, 	 z 	= 	2
6 6

2 3
2

1
2

cos −





+ −
















= −






p pi isin 





= −3 i .

	 k =1, 	 z 	= 	2
2 2

2 2 0 0 2 2cos π π





 + 
















 = = +( ) = + =i i i isin .

	 k = 2, 	 z 	= 	2 7
6

7
6

2
6 6

cos cosπ π
π

π
π

π





 + 
















 = +






 + +i isin sin


















			  = 	2
6 6

2 3
2

1
2

3− 





 − 
















 = − −









 = − −cos π πi i isin .

	 z -ன் மதிப்புகள் 3 2− i i, ,  மற்றும் − −3 i.
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எடுத்துக்காட்டு  2.35

	 3 + i -ன் எல்லா மூன்றாம் படிமூலங்களையும் காண்க.

தீர்வு

	 நாம் 3
1
3+( )i -ன் மதிப்புகளை காண வேண்டும். z i= +( )3

1
3 எனில்

			   z3 	= 	 3 + = +( )i r icosθ θsin  ஆகும்.

			   r 	= 	 3 1 2+ = , மற்றும் α θ
π

= =
6

	 (
 3 + i  I கால்பகுதியில் அமைவதால்)

			   ஆகவே,  z3 	= 	 3 2
6 6

+ = +





i icos sinπ π

			   Þ    z 	= 	 2 12
18

12
18

0 1 23 cos sin , , ,π π π π+





 +

+















 =

k i k k .

		  k = 0 1 2, ,  எனப்பிரதியிட,

	 k = 0, 	 z 	= 	2
18 18

1
3 cos sinπ π

+





  ;

	 k =1, 	 z 	= 	2 13
18

13
18

1
3 cos sinπ π

+





 ;

	 k = 2, 	 z 	= 	2 25
18

25
18

2 7
18

7
18

1
3

1
3cos sin cos sinπ π π π

+





 = − −






 .

எடுத்துக்காட்டு  2.36
	 z z1 2, ,  மற்றும் z3  ஆகியவை  z = 2   என்ற வட்டத்தின் மீதமைந்த சமபக்க முக்கோணத்தின் 

உச்சிப்புள்ளிகள் என்க. மேலும் z i1 1 3= +  எனில்,   z2  மற்றும் z3-ஐக் காண்க.
தீர்வு

	 z = 2  என்பது ( , )0 0 -வை மையமாகவும். 2 ஐ ஆரமாகவும் 2 க�ொண்ட வட்டத்தைக் குறிக்கும்.  A, 
B, மற்றும் C ஆகியவை முக்கோணத்தின் முனைப்புள்ளிகள் என்க. z z1 2,  மற்றும் z3  ஆகியவை z = 2  

என்ற வட்டத்தின் மீதமைந்த சமபக்க முக்கோணத்தின் உச்சிப்புள்ளிகள். எனவே,  AB, BC, மற்றும் CA  

என்ற பக்கங்கள் ஆதியை ப�ொருத்து (முக்கோணத்தின் சுற்று வட்ட மையம்) 
2
3
p
ரேடியன்கள் (120° ) 

க�ோண இடைவெளி விட்டு அமையும்.  ( z eiθ  என்பது z -ஐ ஆதியைப் ப�ொருத்து  θ  க�ோணம் கடிகார 

எதிர்திசையில் சுற்றுவது ஆகும்)

	 ஆகவே, z1 -ஐ முறையே 
2
3
p  மற்றும் 

4
3
p
 க�ோணங்கள் சுற்றுவதால் z2  மற்றும் z3  ஆகியவற்றை 

பெறலாம்.
	           	 OA

� ���
	= 	 z i1 1 3= +   என்க.

	           	 OB
� ���

	= 	 z e i e
i i

1

2
3

2
31 3

π π

= +( )
			  = 	 1 3 2

3
2
3

+( ) +





i icos sinπ π

	                          		 = 	 1 3 1
2

3
2

2+( ) − +








 = −i i ;

Re

Im

O

 
1 1 3z i= +

A

2
3
π

2
3
π

2 2z = −

B

C

2

3 1 3z i= −

படம் 2.48
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	            	 OC
� ���

	= 	 z e z e e
i i i

1

4
3

2

2
3

2
32

π π π

= = −

                               		 = 	 − +





2 2

3
2
3

cos sinπ πi

			  = 	 − − +








 = −2 1

2
3

2
1 3i i .

		  ஆகவே,   z2 	= 	 − = −2 1 33, and z i .

பயிற்சி 2.8

	 1.	 ω ≠ 1என்பது ஒன்றின் மூன்றாம் படிமூலம் எனில் 
a b c
b c a

a b c
c a b

+ +
+ +

+
+ +
+ +

= −
ω ω
ω ω

ω ω
ω ω

2

2

2

2 1 என 

நிறுவுக.

	 2.	 3
2 2

3
2 2

3
5 5

+








 + −









 = −

i i
 எனக்காட்டுக.

	 3.	
1

10 10

1
10 10

10

+ +

+ −

















sin cos

sin cos

π π

π π

i

i
-ன் மதிப்பு காண்க.

	 4.	  2 1cosα = +x
x
மற்றும்   2 1cos ,β = +y

y
எனக் க�ொண்டு. கீழ்க்காண்பவைகளை நிறுவுக.

			   (i)	 x
y

y
x

+ = −( )2cos α β 	 (ii)	 xy
xy

i− = +( )1 2 sin α β

			  (iii)	 x
y

y
x

i m n
m

n

n

m− = −( )2 sin α β 	 (iv)	 x y
x y

m nm n
m n+ = +( )1 2cos α β .

	 5.	  z3 27 0+ =  என்ற சமன்பாட்டைத் தீர்க்க.

	 6.		ω ≠ 1 என்பது ஒன்றின் முப்படி மூலம் எனில் z −( ) + =1 8 03  என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள்

− − −1 1 2 1 2 2, ,ω ω  எனக்காட்டுக.

	 7.	 cos sin2
9

2
91

8 k i k
k

π π
+








=
∑ -ன் மதிப்பு காண்க.

	 8.	 ω ≠ 1 என்பது ஒன்றின் முப்படி மூலம் எனில், பின்வருவனவற்றை நிறுவுக.

			   (i)	 ( ) ( ) .1 1 1282 6 2 6− + + + − =ω ω ω ω

			   (ii)	 1 1 1 1 1 12 4 8 211

+( ) +( ) +( ) +( ) +( ) =ω ω ω ω ω .

	 9.	 z i= −2 2  எனில், ஆதியைப் ப�ொருத்து z -ஐ  θ  ரேடியன்கள் கடிகார திசைக்கு எதிர் திசையில் 

சுழற்றினால் z -ன் மதிப்பை கீழ்க்காணும் θ மதிப்புகளுக்கு காண்க.

			   (i)	 θ
π

=
3

	 (ii)	θ π
=

2
3

	 (iii)	θ π
=

3
2

.
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பயிற்சி 2.9

சரியான அல்லது மிகப்பொருத்தமான விடையை தேர்ந்தெடுத்து எழுதுக :

	 1.	i i i in n n n+ + ++ + +1 2 3 –ன் மதிப்பு

		 (1) 0  	 (2) 1 	 (3) −1 	 (4) i  

	 2.	 ( )i in n

n

+ −

=
∑ 1

1

13

–ன் மதிப்பு

		 (1) 1+ i   	 (2) i  	 (3) 1 	 (4) 0  

	 3.	iz, மற்றும் z iz+ என்ற க லப்பெண்கள் ஆர்கன்ட் தளத்தில் உருவாக்கும் முக்கோணத்தின் 

பரப்பளவு

		 (1) 1
2

2| |z  	 (2) | |z 2  	 (3) 3
2

2| |z  	 (4) 2 2| |z  

	 4.	ஒரு கலப்பெண்ணின் இணை கலப்பெண் 1
2i −  
எனில், அந்த கலப்பெண்

		 (1) 1
2i +

  	 (2) −
+
1
2i

 	 (3) −
−
1
2i

 	 (4) 1
2i −

 

	 5.	 z
i i

i
=

+( ) +( )
+( )

3 3 4

8 6

3 2

2  எனில், z –ன் மதிப்பு

		 (1) 0  	 (2) 1 	 (3) 2  	 (4) 3  

	 6.	 z எனும் பூஜ்ஜியமற்ற கலப்பெண்ணிற்கு 2 2i z z= எனில், z –ன் மதிப்பு

		 (1) 1
2

 	 (2) 1 	 (3) 2  	 (4) 3  

	 7.	 z i− + ≤2 2  எனில், z –ன் மீப்பெரு மதிப்பு

		 (1) 3 2−  	 (2) 3 2+   	 (3) 5 2−  	 (4) 5 2+  

	 8.	 z
z

− =
3 2 எனில், z –ன் மீப்பெரு மதிப்பு

		 (1) 1 	 (2) 2  	 (3) 3  	 (4) 5  

	 9.	 z =1எனில், 1
1
+
+

z
z
–ன் மதிப்பு

		 (1) z  	 (2) z  	 (3) 1
z

 	 (4) 1 

	 10.	 z z i− = +1 2 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு

		 (1) 3
2

2− i  	 (2) − +
3
2

2i  	 (3) 2 3
2

− i  	 (4) 2 3
2

+ i  

	 11.	 z1 1= ,  z2 2= ,  z3 3= ,  மற்றும் 9 4 121 2 1 3 2 3z z z z z z+ + = எனில், z z z1 2 3+ + –ன் மதிப்பு

		 (1) 1  	 (2) 2  	 (3) 3   	 (4) 4  
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	 12.	z என்ற கலப்பெண்ணானது z∈� �\ ஆகவும் z
z
R+ ∈

1
எனவும் இருந்தால், z –ன் மதிப்பு

		 (1) 0   	 (2) 1 	 (3) 2  	 (4) 3  

	 13.	 z1, z2 ,  ம ற்றம் z3என்ற க லப்பெண்கள் z z z1 2 3 0+ + =  எனவும் z z z1 2 3 1= = = ஆகவும் 

இருந்தால், z z z1
2

2
2

3
2+ + –ன் மதிப்பு

		 (1) 3   	 (2) 2  	 (3) 1 	 (4) 0  

	 14.	 z
z

−
+

1
1
என்பது ழுழுவதும் கற்பனை எனில், z –ன் மதிப்பு

		 (1) 1
2

  	 (2) 1 	 (3) 2  	 (4) 3  

	 15.	 z x iy= + என்ற கலப்பெண்ணிற்கு z z+ = −2 2 எனில், z–ன் நியமப்பாதை

		 (1) மெய் அச்சு	 (2) கற்பனை அச்சு	 (3) நீள்வட்டம்	 (4) வட்டம்

	 16.	 3
1− + i

என்ற கலப்பெண்ணின் ழுதன்மை வீச்சு

		 (1) −5
6
p  	 (2) −2

3
p   	 (3) −3

4
p  	 (4) −p

2
  

	 17.	 sin cos40 40
5

 +( )i –ன் முதன்மை வீச்சு

		 (1) − °110   	 (2) − °70   	 (3) 70°   	 (4) 110°   

	 18.	 1 1 2 1 3 1+( ) +( ) +( ) +( ) = +i i i ni x iy எனில், 2 5 10 1 2. .  +( )n –ன் மதிப்பு

		 (1) 1 	 (2) i  	 (3) x y2 2+  	 (4) 1 2+ n  
	 19.	ω ≠ 1என்பது ஒன்றின் முப்படி மூலம் மற்றும் 1 7+( ) = +ω ωA B எனில், A B,( )  என்பது

		 (1) ( , )1 0  	 (2) ( , )−1 1  	 (3) ( , )0 1  	 (4) ( , )1 1  

	 20.	
1 3

4 1 3

2
+( )

−( )
i

i i
என்ற கலப்பெண்ணின் முதன்மை வீச்சு

		 (1) 2
3
p  	 (2) p

6
 	 (3) 5

6
p  	 (4) p

2
 

	 21.	 x x2 1 0+ + = என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் α மற்றம் β எனில், α β2020 2020+ –ன் மதிப்பு

		 (1) −2  	 (2) −1 	 (3) 1  	 (4) 2  

	 22.	 cos sinπ π
3 3

3
4

+





i –ன் எல்லா நான்கு மதிப்புகளின் பெருக்குத் த�ொகை

		 (1) −2  	 (2) −1 	 (3) 1 	 (4) 2  

	 23.	ω ≠ 1என்பது ஒன்றின் முப்படி மூலம் மற்றும் 
1 1 1
1 1
1

32 2

2 7

− − =ω ω
ω ω

k  எனில், k–ன் மதிப்பு

		 (1) 1 	 (2) −1 	 (3) 3i  	 (4) − 3i   
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	 24.	 1 3
1 3

10
+
−











i
i

–ன் மதிப்பு

		 (1) cis 2
3
p  	 (2) cis 4

3
p  	 (3) −cis 2

3
p  	 (4) −cis 4

3
p  

	 25.	ω π
= cis 2

3
எனில்

z
z

z

+
+

+
=

1
1

1
0

2

2 2

2

ω ω
ω ω
ω ω

 என்ற சமன்பாட்டின்   வெவ்வேறான மூலங்களின்  

எண்ணிக்கை.
		 (1) 1 	 (2) 2  	 (3) 3  	 (4) 4   

பாடச்சுருக்கம்
	 இப்பாடப்பகுதியில் நாம் கற்றவைகள்

	 ஒரு கலப்பெண்ணின் செவ்வக வடிவம் என்பது x iy+  (அல்லது x yi+ ) ஆகும். இங்கு x
மற்றும் y ஆகியவை மெய் எண்களாகும். 

	 இரண்டு கலப்பெண்கள் z x iy1 1 1== ++  மற்றும் z x iy2 2 2== ++  ஆகியவை ச மமாக இருக்கத் 
தேவையானதும் ப�ோதுமானதுமான நிபந்தனை Re( ) Re( )z z1 2== மற்றும் Im( ) Im( )z z1 2== . அதாவது 
x x1 2==  மற்றும் y y1 2== .

	 x iy++  என்ற கலப்பெண்ணின் இணைக் கலப்பெண் x iy−−  என வரையறுக்கப்படுகின்றது

இணைக் கலப்பெண்களின் பண்புகள்

	 (1)	 z z z z1 2 1 2+ = + 	 (6)	 Im( )z z z
i

=
−
2

	 (2)	 z z z z1 2 1 2− = − 	 (7)	 z zn n( ) = ( ) , இங்கு nஒரு முழு எண்

	 (3)	 z z z z1 2 1 2= 	 (8)	 z ஒரு மெய் எண் என இருந்தால், இருந்தால் மட்டுமே  z z=  

	 (4)	 z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0









 = ≠, 	 (9)	 z  ஒரு முழுவதும் கற்பனை எண் என இருந்தால், 

	 	 	 	 இருந்தால் மட்டுமே z z= −  

	 (5)	 Re( )z z z
=

+
2

	 (10)	 z z=

	 z x iy== ++ எனில்  z  -ன் மட்டு மதிப்பினை  z  என குறிப்பிடுகின்றோம். இதனை  | |z x y== ++2 2  
என வரையறுப்போம்.

கலப்பெண்ணின் மட்டுக்கான பண்புகள்

	 (1)	 z z= 	 (5)	 z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0= ≠,

	 (2)	 z z z z1 2 1 2+ ≤ + (முக்கோணச் சமனிலி)	 (6)	 z zn n= , இங்கு n ஒரு முழு எண்
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	 (3)	 z z z z1 2 1 2= 	 (7)	 Re z z( ) ≤

	 (4)	 z z z z1 2 1 2− ≥ − 	 (8)	 Im z z( ) ≤

ஒரு கலப்பெண்ணின் வர்க்கமூலம் காண சூத்திரம்

	 a ib
z a

i b
b

z a
+ = ±

+
+

−









2 2

, இங்கு z a ib= +  மற்றும் b ¹ 0 .

r  மற்றும் θ ஆகியவை  P x y( , ) என்ற பூஜ்ஜியமற்ற கலப்பெண் z x iy= + -ன் துருவ 
ஆயத்தொலைகள் என்க.   P  என்ற புள்ளியின் துருவ அல்லது முக்கோண வடிவம் என்பது

z r i= +(cos sin )θ θ .

துருவ வடிவின் பண்புகள்
பண்பு 1
	 z r i= +( )cos sin ,θ θ எனில் z

r
i− = −( )1 1 cos sinθ θ  ஆகும்.

பண்பு 2  
 z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ மற்றும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ எனில், 

z z1 2 = 	 r r i1 2 1 2 1 2cos sinθ θ θ θ+( ) + +( )( ) .

பண்பு  3
	 z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ மற்றும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ எனில், 

z
z

r
r

i1

2

1

2
1 2 1 2=  −( ) + −( )cos sinθ θ θ θ .

டி மாய்வரின் தேற்றம்

	 (a)	 க�ொடுக்கப்பட்ட கலப்பெண் cos sinθθ θθ++ i  மற்றும் n என்ற முழு எண்ணிற்கு	
	 	 (cos sin ) cos sinθθ θθ θθ θθ++ == ++i n i nn .
    (b)  x ஒரு விகிதமுறு எண் எனில் cos sinx i xθ θ+  என்பது (cos sin )θ θ+ i x -ன் மதிப்புகளில் 
            ஒன்றாகும்.

z r k
n

i k
n

n n1 1 2 2/ / cos sin=
+






 +

+

















θ π θ π , k n= −0 1 2 3 1, , , , , .
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