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“கசப்பைச் சு்ைகககாதைரகள் இனிப்பைப பபைறுைதில்லை”
-  காட்ஃபிரைடு வில்ஹெம் லிபினிட்ஸ்

8.1 அறிமுகம்

ஊக்குவித்தல்
 அன்றாட வறாழ்வியலில் நறாம் பல வகையறான சறார்புைகைப் பற்றி ைறாண வவண்டியுளைது. பல 
வநரஙைளில் சறார்பற்் மறாறியின மறாறுதலுக்கு ஏற்ப சறார்பின மதிப்பில் ஏற்படும் மறாற்்ஙைகைக் ைறாண 
வவண்டியுளைது. அதுவபறான் சில சூழல்ைகைக் கீவழ ைறாண்வபறாம்.

 • ஒரு வடட வடிவ உவலறாைத் தைடு சீரறாை சூவடற்்ப்படுகின்து எனை. அதன ஆரம் 
அதிைரிக்கும்வபறாது பரப்பும் அதிைரிக்கின்து. ஆரத்தில் ஏற்படும் மறாற்்த்கத வதறாரறாயமறாை 
அைக்ை முடியும் எனில் அநதத் தைடடின பரப்பில் ஏற்படும் மறாற்்த்கத எவவறாறு 
ைணக்கிடுவது?

 • தகலகீழறாை கவக்ைப்படட ஒரு வநர்வடடக் கூம்பு வடிவத் ததறாடடியில் தண்ணீர் 
நிரப்பப்படுகின்து எனை. இநத நிைழ்வில் தண்ணீரின உயரம், நீர்பரப்பின ஆரம், நீரின ைன 
அைவு ஆகியகவ ைறாலத்கதப் தபறாருத்து மறாறுகின்து. ஒரு சிறிய ைறால இகடதவளியில் 
ஏற்படும் உயரத்தின மறாற்்ம், ஆரத்தின மறாற்்ம் இவற்க் அைவிட முடியும் எனில் அநத 
ைறால இகடதவளியில் ஏற்படும் ைன அைவின மறாற்்த்கத எவவறாறு ைணக்கிடுவது?

 • ஒரு தசயற்கைக்வைறாள ஏவுதைத்திலிருநது விண்தவளியில் ஏவப்படுகின்து. 
ஏவுதைத்திலிருநது பறாதுைறாப்பறான தூரத்தில் விண்ைலத்கதக் ைண்ைறாணிக்ை புகைப்படக் 
ைருவி தபறாருத்தப்படடுளைது. விண்ைலம் வமதலழும்வபறாது புகைப்படக் ைருவியின ஏற்்க் 
வைறாணம் மறாறுகின்து. ஒரு குறிப்பிடட ைறால இகடதவளியில், புகைப்படக் ைருவியின இரு 
ஏற்்க் வைறாணஙைள ததரியும் எனில் அநதக் ைறால இகடதவளியில் விண்ைலம் பயணித்த 
தூரத்கத எவவறாறு ைணக்கிடுவது?

 இதுவபறான் வைளவிைளுக்ைறான விகடைகை, அநதச் சறார்புைளின வகைக்தைழு மற்றும் பகுதி 
வகைக்தைழுகவப் பயனபடுத்தி வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு மற்றும் வகையீடு மூலம் ைறாணலறாம்.

 ஒரு மறாறியின தமயசறார்பினது வகைக்தைழுக்ைறான ைருத்துக்ைகை நறாம் 
முநகதய அத்தியறாயஙைளில் பயினறுளவைறாம். ஒரு சறார்பினது சறார்பைத்தில் 
அதன அறுதி (extremum) ைறாண்பது, மற்றும் சறார்பினது வகரபடம் வகரவது 
வபறான் வகைக்தைழுவின பயனபறாடுைகைப் பற்றியும் படித்துளவைறாம். இநத 
அத்தியறாயத்தில் ஒரு சறார்பின மதிப்கப ஒரு குறிப்பிடட புளளியில் மதிப்பிடுகின் 
மற்றுதமறாரு பயனபறாடடின விைக்ைஙைளினறால் ைறாண்வபறாம்.  
y mx b= +  வபறான் வநரியல் சறார்பின மதிப்பிகனக் ைறாண்பகத விட, வநரியல் 

அல்லறாத சறார்பின மதிப்கபக் ைணக்கிடுவது ைடினமறானது எனபகத நறாம் 
அறிவவறாம் . 

ககாட்ஃபி்ைடு
விலபஹெம் லிபினிட்ஸ்

(1646-1716)
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62XII - கணிதவியல்

 உதறாரணமறாை,  f x x g x x( ) , ( )= + = −1 2 7  என் இரு சறார்புைகை எடுத்துக்தைறாண்டு.  
x = 3 25. இல் இவற்றின மதிப்புைகைக் ைணக்கிட வவண்டுமறானறால் எது நமக்கு எளிதறாை இருக்கும்? 
f ( . )3 25 -ன மதிப்கபக் ைணக்கிடுவகதவிட g( . )3 25 -ன மதிப்கபக் ைணக்கிடுவது எளிதறாை இருக்கும். 
f ( . )3 25 -ன மதிப்கப ைணக்கிடுவதில் சிறு பிகழகய நறாம் அனுமதிப்வபறாமறானறால், x = 3-க்கு அருகில் 
f -ன வதறாரறாய மதிப்புக் ைறாண்பதற்ைறான வநரியல் சறார்கப நறாம் ைறாண இயலும். வமலும் அநத வநரியல் 

சறார்பிகன f ( . )3 25 -ன வதறாரறாய மதிப்கப ைறாண பயனபடுத்தலறாம். ஒரு சறார்பின வகரபடம் 
தசஙகுத்தறாை இல்லறாமல் இருக்ை வவண்டுமறானறால் அது வநரியல் சறார்பறாை இருக்ை வவண்டும். வமலும் 
இதன மறுதகலயும் உண்கம எனபது நமக்குத் ததரியும். ஒரு சறார்பின வகரபடத்தில் தைறாடுக்ைப்படட 
ஒரு புளளி வழியறாை எண்ணிலடஙைறா வநர்வைறாடுைள இருப்பினும் அவற்றில் ததறாடுவைறாடு மடடுவம 
அநத சறார்பின சரியறான வதறாரறாய மதிப்கப அளிக்ை இயலும். ஏன எனில்  அப்புளளி ( , )3 2 -ன அருகில் 
f-ன வகரபடம் ஒரு வநர்வைறாடு வபறால் வதறாற்்மளிக்கும்.

 படம் 8.1 படம்  8.2  பதகாடுகககாடு
 வமற்ைண்ட படஙைளிலிருநது, அவற்றில் உளை வைறாடுைளில் x = 3  என் புளளியில் f x( ) -ன 
வகரபடத்துக்ைறான ததறாடுவைறாடு மடடுவம  x = 3-க்ைறான  f-ன வதறாரறாய மதிப்கபத் தர இயலும் எனபது 
ததளிவறாகின்து. அடிப்பகடயில் தைறாடுக்ைப்படட சறார்கப x = 3-ல் வநர்க்வைறாடடுச் சறார்பறாை 
மறாற்றுகினவ்றாம். இநதக் ைருத்து வதர்நததடுக்ைப்படட புளளியின அருகில், உளளீடடின மறாறுதலுக்கு 
ஏற்ப சறார்பின மதிப்பில் ஏற்படும் மறாறுதகலக் ைணக்கிட உதவுகின்து. வகைக்தைழுகவப் பயனபடுத்தி 
வகையீடுைளின ைருத்கத அறிமுைப்படுத்துவவறாம். இது வதர்நததடுக்ைப்படட புளளியின அருகில் 
வதறாரறாய மதிப்கபக் ைணக்ைகிடுவதில் பயனுளைதறாை இருக்கும். ை்ககபகழு, உடனடி மகாறு வீதத்த 
அளிககின்றது. ஆனகால ை்கயீடுகள் ஒரு சகாரபின மதிபபில ஏறபைடும் கதகாைகாய மகாற்றத்தக ககாண 
உதவுகின்றது. கமலும் பிைதியிடல மு்்றயில ை்ையறுதத பதகா்கயிடலின மதிபபு ககாணவும் மறறும் 
ை்ககபகழுச் சமனபைகாடுக்ைத தீரககவும் ை்கயீடுகள் பையனபைடுகின்றன.
 வகையீடுைகைக் ைற்் பினபு பல மறாறிைகைக் தைறாண்ட தமயச் சறார்புைளின மீது ைவனம் 
தசலுத்துவவறாம். பல மறாறிைகைக் தைறாண்ட சறார்புைளுக்கு, ஒரு மறாறியின மீதறான தமயச் சறார்பினது 
"ை்ககபகழுவின"  தபறாதுத்தனகமயறாை "பைகுதி ை்ககபகழு"கவ அறிமுைப்படுத்துவவறாம். 
நறாம் ஒனறுக்கு வமற்படட மறாறிைகையுகடய சறார்புைகை ஏன ைருத்தில் தைறாளை வவண்டும்? 
அநத வதகவக்ைறான எளிய சூழகலக் ைறாண்வபறாம். ஒரு நிறுவனம் வநறாடடுப் புத்தைஙைள மற்றும் 
வபனறாக்ைகையும் உற்பத்தி தசயகின்து. இநத நிறுவனத்தின இலறாபம் தபருமமறாை இருக்ைத் 
வதகவயறான உற்பத்தி அைகவக் ைறாணவவண்டியுளைது. இநத நிைழ்வில் (வநறாடடுப் புத்தைம், வபனறா) 
இரண்டு மறாறிைளின சறார்பறான வரவு, தசலவு மற்றும் இலறாபச் சறார்புைகை ஆயவு தசயய வவண்டியுளைது. 
இதுவபறால் ஒரு தபடடியின ைன அைகவ எடுத்துக் தைறாண்டறால் இது நீைம், அைலம், உயரம் என் மூனறு 
மறாறிைளின சறார்பறாை உளைது. வமலும் ஒரு நறாடடின தபறாருைறாதறாரம் பல துக்ைகைச் சறார்நதுளைது. 
எனவவ அது பல மறாறிைகைச் சறார்நதுளைது. இவவறாறு ஒனறுக்கு வமற்படட மறாறிைகைக் தைறாண்ட 
சறார்புைளின வதகவகயயும், முக்கியத்துவத்கதயும் ைருத்தில் தைறாண்டு அவற்றுக்ைறான "ை்ககபகழு 
கருததுருகக்ை" உருவறாக்குவதும் வதகவயறான ஒன்றாகின்து. வமலும் இரண்டு மற்றும் மூனறு 
மறாறிைகையுகடய சறார்புைளுக்ைறான "ை்கயீடு" மற்றும் அவற்றின பயனபறாடுைகையும் ைறாண்வபறாம். 
இநத அத்தியறாயத்தில் அன்றாட வறாழ்வில் உளை பயனபறாடுைகைக் ைறாணலறாம்.
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கற்்றலின் ந�ோக்கஙகள்

 இநத அத்தியறாயத்தின முடிவில் மறாணவர்ைள பினவருவனவற்க் அறிநதிருப்பர்.
	 ●	 ஒரு மறாறிகயக் தைறாண்ட சறார்பின ஒரு புளளியிலறான வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு ைணக்கிடல்
	 ●	 வநரியல் வதறாரறாய மதிப்கபப் பயனபடுத்தி ைணிப்பறானைள இல்லறாமவல ஒரு சறார்பின 

வதறாரறாய மதிப்பு ைறாணல்
	 ●	 ஒரு சறார்பின வகையீடு ைறாணல்
	 ●	 அன்றாட வறாழ்வில் வரும் ைணக்குைளுக்கு வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு மற்றும் வகையீடுைகைப் 

பயனபடுத்துதல்
	 ●	 ஒனறுக்கு வமற்படட மறாறிைகையுகடய சறார்பின பகுதி வகைக்தைழு ைறாணல்
	 ●	 இரண்டு அல்லது அதற்கு வமற்படட மறாறிைகையுகடய சறார்புைளின வநரியல் வதறாரறாய 

மதிப்பு ைறாணல்
	 ●	 ஒனறுக்கு வமற்படட மறாறிைகையுகடய சறார்பு சமபடித்தறானதறா இல்கலயறா என தீர்மறானித்தல்
	 ●	 சமபடித்தறான சறார்புைளுக்கு ஆயலரின வதற்்த்திகனப் பயனபடுத்துதல்

8.2  ந�ரியல் ந்தோரோய மதிப்பு மற்றும் வககயீடுகள்
        (Linear Approximation and Differentials)
8.2.1 ந�ரியல் ந்தோரோய மதிப்பு (Linear Approximation)
 இப்பிரிவில், ஒரு புளளியில் ஒரு சறார்பின வதறாரறாய மதிப்பிகன அறிமுைப்படுத்துவவறாம். வநரியல் 
வதறாரறாய மதிப்பிகனப் பயனபடுத்தி  தைறாடுக்ைப்படட புளளியின அருகில் சறார்பிகன மதிப்பிடுவவறாம். 
பினபு ஒரு மறாறியுகடய தமயச்சறார்பின வகையீடகட அறிமுைப்படுத்துவவறாம். இதுவும் பயனபறாடடுக்கு 
உதவியறாை இருக்கும்.

 f a b: ( , ) →   எனபகத வகையிடத்தக்ைச் சறார்பறாைவும் மற்றும் x a b∈ ( , ) எனவும் தைறாளை.   

x  என் புளளியில் f  வகையிடத்தக்ைது. எனவவ

   lim
( ) ( )

� �

� � �
�x

f x x f x
x0

  =  ′f x( )  ... (1)

 Dx  சிறிய மதிப்பு எனில் (1)-ன மூலம்
   f x x f x( ) ( )� � �  »  � �f x x( ) ; ... (2)
   அதறாவது, f x x( )� �  »  f x f x x( ) ( )� � � , ... (3)

இஙகு »  எனபது “கதகாைகாய மதிபபிறகுச்” சமம். வமலும் சறாரறாமறாறி x இலிருநது  x x� � க்கு 
மறாறும்வபறாது f x( )  சறார்பு f x x( )� � க்கு மறாறுவகதக் ைவனிக்ைவும். எனவவ Dx  சிறிய மறாற்்மறாைவும் 
Df  அல்லது Dy தவளியீடறாைவும் இருக்கும்வபறாது சமனபறாடு (2)ஐ பினவருமறாறு மறாற்றி எழுதலறாம்.

   தவளியீடடில் ஏற்படும் மறாற்்ம்  =  � � � � � � � � � �y f f x x f x f x x( ) ( ) ( ) .
 f x( )  மற்றும் � �f x x( ) ஐ பயனபடுத்தி f x x( )� � -ன வதறாரறாய மதிப்கபக் ைணக்கிட சமனபறாடு (3) 
பயனபடுவகதக் ைறாணலறாம். வமலும் ஒரு குறிப்பிடட x0 க்கு y x f x f x x x x( ) ( ) ( )( ),� � � � �0 0 0  , 
எனபது  ( , ( ))x f x0 0  என் புளளியில் f -க்ைறான ததறாடுவைறாடடின சமனபறாடகடத் தருகின்து. இது  
x0 க்கு அருகில் f -ன சி்நத  வதறாரறாய மதிப்கபத் தருகின்து. இது பினவரும் வகரயக்க்கு வழி 
வகுக்கின்து.
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வகரயக்ற 8.1 (ந�ரியல் ந்தோரோய மதிப்பு)

 f a b: ( , ) →   எனபகத வகையிடத்தக்ைச் சறார்பறாைவும், x a b0 ∈ ( , )  எனவும் தைறாளை. x0  என் 
புளளியில் f -ன வதறாரறாய மதிப்பு L -ன வகரயக்

   L x( )  =  f x f x x x x a b( ) ( )( ), ( , )0 0 0� � � � �  ஆகும். ... (4)

 சமனபறாடு (3)-லிருநது

 f x x( )� �  »  f x f x x( ) ( )� � � ,
எனபகத நறாம் ைறாணலறாம். 
 இது f x x( )� � -ன வதறாரறாய மதிப்பு 
ைறாண பயனுளைதறாகும். 
 இஙகு x -ன மதிப்பு x0 -ஐ 
தநருஙகும்வபறாது f x( ) -க்ைறான ஒரு சி்நத  
வதறாரறாய மதிப்கப x0  என் புளளியில்  
f  -ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு, தருகின்து. 

 ஏதனனில் ,  x -ன மதிப்பு  x0 -ஐ   

    தநருஙகும்வபறாது x0  இல் f  ததறாடர்ச்சியறானது

 பிகழ = f x L x f x f x f x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )� � � � � �0 0 0  ... (5)
பூச்சியத்கத தநருஙகுகின்து. வமலும் f x mx c( ) � � ,  எனில்  ஏவதனும் ஒரு x a b∈ ( , ) -க்கு அதன 
வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு L x mx c m x x mx c f x( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � �0 0 ஆகும். இநத நிகலயில் 
வதறாரறாய மதிப்பறானது அநத சறார்பறாைவவ உளைது. (இது வியப்பூடடுவதறாை இல்கலயறா?) 
எடுததுக்கோட்டு 8.1 

 f x x x( ) ,� � � �1 1 என் சறார்பிற்கு வநரியல் வதறாரறாய மதிப்கப x0 3=  இல் ைறாண்ை. இகதப் 
பயனபடுத்தி f ( . )3 2 -ஐ மதிப்பிடுை.

தீர்வு
 சமனபறாடு (4)-இலிருநது L x f x f x x x( ) ( ) ( )( )� � � �0 0 0  என நறாம் அறிவவறாம். x x0 3 0 2� �, .�  

மற்றும் f ( )3 1 3 2� � �  வமலும்

 ′f x( )  =  1

2 1+ x
 எனவவ � �

�
�f ( )3

1

2 1 3

1

4
.

 L x( )  =  2 1

4
3

4

5

4
+ − = +( )x x  எனபது வதகவயறான வநரியல் வதறாரறாய மதிப்கபத் தருகின்து.

 இப்தபறாழுது  f ( . )3 2  =  4 2 3 2
3 2

4

5

4
2 050. ( . )

.
.� � � �L .

 உண்கமயில் ைணிப்பறாகனப் (calculator) பயனபடுத்தினறால் 4 2 2 04939. .= .

8.2.2  பிகைகள் : ்தனிப்பிகை, சோர்பிகை, மற்றும் ச்தவீ்த பிகை

          (Errors: Absolute Error, Relative Error and Percentage Error)
 நறாம் ஒரு மதிப்கபத் வதறாரறாயப்படுத்தும்வபறாது அஙகு பிகழ ஏற்படுகின்து. இநதப் பிரிவில், 
சமனபறாடு (4)ஆல் வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு மூலம் ஏற்படும் பிகழகயக் ைருத்தில் தைறாளவவறாம். 
பிகழைளின பல வகைைகைப் பற்றியும் ைறாண்வபறாம். h x x� � 0 என எடுக்ை, x x h� �0  என கிகடக்கும். 
இதனறால் சமனபறாடு  (5)
   E h( )  =  f x h f x f x h( ) ( ) ( )0 0 0� � � �   என மறாறும். ... (6)

படம் 8.3
பதகாடுகககாட்டின ைழி

கேரியல கதகாைகாய மதிபபு

ததறாடுவைறாடு

}
f x x( )0 + ∆

f x( )0

∆y

x f x f x x x= + ′ −( ) ( )( )0 0 0

y f x= ( )

( , ( ))x f x0 0

x0 x x0 + ∆O
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 E( )0 0=  எனபகதக் ைவனிக்ை மற்றும் x0  என் புளளியில் f -ன ததறாடர்ச்சித் தனகமயினறால் 

lim ( )
h
E h

�
�

0
0  எனபகத நறாம் முனவப பறார்த்துளவைறாம். வமலும் f  வகையிடத்தக்ைது எனபதறால் 

சமனபறாடு  (1)இலிருநது 

   lim
( )

h

E h
h→0

 =  lim ( ) ( )
( )

h

f x h f x
h

f x
�

� �
� � �

0
0 .

 f  என் சறார்பு x0 இல் வகையிடத்தக்ைது எனில், h  பூச்சியத்கத தநருஙகுவகதவிட, E h( )  
வவைமறாை பூச்சியத்கத தநருஙகுவகதக் ைறாணலறாம்.

வகரயக்ற 8.2

 ஒரு குறிப்பிடட அைகவகயத் தீர்மறானிக்ை வவண்டும் எனை. அதன துல்லியமறான மதிப்பு  
பமயமதிபபு எனப்படும். சில வநரஙைளில் நறாம் அவற்றின கதகாைகாய மதிப்பை, வதறாரறாய மதிப்பிடல்  
முக்யில் ைறாண்கினவ்றாம். இநநிகலயில்

தனிப்பிகழ = தமயமதிப்பு − வதறாரறாய மதிப்பு என வகரயறுக்ைப்படுகி்து.

 எனவவ சமனபறாடு (6) வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு முக்யில் ஏற்படும் தனிப்பிகழகயத் தருகின்து.

எடுததுக்கோட்டு 8.2 
 வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பீடடு முக் மூலம் 9 2.  -ன வதறாரறாய மதிப்கபக் ைணிப்பறான 
உதவியில்லறாமல் ைறாண்ை.

தீர்வு

 வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பீடடு முக்யில் 9 2.  -ன வதறாரறாய மதிப்கபக் ைறாண வவண்டியுளைது. 
சமனபறாடு (3)-ன படி f x x f x f x x( ) ( ) ( )0 0 0� � � � � �  என உளைது. இதற்கு நறாம் தபறாருத்தமறான f , 
x0  மற்றும் Dx ஆகியவற்க்த் வதர்வு தசயய வவண்டும். நம்முகடய இநதத் வதர்வு வமற்ைண்ட வதறாரறாய 
மதிப்பு சமனபறாடடின வலப்பக்ைத்கத ைணிப்பறான உதவியில்லறாமல் ைணக்கிடக்கூடிய வகையில் 
இருக்ைவவண்டும். எனவவ

 f x x x( ) ,= =0 9  மற்றும் � �x 0 2.  என நறாம் வதர்வு தசயவவறாம். இதனறால் � �f x( )0

1

2 9
  மற்றும்

   9 2.  »  f f( ) ( )( . )
.

.9 9 0 2 3
0 2

6
3 03333� � � � �  என கிகடக்கும்.

 தற்வபறாது, ஒப்பிடடுக் பறார்ப்பதற்ைறாை, ைணிப்பறாகனப் பயனபடுத்தினறால் 9 2 3 03315. .=  என 
கிகடப்பகதக் ைறாணலறாம். நம் வதறாரறாய மதிப்பு முதல் மூனறு தசம இடஙைளுக்கு சரியறாை  
உளைகதக் ைறாணலறாம். எனவவ பிகழ  3 03315 3 03333 0 00018. . .� � � . [வமலும் இஙகு ஒருவர் 

f x x x( ) ,� � �1 80  மற்றும்�x � 0 2.  எனவும் வதர்வு தசயயலறாம். எனவவ f  மற்றும் x0 -ன வதர்வு 

தனித்தனகமயுகடயதறாை இருக்ை வவண்டியதில்கல].
 எனவவ வமற்ைண்ட எடுத்துக்ைறாடடில் தனிப்பிகழ எனபது 3 03315 3 03333 0.00018.. . . 
தனிப்பிகழ எநத அைவு பிகழ எனபகதக் குறிக்கின்து;  ஆனறால் அது வதறாரறாய மதிப்பு எநத அைவுக்கு 
தமயமதிப்பிற்கு அருைறாகமயில் நன்றாை உளைது எனபகதக் கூ்றாது. இதற்ைறாை இரண்டு எளிய 
நிகலைகைக் ைறாணலறாம்.

 நி்லை 1 : ஏவதறா ஒரு அைவின தமயமதிப்பு 5  மற்றும் வதறாரறாய மதிப்பு 4  எனை. அதன தனிப்பிகழ  
5 4 1� �  .

 நி்லை 2 : ஏவதறா ஒனறின தமயமதிப்பு 100  மற்றும் வதறாரறாய மதிப்பு 95  எனை. தற்வபறாது அதன 
தனிப்பிகழ 100 95 5� � . எனவவ முதல் நிகலயின தனிப்பிகழ இரண்டறாம் நிகலகய விடக்குக்வறாை 
உளைது.
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 இநத இரு வதறாரறாய மதிப்புைளில் எது சி்நத வதறாரறாய மதிப்பு மற்றும் ஏன? ஒரு வதறாரறாய மதிப்பு 
சி்நததறா இல்கலயறா எனபது பற்றி தனிப்பிகழ சரியறாை ததரிவிப்பதில்கல. அவத சமயம் சறார்பிகழ 
அல்லது சதவீதப்பிகழ (கீவழ வகரயறுக்ைப்படடுளைது), ைணக்கிடுவவறாமறானறால் அநத வதறாரறாய 
மதிப்பு எவவைவு சி்நதது எனபகதக் ைறாணலறாம். தமயமதிப்பு பூச்சியம் எனில் நம் வதறாரறாய மதிப்பு 
தமயமதிப்புக்கு எநத அைவிற்கு தநருக்ைமறாை உளைது எனபது நமக்குத் ததரியும். தமயமதிப்பு 
பூச்சியமில்கல எனில் அகதப் பினவருமறாறு வகரயறுப்வபறாம்.

வகரயக்ற 8.3
 தமயமதிப்பு பூச்சியமற்்து எனில்
   சறார்பிகழ =  

தமயமதிப்பு - வதறாரறாய மதிப்பு
தமயமதிப்பு

   சதவீதப்பிகழ =  சறார்பிகழ × 100.

குறிபபு:  தனிப்பிகழ அைவீடடிற்கு அலகு உண்டு. அவத சமயம் சறார்பிகழ, சதவீதப் பிகழ 
ஆகியவற்றிற்கு அலகுைள இல்கல.
 வமற்ைண்ட நிகலைளில்

 முதல் நிகல : சறார்பிகழ= =
1

5
0 2. ; சதவீதப் பிகழ� � �

1

5
100 20% .

 இரண்டறாம் நிகல : சறார்பிகழ =
5

100
; சதவீதப் பிகழ� � �

5

100
100 5% .

 இதிலிருநது இரண்டறாவது வதறாரறாய மதிப்பு முதல் வதறாரறாய மதிப்பீடகட விடச் சி்நதது. சறார்பிகழ 
அல்லது சதவீதப் பிகழ ைணக்கிட எதன வதறாரறாய மதிப்கபக் ைணக்கிடுகினவ்றாவமறா அதன தமயமதிப்பு 
ததரிநதிருக்ை வவண்டும் எனபகதக் ைவனிக்ைவும். 
 வமலும் சில எடுத்துக்ைறாடடுைகைக் ைறாணலறாம்.

எடுததுக்கோட்டு 8.3
 ஒரு வசறாப்பு நுகரயின வடிவம் வைறாைமறாை உளைது என எடுத்துக் தைறாளவவறாம். ஆரம் 5 தசமீ-
இலிருநது  5.2 தசமீ-ஆை மறாறும் வபறாது ஏற்படும் வகைபரப்பின வதறாரறாய அதிைரிப்கப வநரியல் 
வதறாரறாய மதிப்பு முக்யில் ைறாண்ை. வமலும் அதன சதவீதப் பிகழகயயும் ைறாண்ை.
தீர்வு

 ஆரம் r  உளை வைறாைத்தின வகைபரப்பு S r r( ) � 4 2�  எனபகத நிகனவுகூர்ை. நம்மறால் 
சூத்திரத்கதப் பயனபடுத்தி சரியறான மறாற்்த்கதக் ைணக்கிட முடியும் என்றாலும் வநரியல் வதறாரறாய 
மதிப்பு முக்கயப் பயனபடுத்தி வதறாரறாய மதிப்கபக் ைறாணலறாம். சமனபறாடு (4)-னபடி
  வகைபரப்பின வதறாரறாய மறாற்்ம் =  S S S( . ) ( ) ( )( . )5 2 5 5 0 2� � �

    =  8 5 0 2p( )( . )

    =  8p  தசமீ 2

 சரியறான ைணக்கீடடினபடி வகைபரப்பின மறாற்்ம்
   S S( . ) ( )5 2 5−  =  108.16π ¯100π = 8.16 தசமீ 2.

   சதவீதப் பிகழ =  சறார்பிகழ � �
�

� �100
8 16 8

8 16
100 1 9607

.

.
. %

� �
�

 

எடுததுக்கோட்டு 8.4
 ஒரு வநர்வடட உருகையின ஆரம் r =10  தசமீ மற்றும் உயரம் h = 20  தசமீ. உருகையின ஆரம் 
10  தசமீ இலிருநது 10 1.  தசமீ-ஆை அதிைரிக்கின்து எனை. வமலும் உயரம் மறா்றாமல் உளைது எனில் 
உருகையின ைன அைவில் ஏற்படும் மறாற்்த்கதக் ைணக்கிடுை. வமலும் அதன சறார்பிகழ மற்றும் 
சதவீதப் பிகழகயயும் ைறாண்ை.
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தீர்வு

 உருகையின ைன அைவு V r h� � 2  எனபகத நிகனவு கூர்வவறாம், இஙகு ஆரம் r  மற்றும் உயரம் 

h  ஆகும். V r r h r( ) � �� �2 220 .

   V V( . ) ( )10 1 10−  »  
dV
dr r�

� �
10

10 1 10 20 2 10 0 1( . ) ( ( . ))� .

 எனவவ ைன அைவில் ஏற்படும் மறாற்்த்தின மதிப்பு  40 3pbrkP .
 ைன அைவில் ஏற்படும் துல்லியமறான மறாற்்ம்

   V V( . ) ( )10 1 10−  =  2040 2 2000 40 2 3. .� � �� � brkP .

   எனவவ சறார்பிகழ =  40 2 40

40 2

1

201
0 00497

.

.
.

� �
�
�

� � ; 

    மற்றும் சதவீதப் பிகழ =  சறார்பிகழ � � � �100
1

201
100 0 497. % .

பயிற்சி 8.1

 1. f x x( ) = 3  எனை. x = 27 இல் வநரியல் வதறாரறாய மதிப்கபக் ைறாண்ை. வநரியல் வதறாரறாய 

மதிப்கப பயனபடுத்தி  27 23 . ன மதிப்கபக் ைறாண்ை.

 2. வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பீடடு முக்யில் பினவருவனவற்றின வதறாரறாய மதிப்புைகைக் ைறாண்ை.

   (i) ( )123
2

3  (ii) 154   (iii) 263  

 3. பினவரும் சறார்புைளுக்கு, தைறாடுக்ைப்படட புளளிைளில் வநரியல் வதறாரறாய மதிப்கபக் ைறாண்ை.

   (i) f x x x x( ) ,� � � �3

05 12 2   (ii) g x x x( ) ,� � � �2

09 4  

   (iii) h x x
x

x( ) ,�
�

�
1

10  

 4. ஒரு வடட வடிவ  தைடடின ஆரம் 12 65.  தசமீ-க்குப் பதிலறாை 12 5.  தசமீ என அைக்ைப்படுகின்து 
எனில் அதன பரப்பு ைணக்கிடுவதில் பினவருவனவற்க் ைறாண்ை:

   (i) தனிப்பிகழ (ii) சறார் பிகழ (iii) சதவீதப் பிகழ
 5. பனிக்ைடடியிலறான ஒரு வைறாைத்தின ஆரம் 10  தசமீ. அதன ஆரம் 10  தசமீலிருநது 

9 8.  தசமீ-ஆை குக்கின்து. பினவருவனவற்றின வதறாரறாய மதிப்பிகனக் ைறாண்ை:
   (i) ைன அைவில் ஏற்படும் மறாற்்ம் (ii) வகைபரப்பில் ஏற்படும் மறாற்்ம்

 6. l  நீைம் உளை ஒரு தனி ஊசலின முழு அகலவு வநரம் T  எனபது T l
g

= 2p  என 

தைறாடுக்ைப்படடுளைது, இஙகு  g  ஒரு மறாறிலி. l -ல் ஏற்படும் 2  சதவீதப் பிகழக்கு ஏற்ப  
T -ன ைணக்கீடடில் ஏற்படும் வதறாரறாய சதவீதப் பிகழகயக் ைறாண்ை.

 7. ஒர் எண்ணின n -ஆம் படி மூலம் ைணக்கிடப்படும்வபறாது ஏற்படும் சதவீதப் பிகழ 

வதறாரறாயமறாை, அநத எண்ணின சதவீதப் பிகழயின  1
n

 மடஙகு ஆகும் எனக்ைறாடடுை.

8.2.3  வககயீடுகள் (Differentials)
 இஙகு  "ை்கயீடுகள்" பற்றி அறிமுைப்படுத்த மீண்டும் நறாம் வகைக்தைழு ைருத்துருகவப் 
பயனபடுத்துவவறாம். இஙகு சமனபறாடு  (1)ஐ ைவனிப்வபறாம்.
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   df
dx

 =  lim
( ) ( )

( ) lim
� � � �

� � �
�

� � �
�
�x x

f x x f x
x

f x f
x0 0

. ...(7)

 இஙகு 
df
dx

எனபது வித்தியறாசஙைளின விகிதத்தின எல்கல மதிப்கபக் குறிக்ை லிபினிடஸ் 

பயனபடுத்திய குறியீடு ஆகும். இது x -ஐப் தபறாருத்து y -ன ை்ககபகழு எனப்படும். 
df
dx

-ஐ  df  

மற்றும் dx  இவற்றின விகிதமறாை (வகுத்தலறாை) ைருதுவது தபறாருத்தமுளைதறாகுமறா? வவறுவிதமறாை 
வகைக்தைழு எனபது df  மற்றும் dx -ன வகுத்தலறாகுமறாறு  df -க்கும்  dx -க்கும் தபறாருள தைறாளை 
முடியுமறா? சில வநரஙைளில் ஆம் எனலறாம். எடுத்துக்ைறாடடறாை, f x mx c( ) � �  இஙகு m c, எனபன 

மறாறிலிைள, எனில் y f x= ( ) .

 எல்லறா x∈   மற்றும் Dx -க்கு  Dy  = f x x f x m x f x x( ) ( ) ( )� � � � � � � � . எனவவ சமனபறாடு (2) 

மற்றும் (3) தமய. இஙகு x  மற்றும் y f( )=  இவற்றில் ஏற்படும் மறாற்்ம் வநர்வைறாடடின மீது 
ஏற்படுகின்து. இநநிகலயில்

   f
x
?d; khw;wk;

?d; khw;wk
 =  �

�
� � � �

y
x

f x df
dx

dy
dx

( ) .

 இதனறால் df f dy� � �  மற்றும் dx x� �  என எடுத்துக்தைறாண்டறால் வகைக்தைழு 
df
dx

 எனபது 

உண்கமயில் df மற்றும் dx -ன விகிதமறாகும். எனவவ f -ன வகையீடகட பினவருமறாறு 
வகரயறுப்வபறாம்:

வகரயக்ற 8.4
 x -ன அதிைரிப்பு Dx உடன மற்றும் எல்லறா  x a b∈ ( , ) -க்கும் f a b: ( , ) →   ஒரு வகையிடத்தக்ை 
சறார்பு எனை. f -ன வகையீடு 
   df f x x� �( )� . ... (8)
என வகரயறுக்ைப்படுகின்து.

 f x x( ) =  எனில் சமனபறாடு (8)-ன படி  
dx f x x x� � �( )� �1dx f x x x� � �( )� �1  அதறாவது dx x� � , 
இது  x -அச்சில் ஏற்படும் மறாற்்ம். எனவவ 
சமனபறாடு (8)-னபடி f-ன வகையீடு
df f x dx� �( ) . அடுத்து ஏவதனும் ஒரு 
y f x= ( ) -க்ைறான வகையீடகட ைறாண்வபறாம். 
�f f x dx f x� � �( ) ( )  எனபது y f x= ( )  
என் சறார்பின தவளியீடடில் ஏற்படும் 
மறாற்்த்கதத் தருகின்து. ′f x( )  எனபது 

( , ( ))x f x  என் புளளியில் ததறாடுவைறாடடின 
சறாயகவத் தருகின்து. ததறாடுவைறாடடுத் 
திகசயில் f  இல் ஏற்படும் மறாற்்ம் dy  
அல்லது df  எனை. எனவவ வமற்ைண்டபடி 
dy f x dx� �( )  படம் 8.4 இலிருநது  � � � � �f dy df f x dx( )  எனபது ததளிவு மற்றும் ′f x( )  எனபது 

வதறாரறாயமறாை  Df  மற்றும் Dx -ன விகிதமறாைக் ைறாணலறாம். எனவவ 
df
dx

 எனபகத df  மற்றும் dx -ன 

விகிதமறாை தபறாருள தைறாளைலறாம்.

படம் 8.4
கேரியல கதகாைகாய மதிபபு  மறறும் ை்கயீடு

ததறாடுவைறாடு

{ }

{

∆y y f t= ( )

f x dx( )+

y f x= ( )

dy f x dx= ′( )

x x+dx
dx

O
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குறிப்புகர

 ஒரு சறார்பின வகைக்தைழுவும் ஒரு சறார்புதறான எனபது நறாம் அறிவவறாம் . ஒரு சறார்பு f -ன 
வகையீடு சறாரறா மறாறியின சறார்பறாை மடடுமல்லறாமல், உளளீடடில் ஏற்படும் மறாற்்ம் dx x� � -ஐயும் 
சறார்நதுளைது. எனவவ, df  எனபது x  மற்றும் dx  என் இரு மறாறும் அைவுைளின சறார்பறாை உளைது.  
� �f df  எனபகத படம் 8.4-இலிருநது ைறாணலறாம். 

 ஒப்பிடடுப் பறார்க்ை சில சறார்புைள, அவற்றின வகைக்தைழுக்ைள மற்றும் வகையீடுைள கீவழ உளை 
அடடவகணயில் தைறாடுக்ைப்படடுளைன.

ை. 
எண் சகாரபு ை்ககபகழு ை்கயீடுகள்

1 f x xn( ) =  � � �f x nxn( ) 1  df nx dxn� �1  

2 f x x x( ) cos( )� �2 7  f x x x x( ) sin( )( )2 7 2 7  df x x x dx� � � �sin( )( )2 7 2 7  

3 f x x( ) cot( )= 2  f x x x( ) cosec2 ( )2 2  df x x dx� �cosec2 2 2( )

4
f x x( ) sin–1( )�  

� �
�

f x
x

( )
1

1 2
 df

x
dx�

�

1

1 2
 

5 f x x( ) tan� �1  � �
�

f x
x

( )
1

1 2
 df

x
dx�

�
1

1 2
 

6 f x ex x( ) � � �3 5 7  � � �� �f x e xx x( ) ( )
3 5 7 23 5  df e x dxx x� �� �3 5 7 23 5( )  

7 f x x( ) log( )� �2 1  � �
�

f x x
x

( )
2

12
 df x

x
dx�

�
2

12
 

 அடுத்து நறாம் வகையீடுைளின பண்புைகைப் பற்றிக் ைறாண்வபறாம். இநத முடிவுைள வகைக்தைழுவின 
வகரயக் மற்றும் வகைக்தைழுவின விதிைகைப் பினபற்றி கிகடப்பன.  (5)-ம் பண்பிற்குமடடும் கீவழ 
நிரூபணம் தரப்படடுளைது. மற்்கவ பயிற்சிக்ைறாை விடப்படடுளைது.

வககயீடுகளின் பண்புகள் (Properties of Differentials)

 இஙகு நறாம் தமயமறாறிைைறாலறான தமயமதிப்புச் சறார்புைகை மடடும் ைருத்தில் தைறாளவவறாம்.
 (1) f  ஒரு மறாறிலிச் சறார்பு எனில் df = 0 .

 (2) சமனிச் சறார்பு f x x( ) =  எனில் df dx=1 .

 (3) f  வகையிடத்தக்ைது மற்றும், c∈  எனில் d cf cf x dx( ) ( )� � .

 (4) f g,  எனபன வகையிடத்தக்ைன எனில் d f g df dg f x dx g x dx( ) ( ) ( )� � � � � � � .

 (5) f g,  எனபன வகையிடத்தக்ைன எனில் d fg fdg gdf f x g x f x g x dx( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )) .

 (6) f g,  எனபன வகையிடத்தக்ைன எனில் 

d f g gdf fdg
g

g x f x f x g x
g x

dx( / )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
�

�
�

� � �
2 2

,  இஙகு g x( ) ¹ 0 .
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 (7) f g,  எனபன வகையிடத்தக்ைன எனபதுடன h f g=   வகரயறுக்ைப்படடது எனில் 

  dh f g x g x dx� � �( ( )) ( ) .

 (8) h x e f x( ) ( )=  எனில் dh e f x dxf x� �( ) ( ) .

 (9) எல்லறா x -க்கும் f x( ) > 0  மற்றும் g x f x( ) log( ( ))=  எனில் dg f x
f x

dx�
�( )

( )
. 

எடுததுக்கோட்டு 8.5
 f g a b, : ( , ) →   எனபன வகையிடத்தக்ை சறார்புைள எனில் d fg fdg gdf( ) � �  என நிறுவுை.

தீர்வு

 f g a b, : ( , ) →   எனபன வகையிடத்தக்ை சறார்புைள எனபதுடன h x f x g x( ) ( ) ( )=  எனை.  h  
எனபது வகையிடத்தக்ை சறார்புைளின தபருக்ைல் எனபதறால் ( , )a b இல்  h -ம் வகையிடத்தக்ைது. எனவவ 
வகரயக்ப்படி dh h x dx� �( ) .
 தற்வபறாது தபருக்ைல் விதிகயப் பயனபடுத்தி � � � � �h x f x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . 
 இதனறால் dh h x dx� �( )  =  ( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x dx f x g x dx f x g x dx� � � � � � �

    =  f x dg g x df fdg gdf( ) ( )� � �

எடுததுக்கோட்டு 8.6
 g x x x( ) sin� �2 எனில் dg -ஐக் ைறாண்ை.

தீர்வு

 சறார்பு g  வகையிடத்தக்ைது எனபகதக் ைவனிக்ைவும். வமலும் � � �g x x x( ) cos2 .
 இதனறால் dg x x dx� �( cos )2 .
எடுததுக்கோட்டு 8.7
 10  தசமீ ஆரம் உளை வைறாைத்தின ஆரம் 0 1.  தசமீ குக்கின்து எனில் அதன ைன அைவில் 
வதறாரறாயமறாை எவவைவு குக்யும்?
தீர்வு

 வைறாைத்தின ைன அைவு V r�
4

3

3�  என  நறாம் அறிவவறாம். இஙகு r > 0  எனபது ஆரம். எனவவ 

வகையீடு dV r dr� 4 2�  மற்றும் ∆ ≈V dV  எனவவ

   dV  =  4 10 2 3p( ) (9.9-10)cm  
    =  4 10 0 12 3� ( . )� cm

    =  − 40 3π cm .
 ஆரம் 10-இலிருநது 9.9 ஆை குக்கின்தறால் dr � �( . )9 9 10 தசமீ எனப் பயனபடுத்தியுளவைறாம். 
மறுபடியும் விகடயில் வரும் '− ' குறியீடு வைறாைத்தின ைன அைவு 40 3pbrkP குக்வகதக் குறிக்கின்து.

பயிற்சி 8.2
 1. பினவரும் சறார்புைளுக்கு வகையீடு dy  ைறாண்ை :

   (i) y x
x

�
�
�

( )1 2

3 4

3

  (ii) y x� �( sin( )) /3 2 2 3  (iii) y e xx x2 5 7 2cos ( )1  

 2. f x x x( ) � �2 3  என் சறார்பிற்கு df  ைறாண்ை மற்றும்

   (i) x = 2 , dx = 0 1.   (ii) x = 3  மற்றும் dx = 0 02.

  எனும்வபறாது df -ஐ மதிப்பிடுை.
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 3. f  என் சறார்பிற்கு தைறாடுக்ைப்படட x x,D மதிப்புைளுக்கு Df  மற்றும் df  ைறாண்ை. வமலும் 
அவற்க் ஒப்பிடுை.

   (i) f x x x x x dx( ) ; , .� � � � �3 22 2 0 5�

   (ii) f x x x x x dx( ) ; . , .� � � � � � �2 2 3 0 5 0 1�

 4. log .10 0 4343e =  எனக்தைறாண்டு  log10 1003 -ன வதறாரறாய மதிப்கபக் ைறாண்ை.

 5. ஒரு மரத்தின அடிப்பகுதியின விடடம் 30 தசமீ. அடுத்த ஆண்டு அதன சுற்்ைவு 6 தசமீ 
அதிைரிக்கின்து எனில் 

  (i)  வதறாரறாயமறாை மரத்தின விடடம் எவவைவு வைர்நதுளைது?
  (ii) அதன குறுக்கு தவடடுப் பரப்பறானது எவவைவு சதவீதம் அதிைரித்திருக்கும்?
 6. ஒரு குறிப்பிடட ப்கவயின முடகட கிடடத்தடட வைறாை வடிவமறாை உளைது. முடகடயின 

ஆரம் ஓடடிற்கு உளவை 5 மிமீ ஆைவும் ஓடடிற்கு தவளிவய 5.3 மிமீ ஆைவும் உளைது எனில் 
ஓடடின வதறாரறாய ைன அைகவக் ைறாண்ை.

 7. மனிதனின இரத்தக் குழறாயின (தமனியின) குறுக்கு தவடடறானது வடட வடிவம் எனக் தைறாளை. 
ஒரு வநறாயறாளிக்கு இரத்தக் குழறாய விரிவகடவதற்ைறான மருநது தைறாடுக்ைப்படடுளைது. 
இரத்தக் குழறாயின ஆரம் 2 மிமீ இலிருநது 2.1 மிமீ ஆை அதிைரிக்கும்வபறாது  அதன குறுக்கு 
தவடடின பரப்பு வதறாரறாயமறாை எநத அைவு அதிைரிக்கும்?

 8. புதிதறாை உருவறாக்ைப்படட ஒரு நைரத்தின வறாக்ைறாைர்ைளின எண்ணிக்கையின (ஆயிரஙைளில்) 
அதிைரிப்பு V t t t t( ) ,� � � � �30 12 0 82 3  எனபதறால் மதிப்பிடப்படுகின்து. இஙகு t  எனபது 

ஆண்டுைகை குறிக்கின்து. ைறாலம் 4-இலிருநது 4
1

6
  வருடமறாை இருக்கும்வபறாது ஏற்படும் 

வதறாரறாய வறாக்ைறாைர்ைளின எண்ணிக்கை மறாற்்த்கதக் ைறாண்ை.
 9. ஒரு மனிதன x  மணி வநரத்தில் ைற்கும் y  வறார்த்கதைளுக்ைறான ததறாடர்பு y x x� � �52 0 9,  

எனக் தைறாடுக்ைப்படடுளைது. x -ன மதிப்பு பினவருமறாறு மறாறும்வபறாது ைற்்ல் 
வறார்த்கதைளின எண்ணிக்கையில் ஏற்படும் வதறாரறாய மறாற்்த்கதக் ைறாண்ை.

   (i) 1 இலிருநது 1.1 மணி? (ii) 4 இலிருநது 4.1 மணி?
 10. ஒரு வடட வடிவத் தைடு தவப்பத்தினறால் சீரறாை விரிவகடகின்து எனை. அதன ஆரம்  

10.5 தசமீ-இலிருநது 10.75 தச.மீ-ஆை அதிைரிக்கும்வபறாது அதன பரப்பில் ஏற்படும் வதறாரறாய 
அதிைரிப்பு மற்றும் வதறாரறாய சதவீத அதிைரிப்பு ஆகியவற்க்க் ைறாண்ை.

 11. 10  தசமீ பக்ை அைவு தைறாண்ட ஒரு ைன சதுரத்தின பக்ைஙைளுக்கு 0 2.  தசமீ ைனத்திற்கு 
வர்ணம் பூசப்படுகின்து. வகையீடுைகைப் பயனபடுத்தி அநத ைன சதுரத்தின வர்ணப் 
பூச்சிற்கு வதறாரறாயமறாை எத்தகன ைன தசமீ அைவிற்கு வர்ணம் பயனபடுத்தப்படடது எனக் 
ைறாண்ை. வமலும் துல்லியமறாை எவவைவு வர்ணம் பயனபடுத்தப்படடது எனபகதயும் ைறாண்ை.

8.3 பல மோறிககைக் ்கோண்்ட சோர்புகள் (Functions of several Variables)
 x என் மறாறியறாலறான f  என் சறார்கப நிகனவு கூர்வவறாம் ; y f x= ( )  என் சறார்பின தனகமகய 
நனகு புரிநது தைறாளை அதன வகரபடத்கத வகரவவறாம். தபறாதுவறாை y f x= ( )  என் சறார்பின 
வகரபடமறானது xy -தைத்தில் அகமநத ஒரு வகைவகர ஆகும். வமலும் x a=  இல் f -ன வகைக்தைழு 
′f a( )  எனபது  x a=  இல் f -இன வகைவகரக்ைறான ததறாடுவைறாடடுச் சறாயகவக் குறிக்கி்து. 

அறிமுைத்தில் ஒனறுக்கு வமற்படட மறாறிைகையுகடய சறார்புைளின வதகவகயப் பற்றி பறார்த்வதறாம். 
இஙகு ஒனறுக்கு வமற்படட மறாறிைகையுகடய சறார்புைகை அறிநது தைறாளை சில வைறாடபறாடுைகை 
உருவறாக்குவவறாம். முதலில் இரு மறாறிைகையுகடய சறார்புைகைக் ைறாண்வபறாம். x  மற்றும் y  இல் 
அகமநத சறார்பு F x y( , )  எனை. F -ன வகரபடம் வகரய முப்பரிமறாணம் xyz  இல் z F x y= ( , ) -ன 
வகரபடம் வகரவவறாம். வமலும் இரு மறாறிைள உகடய சறார்பின ததறாடர்ச்சித் தனகம, மற்றும் பகுதி 
வகைக்தைழுவின வைறாடபறாடுைகையும் ைறாண்வபறாம்.
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z = 30 - x2 - y2

z = 30 - x2 - y2

y = 3 x = 2

 எடுத்துக்ைறாடடறாை g x y x y( , ) ,� � �30 2 2  x y, ∈  எனபகதக் ைறாண்வபறாம். தைறாடுக்ைப்படட 
புளளி ( , )x y ∈2  எனில் z x y� � �30 2 2  எனபது வகரபடத்தில் z  அச்சு தூரத்கதத் குறிக்கி்து. 
எனவவ  ( , , )x y x y30 2 2− −  என் புளளி xy -தைத்தில் ( , )x y  புளளிக்கு 30 2 2− −x y  உயரத்தில் 
உளைது. உதறாரணமறாை ( , )2 3 2∈  எனில் ( , , ) ( , , )2 3 30 2 3 2 3 172 2� � �  எனபது g -ன வகரபடத்தின 
மீதுளைது. நறாம் y = 3  என எடுத்துக்தைறாண்டறால் g x x( , )3 212� � �   என் சறார்பு x -ஐ மடடும் 
சறார்நதுளைது. எனவவ அது ஒரு வகைவகரயறாை இருக்ை வவண்டும்.
 இதுவபறால் x = 2  என எடுத்துக்தைறாண்டறால் g y y( , )2 26 2� �  என் சறார்பு y -ஐ மடடும் 
சறார்நதுளைது. இநத இரு நிகலைளிலும் கிகடக்கும் சறார்புைள இருபடிச் சறார்புைைறாை இருப்பதறால் 
வகரபடம் ஒரு பரவகையமறாை இருக்கும். z g x y= ( , ) -இலிருநது கிகடக்கும் வகைபரப்பு ஒரு 
பரவகையத் திண்மம் (paraboloid) எனப்படும்.
 g x x( , )3 21 2� �  எனபது ஒரு பரவகையம், இது z x y� � �30 2 2  என் வகைபரப்பும் y = 3  என் 
தைமும் தவடடும்வபறாது கிகடப்பது ஆகும். (படம் 8.5-ஐக் ைறாண்ை). இதுவபறால் g y y( , )2 26 2� �  
எனபது ஒரு பரவகையம் ; இது z x y� � �30 2 2  என் வகைபரப்பும்  x = 2  என் தைமும் 
தவடடும்வபறாது கிகடக்கின்து. (படம் 8.6-ஐக் ைறாண்ை). பினவரும் வகரபடஙைள வமற்ைண்ட 
விவறாதஙைகை விவரிக்கின்ன.

 படம் 8.5 படம் 8.6 
 x y,  என் இரு மறாறிைளில் அகமநத சறார்பு F -ஐப் வபறாலவவ z F x y= ( , )  என் சமனபறாடகடக் 
தைறாண்டு முப்பரிமறாணம்  3 -லும் ைறாணலறாம். இது 3 -ல் உளை வகைபரப்கபக் குறிக்கும்.

8.3.1 ஒரு மோறியில் அகமந்த சோர்புகளின் எல்கல மற்றும் ்்தோ்டர்ச்சித ்தன்கமயின்   
        மீள்போர்கவ (நிகைவு கூர்்தல்)

          (Recall of Limit and Continuity of Functions of One Variable)

 இரு மறாறிைளில்  அகமநத சறார்பின ததறாடர்ச்சித் தனகமகயப் பற்றி படிப்பதற்கு முனனர் ஒரு 
மறாறியில் அகமநத சறார்பின ததறாடர்ச்சித் தனகமகய நிகனவு கூர்வவறாம். XI-ஆம் வகுப்பில் பினவரும் 
வகரயக்கய நறாம் பறார்த்துளவைறாம்.
 f a b: ( , ) →   என் சறார்பு, x a b0 ∈ ( , )  என் புளளியில் ததறாடர்ச்சியறானது எனில் பினவரும் 

நிபநதகனைகை நிக்வு தசயய வவண்டும்.

 (1) x0  இல் f  வகரயறுக்ைப்படடிருக்கும் (2) lim ( )
x x

f x L
�

�
0

 எல்கல மதிப்பு உளைது

 
(3) xL

0
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 வமற்ைண்ட இரண்டறாவது நிபநதகனகய சரியறாைப் புரிநது தைறாளவதில்தறான ததறாடர்ச்சித் 

தனகமயின முக்கிய ைருத்து உளைது.  x -ன மதிப்பு x0 -ஐ தநருஙை தநருஙை f x( )  -ன மதிப்பு L -ஐ 

தநருஙகி தநருஙகிச் தசல்வகத lim ( )
x x

f x L
�

�
0

 என எழுதுகினவ்றாம்.

 இனனும் ததளிவறாைவும், துல்லியமறாைவும் புரிநது தைறாளை இரண்டறாவது நிபநதகனகய  
அண்கமப் பகுதிகயக் தைறாண்டு மறாற்றி எழுதுவவறாம். இது இரண்டு மறாறிைளில் அகமநத சறார்புைளின 
ததறாடர்ச்சிகயப் பற்றி அறிய உதவும்.

வகரயக்ற 8.5 (சோர்பின் எல்கல)

 f a b: ( , ) →   மற்றும் x a b0 ∈ ( , )  எனை. L -ன ஒவதவறாரு அண்கமப்பகுதி ( , ),L L� � �� � � 0  

( , ),L L� � �� � � 0 -க்கும் f x L L( ) ( , )� � �� � , x x x x� � �( , ) \{ }0 0 0� �  எனுமறாறு x0 -க்கு ஒரு அண்கமப்பகுதி 
( , ) ( , ),x x a b0 0 0� � � �� � �  இருக்குமறானறால் x x= 0  இல் f -ன எல்கல மதிப்பு  L  எனகிவ்றாம்.

 வமற்ைண்ட அண்கமப்பகுதி வழியறான நிபநதகனகய மடடு மதிப்பு பயனபடுத்தியும் 
கீழ்க்ைண்டவறாறு கூ்லறாம் : 

� �� 0 , f x L( ) � � � எனுமறாறு � �� 0  மற்றும் 0 0� � �x x � .

 இதன தபறாருள x x¹ 0   மற்றும் x-ன மதிப்பு x0 -இலிருநது δ தூரத்திற்குளைறாை இருக்குமறானறால் 
f x( )  எனபது L -இலிருநது ε தூரத்திற்குளைறாை இருக்கும். 

 பினவரும் படஙைள ε  மற்றும் δ -க்கு இகடவயயறான ததறாடர்கப விைக்கும். 

 படம் 8.7 படம் 8.8 

 பினவரும் நிபநதகனைள ( ) ( )1 2= எனில் x0 -ஐ தவிர  x0 -ன அருைறாகமப் பகுதியின f என் 

சறார்பின x0 -க்ைறான எல்கல மதிப்பு உளைது எனபகத நறாம்  XI -ஆம் வகுப்பில் படித்துளவைறாம்.

 (1) lim ( )
x x

f x L
� �

�
0

1  (வலது எல்கல) (2) lim ( )
x x

f x L
� �

�
0

2  (இடது எல்கல)

 (3) L L1 2=

 x0  இல் f  என் சறார்பு வகரயறுக்ைப்படடது எனை. 

y

x

f x x
x

x( ) ,�
�
�

�
2 9

9
3

O–1–2–3–4–5

–1

–2

1

2

5

6

7

8

21 3 4 5 6

f x x
x

x( ) ,�
�
�

�
3

2
2

8

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24

26

–1–2–3–4–5–6–7 1 2 3 4 5 6

y

x

4
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 அதறாவது f x L( )0 = . தற்வபறாது L L L= =1 2  எனில் சறார்பு f ஆனது x x= 0  இல் ததறாடர்ச்சியறானது 

ஆகும். ஒரு மறாறிகய தைறாண்ட சறார்புைளின எல்கல மற்றும் ததறாடர்ச்சித் தனகமயில் அண்கமப் பகுதி 

ஒரு முக்கிய பஙைறாற்றுகின்து எனபகதக் ைவனிக்ை. இநத நிகலயில் x0 ∈ -ன அண்கமப் பகுதி 

( , )x r x r0 0� � , r > 0  ஆை இருக்கும். இரு மறாறிைகைக் தைறாண்ட சறார்புைளின எல்கல  

மற்றும் ததறாடர்ச்சித் தனகம பற்றி அறிய ( , )u v ∈2 -ன அண்கமப் பகுதிகய வகரயறுக்ை 

வவண்டியுளைது. எனவவ ( , )u v ∈2  மற்றும் r > 0 -க்கு , ( , )u v  என் புளளியின அண்கமப்பகுதி

B u v x y x u y v rr (( , )) {( , ) | ( ) ( ) }� � � � � �

2 2 2 2  என் ைணமறாகும்.

 ( , )u v  என் புளளியின r -அண்கமப் பகுதி எனபது கமயம் ( , )u v  மற்றும் ஆரம் r > 0  தைறாண்ட 
ஒரு தி்நத வடடு ஆகும். அண்கமப் பகுதியிலிருநது கமயம் நீக்ைப்படடறால் அது து்ையிடபபைட்ட 
அண்்மபபைகுதி ஆகும். 

8.4  இரு மோறிகள் உக்டய சோர்புகளின் எல்கல மற்றும் ் ்தோ்டர்ச்சித ்தன்கம
       (Limit and Continuity of Functions of Two Variables)

வகரயக்ற 8.6 (சோர்பின் எல்கல)

 A x y a x b c y d F A( , ) , , :� �2  எனை.  F  பினவரும் நிபநதகனைகை 

நிக்வு தசயயுமறானறால் ( , )u v  இல் F -இன எல்கல L எனப்படும்:

 L -ன ஒவதவறாரு அண்கமப்பகுதி ( , ),L L� � �� � � 0 -க்கும்  
 ( , ) (( , )) \{( , )}, ( ) ( , )x y B u v u v f x L L� � � � � �� � � �0  எனுமறாறு ( , )u v -ன ஒரு  
δ -அண்கமப்பகுதி B u v A� (( , )) �  இருக்கும். 

 இகத lim ( , )
( , ) ( , )x y u v

F x y L
�

�   என எழுதலறாம்.

படம் 8.9 சறார்பின எல்கல

 ஒரு மறாறியில் அகமநத சறார்புைகை ஒப்பிடும்வபறாது இரு மறாறியில் அகமநத சறார்பின எல்கல 
ைறாணும் முக் நுடபமறானது ஆகும். இஙகு ( , )u v -க்ைறான ஒவபைகாரு சகாததியமகான பைகா்த ைழியகாகவும் 
( , )x y  எனபது ( , )u v -ஐ தநருஙகும்வபறாது F x y( , ) -ன மதிப்பு, ஒவர மதிப்பு L -ஐ தநருஙை வவண்டும். 
(வநர்வைறாடுைைறாை இல்லறாத பறாகதைகையும் வசர்த்து) எல்கல முக்கய படம் 8.9 விைக்குகின்து. 

 ஒரு மகாறியில அ்மநத சகாரபுகளுகககான எல்லை விதிகள் (எல்லை கதற்றஙகள்) பைலை மகாறிக்ைக 
பககாண்ட சகாரபுகளுககும் பபைகாருநதும்.

 தற்வபறாது ஒரு மறாறியில் அகமநத சறார்புைளின ததறாடர்ச்சித் தனகமகய பினபற்றி இரு 
மறாறிைைறாலறான சறார்புைளின ததறாடர்ச்சித் தனகமகய வகரயறுப்வபறாம்.

y

O x
a b

F

�

L( , )x y0 0

L ��

L ��

d

c

�2
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வகரயக்ற 8.7 (்்தோ்டர்ச்சித ்தன்கம)

 A x y a x b c y d F A= < < < <{ } ⊂ →( , ) , , : 

2  என் சறார்பு F  ( , )u v   இல் ததறாடர்ச்சியறானது 
எனில் பினவருவனவற்க் நிக்வு தசயய வவண்டும் .

 (1) ( , )u v  இல் F  வகரயறுக்ைப்படடுளைது (2) lim ( , )
( , ) ( , )x y u v

F x y L
�

�  இருக்கி்து  

 (3) L F u v= ( , ) .

படம் 8.10 சறார்பின ததறாடர்ச்சித்தனகம

குறிப்புகர

 (1) படம் 8.10 இல்  L F x y= ( , )0 0  எனபது ( , )x y0 0  இல் ததறாடர்ச்சித்தனகமகய விைக்கும்.

 (2) f x x xn( , , , )1 2  -ன ததறாடர்ச்சித் தனகமயும் வமற்கூறிய முக்யிவலவய வகரயறுக்ைப்படும்.

 இரு மறாறிைளுகடய சறார்புைளின ததறாடர்ச்சித் தனகம பற்றிய சில எடுத்துக்ைறாடடுைகைக் 
ைறாண்வபறாம்.

எடுததுக்கோட்டு 8.8

 அகனத்து ( , )x y ∈2 -க்கும் f x y x y
x y

( , ) �
� �
� �

3 5 8

12 2
 எனில் 2  இல் f  ததறாடர்ச்சியறானது எனக் 

ைறாடடுை.
தீர்வு

 ( , )a b ∈2  எனபது ஏவதனும் ஒரு புளளி எனை. ( , )a b  இல் f -ன ததறாடர்ச்சித் தனகம பற்றி 
ஆரறாயவவறாம். 
 அதறாவது ( , )a b  இல் f -ன ததறாடர்ச்சித் தனகமக்ைறான மூனறு நிபநதகனைகையும் 
சரிபறார்க்ைலறாம்.

 f a b a b
a b

( , ) �
� �
� �

3 5 8

12 2
 எனபது வகரயறுக்ைப்படடது. எனவவ முதல் நிபநதகன தமயயறாகின்து.

 அடுத்ததறாை lim ( , )
( , ) ( , )x y a b

f x y
→

 எல்கல மதிப்பு உளைதறா எனப்பறார்க்ை வவண்டும்.

 lim ( )
( , ) ( , )x y a b

x y a b
�

� � � � �3 5 8 3 5 8  மற்றும் lim ( )
( , ) ( , )x y a b

x y a b
�

� � � � � �2 2 2 21 1 0 .

 எனவவ எல்கல மதிப்பின பண்புைள படி 

lim ( , )
lim ( )

lim( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

x y a b

x y a b

x y a b

f x y
x y

→

→

→

=
− +3 5 8

(( )
( , )

x y
a b
a b

f a b
2 2 2 21

3 5 8

1+ +
= − +

+ +
=  = L எனறிருக்கி்து.

 இப்வபறாது lim ( , ) ( , )
, ( , )x y a b

f x y L f a b
�

� �  எனபது ைவனிக்ைத்தக்ைது. எனவவ ( , )a b  இல் f -ன 

ததறாடர்ச்சித் தனகமக்ைறான மூனறு நிபநதகனைகையும் f  நிக்வு தசயகின்து. 

y

O x
a b

F

�

( , )x y0 0

d

c

�2

F x y( , )0 0 + ε

F x y( , )0 0 −ε
F x y( , )0 0
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 வமலும் ( , )a b , எனபது R2  இல் உளை ஏவதனும் ஒரு புளளி எனபதறால் f  என் சறார்பு 2 -ன 
எல்லறா புளளிைளிலும் ததறாடர்ச்சித் தனகமயுகடயது என முடிவு தசயயலறாம்.
எடுததுக்கோட்டு 8.9

 f x y xy
x y

( , ) �
�2 2

, ( , ) ( , )x y ¹ 0 0  மற்றும் f ( , )0 0 0=  என் சறார்கப எடுத்துக் தைறாளவவறாம். 

இநதச் சறார்பு f , ( , )0 0 -ஐத் தவிர 2 -ன மற்் எல்லறா புளளிைளிலும் ததறாடர்ச்சித்தனகமயுகடயது 
என நிறுவுை.
தீர்வு

 ஒவதவறாரு ( , )x y ∈2 -க்கும் f  வகரயறுக்ைப்படடுளைகதக் ைவனிக்ைவும். முதலில்  
( , ) ( , )a b ¹ 0 0  இல் f-ன ததறாடர்ச்சித் தனகமகய சரிபறார்ப்வபறாம். எடுத்துக்ைறாடடறாை ( , ) ( , )a b = 2 5  

எனில் f ( , )2 5
10

29
= .  வமற்ைண்ட எடுத்துக்ைறாடடு வபறாலவவ lim ( )

( , ) ( . )x y
xy

�
� �

2 5
2 5 10   மற்றும்

lim
( , ) ( . )x y

x y
→

+ = + = ≠
2 5

2 2 2 22 5 29 0 .

எனவவ lim
( , ) ( , )x y

xy
x y� �

�
2 5 2 2

10

29
.

 f xy
x yx y

( , ) lim
( , ) ( , )

2 5
10

29 2 5 2 2
� �

��
, எனவவ ( , )2 5  இல்  f  ததறாடர்ச்சித் தனகமயுகடயது எனபது 

ததளிவறாகி்து.
 இதுவபறான் வறாதஙைகைக் தைறாண்டு ( , ) ( , )a b ¹ 0 0 ஆை உளை ஒவதவறாரு புளளியிலும் f  
ததறாடர்ச்சித் தனகமயுகடயது எனலறாம். தற்வபறாது ( , )0 0  இல் ததறாடர்ச்சிகயக் ைறாண்வபறாம். 

வகரயக்யினபடி f ( , )0 0 0= . அடுத்தது நறாம்  lim
( , ) ( , )x y

xy
x y� �0 0 2 2

  எல்கல மதிப்பு உளைதறா அல்லது 

இல்கலயறா எனப் பறார்க்ை வவண்டும்.
 முதலில் ( , )0 0  வழிச் தசல்லும்  y mx=  வநர்க்வைறாடடுப்பறாகதயில் எல்கல மதிப்கப  சரிபறார்க்ைலறாம்.

lim lim
( )

( , )
( , ) ( , )x y x

xy
x y

mx
m x

m
m

f
� ��

�
�

�
�

�
0 0 2 2 0

2

2 2 21 1
0 0 , if m 0.

 எனவவ m -னதவவவவ்றான  மதிப்புைளுக்கு தவவவவ்றான 
m
m1 2+

-ன மதிப்புைள கிகடக்கின்ன. 

எனவவ  lim
( , ) ( , )x y

xy
x y� �0 0 2 2

-ன மதிப்பு இல்கல. அதனறால்  ( , )0 0  இல் f  ததறாடர்ச்சியறானது அல்ல.

 எனவவ ( , )0 0 -ஐத் தவிர மற்் எல்லறா புளளிைளிலும் f  ததறாடர்ச்சியறானது ஆகும்.

எடுததுக்கோட்டு 8.10

 g x y x y
x y

( , ) �
�

2 2

2 2
, ( , ) ( , )x y ¹ 0 0  மற்றும் g( , )0 0 0=  எனில்  2  இல் g  ததறாடர்ச்சியறானது என 

நிறுவுை. 
தீர்வு

 சறார்பு g  எல்லறா ( , )x y ∈2 க்கும் வகரயறுக்ைப்படடது எனை.  வமற்ைண்ட எடுத்துக்ைறாடடுைகைப் 
வபறால் ( , ) ( , )x y ¹ 0 0 ஆை உளை எல்லறா புளளிைளுக்கும், g  ததறாடர்ச்சியறானது என எளிதறாை  
சரிபறார்க்ைலறாம். அடுத்து  ( , )0 0  இல் g -ன ததறாடர்ச்சித் தனகமகய சரிபறார்க்ைலறாம்.  ( , )0 0  இல்  
g -க்கு எல்கல உளைது மற்றும்  L g= =( , )0 0 0  எனில்

   g x y g( , ) ( , )− 0 0  =  2
0

2 22

2 2

2

2 2 2 2

2 2

2 2

x y
x y

x y
x y

xy x
x y

x y x
x y

x
+

− =
+

=
+

≤
+
+

≤
( )

  ... (9)
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வகையீடுைள் மற்றும் பகுதி வகைக்ைழுகைள்77

 இஙகு ைகடசி வரியில் நறாம் 2 2 2xy x y� �  எனபகத அகனத்து x y, ∈  எனப் 

பயனபடுத்தியுளைகதக் ைவனிக்ை.  (இது 0 2� �( )x y -இலிருநது கிகடப்பது) ( , ) ( , )x y → 0 0  எனபதறால் 

x → 0  எனக் கிகடக்கின்து. சமனபறாடு (9)-லிருநது  lim ( , )
( , ) ( , )x y

x y
x y

g
� �

� �
0 0

2

2 2

2
0 0 0  எனக் 

கிகடக்கின்து. ஆைவவ ( , )0 0  இல் g  ததறாடர்ச்சியறானது எனபது  நிரூபிக்ைப்படுகி்து. எனவவ 2 -ன 

ஒவதவறாரு புளளியிலும் g  ததறாடர்ச்சியறானதறாகும்.

பயிற்சி 8.3
 1. சறார்பு g x y x xy

x y
( , ) �

�
� �

3

3

2

2 2
-க்கு எல்கல மதிப்பு இருக்குமறானறால், lim ( , )

( , ) ( , )x y
g x y

→ 1 2
-ஐ 

மதிப்பிடுை.

 2. எல்கல மதிப்பு இருக்குமறானறால், lim cos
( , ) ( , )x y

x y
x y�

�
� �

�

�
�

�

�
�

0 0

3 2

2
-ஐ மதிப்பிடுை.

 3. ( , ) ( , )x y ¹ 0 0 -க்கு f x y y xy
x y

( , ) = −
−

2

  எனில், lim ( , )
( , ) ( , )x y

f x y
�

�
0 0

0  என நிறுவுை.

 4. எல்கல மதிப்பு இருக்குமறானறால், lim cos
sin

( , ) ( , )x y

xe y
y�

�

�
�

�

�
�

0 0
-ஐ மதிப்பிடுை.

 5. ( , ) ( , )x y ¹ 0 0 -க்கு g x y x y
x y

( , ) �
�

2

4 2
, மற்றும்  g( , )0 0 0=  எனை.

 (i) ஒவதவறாரு y mx m� �,   வநர்வைறாடடுப் பறாகதயிலும் lim ( , )
( , ) ( , )x y

g x y
�

�
0 0

0  என நிறுவுை.

 (ii) ஒவதவறாரு y kx k� �2 0, \{ } பரவகையப் பறாகதயிலும் lim ( , )
( , ) ( , )x y

g x y k
k�

�
�0 0 21

 என நிறுவுை.

 6.  சறார்பு f x y x y
y

( , ) �
�
�

2 2

2 1
, ஒவதவறாரு ( , )x y ∈2 -க்கும் ததறாடர்ச்சியறானது என நிறுவுை.

 7. சறார்பு g x y e x
x

y

( , )
sin

= , x ¹ 0  மற்றும் g( , )0 0 1=  எனை. புளளி ( , )0 0  இல் g  

ததறாடர்ச்சியறானது என நிறுவுை.

8.5 பகுதி வககக்்கழுக்கள் (Partial Derivatives)
 இநதப் பிரிவில் ஒரு மறாறியில் அகமநத சறார்பின வகைக்தைழுக் ைருத்துருகவ பல மறாறிைளில் 
அகமநத தமய சறார்புைளுக்கு எவவறாறு விரிவுபடுத்துவது எனபது பற்றி ைறாண்வபறாம்.  முதலில் இரு 
மறாறிைகைக் தைறாண்ட சறார்புைகை எடுத்துக் தைறாளவவறாம்.  A x y a x b c y d= < < < <{ } ⊂( , ) , 

2  
மற்றும் F A: →   எனபது ஒரு தமயச்சறார்பு எனை. ( , )x y A0 0 ∈  எனை;  ( , )x y0 0  என் புளளியில்  x  
என் மறாறியில் மடடும் ஏற்படும் மறாற்்த்திற்வைற்ப F  இல் ஏற்படும் மறாற்்த்கதக் ைறாண்வபறாம். 
வமற்கூறியவறாறு F x y( , )0  எனபது x -ஐ மடடும் சறார்நதுளை சறார்பு ஆகும். வமலும் இது y y= 0  என் 

தைமும் z F x y= ( , )  என் வகைபரப்பும் தவடடும் ஒரு வகைவகரயறாகும். எனவவ z F x y= ( , )0  

என் வகைவகரயின ததறாடுவைறாடடுச் சறாயகவ x x= 0  இல்  F x y( , )0 -ன  x -ஐப் தபறாருத்த 

வகைக்தைழுகவ x x= 0 -ல் ைறாண்பதன மூலம் ைறாணலறாம். இவதவபறால் z F x y= ( , )0  என் 

வகைவகரயின சறாயகவ F x y( , )0 -ன y -ஐப் தபறாருத்த வகைக்தைழுகவ  y y= 0  இல் அறிவது மூலம் 

ைறாணலறாம்.  இநத முக்கியக் ைருத்துக்ைளதறான பினவரும் பகுதி வகைக்தைழுவின வகரயக்க்கு 
நம்கம ஊக்குவிப்பதறாை அகமயும்.
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 படம் 8.11 படம்  8.12

வகரயக்ற 8.8

 A x y a x b c y d F A= < < < <{ } ⊂ →( , ) , , : 

2  மற்றும் ( , )x y A0 0 ∈  எனை.

 (i) lim
( , ) ( , )

h

F x h y F x y
h�

� �
0

0 0 0 0  -ன மதிப்பு ைறாணத்தக்ைது எனில் ( , )x y A0 0 ∈  இல் F -க்கு   

x -ஐப் தபறாருத்த பகுதி வகைக்தைழு உளைது எனலறாம். இநத எல்கல மதிப்பு  ∂
∂
F
x
x y( , )0 0  

எனக் குறிக்ைப்படும்.    ... (10)

 (ii) lim
( , ) ( , )

k

F x y k F x y
k�

� �
0

0 0 0 0  -ன எல்கல மதிப்பு ைறாணத்தக்ைது எனில் ( , )x y A0 0 ∈  இல்  

F -க்கு  y -ஐ தபறாருத்த பகுதிவகைக்தைழு உளைது எனலறாம். இநத எல்கல மதிப்பு  

∂
∂
F
y
x y( , )0 0  எனக்குறிக்ைப்படும்.    ... (11)

குறிப்புகர

 1. மூனறு அல்லது அதற்கு வமற்படட மறாறிைகைக் தைறாண்ட சறார்புைளுக்கும் பகுதி 
வகைக்தைழுவறானது  இவத முக்யில்தறான வகரயறுக்ைப்படும்.

 2. ∂F  எனபது “பைகுதி F ” எனறும் ∂x  எனபகத “பைகுதி x ” எனறும் படிக்ை வவண்டும்.  எனவவ 
∂
∂
F
x

 எனபகத “பகுதி F  வகுத்தல் பகுதி x ” எனப் படிக்ை வவண்டும். 

  இகத “வதறா F  வகுத்தல் வதறா x ” எனவும் படிக்ைலறாம்.

 3. இவதவபறால் 
∂
∂
F
y

 எனபகத “பகுதி F  வகுத்தல் பகுதி y ” அல்லது 

  “வதறா F  வகுத்தல் வதறா y ” எனப் படிக்ைலறாம்.

 4. சில வநரஙைளில் 
∂
∂
F
x
x y( , )0 0  எனபது F x yy ( , )0 0  அல்லது ∂

∂
F
x
x y

x y
( , )

( , )0 0

எனக் 

குறிக்ைப்படும்.

  இதுவபறால்  
∂
∂
F
y x y( , )0 0

எனபது F x yy ( , )0 0  அல்லது ∂
∂
F
y x y( , )0 0

எனக் குறிக்ைப்படும்.

ததறாடுவைறாடு ததறாடுவைறாடு

x = x0 என் தைத்தில் 
உளை வகைவகர  
Z = F(x0,y)

y = y0 என் தைத்தில் 
உளை வகைவகர  
Z = F(x,y0)
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 5. x -ஐப் தபறாருத்து F -ன பகுதி வகைக்தைழுகவக் ைறாணும்வபறாது ைவனிக்ை வவண்டியது, 
மறாறி  y -ஐ மறாறிலியறாைக் ைருதி  x -ஐப் தபறாருத்து வகைக்தைழு ைறாண வவண்டும். அதறாவது 
எநத மறாறிகயப் தபறாருத்து பகுதி வகைக்தைழு ைறாண வவண்டுவமறா அகதத் தவிர மற்் 
அகனத்து மறாறிைளும் மறாறிலியறாைக் ைருதப்படும். இதனறால்தறான நறாம் அவற்க் “பைகுதி 
ை்ககபகழு” எனகிவ்றாம்.

 6. A -ன ஒவதவறாரு புளளிக்கும் F -க்கு  x -ஐப் தபறாருத்த பகுதி வகைக்தைழு இருக்குமறானறால்  

A -க்கு 
∂
∂
F
x
x y( , )  உளைது எனகிவ்றாம். இஙகு 

∂
∂
F
x
x y( , )  எனபது மறுபடியும் A  மீதறான ஒரு 

தமய மதிப்பு சறார்பறாகும்.

 7. ( )4 -னபடி வகைக்தைழுவின எல்லறா விதிைளும் (கூட்டல, பபைருககல மறறும் சஙகிலி விதி) 
சூத்திரஙைளும் பகுதி வகைக்தைழுவிற்கும் தபறாருநதும்.

 ஒரு மறாறியில் அகமநத சறார்பிற்கு ஒரு புளளியில் வகைக்தைழு இருக்குமறானறால் அநதப் புளளியில் 
சறார்பு ததறாடர்ச்சித் தனகம தபற்றிருக்கும் எனபகத நிகனவு கூர்வவறாம். x y,  என் இரு மறாறிைளில் 

அகமநத சறார்பு  F -ன ∂
∂
F
x
x y( , )  மற்றும் ∂

∂
F
y
x y( , ) -ஐ வகரயக் தசயவதறாம். ( , )x y  இல் F -க்கு 

பகுதி வகைக்தைழு ைறாணத்தக்ைது எனில், ( , )x y  இல் F ததறாடர்ச்சித் தனகம உளைதறாகுமறா? இது 
எப்வபறாதும் தமயயறாை இருக்ை வவண்டியது அவசியமில்கல எனபகத பினவரும் எடுத்துக்ைறாடடு 
விைக்குகின்து.

எடுததுக்கோட்டு 8.11

 xy¹ 0  எனில் f x y( , ) = 0  மற்றும் xy = 0  எனில் f x y( , ) =1  எனை.

 (i) மதிப்பிடுை : 
∂
∂

∂
∂

f
x

f
y

( , ), ( , )0 0 0 0 .

 (ii) ( , )0 0  இல் f  ததறாடர்ச்சியற்்து என நிறுவுை.

தீர்வு

 

2  இல் x y, -அச்சுைளின மீது f -ன மதிப்பு  1 எனபகதயும் மற்் எல்லறா இடஙைளிலும் 0  
எனபகதயும் ைவனிக்ை.

 (i)  ∂
∂
f
x

( , )0 0  =  lim ( , ) ( , )
lim

h h

f h f
h h� �

� �
�

�
�

0 0

0 0 0 0 1 1
0 ;

   ∂
∂
f
y

( , )0 0  =  lim ( , ) ( , )
lim

k k

f k f
k k→ →

+ − = − =
0 0

0 0 0 0 1 1
0 .

 (ii) இதகன நிறுவ y x=  என் வநர்வைறாடடுப் பறாகதயில் ( , ) ( , )x y → 0 0  எனும்வபறாது f -ன 

எல்கல மதிப்கப ைணக்கிடுவவறாம்.  lim ( , )
( , ) ( , )x y

f x y
�

�
0 0

0 ; ஏதனனில் y x=  என் வநர்வைறாடடுப் 

பறாகதயில் x ¹ 0  எனில் f x y( , ) = 0 . ஆனறால் f ( , )0 0 1 0� � ; எனவவ  
( , )0 0  இல் f ததறாடர்ச்சியற்்து.

எடுததுக்கோட்டு 8.12

 அகனத்து ( , )x y ∈2 -க்கும்F x y x y y x( , ) � � �3 2 7  எனில் 
�
�

�
F
x

( , )1 3  மற்றும் 
�
�

�
F
y

( , )2 1  

ஆகியவற்க்க் ைறாண்ை.

Chapter 8 Differentials and Partial Derivatives.indd   79 22-02-2020   13:25:03



80XII - கணிதவியல்

தீர்வு

 முதலில் 
∂
∂
F
x
x y( , )  ைணக்கிடடு அதகன  ( , )−1 3  இல் மதிப்பிடுவவறாம். y -ஐ மறாறிலியறாைக் 

தைறாண்டு x  -ஐ தபறாருத்து வகையிடுவவறாம்.

   ∂
∂

= ∂ + +
∂

F
x
x y x y y x

x
( , )

( )3 2 7  =  ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

( ) ( ) ( )x y
x

y x
x x

3 2 7

    =  3 02 2x y y+ +

    =  3 2 2x y y+ .
 எனவவ  

�
�

� � � � �
F
x

( , ) ( )1 3 3 1 3 3 182 2 .   y -ஐப் தபறாருத்து பகுதி வகைக்தைழு ைறாண

 இதுவபறால் ∂
∂

= ∂ + +
∂

F
y
x y x y y x

y
( , )

( )3 2 7  =  ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

( ) ( ) ( )x y
y

y x
y y

3 2 7

    =  x yx3 2 0+ +

    =  x yx3 2+ .
 எனவவ  �

�
� � � � � � �

F
y

( , ) ( ) ( )( )2 1 2 2 1 2 123 .

 வமற்ைண்ட எடுத்துக்ைறாடடில் 
�
�

� �
F
x
x y x y y( , ) 3 2 2  எனபது மறுபடியும் இரு மறாறிைகைக் 

தைறாண்ட சறார்பறாகும். எனவவ இநதச் சறார்பின x -ஐ தபறாருத்து அல்லது  y -ஐ தபறாருத்து  

பகுதி வகைக்தைழு ைறாண முடியும். உதறாரணமறாை G x y x y y( , ) � �3 2 2  என எடுத்துக் தைறாண்டறால் 

�
�

�
G
x

xy6 . G x y F
x

( , ) �
�
�

 எனபதறால் 
�
�

�
�
�

�
�

�
�
�

�
�
� �

G
x x

F
x

xy6  எனக் கிகடக்கி்து. இது 
∂
∂

2

2

F
x

 எனக் 

குறிக்ைப்படும். இது F -இன x -ஐப் தபறாருத்த இைண்டகாம் ைரி்சப பைகுதி ை்ககபகழு என 
அகழக்ைப்படுகி்து.

 வமலும்  
�
�

� �
G
y

x y3 22 , G x y F
x

( , ) �
�
�

 எனபதறால் 
�
�

�
�
�

�
�

�
�
�

�
�
� � �

G
y y

F
x

x y3 22 . இகத 
∂
∂ ∂

2F
y x

எனக் 

குறிக்ைலறாம். இது x y, -ஐப் தபறாருத்த F -ன கலைபபுப பைகுதி ை்ககபகழு என அகழக்ைப்படுக்கி்து. 

இதுவபறால் 
�
�

�
�

�

�
�

�

�
� � �

x
F
y

x y3 22  எனக் ைணக்கிடலறாம்.

 வமலும் 
∂
∂
F
y
x y( , ) -ஐ  y -ஐப் தபறாருத்து பகுதி வகைக்தைழு ைறாண  ∂

∂

2

2

F
y

எனக் கிகடக்கி்து. இது 

F -ன  y -ஐப் தபறாருத்த இரண்டறாம் வரிகச பகுதி வகைக்தைழு ைறாண எனப்படும். எனவவ ஏவதனும் 
ஒரு உடைணம் ( , ) | ,x y a x b c y d< < < <{ }⊂2 மீது வகரயறுக்ைப்படட F  என் சறார்பிற்கு 
பினவரும் குறியீடுைள உளைன :

   ∂
∂

2

2

F
x

 =  ∂
∂

∂
∂







= ∂
∂ ∂

= ∂
∂

∂
∂







=
x

F
x

F F
x y x

F
y

Fxx xy,
2

   ∂
∂ ∂

2F
y x

 =  ∂
∂

∂
∂







= ∂
∂

= ∂
∂

∂
∂







=
y

F
x

F F
y y

F
y

Fyx yy,
2

2
 

 வமற்ைண்ட அகனத்தும் F -ன இரண்டறாம் வரிகச பகுதி வகைக்தைழுக்ைள எனப்படும். இவவறாறு 
அதிைப்படியறான வரிகசயுகடய பகுதி வகைக்தைழுக்ைகையும் வகரயறுக்ைலறாம். 

 எடுத்துக்ைறாடடறாை .  �
� �

�
�
�

�
�

�
�

�
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�

3

2

F
y x y y

F
x

, மற்றும் ∂
∂ ∂ ∂

= ∂
∂

∂
∂

∂
∂













3F
x y x x y

F
x

. 
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 பகுதி வகைக்தைழுக்ைளுக்ைறான வமலும் ஒரு எடுத்துக்ைறாடகடக் ைறாணலறாம்.

எடுததுக்கோட்டு 8.13

 அகனத்து ( , )x y ∈2 -க்கும் f x y xy ex y( , ) sin( )= + +2 53

 எனில் 
∂
∂

∂
∂

f
x

f
y

, , ∂
∂ ∂

2 f
y x

, ∂
∂ ∂

2 f
x y

 

ஆகியவற்க்க் ைறாண்ை.

தீர்வு

 ∂
∂
f
x
x y( , ) -ஐ முதலில் ைணக்கிடுவவறாம். f எனபது இரு சறார்புைளின கூடடல் எனவவ 

   ∂
∂
f
x

 =  �
�

�
�
� � ��

x
xy

x
ex ysin( )2 53

 

    =  cos( )xy xy ex y2 52 5
3

+ +cos( ) ( ) ( )xy
x
xy e

x
x yx y2 2 5 33

5
�
�

�
�
�

��

    =  cos( )xy y e xx y2 2 5 23

3+ + .

 இதுவபறால்,

   ∂
∂
f
y

 =  �
�

�
�
� � ��

y
xy

y
ex ysin( )2 53

 

    =  cos( )xy xy ex y2 52 5
3

+ +cos( ) ( ) ( )xy
y
xy e

y
x yx y2 2 5 33

5
�
�

�
�
�

��

    =  cos( )xy xy ex y2 52 5
3

+ + .

 அடுத்து,
   ∂

∂ ∂

2 f
y x

 =  �
�

�
�

�
�
�

�
�
� �

�
�

�� ��

y
f
x y

y xy x ex y2 2 2 53
3

cos( )

    =  �
�

�
�
� � ��

y
y xy

y
x ex y( cos( ))2 2 2 53

3

    =  2 2 3 52 2 2 2 53

y xy y xy xy x ex ycos( ) sin( )� �� � � �

    =  2 2 152 3 2 2 53

y xy xy xy x ex ycos( ) sin( )� � � . 

 இறுதியறாை, 

   ∂
∂ ∂

2 f
x y

 =  �
�

�
�
�

�
�

�

�
� �

�
�

�� ��

x
f
y x

xy xy ex ycos( )2 52 5
3

    =  − + + +sin( ) cos( )xy y xy xy y e xx y2 2 2 5 22 2 5 3
3

    =  2 2 152 3 2 2 53

y xy xy xy x ex ycos( ) sin( )� � � .

 இஙகு முதலில் நறாம் கூடடல் விதிகயயும் அகதயடுத்து சஙகிலி விதிகயயும் மூன்றாவதறாை 
தபருக்ைல் விதிகயயும் பயனபடுத்தியுளவைறாம் எனபகதக் ைவனிக்ை. வமலும் f fxy yx= ஆை 
உளைகதயும் ைறாணலறாம். இது தற்தசயலறானதறா? அல்லது எப்வபறாதும் உண்கமயறானதறா? உண்கமயில் 

சில புளளிைளில் சில சறார்புைளுக்கு f fxy yx¹ ஆை இருக்கும். பினவரும் வதற்்ம் f fxy yx=  ஆை 

இருப்பதற்ைறான நிபநதகனகய தரும். 
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ந்தற்்றம் 8.1 (கி்ையரோட்டின்  ந்தற்்றம்)

 A x y a x b c y d= < < < <{ } ⊂( , ) | , 

2 , F A: →   என் சறார்பு A  இல் fxy  மற்றும் f yx   

ைறாணப்தபற்று அகவ ததறாடர்ச்சியறானதறாைவும் இருக்குமறானறால் A  இல் f fxy yx=  எனபதறாை 

இருக்கும்.

 இநநிரூபணம் இப்பறாடப்பகுதியில்  தவிர்க்ைப்படுகின்து.

எடுததுக்கோட்டு 8.14

 அகனத்து  ( , )x y ∈2 -க்கும் w x y xy e
y

y

( , ) � �
�2 1

 எனில் 
∂
∂ ∂

2w
y x

 மற்றும் 
∂
∂ ∂

2w
x y

 ைறாண்ை.

தீர்வு

 முதலில்  
∂
∂
w
x
x y( , )  ைறாண்வபறாம்.

 
�
�

�
�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
w
x
x y xy

x

e
y
x

y

( , )
( )

2 1
. 

 இதிலிருநது 
�
�

� �
w
x
x y y( , ) 0  எனவவ 

�
� �

�
2

1
w
y x

x y( , )  எனக் கிகடக்கின்து. 

  வமலும்,  
∂
∂
w
y
x y( , )  =  �

�
�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
( )xy
y

e
y
y

y

2 1
.

    =  x y e e y
y

y y

�
� �

�
( )

( )

2

2 2

1 2

1
.

   எனவவ 
�
� �

�
2

1
w
x y

x y( , )  

வகரயக்ற 8.9

 A x y a x b c y d= < < < <{ } ⊂( , ) | , 

2  எனை. சறார்பு u A: → 

2  எனபது 

 
�
�

�
�
�

� � �
2

2

2

2
0

u
x

u
y

x y A, ( , )  எனுமறாறு இருக்குமறானறால் u A: → 

2 ஆனது A -ல்  சீைகானது எனலறாம். இது 

இலைகாபிலைகாஸின சமனபறாடு எனப்படும்.

 இலறாபிலறாஸின சமனபறாடு தவப்பக்ைடத்தல், மினனியல்புலம், திரவ ஓடடம் ஆகியவற்றில் 
இயல்பறாை நிைழ்கின்து.

எடுததுக்கோட்டு 8.15
 அகனத்து ( , )x y ∈2 -க்கும் u x y e xy( , ) cos( )� �2 2  எனில் 2  இல் u  சீரறானது என நிறுவுை.

தீர்வு

 இஙகு u  என் சறார்பு இலறாபிலறாஸின சமனபறாடகட நிக்வு தசயகின்து எனக் ைறாடட வவண்டும்.
u x y e xx

y( , ) ( )sin( )� ��2 2 2  எனவவ u x y e xxx
y( , ) ( )( ) cos( )� ��2 2 2 2  ஆகும்.

 இவதவபறால் u x y e xy
y( , ) ( ) cos( )� ��2 2 2 எனவவ  u x y e xyy

y( , ) ( )( ) cos( )� � � �2 2 22  ஆகும்.

 u u e x e xxx yy
y y+ = − + =− −4 2 4 2 02 2cos( ) cos( ) . எனவவ 2  இல் u  சீரறானது.
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பயிற்சி 8.4
 1. பினவரும் சறார்புைளுக்கு தைறாடுக்ைப்படட புளளிைளில் பகுதி வகைக்தைழுக்ைள ைறாண்ை.

   (i) f x y x xy y x( , ) , ( , )= − + + + −3 2 5 2 2 52 2   (ii)  g x y x y x( , ) , ( , )= + + + −3 5 2 1 22 2  

   (iii) h x y z x xy z x( , , ) sin( ) , , ,� � �
�
�

�
�
�

2 2
4

1
p    (iv) G x y e x yx y( , ) log( ), ( , )= + −+3 2 2 1 1  

 2. பினவரும் சறார்புைளுக்கு f fx y,  ைறாண்ை. வமலும்  f fxy yx=  எனக் ைறாடடுை.

  (i) f x y x
y x

( , )
sin

�
�
3  (ii) f x y x

y
( , ) tan�

�

�
�

�

�
�

�1  (iii) f x y x xy( , ) cos( )� �2 3

 3. If U x y z x y
xy

z y( , , ) �
�

�
2 2

23 , எனில் 
∂
∂

∂
∂

U
x

U
y

, , மற்றும் 
∂
∂
U
z

 -ஐக் ைறாண்ை.

 4. If U x y z x y z( , , ) log( )= + +3 3 3 , எனில் 
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂

U
x

U
y

U
z

 -ஐக் ைறாண்ை.

 5. பினவரும் சறார்புைளுக்கு g g gxy xx yy, ,  மற்றும் gyx ஆகியவற்க்க் ைறாண்ை.

   (i) g x y xe x yy( , ) � � 3 2   (ii) g x y x y( , ) log( )= +5 3

   (iii) g x y x xy y x( , ) cos( )� � � �2 3 7 5

 6. w x y z
x y z

x y z( , , ) , ( , , ) ( , , )=
+ +

≠1
0 0 0

2 2 2
 எனில் 

�
�

�
�
�

�
�
�

�
2

2

2

2

2

2
0

w
x

w
y

w
z

 எனக் ைறாடடுை.

 7. V x y e x y y yx( , ) ( cos sin )� �  எனில்  �
�

�
�
�

�
2

2

2

2
0

V
x

V
y

 என நிறுவுை.

 8. w x y xy xy( , ) sin( )� �  எனில் 
∂
∂ ∂

=
∂
∂ ∂

2 2w
y x

w
x y

 என நிறுவுை.

 9. v x y z x y z xyz( , , ) � � � �3 3 3 3  எனில்  �
� �

�
�
� �

2 2v
y z

v
z y

 என நிறுவுை.

 10. ஒரு நிறுவனம் ஒவதவறாரு வறாரமும் இரு விதமறான ைணிப்பறானைகை உற்பத்தி தசயகின்து. 
அவற்றில் A  வகை ைணிப்பறானைள x  எண்ணிக்கையும், B  வகை ைணிப்பறானைள  y  
எண்ணிக்கையும் உளைன. வறார வரவு மற்றும் தசலவுச் சறார்புைள (ரூபறாயில்) முக்வய  
R x y x y xy x y( , ) . . .� � � � �80 90 0 04 0 05 0 052 2  மற்றும் C x y x y( , ) � � �8 6 2000  எனத் 

தரப்படடுளைன.
   (i) இலறாபச் சறார்பு P x y( , )  -ஐக் ைறாண்ை.

   (ii) ∂
∂
P
x

( , )1200 1800  மற்றும் 
∂
∂
p
y

( , )1200 1800  ஆகியவற்க்க் ைண்டு முடிவுைகை விைக்குை.

8.6  பல மோறிகள் ்கோண்்ட சோர்பின் ந�ரியல் ந்தோரோய மதிப்பு மற்றும் வககயீடு
       (Linear Approximation and Differential of a function of several variables)

 இநத அத்தியறாயத்தில் ஆரம்பத்தில் ஒரு மறாறியில் அகமநத சறார்பின வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு 
மற்றும் வகையீடு பற்றி அறிநவதறாம். இஙகு அவத வபறான் ைருத்துக்ைகை இரண்டு மற்றும் மூனறு 
மறாறிைளில் அகமநத சறார்புைளுக்குக் ைறாண்வபறாம். தபறாதுவறாை, இவதவபறானறு பல மறாறிைளுகடய 
சறார்பிற்கும் வகரயறுக்ைலறாம்.
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வகரயக்ற 8.10

 A x y a x b c y d F A= < < < <{ } ⊂ →( , ) | , , : 

2 , மற்றும் ( , )x y A0 0 ∈  எனை.

 (i) ( , )x y A0 0 ∈  என் புளளியில் F -ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு

  F x y F x y F
x

x x( , ) ( , ) ( )0 0 0
y y( )0

x y( , )0 0

F
y x y( , )0 0

  ... (12)

 (ii) F -ன வகையீடு

  dF F
x
x y dx F

y
x y dy�

�
�

�
�
�

( , ) ( , ) , ... (13)

  இஙகு dx x� � , dy y� �   என வகரயறுக்ைப்படுகி்து.

 இஙகு மூனறு மறாறிைளுகடய சறார்பின வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு மற்றும் வகையீடு  ஆகியவற்க்ப் 
பற்றி ைறாண்வபறாம். பல மறாறிைளுகடய தமயமதிப்புச் சறார்புைளுக்கு நறாம் வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பும் 
வகையீடும் வகரயறுக்ை முடியும் எனினும் மூனறு மறாறிைள உகடய சறார்வபறாடு நறாம் நிறுத்திக் 
தைறாளவவறாம்.
வகரயக்ற 8.11

 A x y z a x b c y d e z f F A= < < < < < <{ } ⊂ →( , , ) | , , , : 

3  மற்றும் ( , , )x y z A0 0 0 ∈  எனை.

 (i) ( , , )x y z A0 0 0 ∈  என் புளளியில் F ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு

 F x y z F x y z F
x

x x F
y

y
x y z x y z

( , , ) ( , , ) ( ) (
( , , ) ( , , )

� �
�
�

� �
�
�0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

�� �
�
�

�y F
z

z z
x y z

0 0

0 0 0

) ( );
( , , )

 ...(14)

 என வகரயறுக்ைப்படுகி்து

 (ii) F -ன வகையீடு

   dF F
x
x y z dx F

y
x y z dy F

z
x y z dz�

�
�

�
�
�

�
�
�

( , , ) ( , , ) ( , , ) , ...(15)) 

  இஙகு dx x dy y= =∆ ∆,  மற்றும் dz z� � என வகரயறுக்ைப்படுகி்து.

 வடிவக் ைணிதத்தினபடி, ஒரு மறாறியில் அகமநத 

சறார்பு f -ன,  x0  என் புளளிக்ைறான வநரியல் வதறாரறாய 

மதிப்பு  x0  என் புளளியில் y f x= ( ) -ன 

வகரபடத்திற்ைறான ததறாடுவைறாடகடக் குறிக்கின்து. 
இதுவபறால் இரண்டு மறாறிைளில் அகமநத சறார்பு  

F -ன ( , )x y0 0  என் புளளிக்ைறான வநரியல் வதறாரறாய 

மதிப்பு ( , )x y0 0  என்  புளளியில் z F x y= ( , ) என் 

வகரபடத்தின ததறாடு தைத்கதக் குறிக்கின்து. படம் 8.13
பதகாடு தைம் மூலைம் 

கேரியல கதகாைகாய மதிபபு

ததறாடுவைறாடடுத் தைம்
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எடுததுக்கோட்டு 8.16

 w x y z x y y z z x x y z( , , ) , , ,= + + ∈2 2 2
 , எனில் வகையீடு dw  ைறாண்ை.

தீர்வு

 முதலில் w wx y, , மற்றும் wz  ைறாண்வபறாம்.

 w xy z w yz xx y� � � �2 22 2,  மற்றும் w zx yz � �2 2 .

 எனவவ (15)-ன படி வகையீடு 

dw xy z dx yz x dy zx y dz� � � � � �( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 .

எடுததுக்கோட்டு 8.17
 U x y z x xy z x y z( , , ) sin , , ,= − + ∈2 3   எனில் ( , , )2 1 0−  இல் U இன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு 
ைறாண்ை.

தீர்வு

 (14)-ன படி வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு

 L x y z U x y z U
x

x x U
y

y
x y z x y z

( , , ) ( , , ) ( ) (
( , , ) ( , , )

= + ∂
∂

− + ∂
∂0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

−− + ∂
∂

−y U
z

z z
x y z

0 0

0 0 0

) ( )
( , , )

.

 U x y U xx y� � � �2 ,   மற்றும் U zz = 3cos .

 ( , , ) ( , , )x y z0 0 0 2 1 0= − , எனவவ U Ux y( , , ) , ( , , )2 1 0 5 2 1 0 2− = − = −  மற்றும் Uz ( , , )2 1 0 3� � .

 ஆைவவ, L x y z x y z x y z( , , ) ( ) ( ) ( )= + − − + + − = − + −6 5 2 2 1 3 0 5 2 3 6  எனபது ( , , )2 1 0−  இல் U

-ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பறாகும். 

பயிற்சி 8.5

 1. w x y x xy y x y( , ) , ,= − + ∈3 23 2   எனில் ( , )1 1−  இல் w -ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு ைறாண்ை.

 2. z x y x y xy x y( , ) , ,= + ∈2 43   எனில் ( , )2 1−  இல் z -ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு ைறாண்ை.

 3. v x y x xy y x y R( , ) , ,= − + + ∈2 21

4
7  எனில் வகையீடு dv  -ஐக் ைறாண்ை.

 4. V x y z xy yz zx x y z( , , ) , , ,= + + ∈  எனில் வகையீடு dV  -ஐக் ைறாண்ை.

8.6.1  சோர்பிைது சோர்பு விதி (Function of Function Rule)

 இரு மறாறிைள x y,  இல் அகமநத சறார்பு F  எனை. சில வநரஙைளில் இநத மறாறிைள அவத 

மதிப்பைத்கதக் தைறாண்ட வவறு ஒரு மறாறியின சறார்பறாைவும் இருக்ைலறாம், எனவவ சறார்பு F  ஒவர ஒரு 

மறாறிகயத்தறான சறார்நதுளைது. எனவவ சறார்பு F -ஐ நறாம் ஒரு மறாறி சறார்பறாைக் ைருதி  dF
dt

-ஐ பற்றிப் 

படிக்ைலறாம். இது தற்தசயலறானது அல்ல, இகத நிரூபிக்ை முடியும்.

Chapter 8 Differentials and Partial Derivatives.indd   85 22-02-2020   13:25:37



86XII - கணிதவியல்

ந்தற்்றம் 8.2
 W x y( , )  எனபது 

∂
∂

∂
∂

W
x

W
y

,  என் பகுதி வகைக்தைழுக்ைள உளை  

x y,  என் இரு மறாறிைளில் அகமநத சறார்பு எனை. x y,  என் இரு 

மறாறிைளும் t  என் ஒரு மறாறிகயப் தபறாருத்து வகையிடக்கூடிய சறார்புைள 

எனில்  t -ஐப் தபறாருத்து  W -ம் வகையிடக்கூடிய சறார்பறாகும்.

   dW
dt

W
x
dx
dt

W
y
dy
dt

�
�
�

�
�
�

 ...(16)

 வமற்ைண்ட வதற்்த்கத விைக்ை ஓர் எடுத்துக்ைறாடகடக் ைறாண்வபறாம்.

எடுததுக்கோட்டு 8.18
 F x y x y xy( , ) � � �2 22 2  மற்றும்  x t t y t t t( ) cos , ( ) sin , [ , ]� � � 0 2�  என் சறார்பிற்கு வமற்ைண்ட 
வதற்்த்கதச் சரிபறார்க்ைவும்.

தீர்வு

 F(x,y) = x2 – 2y2 + 2xy மற்றும் x(t) = cost, y(t) = sint எனை.

 F x y t t t t( , ) cos sin cos sin� � �2 22 2  எனபதறால் F  எனபது t  என் ஒரு மறாறியில் அகமநத 

சறார்பறாகும். சஙகிலி விதிகயப் பயனபடுத்த

   dF
dt

 =  2 4 2 2 2cos ( sin ) sin cos ( sin cos )t t t t t t� � � � �

    =  � � � �6 2 2 2cos sin ( sin cos )t t t t .
 மறுபு்ம்

   �
�

�
�
�

F
x
dx
dt

F
y
dy
dt

 =  ( ) ( )2 2 2 4x y dx
dt

x y dy
dt

� � �

    =  2 2 2(cos sin )( sin ) (cos sin )(cos )t t t t t t� � � �

    =  � � � �6 2 2 2cos sin ( sin cos )t t t t  

    =  dF
dt

.

எடுததுக்கோட்டு 8.19

 g x y x yx x y x t e y t t tt( , ) sin( ), ( ) , ( ) ,= − + + = = ∈2 3 2     எனில் 
dg
dt

 -ஐக் ைறாண்ை.

தீர்வு

 கிகை வகரபடத்கதப் பயனபடுத்தி  
dg
dt

-ஐக் ைறாண்வபறாம்.

 இதற்கு முதலில் 
∂
∂

∂
∂

g
x

g
y

dx
dt

, ,   மற்றும் 
dy
dt

 -ஐக் ைறாண்வபறாம்.

 ∂
∂

= − + + ∂
∂

= − + + =g
x

x y x y g
y

x x y dx
dt

e t2 3 3cos( ), cos( ),    மற்றும்
dy
dt

t= 2 .

W x t y t( ( ), ( ))

dW
dt

∂W
∂x

dx
dt

∂W
∂y

dy
dt

� �

dx
dt

dy
dt

∂W
∂x

∂W
∂y

x y

படம் 8.14
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 எனவவ dg
dt

 =  
∂
∂

+ ∂
∂

g
x
dx
dt

g
y
dy
dt

 

    =  2 3 23x y x y e x x y tt− + +( ) + − + +( )( )cos( ) cos( )

    =  ( cos( )) ( cos( ))( )2 3 23 2 3 2 3 3 3 2e t e t e e e t tt t t t t� � � � � � �

    =  6 3 3 2 26 2 3 3 3 2 3 3 2e t e e e t te t e tt t t t t t� � � � � �cos( ) cos( ) .
 வமலும்W x y( , )  என் சறார்பு சில வநரஙைளில் x x s t= ( , ) , மற்றும் y y s t= ( , ) , s t, ∈  எனவும் 
இருக்ைலறாம். அப்வபறாது W  என் சறார்பு s  மற்றும் t  இவற்க்ச் சறார்நதுளைதறாை ைருதலறாம். x y,  
என் இரு மறாறிைளுக்கும் s t, -ஐப் தபறாருத்து பகுதி வகைக்தைழுவும்,  W -க்கு x,y ஐப் தபறாருத்து பகுதி 
வகைக்தைழுவும் உளைது எனில் பினவரும் வதற்்த்கதப் பயனபடுத்தி W -க்கு s  மற்றும் t -ஐப் 
தபறாருத்து பகுதி வகைக்தைழுகவக் ைணக்கிட முடியும்.

ந்தற்்றம் 8.3
 W x y( , )  எனபது x y,  என் இரு மறாறிைளில் அகமநத 

∂
∂

∂
∂

W
x

W
y

, என் பகுதி வகைக்தைழுக்ைள தைறாண்ட சறார்பு எனை. 

x = x(s,t) மற்றும் y = y(s,t), s t, ∈  என் இரு மறாறிைளுக்கும்  
s மற்றும் t-ஐப் தபறாருத்த பகுதி வகைக்தைழுக்ைள உண்டு 
எனில்,

 ∂
∂
W
s

 =  �
�

�
�
�
�
�

�
�

W
x
x
s

W
y
y
s

, ... (17)

 ∂
∂
W
t

 =  �
�

�
�
�
�
�

�
�

W
x
x
t

W
y
y
t

. ... (18)

 இப்பறாடப்பகுதியில் வமற்ைண்ட வதற்்த்திற்கு நிரூபணம் வதகவயில்கல எனக் ைருதி 
விடப்படுகின்து. வமற்ைண்ட வதற்்ம் மிைவும் பயனுளைது. எடுத்துக்ைறாடடறாை x r� cos� , மற்றும்
y r� �sin ,� 0 , � �  என் சூழகலக் ைருத்தில் தைறாளவவறாம். (ைறார்டிசியன வடிவத்திலிருநது துருவ 

வடிவத்திற்கு மறாற்்) வமற்ைண்ட வதற்்த்கத n  மறாறிைள தைறாண்ட சறார்புைளுக்கும் 
தபறாதுகமப்படுத்தலறாம்.

 சில எடுத்துக்ைறாடடுைகைக் ைறாண்வபறாம் .

எடுததுக்கோட்டு 8.20

 சறார்பு g x y y x x r s y r s r s( , ) , , , ,� � � � � � �2 2 22 2
  எனில் 

∂
∂

∂
∂

g
r

g
s

,  ஆகியவற்க்க் ைறாண்ை.

தீர்வு

 கிகை வகரபடத்கதப் பயனபடுத்தி  ∂
∂

∂
∂

g
r

g
s

, -ஐக் ைறாண்வபறாம்.

   ∂
∂
g
x

 =  2 2 2 1 2x g
y

x
r

x
s

y
r

r, , , ,    
∂
∂

= ∂
∂

= ∂
∂

= − ∂
∂

=  , மற்றும் 
�
�

�
y
s

2 .

 தற்வபறாது ∂
∂
g
r

 =  ∂
∂

∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂

= + = −g
x
x
r

g
y
y
r

x r r s2 2 2 2 12 4( ) ( ) .

 வமலும், ∂
∂
g
s

 =  ∂
∂

∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂

= − + = − +g
x
x
s

g
y
y
s

x s r2 1 2 2 2 4 4( ) ( ) .

படம் 8.15
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பயிற்சி 8.6

 1. சறார்பு u x y x y xy x et( , ) ,= + =2 43   மற்றும் y t= sin ,  எனில் 
du
dt

 -ஐக் ைறாண்ை வமலும்  

t = 0 -ல் அதன மதிப்கபக் ைறாண்ை.

 2. u x y z xy z x t y t z e t( , , ) , sin , cos ,� � � � �2 3 21   எனில் du
dt

-ஐக் ைறாண்ை

 3. w x y z x y z x e y e tt t( , , ) , , sin= + + = =2 2 2    மற்றும் z e tt= cos , எனில் 
dw
dt

 -ஐக் ைறாண்ை

 4. U x y z xyz x e y e t z t tt t( , , ) , , cos , sin ,= = = = ∈− −      எனில் 
dU
dt

 -ஐக் ைறாண்ை

 5. w x y x xy y x e y s ss( , ) , , cos ,= − + = = ∈6 3 23 2      எனில் dw
ds

-ஐக் ைறாண்ை மற்றும்  

s = 0  இல் அதன மதிப்கபக் ைறாண்ை.

 6. z x y x xy x t y se tt( , ) tan ( ), , , s,= = = ∈−1 2    எனில் 
∂
∂
z
s

 மற்றும் 
∂
∂
z
t

 ஆகியவற்க்  

s = t = 1 இல் ைறாண்ை.

 7. U x y e yx( , ) sin=  எனை. இஙகு x st y s t s t= = ∈2 2, , ,    . ∂
∂

∂
∂

U
s

U
t

,   ைறாண்ை 

  மற்றும் s = t = 1 இல் அவற்க் மதிப்பிடுை.

 8. z x y x x y( , ) � �3 2 33  எனை. இஙகு x se y se s tt t= = ∈−, , ,  . ∂
∂
z
s

 மற்றும் 
∂
∂
z
t

 -ஐக் ைறாண்ை.

 9. W x y z xy yz zx x u v y uv z u v u v( , , ) , , , , ,= + + = − = = + ∈     எனில் ∂
∂

∂
∂

W
u

W
v

,  ைறாண்ை 

மற்றும் 
1

2
1,

�
�
�

�
�
�  இல் அவற்றின மதிப்கபக் ைறாண்ை.

8.6.2 சமபடித்தோை சோர்புகள் மற்றும் ஆயலரின் ந்தற்்றம்

         (Homogeneous Functions and Euler’s Theorem)

வகரயக்ற 8.12

 (a) A x y a x b c y d F A= < < < < ⊂ →{( , ) | , } , :   

2  எனை.  தபறாருத்தமறாை வகரயறுக்ைப்படட 

λ, ,x y -க்கு ( , )� �x y A�  எனில் F x y F x yp( , ) ( , )� � �� , ��  எனுமறாறு p  என் 

மறாறிலி இருக்குமறானறால் சறார்பு F  எனபது A -ன மீதறான சமபடித்தறான சறார்பறாை இருக்கும். 

இநத மறாறிலி p , சறார்பு F -ன படி எனப்படும்..

 (b) B x y z a x b c y d u z v G B= < < < < < < ⊂ →{( , , ) | , , } , :    

3  எனை. தபறாருத்தமறாை 

வகரயறுக்ைப்படட λ, , ,x y z -க்கு ( , , )� � �x y z B�  எனில்  G x y z G x y zp( , , ) ( , , )� � � ��   

∀ ��  எனுமறாறு p  என் ஒரு மறாறிலி இருக்குமறானறால் சறார்பு G  எனபது B -ன மீதறான 

சமபடித்தறான  சறார்பறாை இருக்கும். இநத மறாறிலி p , G -ன படி எனப்படும்.

குறிப்பு

  எநத மறாறிகயக் தைறாண்டும் வகுக்ைக் கூடும் எனபதறால் பூச்சியத்தறால் வகுப்பகதத் தவிர்க்ைவவ 
λ, , ,x y z  எனபன தபறாருத்தமறாை வகரயறுக்ைப்படடதறாைக் கூறுகினவ்றாம்.
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 இதுவபறான் சறார்புைள சறாதறாரண வகைக்தைழுச் சமனபறாடுைளில் (அத்தியறாயம் 10) 
முக்கியமறானகவைைறாகும். சில எடுத்துக்ைறாடடுைகைக் ைறாண்வபறாம்

   F x y( , )  =  x y xy x y3 3 2 22 5− + ∈, ( , )   எனை. பினபு

   F x y( , )λ λ  =  ( ) ( ) ( )( ) ( )� � � � �x y x y x y xy3 3 2 3 3 3 22 5 2 5� � � � �

 எனவவ F  எனபது படி 3 உகடய சமபடித்தறான சறார்பறாகும்.
 மறுபு்ம் G x y( , )  =  e yx2

3� �  எனபது சமபடித்தறான சறார்பு  அல்ல

 ஏன எனில் ஏவதனும் � �1 மற்றும் ஏவதனும் p -க்கு  
   G x y( , )λ λ  =  e y G x yx p( ) ( ) ( , )� � �

2

3 2� �  

எடுததுக்கோட்டு 8.21

 சறார்பு F x y x xy y
x y

( , ) �
� �

�

2 25 10

3 7
 படி 1 உகடய சமபடித்தறான சறார்பு எனக்ைறாடடுை. 

தீர்வு எல்லறா �� . 

   F x y( , )λ λ  =  ( ) ( )( ) ( )λ λ λ λ
λ λ

λ
λ

λx x y y
x y

x xy y
x y

2 2 2 2 25 10

3 7

5 10

3 7

+ −
+

= + −
+







= FF x y( , )

 எனவவ F  ஆனது படி 1 உகடய சமபடித்தறான சறார்பு ஆகும்.

 லிவயறானறார்டு ஆயலரின சமபடித்தறான சறார்புைள மீதறான வதற்்த்கதக் கீவழ ைறாண்வபறாம்.

வகரயக்ற 8.13 (ஆயலர்)

A x y a b c y d F A= < < <{ } ⊂ →( , ) | , , :   

2 2  என் சறார்பு A -ன மீது ததறாடர்ச்சியறான பகுதி 
வகைக்தைழு உகடயதறாைவும் படி p உகடய சமபடித்தறானச் சறார்பறாைவும் இருக்குமறானறால்

 x F
x
x y y F

y
x y pF x y x y A∂

∂
+ ∂

∂
= ∀ ∈( , ) ( , ) ( , ) ( , )  .

 B x y z a x b c y d u z v F B= < < < < < <{ } ⊂ →( , , ) | , , , :    

3 3  எனை. F  என் சறார்பு B -ன 

மீது ததறாடர்ச்சியறான பகுதி வகைக்தைழு உகடயதறாைவும் படி p  உகடய சமபடித்தறான சறார்பறாைவும் 
இருக்குமறானறால்

   x F
x
x y z y F

y
x y z z F

z
x y z pF x y z x y z∂

∂
+ ∂

∂
+ ∂

∂
= ∀( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )  ∈∈B .

வமற்ைண்ட வதற்்ம் n  மறாறிைகைக் தைறாண்ட எநததவறாரு சமபடித்தறான சறார்புக்கும் தபறாருநதும். இது 
முதல் வகை பகுதி வகைக்தைழு ைறாண்பதில் பயனுளைதறாை இருக்கும்.

எடுததுக்கோட்டு 8.22

 u x y
x y

�
�
�

�

�
��

�

�
��

�sin 1 , எனில் x u
x

y u
y

u�
�

�
�
�

�
1

2
tan  என நிறுவுை.

தீர்வு

 இஙகு தைறாடுக்ைப்படட சறார்பு u  சமபடித்தறானது அல்ல. எனவவ ஆயலரின வதற்்ம் சறார்பு u -க்கு 

பயனபடுத்த முடியறாது. இருப்பினும் f x y x y
x y

u( , ) sin�
�
�

�  எனபது சமபடித்தறானது. ஏதனனில்

f tx ty tx ty
tx ty

t f x y x y t( , ) ( , ), , ,/�
�
�

� � �1 2 0  .
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 இஙகு f  படி 
1

2
 உகடய சமபடித்தறான சறார்பறாகும். எனவவ, ஆயலரின வதற்்ப்படி

   x f
x
y f
y

�
�

�
�
�

 =  1
2
f x y( , ) .

 தற்வபறாது f u= sin  எனப் பிரதியிட,

   x u
x

y u
y

�
�

�
�
�

(sin ) (sin )  =  1

2
sin u

   x u u
x

y u u
y

cos cos
�
�

�
�
�

 =  1

2
sin u  ... (19)

 இருபு்மும் cosu ஆல் வகுக்ை

   x u
x

y u
y

�
�

�
�
�

 =  1

2
tan u .

குறிப்பு : 

 இநதக் ைணக்கை வநரிகடயறான ைணக்கீடுைள மூலமும் ைறாணலறாம் ; ஆனறால் அநதக் ைணக்கீடு 
நீைமறானதறாை இருக்கும்.

பயிற்சி 8.7

 1. பினவரும் ஒவதவறாரு சறார்பும் சமபடித்தறானதறா இல்கலயறா எனக்ைண்டு சமபடித்தறானது 

எனில் அதன படிகயயும் ைறாண்ை.

   (i) f x y x y x( , ) � � �2 36 7  (ii) h x y x y y x y
x y

( , ) �
� �
�

6 9

2020 2019

2 3 5 4

2 2

�  

   (iii) g x y z
x y z
x y

( , , ) �
� �
�

3 5

4 7

2 2 2

  (iv) U x y z xy y z
xy

( , , ) sin= + −





2 22
.

 2. f x y x x y xy y( , ) � � � �3 2 2 32 3  என் சறார்பு சமபடித்தறானது என நிறுவுை. f -ன படிகயக் 

ைணக்கிடடு f -க்கு ஆயலரின வதற்்த்கதச் சரிபறார்க்ை.

 3. g x y x y
x

( , ) log� �
�
�

�
�
�  என் சறார்பு சமபடித்தறானது என நிறுவுை; g -ன படிகயக் ைணக்கிடடு,  

g -க்கு ஆயலரின வதற்்த்கதச் சரிபறார்க்ை. 

 4. u x y x y
x y

( , ) �
�
�

2 2

,  எனில் x u
x

y u
y

u�
�

�
�
�

�
3

2
 என நிறுவுை.

 5. v x y x y
x y

( , ) log�
�
�

�

�
�

�

�
�

2 2

, எனில் x v
x
y v
y

�
�
�

�
�

�1  என நிறுவுை.

 6. w x y z x y y xz y z
x y

( , , ) log�
� �

�
�

�
�

�

�
�

5 7 753 4 2 4 3 4

2 2
, எனில் x w

x
y w
y

z w
z

∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

 -ஐக் ைறாண்ை.
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பயிற்சி 8.8
 பககாடுககபபைட்ட ேகானகு மகாறறு வி்டகளிலிருநது சரியகான அலலைது மிகவும் ஏறபு்டய 
வி்டயி்னத கதரநபதடுககவும் :

 1. ஒரு வடட வடிவ வறார்ப்பின ஆரம் 10 தசமீ. ஆரத்தின அைவில் வதறாரறாயமறாை 0.02 தசமீ பிகழ 
உளைது எனில் அதன பரப்பில் ஏற்படும் வதறாரறாய சதவீதப் பிகழகயக் ைறாண்ை.

  (1) 0.2% (2) 0.4% (3) 0.04% (4) 0.08%

 2. 31-ன 5ஆம் படி மூல சதவீதப் பிகழ வதறாரறாயமறாை, 31-ன சதவீதப் பிகழகயப் வபறால் எத்தகன 

மடஙைறாகும்?

  (1) 1

31
  (2) 1

5
 (3) 5 (4) 31

 3. u x y ex y( , ) � �2 2

, எனில் ∂
∂
u
x

-ன மதிப்பு

  (1) ex y2 2+   (2) 2xu  (3) x u2   (4) y u2  

 4. v x y e ex y( , ) log( )� � , எனில் 
�
�
�
�
�

v
x

v
y

-ன மதிப்பு

  (1) e ex y+     (2) 1
e ex y+

    (3) 2    (4) 1

 5. w x y x xy( , ) ,� � 0 , எனில் 
∂
∂
w
x

-ன மதிப்பு

  (1) x xy log  (2) y xlog   (3) yxy−1  (4) x ylog

 6. f x y exy( , ) = , எனில் 
∂
∂ ∂

2 f
x y

-ன மதிப்பு

  (1) xyexy  (2) ( )1+ xy exy   (3) ( )1+ y exy  (4) ( )1+ x exy

 7. ஒரு ைன சதுரத்தின பக்ை அைவு 4 தசமீ மற்றும் அதன பிகழ 0.1 தசமீ எனில் ைன அைவு  
ைணக்கீடடில் ஏற்படும் பிகழ

  (1) 0.4 ைன தசமீ (2) 0.45 ைன தசமீ (3) 2 ைன தசமீ (4) 4.8 ைன தசமீ
 8. ஒரு ைன சதுரத்தின பக்ை அைவு x0 -இலிருநது x dx0 +  ஆை மறாறும்வபறாது அதன வகைபரப்பு 

S x= 6 2  இல் ஏற்படும் மறாற்்ம்
  (1) 12 0x dx+   (2) 12 0x dx   (3) 6 0x dx   (4) 6 0x dx+  

 9. ஒரு ைன சதுரத்தின பக்ை அைவு 1%  அதிைரிக்கும்வபறாது அதன ைன அைவில் ஏற்படும் 

மறாற்்ம்
  (1) 0 3 3. xdxkP  (2) 0 03 3. xkP   (3) 0 03 2 3. x kP   (4) 0 03 3 3. x kP

 10. g x y x y y x t et( , ) , ( )� � � �3 5 22 2  மற்றும் y t t( ) cos= , எனில் 
dg
dt

 -ன மதிப்பு

  (1) 6 5 42e t t tt + −sin cos sin  (2) 6 5 42e t t tt � �sin cos sin

  (3) 3 5 42e t t tt + +sin cos sin  (4) 3 5 42e t t tt � �sin cos sin

 11. f x x
x

( ) �
�1

, எனில் அதன வகையீடு

  (1) −
+
1

1 2( )x
dx   (2) 1

1 2( )x
dx

+
  (3) 1

1x
dx

+
  (4) −

+
1
1x
dx  
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92XII - கணிதவியல்

 12. u x y x xy y( , ) � � � �2 3 2019 , எனில் 
�
� �

u
x ( , )4 5

-ன மதிப்பு

  (1) −4   (2) −3   (3) −7   (4) 13

 13. சறார்பு g x x( ) cos= -ன வநரியல் வதறாரறாய மதிப்பு x � �
2

 இல்

  (1) x � �
2

  (2) � �x �
2

  (3) x � �
2

  (4) � �x �
2

 

 14. w x y z x y z y z x z x y( , , ) ( ) ( ) ( )= − + − + −2 2 2 , எனில் 
�
�

�
�
�

�
�
�

w
x

w
y

w
z

-ன மதிப்பு

  (1) xy yz zx+ +   (2) x y z( )+   (3) y z x( )+   (4) 0
 15. f x y z xy yz zx( , , ) � � � , எனில் f fx z− -ன மதிப்பு

  (1) z x−   (2) y z−   (3) x z−   (4) y x−  

போ்டச்சுருக்கம்

 • f a b: ( , ) →   எனபகத வகையிடத்தக்ைச் சறார்பறாைவும், x a b0 ∈ ( , )  எனவும் தைறாளை. x0  
என் புளளியில் f -ன வதறாரறாய மதிப்பு L -ன வகரயக்

  L x( )  =   f x f x x x x a b( ) ( )( ), ( , )0 0 0� � � � �  எனலறாம்.

 • தமயமதிப்பு பூச்சியமற்்து எனில்

   சறார்பிகழ =  bka;kjpg;g[  njhuha kjpg;g[

bka;kjpg;g[

−

   சதவீதப்பிகழ =  rhu;gpiH ×100 .
 • x -ன அதிைரிப்பு Dx உடன மற்றும் எல்லறா  x a b∈ ( , ) -க்கும் f a b: ( , ) →   ஒரு 

வகையிடத்தக்ை சறார்பு எனை. f -ன வகையீடு df f x x� �( )�

 • ஒரு மகாறியில அ்மநத சகாரபுகளுகககான எல்லை விதிகள் (எல்லை கதற்றஙகள்) பைலை 
மகாறிக்ைக பககாண்ட சகாரபுகளுககும் பபைகாருநதும்.

 • A x y a x b c y d F A= < < < <{ } ⊂ →( , ) , , : 

2  மற்றும் ( , )x y A0 0 ∈  எனை.

 (i) lim
( , ) ( , )

h

F x h y F x y
h�

� �
0

0 0 0 0  -ன மதிப்பு ைறாணப்தபறின ( , )x y A0 0 ∈  இல் F -க்கு  x -ஐப் 

தபறாருத்த பகுதி வகைக்தைழு உளைது எனலறாம். இநத எல்கல மதிப்பு  ∂
∂
F
x
x y( , )0 0  எனக் 

குறிக்ைப்படும்.    

 (ii) lim
( , ) ( , )

k

F x y k F x y
k�

� �
0

0 0 0 0  -ன எல்கல மதிப்பு ைறாணப்தபறின ( , )x y A0 0 ∈  இல் F -க்கு  

y -ஐ தபறாருத்த பகுதிவகைக்தைழு உளைது எனலறாம். இநத எல்கல மதிப்பு  ∂
∂
F
y
x y( , )0 0  

எனக்குறிக்ைப்படும்.
 • A x y a x b c y d= < < < <{ } ⊂( , ) | , 

2 , F A: →   எனை. A  இல் fxy  மற்றும் f yx   

ைறாணப்தபற்று அகவ ததறாடர்ச்சியறானதறாைவும் இருக்குமறானறால் A  இல் f fxy yx=  A  என 
இருக்கும்.
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 • A x y a x b c y d= < < < <{ } ⊂( , ) | , 

2  என்க. சார்பு u A: → 

2  என்பது  

�
�

�
�
�

� � �
2

2

2

2
0

u
x

u
y

x y A, ( , )  எனுமாறு இருக்குமானால் அது  A -ல்  சீரானது எனலாம். இது 

லாபிலாஸின் சமன்பாடு எனப்படும்.
 • A x y a x b c y d F A= < < < <{ } ⊂ →( , ) | , , : 

2 , மற்றும் ( , )x y A0 0 ∈  என்க.

  (i) ( , )x y A0 0 ∈  என்ற புள்ளியில் F -ன நேரியல் ந�ாராய மதிபபு

        F x y F x y F
x

x x( , ) ( , ) ( )0 0 0
y y( )0

x y( , )0 0

F
y x y( , )0 0

  

  (ii) F -ன வக்கயீடு dF F
x
x y dx F

y
x y dy�

�
�

�
�
�

( , ) ( , ) ,

         இங்கு dx x� � , dy y� �   என வகரயறுக்்கப்படுகி்றது.

 • W x y( , )  என்பது 
∂
∂

∂
∂

W
x

W
y

,  என்ற ்பகுதி வக்கக்்்கழுக்்கள் உள்்ள  x y,  என்ற இரு மாறி்களில் 

அகமந� சார்பு என்க. x y,  என்ற இரு மாறி்களும் t  என்ற ஒரு மாறிகயப ்்பாருத்து 
வக்கயிடக்கூடிய சார்பு்கள் எனில் W -ம்  t -ஐப ்்பாருத்து வக்கயிடக்கூடிய சார்்பாகும்.

   dW
dt

W
x
dx
dt

W
y
dy
dt

�
�
�

�
�
�

 

 • W x y( , )  என்பது x y,  என்ற இரு மாறி்களில் அகமந� 
∂
∂

∂
∂

W
x

W
y

, என்ற ்பகுதி 

வக்கக்்்கழுக்்கள் ்்காணட சார்பு என்க. x = x(s,t) மற்றும் y = y(s,t), s t, ∈  என்ற இரு 
மாறி்களுக்கும்  s மற்றும் t-ஐப ்்பாருத்� ்பகுதி வக்கக்்்கழுக்்கள் உணடு எனில்,

 ∂
∂
W
s

 =  �
�

�
�
�
�
�

�
�

W
x
x
s

W
y
y
s

,  ∂
∂
W
t

 =  �
�

�
�
�
�
�

�
�

W
x
x
t

W
y
y
t

. 

 • A x y a x b c y d= ( ) < < < <{ }⊂, , 

2 , F A: ® 

2  என்க.  F என்ற சார்பு Aஇன மீது 

்�ாடர்்பகுதி வக்கக்்்கழு உகடய�ா்கவும் ்படி p உகடய சம்படித்�ான சார்்பா்கவும் 

இருக்குமானால், x F
x

y F
y

pF∂
∂
+
∂
∂
= -ஐ நிக்றவு ்சய்யும்.
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