
अÚयाय 7

कणɉ के Ǔनकाय तथा घूणȸ गǓत

7.1 भूͧमका

ͪपछले अÚयायɉ मɅ हमने मुÉय Ǿप स ेआदश[ ǒबÛद ुकण (एक कण िजसे 
ġåयमान युÈत ǒबÛद ु के Ǿप मɅ åयÈत ͩकया जाए तथा इसका कोई 
आकार नहȣं हो) कȧ गǓत का अÚययन ͩकया था। ͩफर, यह मानते हुए 
ͩक पǐरͧमत आकार के ͪपÖडɉ कȧ गǓत को ǒबÛद ुकण कȧ गǓत के पदɉ मɅ 
åयÈत ͩकया जा सकता है, हमने उस अÚययन के पǐरणामɉ को पǐरͧमत 
आकार के ͪपÖडɉ पर भी लागू कर Ǒदया था।

दैǓनक जीवन मɅ िजतने ͪ पÖड हमारे सपंक[  मɅ आते हɇ वे सभी पǐरͧमत 
आकार के होते हɇ। एक ͪवèततृ ͪपÖड (पǐरͧमत आकार के ͪपÖड) कȧ गǓत 
को पूरे तौर पर समझने के ͧलए आमतौर पर उसका ǒबÛदवुत ्आदश[ 
अपया[Üत रहता है। इस अÚयाय मɅ हम इस ĤǓतबंध के परे जाने कȧ चçेटा 
करंेेगे और ͪवèततृ, पर पǐरͧमत ͪपÖडɉ कȧ गǓत को समझने का Ĥयास 
करɅगे। एक ͪवèततृ ͪपÖड Ĥथमतया कणɉ का एक Ǔनकाय है। अतः हम 
अपना ͪववेचन एक Ǔनकाय कȧ गǓत से हȣ शुǾ करना चाहɅगे। यहा ँकणɉ 
के Ǔनकाय का ġåयमान केÛġ एक मुÉय अवधारणा होगी। हम कणɉ के 
Ǔनकाय के ġåयमान केÛġ कȧ गǓत का वण[न करɅगे और ͩफर, पǐरͧमत 
आकार के ͪपÖडɉ कȧ गǓत को समझने मɅ इस अवधारणा कȧ उपयोͬगता 
बतायɅगे।

बड़ ेͪ पÖडɉ से जुड़ी बहुत सी समèयाएं उनको Ǻढ़ ͪ पÖड मानकर हल कȧ 
जा सकती हɇ। आदश[ Ǻढ़ ͪपÖड एक एेसा ͪपÖड है िजसकȧ एक सुǓनिæचत 
और अपǐरवत[नीय आकृǓत होती है। इस Ĥकार के ठोस के सभी कण युÊमɉ 
के बीच कȧ दǐूरयाँ पǐरवǓत[त नहȣं होती। Ǻढ़ ͪपÖड कȧ इस पǐरभाषा से यह 
èपçट है ͩक कोई भी वाèतͪवक ͪपÖड पूरȣ तरह Ǻढ़ नहȣं होता, Èयɉͩक 
सभी åयावहाǐरक ͪपÖड बलɉ के Ĥभाव से ͪवकृत हो जाते हɇ। परÛतु एेसी 
बहुत सी िèथǓतया ँहोती हɇ िजनमɅ ͪवकृǓतयाँ नगÖय होती हɇ। अतः कई 
Ĥकार कȧ िèथǓतयɉ मɅ यथा पǑहये, लɪटू, èटȣल के शहतीर और यहाँ तक 
ͩक अणु, Ēह जसेै ͪपÖडɉ कȧ गǓत का अÚययन करते समय, हम Úयान 
न दɅगे ͩक उनमɅ ͪवकृǓत आती है, वे मुड़ते हɇ या कàपन करते हɇ। हम 
उÛहɅ Ǻढ़ ͪपÖड मान कर उनकȧ गǓत का अÚययन करɅगे।
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7.1.1 एक Ǻढ़ ͪ पÖड मɅ ͩ कस Ĥकार कȧ गǓतयाँ हो सकती 
हɇ?

आइये, Ǻढ़ ͪपÖडɉ कȧ गǓत के कुछ उदाहरणɉ स ेइस Ĥæन 
का उƣर ढंूढ़ने कȧ कोͧशश करɅ। Ĥथम एक आयताकार 
Þलॉक पर ͪवचार करɅ जो एक नत तल पर सीधा (ǒबना 
इधर-उधर हटे) नीचे कȧ ओर ͩफसल रहा है। Þलॉक एक 
Ǻढ़ ͪपÖड ͧ लया है। नत तल पर नीचे कȧ ओर इसकȧ गǓत 
एसेी है ͩक इसके सभी कण साथ-साथ चल रहे हɇ, अथा[त ्
ͩकसी ¢ण सभी कण समान वगे से चलते हɇ (ͬचğ 7.1)। 
यहाँ यह Ǻढ़ ͪपडं शुɮध èथानातंरण गǓत मɅ है।

शुɮध èथानांतरण गǓत मɅ ͩ कसी ¢ण ͪ वशेष पर ͪ पÖड 
का Ĥ×येक कण समान वेग से चलता है।

ͬचğ 7.2 नत तल पर नीच ेकȧ ओर लुढ़कता ͧसͧलडंर 
(बेलन)।   यह शुɮध èथानांतरण गǓत नहȣं है। 
ͩकसी ¢ण पर ǒबÛद ुP

1
, P

2
, P

3
 एवं  P

4
 के अलग-

अलग वेग हɇ (जैसा ͩक तीर दशा[ते हɇ)। वाèतव 
मɅ सàपक[  ǒबÛद ुP

3
 का वेग ͩ कसी भी ¢ण शूÛय 

है यǑद बेलन ǒबना ͩफसले हुए लुढ़कता है।

आइये, अब उसी नत तल पर नीचे कȧ ओर लुढ़कते 
हुए एक धातु या लकड़ी के बलेन कȧ गǓत पर ͪवचार 
करत ेहɇ  (ͬचğ 7.2)। यह Ǻढ़ ͪपÖड (बेलन) नत तल के 
शीष[ स ेउसकȧ तलȣ तक èथानांतǐरत होता है, अतः इसमɅ 
èथानांतरण गǓत Ĥतीत होती है। लेͩकन ͬचğ 7.2 यह भी 
दशा[ता है ͩक इसके सभी कण ¢ण ͪवशेष पर एक हȣ वेग 
स ेनहȣं चल रहे हɇ। अतः ͪपÖड शुɮध èथानांतरण गǓत मɅ 
नहȣं है। अतः इसकȧ गǓत èथानांतरȣय होने के साथ-साथ 
‘कुछ और अलग’ भी है। 

यह ‘कुछ और अलग’ भी Èया है? यह समझने के 
ͧलए, आइये, हम एक एेसा Ǻढ़ ͪपडं लɅ िजसको इस Ĥकार 
åयवǽɮध कर Ǒदया गया है ͩक यह èथानांतरण गǓत न 
कर सके। ͩ कसी Ǻढ़ ͪ पÖड कȧ èथानांतरण गǓत को Ǔनǽɮध 
करने कȧ सव[ सामाÛय ͪ वͬध यह है ͩ क उसे एक सरल रेखा 
के अनुǑदश िèथर कर Ǒदया जाए। तब इस Ǻढ़ ͪपÖड कȧ 
एकमाğ सभंाͪवत गǓत घूणȸ गǓत होगी। वह सरल रेखा 
िजसके अनुǑदश इस Ǻढ़ ͪपÖड को िèथर बनाया गया है 
इसकȧ घूण[न-अ¢ कहलाती है। यǑद आप अपने चारɉ ओर 
देखɅ तो आपको छत का पखंा, कुàहार का चाक (ͬचğ 7.3(a) 
एवं (b)), ͪ वशाल चĐȧ-झूला (जॉयÛट åहȣल), मरेȣ-गो-राउÖड 
जसेै अनेक एेसे उदाहरण ͧमल जायɅगे जहा ँͩकसी अ¢ के 
पǐरतः घूण[न हो रहा हो।

(a)

(b)

ͬचğ 7.3 एक िèथर अ¢ के पǐरतः घूण[न
 (a) छत का पंखा
 (b) कुàहार का चाक

Fig 7.1 नत-तल पर एक Þलॉक कȧ अधोमुखी èथानांतरण 
(ͩफसलन) गǓत (Þलॉक का Ĥ×येक ǒबदं ुयथा P

1
, 

P
2
.... ͩकसी भी ¢ण समान गǓत मɅ हɇ) 
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146 भौǓतकȧ

आइये, अब हम यह समझने कȧ चेçटा करɅ ͩक घूण[न 
Èया है, और इसके Èया अͧभल¢ण हɇ? आप देख सकते 
हɇ ͩक एक Ǻढ़ ͪपÖड के एक िèथर अ¢ के पǐरतः घूण[न 
मɅ, ͪपÖड का हर कण एक वƣृ मɅ घूमता है। यह वƣृ अ¢ 
के लàबवत ्तल मɅ है और इनका केÛġ अ¢ पर अविèथत 
है। ͬचğ 7.4 मɅ एक 

िèथर अ¢ (Ǔनदȶश ĥेम कȧ z-अ¢) के पǐरतः ͩकसी Ǻढ़ 
ͪपÖड कȧ घूण[न गǓत दशा[यी है। हम अ¢ से r

1
 दरूȣ पर 

िèथत Ǻढ़ ͪ पÖड का कोई èवेÍछ कण P1 लɅ। यह कण अ¢ 
के पǐरतः r

1
 ǒğÏया के वƣृ पर घूमता है िजसका केÛġ 

C
1
 अ¢ पर िèथत है। यह वƣृ अ¢ के लàबवत ्तल मɅ 

अविèथत है। ͬचğ मɅ एक दसूरा कण P
2
 भी दशा[या गया 

है जो िèथर अ¢ से r
2 
 दरूȣ पर है। कण  P

2 
,  r

2
 ǒğÏया के 

वƣृाकार पथ पर चलता है िजसका केÛġ  अ¢ पर C2 है। 
यह वƣृ भी अ¢ के लàबवत ्तल मɅ है। Úयान दɅ ͩक  P

1
 

एवं P
2
 ɮवारा बनाये गए वƣृ अलग-अलग तलɉ मɅ हɇ पर 

ये दोनɉ तल िèथर अ¢ के लàबवत ्हɇ। अ¢ पर िèथत 
ͩकसी ǒबÛद,ु जैसे  P3 के ͧलए, r = 0 । ये कण, ͪपÖड के 
घूमते समय भी िèथत रहते हɇ। यह अपेͯ¢त भी है Èयɉͩक 
घूण[न अ¢ िèथर है।

तथाͪप, घूण[न के कुछ उदाहरणɉ मɅ, अ¢ िèथर नहȣं 
भी रहती। इस Ĥकार के घणू[न के मुÉय उदाहरणɉ मɅ एक 
है, एक हȣ èथान पर घूमता लɪटू (ͬचğ 7.5(a))। (लɪटू कȧ 

गǓत के सबंधं मɅ हमने यह मान ͧ लया है ͩ क यह एक èथान 
से दसूरे èथान पर èथानांतǐरत नहȣं होता और इसͧलए 
इसमɅ èथानांतरण गǓत नहȣं है।)  अपने अनुभव के आधार 
पर हम यह जानते हɇ ͩक इस Ĥकार घूमते लɪटू कȧ अ¢, 
भूͧम पर इसके सàपक[ -ǒबÛद ुसे गजुरते अͧभलàब के पǐरतः 
एक शंकु बनाती है जैसा ͩक ͬचğ 7.5(a) मɅ दशा[या गया है।  
(ऊÚवा[धर के पǐरतः लɪटू कȧ अ¢ का इस Ĥकार घूमना 
पुरèसरण कहलाता है )।  Úयान दɅ ͩक लɪटू का वह ǒबÛद ु
जहा ँयह धरातल को छूता है, िèथर है। ͩकसी भी ¢ण, 
लɪटू कȧ घूण[न-अ¢, इसके सàपक[  ǒबÛद ुस ेगुजरती है। 
इस Ĥकार कȧ घूण[न गǓत का दसूरा सरल उदाहरण घूमने 
वाला मेज का पंखा या पीǑठका-पंखा है। आपने देखा होगा 
ͩक इस Ĥकार के पंखे कȧ अ¢, ¢ैǓतज तल मɅ, दोलन गǓत 
(इधर से उधर घूमने कȧ) करती है और यह गǓत ऊÚवा[धर 
रेखा के पǐरतः होती है जो उस ǒबÛद ुसे गुजरती है िजस 
पर अ¢ कȧ धुरȣ Ǒटकȧ होती है  (ͬचğ 7.5(b) मɅ ǒबÛद ुO)।   

ͬचğ 7.4 z-अ¢ के पǐरतः एक Ǻढ़ ͪपÖड का घूण[न। ͪपÖड का 
Ĥ×येक ǒबÛद ु P

1
 या P

2
 एक वƣृ पर घूमता है िजसका 

केÛġ  (C
1
 या C

2
) अ¢ पर िèथत है। वƣृ कȧ ǒğÏया 

(r1 या r2) अ¢ से ǒबÛद ु(P1 या P2) कȧ लàबवत ्दरूȣ 
है। अ¢ पर िèथत  P

3 
जसैा ǒबÛद ुिèथर रहता है।

दोलन अ¢

पखुंͫड़यɉ का
घूण[न अ¢

ͬचğ 7.5 (a) घूमता हुआ लɪटू
 (इसकȧ Ǒटप  O का धरातल पर सàपक[  ǒबÛद ु

िèथर है)

ͬचğ 7.5 (b) दोलन करता हुआ मेज का पखंा िजसकȧ 
पखंुͫड़या ँघूण[न गǓत मɅ हɇ। (पंखे कȧ धुरȣ, 
ǒबÛद ुO, िèथर है )
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ͬचğ 7.6(a) एक Ǻढ़ ͪपÖड कȧ गǓत जो शुɮध èथानातंरȣय 
है

ͬचğ 7.6(b)  Ǻढ़ ͪपÖड कȧ एेसी गǓत जो èथानांतरȣय और 
घूणȸ गǓतयɉ का सयंोजन है

ͬचğ 7.6 (a) एवं 7.6 (b) एक हȣ ͪपÖड कȧ ͪवͧभÛन गǓतया ँदशा[ते 
हɇ। Úयान दɅ, ͩक  P  ͪपÖड का कोई èवेÍछ ǒबÛद ुहै;  O  ͪपÖड 
का ġåयमान केÛġ है, िजसके ͪवषय मɅ अगले खÖड मɅ बताया 
गया है। यहा ँयह कहना पया[Üत होगा ͩक ǒबÛद ु O  के गमन 
पथ हȣ ͪपÖड के èथानांतरȣय गमन पथ  Tr

1
  एवं  Tr

2 
 हɇ। तीन 

अलग-अलग ¢णɉ पर, ǒबÛदओंु  O  एवं  P कȧ िèथǓतयाँ ͬचğ  
7.6(a) एवं  7.6 (b) दोनɉ हȣ Đमशः O

1
, O

2
, O

3
, एवं  P

1
, P

2
 , P

3
 

ɮवारा Ĥदͧश[त कȧ गई हɇ। ͬचğ  7.6(a) से यह èपçट है ͩक शुɮध 
èथानातंरण कȧ िèथǓत मɅ, ͪपÖड के ͩकÛहȣं भी दो ǒबÛदओुं  O  
एवं P  के वेग, बराबर होते हɇ। यह भी £ातåय है, ͩक इस िèथǓत 
मɅ  OP, का ǑदिÊवÛयास, याǓन ͩक वह कोण जो  OP एक Ǔनयत 
Ǒदशा (माना ͩक ¢ैǓतज) से बनाता है, समान रहता है अथा[त ्


1
=

2
=

3 
। ͬचğ 7.6 (b) èथानांतरण एवं घूण[न के सयंोजन से 

Ǔनͧम[त गǓत दशा[ता है। इस गǓत मɅ ǒबÛदओुं O  एवं  P के 
¢ͨणक वेगɉ के मान अलग-अलग हो सकते हɇ और कोणɉ  

1
, 


2
,

3
 के मान भी ͧभÛन हो सकते हɇ।

जब पखंा घूमता है और इसकȧ अ¢ इधर स ेउधर दोलन 
करती है तब भी यह ǒबÛद ुिèथर रहता है। घूण[न गǓत के 
अͬधक साͪव[क मामलɉ मɅ, जसै ेͩक लɪटू या पीǑठका-पखें के 
घमूने मɅ, Ǻढ़ ͪ पÖड का एक ǒबÛद ुिèथर रहता है, न ͩक एक 
रेखा। इस मामले मɅ अ¢ तो िèथर नहȣं है पर यह हमशेा 
एक िèथर ǒबÛद ुस ेगुजरती है। तथाͪप, अपने अÚययन मɅ, 
अͬधकांशतः, हम एेसी सरल एवं ͪवͧशçट घूण[न गǓतयɉ 
तक सीͧमत रहɅगे िजनमɅ एक रेखा (याǓन अ¢) िèथर रहती 
है। अतः जब तक अÛयथा न कहा जाय, हमारे ͧलए घूणȸ 
गǓत एक िèथर अ¢ के पǐरतः हȣ होगी।

एक नत तल पर नीच ेकȧ ओर बेलन का लुढ़कना दो 
तरह कȧ गǓतयɉ का संयोजन है- èथानांतरण गǓत और 
एक िèथर अ¢ के पǐरतः घूणȸ गǓत। अतः, लुढ़कन गǓत 
के सदंभ[ मɅ िजस ‘कुछ और अलग’ का िजĐ पहल ेहमने 
ͩकया था वह घूणȸ गǓत है। इस Ǻिçटकोण से ͬचğ 7.6(a) 

एवं (b) को आप पया[Üत ͧश¢ाĤद पायɅगे। इन दोनɉ ͬचğɉ 
मɅ एक हȣ ͪपÖड कȧ गǓत, समान èथानांतरȣय गमन-पथ 
के अनुǑदश दशा[ई गई है। ͬचğ 7.6(a) मɅ दशा[ई गई गǓत 
शुɮध èथानांतरȣय है, जबͩक ͬचğ 7.6(b) मɅ दशा[ई गई 
गǓत èथानांतरण एव ं घूणȸ दोनɉ Ĥकार कȧ गǓतयɉ का 
सयंोजन है। (आप èवयं भारȣ पुèतक जसैा एक Ǻढ़ ͪपÖड 
फɅ क कर दशा[ई गई दोनɉ Ĥकार कȧ गǓतयाँ उ×पÛन करने 
कȧ कोͧशश कर सकते हɇ।) 

आइये अब हम Ĥèतुत खÖड मɅ वͨण[त मह×वपूण[ 
तØयɉ का सार ͩफर से आपको बतायɅ। एक एेसा Ǻढ़ ͪपÖड 
जो न तो ͩकसी चूल पर Ǒटका हो और न हȣ ͩकसी Ǿप मɅ 
िèथर हो, दो Ĥकार कȧ गǓत कर सकता है - या तो शुɮध 
èथानातंरण या èथानांतरण एव ंघूण[न गǓत का सयंोजन। 
एक एेस ेǺढ़ ͪपÖड कȧ गǓत जो या तो चूल पर Ǒटका हो 
या ͩकसी न ͩकसी Ǿप मɅ िèथर हो, घूणȸ गǓत होती है। 
घूण[न ͩकसी एेसी अ¢ के पǐरतः हो सकता है जो िèथर 
हो (जैस ेछत के पखं ेमɅ) या ͩफर एक एेसी अ¢ के पǐरतः 
जो èवयं घूमती हो (जसेै इधर से उधर घूमते मेज के पंखे 
मɅ)। इस अÚयाय मɅ हम एक िèथर अ¢ के पǐरतः होने 
वालȣ घूणȸ गǓत का हȣ अÚययन करɅगे।

7.2 ġåयमान केÛġ

पहले हम यह देखɅगे ͩक ġåयमान केÛġ Èया है और ͩफर 
इसके मह×व पर Ĥकाश डालɅगे। सरलता कȧ Ǻिçट से हम दो 
कणɉ के Ǔनकाय से शुǽआत करɅगे। दोनɉ कणɉ कȧ िèथǓतयɉ 
को ͧमलाने वालȣ रेखा को हम  x- अ¢ मानɅगे। (ͬचğ 7.7)

ͬचğ 7.7  दो कणɉ और उनके ġåयमान केÛġ कȧ िèथǓत
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माना ͩक दो कणɉ कȧ, ͩकसी मूल ǒबÛद ुO से दǐूरयाँ 
Đमशः x1 एवं  x2  हɇ। इन कणɉ के ġåयमान Đमशः  m1 
एवं m

2
 हɇ। इन दो कणɉ के Ǔनकाय का ġåयमान केÛġ  C 

एक एेसा ǒबÛद ुहोगा िजसकȧ  O  स ेदरूȣ,  X  का मान हो

 (7.1)

समीकरण  (7.1) मɅ  X  को हम  x
1 
 एवं  x

2 
 का ġåयमान  

भाǐरत माÚय मान सकते हɇ। यǑद दोनɉ कणɉ का ġåयमान 
बराबर हो तो m

1
 = m

2
 = m,

 
 तब

1 2 1 2

2 2
 

 

इस Ĥकार समान ġåयमान के दो कणɉ का ġåयमान 
केÛġ ठȤक उनके बीचɉबीच है।

अगर हमारे पास  n कण हɉ, िजनके ġåयमान Đमशः  
m

1
, m

2
, ...m

n
  हɉ और सबको x- अ¢ के अनुǑदश रखा गया 

हो, तो पǐरभाषा के अनुसार इन सब कणɉ का ġåयमान 
केÛġ होगा

1 1 2 2

1 2

....
....

  
 

  



     (7.2)

जहा ँ x
1
, x

2
,...x

n
 कणɉ कȧ Đमशः मूलǒबÛद ुसे दǐूरयाँ हɇ;  X  

भी उसी मलूǒबÛद ुस ेमापा गया है। संकेत  (यूनानी 

भाषा का अ¢र ͧसÊमा) संकलन को åयÈत करता है जो 

इस मामले मɅ n कणɉ के ͧलए ͩकया गया है। सकंलन फल 

  
Ǔनकाय का कुल ġåयमान है।

माना हमारे पास तीन कण हɇ जो एक सरल रेखा मɅ 
तो नहȣं, पर एक समतल मɅ रखे गए हɇ। तब हम उस तल 
मɅ िजसमɅ ये तीन कण रखे गए हɇ x-  एव ं y-अ¢ Ǔनधा[ǐरत 
कर सकते हɇ, और इन तीन कणɉ कȧ िèथǓतयɉ को Đमशः 
Ǔनदȶशाकंɉ (x

1
,y

1
), (x

2
,y

2
) एवं (x

3
,y

3
) ɮवारा åयÈत कर सकते 

हɇ। मान लȣिजए ͩ क इन तीन कणɉ के ġåयमान Đमशः m
1
, 

m
2
 एवं m

3 
हɇ। इन तीन कणɉ के Ǔनकाय का ġåयमान केÛġ  

C Ǔनदȶशाकंɉ  (X, Y)  ɮवारा åयÈत ͩकया जायेगा िजनके 
मान हɇ-    

 
1 1 2 2 3 3

1 2 3

 


         (7.3a)

 1 1 2 2 3 3

1 2 3

 


 
      (7.3b)

समान ġåयमान वाले कणɉ के ͧ लए m = m
1
 = m

2
 = m

3
,

1 2 3 1 2 3( )

3 3

   
 

1 2 3 1 2 3( )
3 3
   

 

अथा[त ्समान ġåयमान वाले कणɉ के ͧलए तीन कणɉ 
का ġåयमान केÛġ उनकȧ िèथǓत ǒबÛदओंु को ͧमलाने से 
बने ǒğभुज के केÛġक पर होगा। 

समीकरण (7.3a,b) के पǐरणामɉ को, सरलतापूव[क, एेसे  
n  कणɉ के एक Ǔनकाय के ͧलए साͪव[क ͩकया जा सकता 
है जो एक समतल मɅ न होकर, अतंǐर¢ मɅ फैले हɉ। इस 
तरह के Ǔनकाय का ġåयमान केÛġ  (X, Y, Z) है, जहाँ

   (7.4a) 

   (7.4b)

और     (7.4c)

यहा ँM =  Ǔनकाय का कुल ġåयमान है। सूचक i  

का मान 1 से  n  तक बदलता है, m
i
  i वɅ कण का ġåयमान 

है, और i वɅ कण कȧ िèथǓत  (xi, yi, zi) से åयÈत कȧ गई है।
यǑद हम िèथǓत-सǑदश कȧ अवधारणा का उपयोग करɅ तो 
समीकरण (7.4a, b, c) को संयोिजत करके एकल समीकरण 
के Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है। यǑद r , i वɅ कण का 
िèथǓत-वेÈटर है और R ġåयमान केÛġ का िèथǓत-सǑदश हैः

 
   rijk  

एवं   
   Rijk  

 

तब     r
R  (7.4d)

समीकरण के दाǑहनी ओर ͧलखा गया योग सǑदश-
योग है।

सǑदशɉ के इèतेमाल से समीकरणɉ कȧ संͯ¢Üतता पर 
Úयान दȣिजए। यǑद सदंभ[-ĥेम (Ǔनदȶशाकं Ǔनकाय) के मूल 

ǒबÛद ुको, Ǒदए गए कण-Ǔनकाय के ġåयमान केÛġ मɅ ͧ लया 

जाए तो 0 r ।

एक Ǻढ़ ͪपÖड, जसेै ͩक मीटर-छड़ या Ýलाइ åहȣल, 
बहुत पास-पास रखे गए कणɉ का Ǔनकाय है; अतः समीकरण  
(7.4a, b, c, d) Ǻढ़ ͪ पÖड के ͧ लए भी लागू होते हɇ। इस Ĥकार 
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के ͪ पÖडɉ मɅ कणɉ (परमाणुओ ंया अणुओ)ं कȧ सÉंया इतनी 
अͬधक होती है, ͩक इन समीकरणɉ मɅ, सभी पथृक-पथृक 
कणɉ को लेकर सयंुÈत Ĥभाव £ात करना असंभव काय[ 
है। पर, Èयɉͩक कणɉ के बीच कȧ दरूȣ बहुत कम है, हम 
ͪपÖड मɅ ġåयमान का सतत ͪवतरण मान सकते हɇ। यǑद 
ͪपÖड को n  छोटे ġåयमान खÖडɉ मɅ ͪवभािजत करɅ िजनके 
ġåयमान m

1
,m

2
... m

n  
हɇ तथा  i-वा ँखÖड m

i 
 ǒबÛद ु (x

i
, 

y
i
, z

i
) पर अविèथत है एेसा सोचɅ तो ġåयमान केÛġ के 

Ǔनदȶशाकंɉ के लगभग मान इस Ĥकार åयÈत करɅगे -

( ) ( ) ( )
, ,

  
  

  
  
  

यǑद हम n को वहृƣर करɅ अथा[त ् m
i
 को और छोटा 

करɅ तो ये समीकरण काफȧ यथाथ[ मान बताने लगɅगे। उस 
िèथǓत मɅ i-कणɉ के योग को हम समाकल स ेåयÈत करɅगे। 

 
d ,   

 
( ) d ,  

  
( ) d ,  

 और i(  ) d

यहा ँM  ͪ पÖड का कुल ġåयमान है। ġåयमान केÛġ के 
Ǔनदȶशाकंɉ को अब हम इस Ĥकार ͧलख सकते हɇ

      

1 1 1
d , d    vkSj

 (7.5a)
इन तीन अǑदश åयंजकɉ के तुãय सǑदश åयंजक इस 

Ĥकार ͧलख सकते हɇ- 
1

d Rr  (7.5b)

यǑद हम ġåयमान केÛġ को अपने Ǔनदȶशांक Ǔनकाय 
का मूल-ǒबÛद ुचुनɅ तो

( , , ) 0R

अथा[त,् d 0 r  

या d d d 0      (7.6)

Ĥायः हमɅ Ǔनयͧमत आकार के समांग ͪ पÖडɉ; जसेै – वलयɉ, 
गोल-चकǓतयɉ, गोलɉ, छड़ɉ इ×याǑद के ġåयमान केÛġɉ कȧ 
गणना करनी पड़ती है। (समागं ͪ पÖड से हमारा ता×पय[ एक 
एसेी वèत ुस ेहै िजसमɅ ġåयमान का समान Ǿप से ͪवतरण हो)। 
समͧमǓत का ͪ वचार करके हम सरलता से यह दशा[ सकते हɇ 
ͩक इन ͪ पÖडɉ के ġåयमान केÛġ उनके Ïयाͧमतीय केÛġ हȣ 
होत ेहɇ।

आइये, एक पतलȣ छड़ पर ͪ वचार करɅ, िजसकȧ चौड़ाई 
और मोटाई (यǑद इसकȧ अनुĤèथ काट आयताकार है) 
अथवा ǒğÏया (यǑद छड़ बेलनाकार है), इसकȧ लàबाई 
कȧ तुलना मɅ बहुत छोटȣ है। छड़ कȧ लàबाई x-अ¢ के 
अनुǑदश रखɅ और मूल ǒबÛद ुइसके Ïयाͧमतीय केÛġ पर 
ले लɅ तो परावत[न समͧमǓत कȧ Ǻिçट से हम कह सकते 
हɇ ͩक Ĥ×येक x  पर िèथत Ĥ×येक dm घटक के समान dm 
का घटक –x पर भी िèथत होगा (ͬचğ 7.8)। 

ͬचğ 7.8  एक पतलȣ छड़ का ġåयमान केÛġ £ात करना
समाकल मɅ हर जोड़ ेका योगदान शूÛय है और इस 

कारण èवयं d  का मान शूÛय हो जाता है। समीकरण 
(7.6) बताती है ͩक िजस ǒबÛद ु के ͧलए समाकल शूÛय 
हो वह ͪपÖड का ġåयमान केÛġ है। अतः समांग छड़ का 
Ïयाͧमतीय केÛġ इसका ġåयमान केÛġ है। इसे परावत[न 
समͧमǓत के Ĥयोग स ेसमझ सकते हɇ।

समͧमǓत का यहȣ तक[ , समांग वलयɉ, चकǓतयɉ, 
गोलɉ और यहा ँतक ͩक वƣृाकार या आयताकार अनुĤèथ 
काट वालȣ मोटȣ छड़ɉ के ͧलए भी लागू होगा। एेसे सभी 
ͪपÖडɉ के ͧलए आप पायɅगे ͩक ǒबÛद ु (x,y,z) पर िèथत 
हर ġåयमान घटक के ͧलए ǒबÛद ु (-x,-y,-z) पर भी उसी 
ġåयमान का घटक ͧ लया जा सकता है। (दसूरे शÞदɉ मɅ कहɅ 
तो इन सभी ͪपÖडɉ के ͧलए मूल ǒबÛद ुपरावत[न-समͧमǓत 
का ǒबÛद ुहै)। पǐरणामतः, समीकरण (7.5 a) मɅ Ǒदए गए 
सभी समाकल शूÛय हो जाते हɇ। इसका अथ[ यह हुआ ͩक 
उपरोÈत सभी ͪपÖडɉ का ġåयमान केÛġ उनके Ïयाͧमतीय 
केÛġ पर हȣ पड़ता है।

 
उदाहरण  7.1 एक समबाहु ǒğभुज के शीषɟ पर रखे गए 
तीन कणɉ का ġåयमान केÛġ £ात कȧिजए। कणɉ 
के ġåयमान Đमशः 100g, 150g, एवं 200g हɇ। ǒğभुज 
कȧ Ĥ×येक भुजा कȧ लàबाई  0.5 m है।

हल 

ͬचğ  7.9
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x  एवं y- अ¢ ͬचğ  7.9 मɅ दशा[ये अनुसार चुनɅ तो समबाहु 

ǒğभुज के शीष[ ǒबÛदओु ंO, A एव ंB के Ǔनदȶशाकं Đमशः (0,0), 

(0.5,0) एवं (0.25,0.25 3 ) हɉगे। माना ͩक 100g, 150g एवं 

200g के ġåयमान Đमशः O, A एवं  B पर अविèथत हɇ। तब
 


 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

 100 0 150(0.5) 200(0.25) g m

(100 150 200) g

   
 

 

75 50 125 5
m m m

450 450 18


  

   
100(0) 150(0) 200(0.25 3) g    m

450 g

50 3 3 1
m m m

450 9 3 3
  

  

ġåयमान केÛġ  C  ͬचğ मɅ दशा[या गया है। Úयान दɅ ͩक 
यह ǒğभुज  OAB का Ïयाͧमतीय केÛġ नहȣं है। Èया आप 
बता सकते हɇ ͩक एेसा Èयɉ नहȣ है?  

उदाहरण 7.2:  एक ǒğभुजाकार फलक का ġåयमान 
केÛġ £ात कȧिजए।

हल  फलक (LMN) को आधार  (MN) के समाÛतर पतलȣ 
प‘यɉ मɅ बांटा जा सकता है जसैा ͬचğ 7.10 मɅ दशा[या 
गया है।

                                    

ͬचğ  7.10
समͧमǓत के आधार पर हम कह सकते हɇ ͩक हर प‘ी 

का ġåयमान केÛġ उसका मÚय ǒबÛद ुहै। अगर हम सभी 
पयɉ के मÚय ǒबÛदओु ंको ͧमलाते हɇ तो हमɅ मािÚयका  
LP ĤाÜत होती है। इसͧलए, पूरे ǒğभुज का ġåयमान केÛġ 
इस मािÚयका LP पर कहȣं अविèथत होगा। इसी Ĥकार हम 
तक[  कर सकते हɇ ͩक यह मािÚयका  MQ और NR पर भी 

अविèथत होगा। अतः यह ġåयमान केÛġ तीनɉ मािÚयकाओं 
का संगामी ǒबÛद ुगǓत ǒğभजु का केÛġक G है। 

उदाहरण 7.3: एक Ǒदए गए L-आकृǓत के फलक (एक 
पतलȣ चपटȣ Üलेट) का ġåयमान केÛġ £ात कȧिजए, 
िजसका ͪवͧभÛन भुजाओं को ͬचğ 7.11 मɅ दशा[या 
है। फलक का ġåयमान 3 kg है।

हल   ͬचğ 7.11 के अनुसार X  एव ंY अ¢ांे को चुनɅ तो 
L-आकृǓत फलक के ͪवͧभÛन शीषɟ के Ǔनदȶशाकं वहȣ ĤाÜत 
होत ेहɇ जो ͬचğ मɅ अंͩ कत ͩकए गए हɇ। हम  L-आकृǓत को तीन 
वगɟ से ͧमलकर बना हुआ मान सकते हɇ िजनमɅ से Ĥ×येक 
वग[ कȧ भुजा 1m है। Ĥ×येक वग[ का ġåयमान 1kg है, Èयɉͩक 
फलक समागं हɇ। इन तीन वगɟ के ġåयमान केÛġ C1, C2 

और C
3
 हɇ, जो समͧमǓत के ͪवचार से उनके Ïयाͧमतीय 

केÛġ हɇ और इनके Ǔनदȶशांक Đमशः (1/2,1/2), (3/2,1/2), 

(1/2,3/2) हɇ। हम कह सकते हɇ ͩक L-आकृǓत का ġåयमान 
केÛġ (X, Y) इन ġåयमान ǒबÛदओु ंका ġåयमान केÛġ हɇ।

ͬचğ 7.11 
अतः

 
 

1(1/2) 1(3/2) 1(1/2) kg m

1 1 1 kg

 


 
5

m
6



 
 

1(1/2) 1(1/2) 1(3/2) kg m 5
m

1 1 1 kg 6

    
 

L-आकृǓत का ġåयमान केÛġ रेखा OD पर पड़ता है। 
इस बात का अदंाजा हम ǒबना ͩ कसी गणना के लगा सकते 
थ।े Èया आप बता सकते हɇ, कैसे? यǑद यह मानɅ ͩक 
ͬचğ 7.11 मɅ दशा[ये गए L आकृǓत फलक के तीन वगɟ 
के ġåयमान अलग-अलग होते तब आप इस फलक का 
ġåयमान केÛġ कैसे £ात करɅगे?       
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7.3 ġåयमान केÛġ कȧ गǓत

ġåयमान केÛġ कȧ पǐरभाषा जानने के बाद, अब हम इस 
िèथǓत मɅ हɇ ͩक n कणɉ के एक Ǔनकाय के ͧलए इसके 
भौǓतक मह×व कȧ ͪववेचना कर सकɅ । समीकरण (7.4d) 

को हम ͩफर से इस Ĥकार ͧलख सकते हɇ-

1 1 2 2 ...    Rrrrr  (7.7)              

समीकरण के दोनɉ प¢ɉ को समय के सापे¢ अवकͧलत 
करने पर-

1 2
1 2

dd d d
...

d d d d
   

rRrr
    

या

1 1 2 2 ...   Vvvv  (7.8)

जहाँ,  1 1d /dvr  Ĥथम कण का वेग है,  2 2d dvr  
दसूरे कण का वगे है, इ×याǑद और d /dVR  कणɉ के 
Ǔनकाय के ġåयमान केÛġ का वेग है। Úयान दɅ, ͩक हमने 
यह मान ͧलया है ͩक m

1
, m

2
, ... आǑद के मान समय के 

साथ बदलते नहȣं हɇ। इसͧलए, समय के साप¢े समीकरणɉ 
को अवकͧलत करते समय हमने उनके साथ अचरांकɉ जसैा 
åयवहार ͩकया है।

समीकरण (7.8) को समय के सापे¢ अवकͧलत करने 
पर-

1 2
1 2

dd dd
...

d d d d
   

vvvV

या 

1 1 2 2 ...   Aaaa  (7.9)

 जहाँ  1 1d /dav  Ĥथम कण का ×वरण है,
 2 2d /dav

 दसूरे कण का ×वरण है, इ×याǑद और
 d /dAV  कणɉ के Ǔनकाय के ġåयमान केÛġ का 

×वरण है।

अब, Ûयूटन के ɮͪवतीय Ǔनयमानुसार, पहले कण पर 
लगने वाला बल है 1 1 1Fa , दसूरे कण पर लगने वाला 
बल है 2 2 2Fa , आǑद। तब समीकरण (7.9) को हम 
इस Ĥकार भी ͧलख सकते हɇ-

1 2 ...   AFFF  (7.10)

अतः कणɉ के Ǔनकाय के कुल ġåयमान को ġåयमान 
केÛġ के ×वरण से गुणा करने पर हमɅ उस कण-Ǔनकाय 
पर लगने वाले सभी बलɉ का सǑदश योग ĤाÜत होता है।

Úयान दɅ ͩक जब हम पहले कण पर लगने वाले बल 

1F कȧ बात करते हɇ, तो यह कोई एकल बल नहȣं है, 
बिãक, इस कण पर लगने वाले सभी बलɉ का सǑदश योग 
है। यहȣ बात हम अÛय कणɉ के ͪवषय मɅ भी कह सकते 
हɇ। Ĥ×येक कण पर लगने वाले उन बलɉ मɅ कुछ बाéय 
बल हɉगे जो Ǔनकाय से बाहर के ͪपÖडɉ ɮवारा आरोͪपत 
हɉगे और कुछ आंतǐरक बल हɉगे जो Ǔनकाय के अंदर के 
कण एक दसूरे पर आरोͪपत करते हɇ। Ûयूटन के ततृीय 
Ǔनयम से हम जानते हɇ ͩक ये आंतǐरक बल सदैव बराबर 
पǐरमाण के और ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ काम करने वाले जोड़ɉ 
के Ǿप मɅ पाए जाते हɇ और इसͧलए समीकरण (7.10) मɅ 
बलɉ को जोड़ने मɅ इनका योग शूÛय हो जाता है। समीकरण 
मɅ केवल बाéय बलɉ का योगदान रह जाता है। समीकरण 
(7.10) को ͩफर इस Ĥकार ͧलख सकते हɇ 

AF  (7.11)

जहा ँ  Ǔनकाय के कणɉ पर Ĥभावी सभी बाéय बलɉ का 
सǑदश योग है।

समीकरण (7.11) बताती है ͩक कणɉ के ͩकसी Ǔनकाय 
का ġåयमान केÛġ इस Ĥकार गǓत करता है मानो Ǔनकाय 
का संपूण[ ġåयमान उसमɅ सकेंिÛġत हो और सभी बाéय 
बल उसी पर आरोͪपत हɉ।

Úयान दɅ ͩक ġåयमान केÛġ कȧ गǓत के ͪवषय मɅ 
जानने के ͧलए, कणɉ के Ǔनकाय के आतंǐरक बलɉ के 
ͪवषय मɅ कोई जानकारȣ नहȣं चाǑहए, इस उɮदेæय के ͧलए 
हमɅ केवल बाéय बलɉ को हȣ जानने कȧ आवæयकता है।

समीकरण (7.11) åयु×पÛन करन े के ͧलए हमɅ कणɉ 
के Ǔनकाय कȧ ĤकृǓत सुǓनिæचत नहȣं करनी पड़ी। Ǔनकाय 
कणɉ का एेसा सĒंह भी हो सकता है िजसमɅ तरह-तरह कȧ 
आतंǐरक गǓतयाँ हɉ, और शुɮध èथानांतरण गǓत करता 
हुआ, अथवा, èथानातंरण एवं घूणȸ गǓत के सयंोजन युÈत 
एक Ǻढ़ ͪपÖड भी हो सकता है। Ǔनकाय कैसा भी हो और 
इसके अवयवी कणɉ मɅ ͩकसी भी Ĥकार कȧ गǓतया ँहɉ, 
इसका ġåयमान केÛġ समीकरण (7.11) के अनुसार हȣ 
गǓत करेगा।

पǐरͧमत आकार के ͪपÖडɉ को एकल कणɉ कȧ तरह 
åयवहार मɅ लाने के बजाय अब हम उनको कणɉ के Ǔनकाय 
कȧ तरह åयवहार मɅ ला सकते हɇ। हम उनकȧ गǓत का 
शुɮध èथानांतरȣय अवयव याǓन Ǔनकाय के ġåयमान केÛġ 
कȧ गǓत £ात कर सकते हɇ। इसके ͧलए, बस, पूरे Ǔनकाय 
का कुल ġåयमान और Ǔनकाय पर लगे सभी बाéय बलɉ 
को Ǔनकाय के ġåयमान केÛġ पर Ĥभावी मानना होगा।

यहȣ काय[ͪ वͬध हमने ͪ पÖडɉ पर लगे बलɉ के ͪ वæलेषण 
और उनसे जुड़ी समèया के हल के ͧलए अपनाई थी। 
हालांͩक, इसके ͧलए कोई èपçट कारण नहȣं बताया गया 
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था। अब हम यह समझ सकते हɇ, ͩक पूव[ के अÚययनɉ 
मɅ, हमने ǒबन कहे हȣ यह मान ͧलया था ͩक Ǔनकाय मɅ 
घूणȸ गǓत, एव ंकणɉ मɅ आंतǐरक गǓत या तो थी हȣ नहȣं 
और यǑद थी तो नगÖय थी। आगे स ेहमɅ यह मानने कȧ 
आवæयकता नहȣं रहेगी। न केवल हमɅ अपनी पहले अपनाई 
गई पɮधǓत का औͬच×य समझ मɅ आ गया है, वरन,् हमने 
वह ͪवͬध भी £ात कर लȣ है िजसके ɮवारा (i) एेसे Ǻढ़ 
ͪपÖड कȧ िजसमɅ घूणȸ गǓत भी हो, (ii) एक एेसे Ǔनकाय 
कȧ िजसके कणɉ मɅ तरह-तरह कȧ आंतǐरक गǓतया ँहɉ, 
èथानांतरण गǓत को अलग करके समझा समझाया जा 
सकता है।

ͬचğ 7.12 ͩकसी Ĥ¢ेÜय के खÖडɉ का ġåयमान केÛġ 
ͪवèफोट के बाद भी उसी परवलयाकार पथ 
पर चलता हुआ पाया जायेगा िजस पर यह 
ͪवèफोट न होने पर चलता।

ͬचğ  7.12 समीकरण (7.11) को èपçट करने वाला एक 
अÍछा उदाहरण है। अपने Ǔनधा[ǐरत परवलयाकार पथ पर 
चलता हुआ एक Ĥ¢ेÜय हवा मɅ फट कर टुकड़ɉ मɅ ǒबखर 
जाता है। ͪवèफोट कारक बल आतंǐरक बल है इसͧलए 
उनका ġåयमान केÛġ कȧ गǓत पर कोई Ĥभाव नहȣं होता। 
Ĥ¢ेÜय और उसके खÖडɉ पर लगने वाला कुल बाéय बल 
ͪवèफोट के बाद भी वहȣ है जो ͪवèफोट से पहले था, 
याǓन पØृवी का गुǽ×वाकष[ण बल। अतः, बाéय बल के 
अंतग[त Ĥ¢ेÜय के ġåयमान केÛġ का परवलयाकार पथ 
ͪवèफोट के बाद भी वहȣ बना रहता जो ͪवèफोट न होने 
कȧ िèथǓत मɅ होता।

7.4 कणɉ के Ǔनकाय का रेखीय संवेग
आपको याद होगा ͩक रेखीय संवेग कȧ पǐरभाषा करने 
वाला åयंजक है

pv  (7.12)

और, एकल कण के ͧलए Ûयूटन के ɮͪवतीय Ǔनयम 
को हम साकेंǓतक भाषा मɅ ͧलख सकते हɇ

d
d


p

F  (7.13)

जहाँ  F कण पर आरोͪपत बल है। आइये, अब हम n  कणɉ 

के एक Ǔनकाय पर ͪवचार करɅ िजनके ġåयमान Đमशः 
m

1
, m

2
,...m

n 
है और वेग Đमशः 1 2, ,.......vvv  हɇ। कण, 

परèपर अÛयोÛय ͩĐयारत हो सकते हɇ और उन पर बाéय 
बल भी लगे हो सकते हɇ। पहले कण का रेखीय संवेग 

1 1v , दसूरे कण का रेखीय सवंेग 2 2v  और इसी Ĥकार 
अÛय कणɉ के रेखीय संवगे भी हɇ।

n कणɉ के इस Ǔनकाय का कुल रेखीय सवंगे, एकल 
कणɉ के रेखीय संवेगɉ के सǑदश योग के बराबर है।

1 2 ...   PPPP

1 1 2 2 ...   vvv  (7.14)

इस समीकरण कȧ समीकरण  (7.8) स ेतुलना करने पर,
PV  (7.15)  

अतः कणɉ के एक Ǔनकाय का कुल रेखीय संवेग, 
Ǔनकाय के कुल ġåयमान तथा इसके ġåयमान केÛġ के 
वेग के गुणनफल के बराबर होता है। समीकरण (7.15) का 
समय के साप¢े अवकलन करने पर,

d d
d d

 
PV

A  (7.16)

 समीकरण (7.16) एवं समीकरण (7.11) कȧ तुलना 
करने पर

d
d


P

F  (7.17)

यह गǓत के Ûयूटन के ɮͪवतीय Ǔनयम का कथन है 
जो कणɉ के Ǔनकाय के ͧलए लागू ͩकया गया है।

यǑद कणɉ के ͩकसी Ǔनकाय पर लगे बाéय बलɉ का 
योग शूÛय हो, तो समीकरण (7.17) के आधार पर,

d
0

d


P
P; k  = अचरांक (7.18a)

अतः जब कणɉ के ͩकसी Ǔनकाय पर लगे बाéय बलɉ 
का योग शूÛय होता है तो उस Ǔनकाय का कुल रेखीय 
संवेग अचर रहता है। यह कणɉ के एक Ǔनकाय के ͧलए 
लागू होने वाला रेखीय संवेग के संर¢ण का Ǔनयम है। 
समीकरण  (7.15) के कारण, इसका अथ[ यह भी होता है 
ͩक जब Ǔनकाय पर लगने वाला कुल बाéय बल शूÛय 
होता है तो इसके ġåयमान केÛġ का वेग पǐरवǓत [त नहȣं 
होता। (इस अÚयाय मɅ कणɉ के Ǔनकाय का अÚययन करते 
समय हम हमेशा यह मान कर चलɅगे ͩक Ǔनकाय का कुल 
ġåयमान अचर रहता है।)

Úयान दɅ, ͩक आंतǐरक बलɉ के कारण, याǓन उन बलɉ 
के कारण जो कण एक दसूरे पर आरोͪपत करते हɇ, ͩकसी 
ͪवͧशçट कण का गमन-पथ काफȧ जǑटल हो सकता है। ͩ फर 
भी, यǑद Ǔनकाय पर लगने वाला कुल बाéय बल शूÛय हो 
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तो ġåयमान केÛġ अचर-वेग से हȣ चलता है, अथा[त,् मुÈत 
कण कȧ तरह समगǓत से सरल रेखीय पथ पर चलता है।

सǑदश समीकरण (7.18a) िजन अǑदश समीकरणɉ के 
तुãय है, व ेहɇ-

P
x
 = C

1
, P

y
 = C

2
 तथा P

z
 = C

3
         (7.18 b)

यहा ँPx, Py,  Pz कुल रेखीय संवेग सǑदश  P  के, Đमशः  
x, y  एवं  z  Ǒदशा मɅ अवयव हɇ और C1, C2, C3 अचरांक हɇ।

 (a) (b)

ͬचğ 7.13 (a) एक भारȣ नाͧभक रेͫडयम (Ra) एक अपे¢ाकृत 
हलके नाͧभक रेडॉन (Rn) एवं एक अãफा-
कण  (हȣͧलयम परमाणु का नाͧभक, He) मɅ 
ͪवखंͫ डत होता है। Ǔनकाय का ġåयमान केÛġ 
समगǓत मɅ है।

     (b) ġåयमान केÛġ कȧ िèथर अवèथा मɅ उसी 
भारȣ कण रेͫडयम (Ra) का ͪवखडंन। दोनɉ 
उ×पÛन हुए कण एक दसूरे कȧ ͪ वपरȣत Ǒदशा 
मɅ गǓतमान होते हɇ।

एक उदाहरण के Ǿप मɅ, आइये, रेͫडयम के नाͧभक 
जसेै ͩ कसी गǓतमान अèथायी नाͧभक के रेͫडयोएिÈटव ¢य 
पर ͪवचार करɅ। रेͫडयम का नाͧभक एक रेडन के नाͧभक 
और एक अãफा कण मɅ ͪ वखंͫ डत होता है। ¢य-कारक बल 
Ǔनकाय के आंतǐरक बल हɇ और उस पर Ĥभावी बाéय बल 
नगÖय हɇ। अतः Ǔनकाय का कुल रेखीय सवंगे, ¢य से 
पहले और ¢य के बाद समान रहता है। ͪ वखडंन मɅ उ×पÛन 
हुए दोनɉ कण, रेडन का नाͧभक एवं अãफा-कण, ͪवͧभÛन 
Ǒदशाओं मɅ इस Ĥकार चलते हɇ ͩक उनके ġåयमान केÛġ 
का गमन-पथ वहȣ बना रहता है िजस पर ¢Ǔयत होने से 
पहले मूल रेͫडयम नाͧभक गǓतमान था (ͬचğ 7.13(a))।

यǑद हम एक एेसे संदभ[ ĥेम से इस ¢य ĤͩĐया को 
देखɅ िजसमɅ ġåयमान केÛġ िèथर हो, तो इसमɅ शाͧमल 
कणɉ कȧ गǓत ͪवशेषकर सरल Ǒदखाई पड़ती है; उ×पÛन 
हुए दोनɉ कण एक दसूरे कȧ ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ इस Ĥकार 
गǓतमान होते हɇ ͩ क उनका ġåयमान केÛġ िèथर रहे, जैसा 
ͬचğ 7.13 (b) मɅ दशा[या गया है।

          (a)              (b)

ͬचğ 7.14 (a) बायनरȣ Ǔनकाय बनाते दो न¢ğɉ S
1
 

एवं S
2
 के गमन पथ, जो Đमशः ǒबÛद ु

रेखा एवं सतत रेखा ɮवारा दशा[ये गए 
हɇ। इनका ġåयमान केÛġ C समगǓत 
मɅ है।

 (b) उसी बायनरȣ Ǔनकाय कȧ गǓत जब ġåयमान 
केÛġ C िèथर है।

कणɉ कȧ Ǔनकाय सबंधंी बहुत सी समèयाओ ंमɅ जैसा 
ऊपर बताई गई रेͫडयोएिÈटव ¢य संबधंी समèया मɅ दशा[या 
है, Ĥयोगशाला के सदंभ[-ĥेम कȧ अपे¢ा, ġåयमान-केÛġ के 
ĥेम मɅ काय[ करना आसान होता है।

खगोͧलकȧ मɅ युिÊमत (बायनरȣ) न¢ğɉ का पाया जाना 
एक आम बात है। यǑद कोई बाéय बल न लगा हो तो 
ͩकसी युिÊमत न¢ğ का ġåयमान केÛġ एक मुÈत-कण 
कȧ तरह चलता है जैसा ͬचğ 7.14 (a) मɅ दशा[या गया है। 
ͬचğ मɅ  समान ġåयमान वाल ेदोनɉ न¢ğɉ के गमन पथ 
भी दशा[ये गए हɇ; वे काफȧ जǑटल Ǒदखाई पड़ते हɇ। यǑद 
हम ġåयमान केÛġ के ĥेम स ेदेखɅ तो हम पाते हɇ ͩक ये 
दोनɉ न¢ğ ġåयमान केÛġ के पǐरतः एक वƣृाकार पथ पर 
गǓतमान हɇ जबͩक ġåयमान केÛġ िèथर है। Úयान दɅ, ͩक 
दोनɉ न¢ğɉ को वƣृाकार पथ के åयास के ͪवपरȣत ͧसरɉ 
पर बने रहना है (ͬचğ 7.14(b))।  इस Ĥकार इन न¢ğɉ का 
गमन पथ दो गǓतयɉ के संयोजन से Ǔनͧम[त होता है (i) 

ġåयमान केÛġ कȧ सरल रेखा मɅ समागं गǓत  (ii) ġåयमान 
केÛġ के पǐरतः न¢ğɉ कȧ वƣृाकार क¢ाए।ँ

उपरोÈत दो उदाहरणɉ से Ǻçटåय है, ͩक Ǔनकाय के 
एकल कणɉ कȧ गǓत को ġåयमान केÛġ कȧ गǓत और 
ġåयमान केÛġ के पǐरतः गǓत मɅ अलग करके देखना एक 
अ×यंत उपयोगी तकनीक है िजससे Ǔनकाय कȧ गǓत को 
समझने मɅ सहायता ͧमलती है।
7.5  दो सǑदशɉ का सǑदश गुणन 
हम सǑदशɉ एव ंभौǓतकȧ मɅ उनके उपयोग के ͪवषय मɅ 
पहले से हȣ जानते हɇ। अÚयाय 6 (काय[, ऊजा[, शिÈत) मɅ 
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हमने दो सǑदशɉ के अǑदश गुणन कȧ पǐरभाषा कȧ थी। 
एक मह×वपूण[ भौǓतक राͧश, काय[, दो सǑदश राͧशयɉ, 
बल एवं ͪवèथापन के अǑदश गुणनफल ɮवारा पǐरभाͪषत 
कȧ जाती है।

अब हम दो सǑदशɉ का एक अÛय Ĥकार का गुणन 
पǐरभाͪषत करɅगे। यह सǑदश गुणन है। घूणȸ गǓत से 
संबंͬधत दो मह×वपूण[ राͧशया,ँ बल आघूण[ एवं कोणीय 
सवंगे, सǑदश गुणन के Ǿप मɅ पǐरभाͪषत कȧ जाती हɇ।

सǑदश गुणन कȧ पǐरभाषा
दो सǑदशɉ a एवं  b का सǑदश गुणनफल एक एेसा सǑदश  c है

  (i) िजसका पǐरमाण  c sin   है, जहा ँa एवं b Đमशः  

a एवं  b  के पǐरमाण हɇ और   दो सǑदशɉ के बीच का 

कोण है।
 (ii) c उस तल के अͧभलàबवत ्है िजसमɅ a एवं  b अविèथत 

हɇ।
(iii) यǑद हम एक दͯ¢णावƣ[ पɅच लɅ और इसको इस Ĥकार 

रखɅ ͩ क इसका शीष[  a एवं  b के तल मɅ हो और लàबाई 
इस तल के अͧभलàबवत ्हो और ͩफर शीष[ को  a 
से  b कȧ ओर घुमायɅ, तो पɅच कȧ नाेंक c कȧ Ǒदशा मɅ 
आगे बढ़ेगा। दͯ¢णावत[ पɅच का Ǔनयम ͬचğ 7.15a मɅ 
दशा[या गया है।
यǑद आप सǑदशɉ  a एवं  b के तल के अͧभलàबवत ्

रेखा के पǐरतः अपने दाǑहने हाथ कȧ उंगͧलयɉ को इस 
Ĥकार मोड़Ʌ ͩक उनके ͧसरे  a से  b कȧ ओर इंͬगत करɅ, तब 
इस हाथ का फैला हुआ अंगूठा c कȧ Ǒदशा बतायेगा जसैा 
ͬचğ 7.15b मɅ दशा[या गया है।
  

 
(a) (b)

ͬचğ 7.15(a) दो सǑदशɉ के सǑदश गुणनफल कȧ Ǒदशा 
Ǔनधा[ǐरत करने के ͧलए दͯ¢णावत[ पɅच का 
Ǔनयम

             (b) सǑदश गुणनफल कȧ Ǒदशा बताने के ͧलए 
दाǑहने हाथ का Ǔनयम                                                 

दाǑहने हाथ के Ǔनयम को सरल Ǿप मɅ इस Ĥकार 
åयÈत कर सकते हɇ ः अपने दाǑहने हाथ कȧ हथेलȣ को  a से 
b कȧ ओर सकेंत करते हुए खोलो। आपके फैल ेहुए अंगूठे 
का ͧसरा c कȧ Ǒदशा बतायेगा।

यह याद रखना चाǑहए ͩक  a और b के बीच दो कोण 
बनते हɇ। ͬचğ 7.15 (a) एवं (b) मɅ इनमɅ से कोण   दशा[या 
गया है, èपçटतः दसूरा (3600–) है। उपरोÈत Ǔनयमɉ मɅ 
से कोई भी Ǔनयम लगाते समय a एवं b के बीच का छोटा 
कोण (<1800) लेकर Ǔनयम लगाना चाǑहए। यहाँ यह   है।

Èयɉͩक सǑदश गुणन मɅ, गुणा åयÈत करने के ͧलए 
Đॉस (×) ͬचéन का उपयोग ͩकया जाता है इसͧलए इस 
गुणन को Đॉस गुणन भी कहते हɇ।

 Úयान दɅ ͩ क दो सǑदशɉ का अǑदश गुणन ĐमͪवǓनयम 
Ǔनयम का पालन करता है जसैा पहले बताया गया है 
a.b = b.a 

परÛतु, सǑदश गुणन ĐमͪवǓनमय Ǔनयम का पालन 
नहȣं करता, अथा[त ् a × b  b × a

a × b  एव ं b × a के पǐरमाण समान ( ) हɇ ; और 
ये दोनɉ हȣ उस तल के अͧभलàबवत ्हɇ िजसमɅ  a एवं  b 
ͪवɮयमान है। लेͩकन,  a × b  के ͧलए दͯ¢णावत[ पɅच को a 
से b कȧ ओर घुमाना होता है जबͩक  b × a के ͧलए  b से  a 
कȧ ओर। पǐरणामतः ये दो सǑदश ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ होते हɇ

 सǑदश गुणन का दसूरा रोचक गुण है इसका परावत[न-गत 
åयवहार। परावत[न के अतंग[त (याǓन दप[ण मɅ ĤǓतǒबàब 
लेने पर) हमɅ    ,  और z  –z ͧमलते 
हɇ। पǐरणामèवǾप सभी सǑदशɉ के अवयवɉ के ͬचéन 
बदल जाते हɇ और इस Ĥकार – , । 
देखɅ ͩक परावत[न मɅ  a × b का Èया होता है?

a × b

अतः परावत[न से  a × b का ͬचéन नहȣं बदलता।

 अǑदश एवं सǑदश दोनɉ हȣ गुणन सǑदश-योग पर 
ͪवतरणशील होते हɇ। अतः

.( ) . .  abcabac

( )     abcabac

 हम c = a × b  को अवयवɉ के Ǿप मɅ भी ͧलख सकते 
हɇ। इसके ͧलए हमɅ कुछ सǑदश गुणनफलɉ कȧ जानकारȣ 
आवæयक होगी ः

(i) a × a = 0 (0 एक शूÛय सǑदश है, याǓन शÛूय 
पǐरमाण वाला सǑदश )
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èपçटतः एेसा इसͧलए है Èयɉͩक a × a  का पǐरमाण
2 sin 0 0  । 

इसस ेहम इस पǐरणाम पर पहँुचते हɇ ͩक

 (i) 

(ii) 

Úयान दɅ, ͩ क  का पǐरमाण  sin 900  या 1 है, चंूͩक 

 और  दोनɉ का पǐरमाण 1 है और उनके बीच 900 का 

कोण है। अतः  एक एकाकं सǑदश है।  और  के 

तल के अͧभलàबवत ्दͯ¢णावत[ पɅच के Ǔनयमानुसार £ात 

करɅ तो इनसे संबंͬ धत यह एकांक सǑदश है। इसी Ĥकार 

आप यह भी पुçट कर सकत ेहɇ ͩक

सǑदश गुणन के Đम ͪवǓनमेयता गुण के आधार पर 
हम कह सकते हɇ-

Úयान दɅ ͩक उपरोÈत सǑदश गुणन åयंजकɉ मɅ यǑद

चĐȧय Đम मɅ आते हɇ तो सǑदश गुणन धना×मक 

है और यǑद चĐȧय Đम मɅ नहȣं आते हɇ तो सǑदश गुणन 
ऋणा×मक है। 

अब,

उपरोÈत åयंजक ĤाÜत करने मɅ हमन ेसरल सǑदश 
गुणनफलɉ का उपयोग ͩकया है। a × b  को åयÈत करने 
वाले åयंजक को हम एक ͫडटरͧमनɅट (सारͨणक) के Ǿप 
मɅ ͧलख सकते हɇ जो याद रखने मɅ आसान है। 

उदाहरण 7.4: दो सǑदशɉ  a = (3î – 4ĵ + 5k̂ ) एव ं 
b = (– 2î + ĵ – 3k̂ ) के अǑदश एवं सǑदश गुणनफल 
£ात कȧिजए।

हल 

 

              
 

Úयान दɅ ͩक,    

7.6 कोणीय वेग और इसका रेखीय वेग से संबंध

इस अनुभाग मɅ हम अÚययन करɅगे ͩक कोणीय वगे Èया 
है, और घूणȸ गǓत मɅ इसकȧ Èया भूͧमका है? हम यह 
समझ चुके हɇ ͩक घूणȸ गǓत मɅ ͪपÖड का Ĥ×येक कण 
एक वƣृाकार पथ पर चलता है। ͩकसी कण का रेखीय वेग 
उसके कोणीय वेग से संबंͬधत होता है। इन दो राͧशयɉ 

ͬचğ 7.16 एक िèथर अ¢ के पǐरतः घूण[न।  िèथर (z-) 
अ¢ के पǐरतः घूमते Ǻढ़ ͪपÖड के ͩकसी 
कण P का वƣृाकार पथ पर चलना। वƣृ का 
केÛġ (C), अ¢ पर अविèथत है।

के बीच का संबधं एक सǑदश गुणन से åयÈत होता है। 
सǑदश गुणन के ͪवषय मɅ आपने ͪपछल ेअनुभाग मɅ पढ़ा 
है।            
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आइये ͬचğ 7.4 पुनः दɅखे। जैसा ऊपर बताया गया है, 
ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड कȧ एक िèथर अ¢ के पǐरतः घूणȸ गǓत 
मɅ, ͪपÖड का Ĥ×येक कण एक वƣृ मɅ गǓत करता है। ये 
वƣृ अ¢ के लàबवत ्समतल मɅ होते हɇ िजनके केÛġ अ¢ 
के ऊपर अविèथत होते हɇ। ͬचğ  7.16 मɅ हमने ͬचğ 7.4 

को ͩफर से बनाया है और इसमɅ िèथर (z-) अ¢ के पǐरतः 
घूमते, Ǻढ़ ͪपÖड के, एक ͪवͧशçट कण को ǒबÛद ु P  पर 
दशा[या है। यह कण एक वƣृ बनाता है िजसका केÛġ C, 

अ¢ पर िèथत है। वƣृ कȧ ǒğÏया r है, जो ǒबÛद ुP कȧ अ¢ 
से लàबवत ्दरूȣ है। ͬचğ मɅ हमने P ǒबÛद ुपर कण का 
रेखीय वेग सǑदश  v भी दशा[या है। इसकȧ Ǒदशा वƣृ के P 

ǒबÛद ुपर खीचंी गई èपश[ रेखा के अनुǑदश है।
माना ͩक t  समय अंतराल के बाद कण कȧ िèथǓत 

P' है (ͬचğ 7.16)। कोण PC  , t  समय मɅ कण के 
कोणीय ͪवèथापन  का माप है।  t समय मɅ कण का 
औसत कोणीय वेग /t है। जैसे-जैस ेt  का मान घटाते 
हुए शूÛयोÛमुख करते हɇ, अनुपात /t का मान एक 
सीमांत मान ĤाÜत करता है जो P ǒबÛद ु पर कण का 
ता×¢ͨणक कोणीय वेग d/dt है। ता×¢ͨणक कोणीय वेग 
को हम   स ेåयÈत करत ेहɇ। वƣृीय गǓत के अÚययन 
से हम जानते हɇ ͩक रेखीय वेग सǑदश का पǐरमाण v  

एवं कोणीय वेग के बीच संबंध एक सरल समीकरण 

ɮवारा Ĥèतुत ͩकया जा सकता है, जहाँ r  वƣृ कȧ 
ǒğÏया है।

हमने देखा ͩक ͩकसी Ǒदए गए ¢ण पर समीकरण  

 Ǻढ़ ͪपÖड के सभी कणɉ पर लागू होती है। अतः 
िèथर अ¢ से  r

i
  दरूȣ पर िèथत ͩकसी कण का, ͩकसी 

¢ण पर, रेखीय वेग v
i
  होगा

 (7.19)

यहाँ भी सूचकांक  i का मान 1 से n तक बदलता है, जहाँ  
n ͪपÖड के कुल कणɉ कȧ सÉंया है। 

अ¢ पर िèथत कणɉ के ͧलए , और इसͧलए 

= 0। अतः अ¢ पर िèथत कण रेख ीय ग Ǔत 
नहȣं करते। इसस ेयह पुçट होता है ͩक अ¢ िèथर है।

Úयान दɅ ͩक हमने सभी कणɉ का समान कोणीय वेग 
d dt  ͧलया है। इसͧलए हम   को पूरे ͪपÖड का 

कोणीय वगे कह सकते हɇ।
ͩकसी ͪ पÖड कȧ शुɮध èथानांतरण गǓत का अͧभल¢ण 

हमने यह बताया ͩ क इसके सभी कण, ͩ कसी Ǒदए गए ¢ण 
पर समान वेग स ेचलते हɇ। इसी Ĥकार, शुɮध घूणȸ गǓत 
के ͧलए हम कह सकते हɇ ͩक ͩकसी Ǒदए गए ¢ण पर 
ͪपÖड के सभी कण समान कोणीय वगे से घूमते हɇ। Úयान 
दɅ ͩक िèथर अ¢ के पǐरतः घूमते Ǻढ़ ͪपÖड कȧ घूणȸ गǓत 
का यह अͧभल¢ण, दसूरे शÞदɉ मɅ (जैसा अनुभाग 7.1 मɅ 

बताया गया है) ͪपÖड का हर कण एक वƣृ मɅ गǓत करता 
है और यह वƣृ अ¢ के अͧभलàबवत ्तल मɅ िèथत होता 
है िजसका केÛġ अ¢ पर होता है।

हमारे अभी तक के ͪववेचन से एेसा लगता है ͩक 
कोणीय वेग एक अǑदश राͧश है। ͩकंतु तØय यह है, ͩक 
यह एक सǑदश राͧश है। हम इस तØय के समथ[न या 
पुिçट के ͧलए कोई तक[  नहȣं दɅगे, बस यह मान कर 
चलɅगे। एक िèथर अ¢ के पǐरतः घणू[न मɅ, कोणीय वेग 
सǑदश, घूण[न अ¢ के अनुǑदश होता है, और उस Ǒदशा मɅ 
संकेत करता है िजसमɅ एक दͯ¢णावत[ पɅच आगे बढ़ेगा 
जब उसके शीष[ को ͪपÖड के घूण[न कȧ Ǒदशा मɅ घुमाया 
जाएगा। देͨखए ͬचğ 7.17(a)। इस सǑदश का पǐरमाण, , 
जैसा ऊपर बताया गया है।

ͬचğ 7.17(a) यǑद दͯ¢णावƣ[ पɅच के शीष[ को ͪपÖड के 
घूण[न कȧ Ǒदशा मɅ घुमाया जाए तो पɅच 
कोणीय वेग कȧ Ǒदशा मɅ आगे बढ़ेगा। 
यǑद ͪपÖड के घूण[न कȧ Ǒदशा (वामावत[ 
या दͯ¢णावत[) बदलेगी तो कȧ Ǒदशा भी 
बदल जाएगी। 

ͬचğ 7.17 (b) कोणीय वेग सǑदश  कȧ Ǒदशा िèथर 
घूण[न अ¢ के अनुǑदश है। P ǒबÛद ु
पर िèथत कण का रेखीय वेग  v =  
× r है। यह एवं r दोनɉ के लàबवत ्
है और कण िजस वƣृ पर चलता है 
उसके ऊपर खीचंी गई èपश[ रेखा के 
अनुǑदश है।

0r

r
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आइये, अब हम सǑदश गुणनफल × r  को ठȤक 
से समझɅ और जानɅ ͩक यह Èया åयÈत करता है। ͬचğ 

7.17(b) को देखɅ, जो वसै ेतो ͬचğ 7.16 का हȣ भाग है पर, 
यहाँ इसे कण  P का पथ दशा[ने के ͧ लए दोबारा बनाया गया 
है। ͬचğ मɅ, िèथर (z-) अ¢ के अनǑुदश सǑदश और मूल 
ǒबÛद ुO के सापे¢ Ǻढ़ ͪ पÖड के ǒबÛद ुP  का िèथǓत-सǑदश  

r = OP दशा[या गया है। Úयान दɅ ͩक मूल ǒबÛद ुको घूण[न 
अ¢ के ऊपर हȣ रखा गया है।

अब      

लेͩकन  OC = 0 Èयɉͩक के अनुǑदश  OC है।  
अतः     r =  CP

सǑदश CP, के लàबवत ्है, याǓन z-अ¢ पर भी 
तथा कण P  ɮवारा बनाये गए वƣृ कȧ ǒğÏया CP पर भी। 
अतः यह वƣृ के  P ǒबÛद ुपर खीचंी गई èपश[ रेखा के 
अनुǑदश है।   × CP का पǐरमाण  (CP) है, Èयɉͩक   

एवं CP एक दसूरे के लàबवत ्हɇ। हमɅ CP को  से Ĥदͧश[त 

करना चाǑहए ताͩक इसके और  OP = r  के पǐरमाण मɅ 
सħंम कȧ िèथǓत से बचा जा सके।

अतः  × r एक एेसा सǑदश है िजसका पǐरमाण  
 है और िजसकȧ Ǒदशा कण  P ɮवारा बनाये गए 

वƣृ पर खींची गई èपश[ रेखा के अनुǑदश है। यहȣ ǒबÛद ु
P पर रेखीय वेग सǑदश का पǐरमाण और Ǒदशा है। अतः

 vr   (7.20)

वाèतव मɅ, समीकरण (7.20) उन Ǻढ़ ͪपÖडɉ कȧ घूण[न 
गǓत पर भी लागू होती है जो एक ǒबÛद ुके पǐरतः घूमते हɇ, 
जैसे लɪटू का घूमना (ͬचğ 7.6(a))। इस तरह के मामलɉ मɅ, 
r कण का िèथǓत सǑदश Ĥदͧश[त करता है जो िèथर ǒबÛद ु
को मूल ǒबÛद ुलेकर मापा गया हो।

Úयान दɅ, ͩ क जब कोई वèतु एक िèथर अ¢ के पǐरतः 
घूण[न करती है तो समय के साथ सǑदश  कȧ Ǒदशा नहȣं 
बदलती। हाँ, इसका पǐरमाण ¢ण-¢ण पर बदलता रहता 
है। अͬधक åयापक घणू[न के मामलɉ मɅ   के पǐरमाण 
और Ǒदशा दोनɉ समय के साथ बदलते रह सकत ेहɇ।

7.6.1 कोणीय ×वरण

आपने Úयान Ǒदया होगा ͩ क हम घूणȸ गǓत सबंधंी अÚययन 
को भी उसी तरह आगे बढ़ा रहे हɇ िजस तरह हमने अपने 
èथानांतरण गǓत संबंधी अÚययन को आगे बढ़ाया था और 
िजसके बारे मɅ अब हम भलȣ-भाँǓत पǐरͬचत हɇ। èथानांतरण 
गǓत कȧ गǓतज  चर राͧशयɉ यथा रेखीय ͪवèथापन (r) 

और रेखीय वेग (v) के सǺश हȣ घूणȸ गǓत मɅ कोणीय 
ͪवèथापन () एवं कोणीय वेग कȧ अवधारणाएं हɇ। तब 
यह èवाभाͪवक हȣ है ͩक जसेै हमने èथानातंरȣय गǓत मɅ 
रेखीय ×वरण को वेग पǐरवत[न कȧ दर के Ǿप मɅ पǐरभाͪषत 
ͩकया था वसेै हȣ घूणȸ गǓत मɅ कोणीय ×वरण को भी 
पǐरभाͪषत करɅ। अतः कोणीय ×वरण  कȧ पǐरभाषा, समय 
के सापे¢ कोणीय वेग पǐरवत[न कȧ दर के Ǿप मɅ कर 
सकते हɇ। याǓन,

 (7.21)

यǑद घूण[न अ¢ िèथर है तो कȧ Ǒदशा और इसͧलए 

 कȧ Ǒदशा भी िèथर होगी। इस िèथǓत मɅ तब सǑदश 
समीकरण अǑदश समीकरण मɅ बदल जाती है और हम 
ͧलख सकते हɇ-

d
d

  (7.22)

7.7 बल आघूण[ एव ंकोणीय सवंगे
इस अनुभाग मɅ, हम आपको एेसी दो राͧशयɉ से अवगत 
करायɅगे िजनको दो सǑदशɉ के सǑदश गुणन के Ǿप मɅ 
पǐरभाͪषत ͩकया जाता है। ये राͧशया,ँ जसैा हम देखɅगे, 
कणɉ के Ǔनकायɉ, ͪ वशेषकर Ǻढ़ ͪ पÖडɉ कȧ गǓत का ͪ ववेचन 
करने मɅ बहुत मह×वपूण[ भूͧमका अदा करती हɇ।

7.7.1 एक कण पर आरोͪपत बल का आघूण[
हमने सीेखा है, ͩक ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड कȧ गǓत, åयापक 
Ǿप मɅ, घूण[न एव ंèथानांतरण का संयोजन होती है। यǑद 
ͪपÖड ͩकसी ǒबÛद ुया ͩकसी रेखा के अनुǑदश िèथर है तो 
इसमɅ केवल घूणȸ गǓत होती है। हम जानते हɇ ͩक ͩकसी 
वèतु कȧ èथानांतरȣय ग×यावèथा मɅ पǐरवत[न लाने के 
ͧलए (याǓन इसमɅ रेखीय ×वरण पदैा करने के ͧलए) बल 
कȧ आवæयकता होती है। तब èवाभाͪवक Ĥæन यह उठता 
है ͩक घूणȸ गǓत मɅ बल के तुãय Ǿप कौन सी राͧश 
है? एक समĒ िèथǓत ɮवारा इस Ĥæन का उƣर तलाशने 
के ͧलए आइये ͩकसी ɮवार को खोलने या बंद करने का 
उदाहरण लɅ। ɮवार एक Ǻढ़ ͪपÖड है जो कÞज़ɉ से होकर 
गुजरने वालȣ ऊÚवा[धर अ¢ के पǐरतः घूम सकता है। 
ɮवार को कौन घुमाता है? यह तो èपçट हȣ है ͩक जब 
तक दरवाजे पर बल नहȣं लगाया जायेगा यह नहȣं घूम 
सकता। ͩकÛतु, ͩकसी भी बल ɮवारा यह काय[ ͩकया जा 
सकता हो, एेसा नहȣं है। कÞजɉ से गुजरने वालȣ ऊÚवा[धर
रेखा पर लगने वाला बल, ɮवार मɅ कोई भी घूण[न गǓत 
उ×पÛन नहȣं कर सकता ͩकंतु ͩकसी Ǒदए गए पǐरमाण का 
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ɮवार को घुमाने मɅ सबसे अͬधक Ĥभावी होता है। घूणȸ 
गǓत मɅ बल का पǐरमाण हȣ नहȣं, बिãक, यह कहाँ और 
कैसे लगाया जाता है यह भी मह×वपूण[ होता है।

घूणȸ गǓत मंेे बल के समतुãय राͧश बल आघूण[ है। 
इसको एɅठन (टॉक[ ) अथवा बल युÊम भी कहा जाता है। 
(हम बल आघूण[ और टॉक[  शÞदɉ का इèतेमाल एकाथȸ 
मानकर करɅगे। पहले हम एकल कण के ͪवͧशçट मामले 
मɅ बल आघूण[ कȧ पǐरभाषा दɅगे। बाद मɅ इस अवधारणा 
को आगे बढ़ाकर कणɉ के Ǔनकाय और Ǻढ़ ͪपÖडɉ के ͧलए 
लागू करɅगे। हम, घूण[न गǓत मɅ इसके कारण होने वाले 
पǐरवत[न याǓन Ǻढ़ ͪपÖड के कोणीय ×वरण से इसका 
सबंधं भी जानɅगे।

ͬचğ 7.18  = r × F, उस तल के लàबवत ्है िजसमɅ  
r एवं  F हɇ, और इसकȧ Ǒदशा दͯ¢णावत[ पɅच 
के Ǔनयम ɮवारा जानी जा सकती है।

यǑद, P ǒबÛद ुपर िèथत ͩकसी कण पर बल F लगा हो 
और मूल ǒबÛद ुO के साप¢े ǒबÛद ुP का िèथǓत सǑदश r  
हो (ͬचğ 7.18), तो मूल ǒबÛद ुके सापे¢ कण पर लगने 
वाले बल का आघूण[ Ǔनàनͧलͨखत सǑदश गुणनफल के 
Ǿप मɅ पǐरभाͪषत ͩकया जायेगा-

 = r × F  (7.23)

बल आघूण[ एक सǑदश राͧश है। इसका संकेत ͬचéन  
Ēीक वण[माला का एक अ¢र  टॉव है। का पǐरमाण है

 = rF sin  (7.24a)

जहा ँ r िèथǓत सǑदश r का पǐरमाण याǓन OP कȧ लंबाई है, 
F, बल F का पǐरमाण है तथा  r  एव ं F  के बीच का लघु 
कोण है, जैसा ͬचğ मɅ दशा[या गया है।

बल आघूण[ का ͪवमीय सूğ  M L2 T -2 है । इसकȧ 
ͪवमायɅ वहȣ हɇ जो काय[ और ऊजा[ कȧ। तथाͪप, यह काय[ 
से ǒबलकुल अलग भौǓतक राͧश है। बल आघूण[ एक सǑदश 
राͧश है, जबͩक, काय[ एक अǑदश राͧश है। बल आघूण[ का 
S.I माğक Ûयूटन मीटर (Nm) है। ͬचğ से èपçट है ͩक बल 
आघूण[ के पǐरमाण को हम ͧलख सकते हɇ-

      (7.24b)

या   (7.24c)

जहा ँ      = r sin बल कȧ ͩĐया-रेखा कȧ मूल 
ǒबÛद ुसे लàबवत ्दरूȣ है और   , rके लàबवत ्
Ǒदशा मɅ F का अवयव है। Úयान दɅ ͩक जब r = 0 या F 

= 0 या  = 00  अथवा 1800 तब  = 0 । अतः यǑद बल का 
पǐरमाण शूÛय हो या बल मूल ǒबÛद ुपर Ĥभावी हो या बल 
कȧ ͩĐया रेखा मूल ǒबÛद ुसे गुजरती हो तो बल आघूण[ 
शूÛय हो जाता है।

आपका Úयान इस बात कȧ ओर जाना चाǑहए ͩ क  r × F 

सǑदश गुणन होने के कारण दो सǑदशɉ के सǑदश गुणनफल 
के सभी गुण इस पर भी लागू होते हɇ। अतः यǑद बल कȧ 
Ǒदशा उलट दȣ जायेगी तो बल आघूण[ कȧ Ǒदशा भी उलटȣ 
हो जायेगी। परÛतु यǑद r और  F दोनɉ कȧ Ǒदशा उलट दȣ 
जाए तो बल आघूण[ कȧ Ǒदशा मɅ कोई पǐरवत[न नहȣं होगा।
7.7.2  ͩकसी कण का कोणीय संवेग
जैस ेबल आघूण[, रेखीय गǓत मɅ बल का घूणȸ समतुãय 
है, ठȤक वसेै हȣ कोणीय सवंगे, रेखीय सवंगे का घूणȸ 
समतुãय है। पहले हम एकल कण के ͪवͧशçट मामले मɅ 
कोणीय संवेग को पǐरभाͪषत करंेंगे और एकल कण कȧ 
गǓत के संदभ[ मɅ इसकȧ उपयोͬगता देखɅगे। तब, कोणीय 
संवेग कȧ पǐरभाषा को Ǻढ़ ͪपÖडɉ सǑहत कणɉ के Ǔनकायɉ 
के ͧलए लागू करɅगे।

बल आघूण[ कȧ तरह हȣ कोणीय संवेग भी एक सǑदश 
गुणन है। इसको हम (रेखीय) संवेग का आघूण[ कह सकते 
हɇ। इस नाम स ेकोणीय संवेग कȧ पǐरभाषा का अनुमान 
लगाया जा सकता है।

m ġåयमान और p रेखीय संवेग का एक कण लȣिजए, 
मूल ǒबÛद ुO के सापे¢, िजसका िèथǓत सǑदश r हो। तब 
मूल ǒबÛद ुO  के सापे¢ इस कण का कोणीय संवेग l 

Ǔनàनͧलͨखत समीकरण ɮवारा पǐरभाͪषत होगा-

sinprl 
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l = r × p (7.25a)                                                                              

कोणीय संवेग सǑदश कȧ पǐरमाण है
sinprl   (7.26a)

जहा ँp सǑदश  p  का पǐरमाण है तथा   r  एव ं p के बीच 

का लघु कोण है। इस समीकरण को हम ͧलख सकते हɇ-
  या                                    (7.26b)

जहा ँr  (= r sin) सǑदश  p कȧ Ǒदशा रेखा कȧ मूल ǒबÛद ुसे 

लàबवत ्दरूȣ है और p p , r  कȧ लàबवत ्Ǒदशा 

मɅ p  का अवयव है। जब या तो रेखीय संवगे शूÛय हो (p 
= 0) या कण मूल ǒबÛद ुपर हो (r = 0) या ͩफर  p कȧ Ǒदशा 
रेखा मूल ǒबÛद ुसे गुजरती हो   = 00 या 1800) तब हम 
अपे¢ा कर सकते हɇ ͩक कोणीय संवेग शूÛय होगा  (l = 0)।

भौǓतक राͧशयɉ, बल आघूण[ एव ंकोणीय संवगे मɅ 
एक मह×वपूण[ पारèपǐरक सबंधं है। यह संबंध भी बल 
एवं रेखीय संवेग के बीच के सबंधं का घूणȸ समतुãय है। 
एकल कण के सदंभ[ मɅ यह सबंधं åय×ुपÛन करने के ͧलए 
हम  l = r × p  को समय के आधार पर अवकͧलत करते हɇ,

t t

दाɃ ओर के åयंजक पर गुणन के अवकलन का Ǔनयम 
लागू करɅ, तो

t t t  

अब, कण का वेग  v = dr/dt  एवं  p = mv ͧलखɅ, तो

  

Èयɉͩक दो समाÛतर सǑदशɉ का सǑदश गणुनफल शूÛय 
होता है। तथा, चूंͩक dp / dt = F,

 
d
dt

अतः 
t

या,  d
d
l
t

 (7.27)

अतएव, ͩ कसी कण के कोणीय संवेग मɅ समय के साथ
होने वाले पǐरवत[न कȧ दर इस पर Ĥभावी बल आघूण[ के 
बराबर होती है। यह समीकरण  F = dp/dt , जो एकल कण 
कȧ èथानातंरȣय गǓत के ͧलए Ûयूटन के ɮͪवतीय Ǔनयम 
को åयÈत करता है, का घूणȸ समतुãय है।

कणɉ के Ǔनकाय का बल आघूण[ एवं कोणीय सवंगे

कणɉ के ͩ कसी Ǔनकाय का, ͩ कसी Ǒदए गए ǒबÛद ुके पǐरतः 
कुल कोणीय सवंगे £ात करने के ͧलए हमɅ एकल कणɉ 
के कोणीय सवंेगɉ के सǑदश योग कȧ गणना करनी होगी। 
अतः n कणɉ के Ǔनकाय के ͧलए,

iௗवɅ कण का कोणीय संवेग होगा,
l
i
 = r

i
 × p

i
                                                          

साइͩकल के पǑहये को लेकर एक Ĥयोग 
(कोणीय संवगे एवं बल आघूण[)

एक साइͩकल 
क ा  प Ǒ ह य ा 
ल ȣ ि ज ए , 
िजसकȧ धुरȣ 
द ो न ɉ  ओ र 
बाहर Ǔनकलȣ 
हो। जसैा साथ 
के ͬचğ मɅ 
दशा[या गया 
है। धुर ȣ के 
दोनɉ ͧसरɉ A 
एवं B से एक-
ए क  र èस ी 

बांͬ धए। दोनɉ रिèसयɉ को एक हाथ मɅ इस Ĥकार 
पकͫड़ये ͩक पǑहया ऊÚवा[धर रहे। अगर आप एक रèसी 
को छोड़ दɅ, तो धुरȣ झुक जाएगी। अब एक हाथ स े
दोनɉ रिèसयɉ को पकड़ कर पǑहये को ऊÚवा[धर रखते 
हुए दसूरे हाथ से इसकȧ धुरȣ पर तेजी से घुमाइये। 
अब ͩफर एक रèसी को, माना B को, अपने हाथ से 
छोड़ दȣिजए। देͨखये Èया होता है?

पǑहया लगभग ऊÚव[ तल मɅ घूमता रहता 
है और इसका घूण[न तल उस रèसी A के पǐरतः 
घूमता है जो आपने हाथ मɅ पकड़ रखी है। हम 
कहते हɇ ͩक पǑहये कȧ घूण[न अ¢ या ͩफर कोणीय 
संवेग रèसी  A के पǐरतः पुरèसरण (Precess) 
करता है।

पǑहये के घूण[न से कोणीय सवंगे संलÊन होता है। 
इस कोणीय संवेग कȧ Ǒदशा £ात कȧिजए। जब आप 
घूमते पǑहये को रèसी A कȧ सहायता स ेथामते हɇ तो 
एक बल आघूण[ काय[ करता है। (यह हम आपके ऊपर 
छोड़त ेहɇ ͩक आप सोचɅ ͩक बल आघूण[ कैसे उ×पÛन 
होता है और इसकȧ Ǒदशा Èया है?) कोणीय संवेग पर 
बल आघूण[ के Ĥभाव से, पǑहया, इन दोनɉ राͧशयɉ 
के तल मɅ लàबवत ्अ¢ के पǐरतः पुरèसरण करने 
लगता है। इन सभी कथनɉ को जांͬचए।
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जहाँ,  r
i
 Ǒदए गए मूल ǒबÛद ुके सापे¢ iௗवɅ कण का िèथǓत 

सǑदश है और p = (m
i
v

i
) उस कण का रेखीय संवेग है। (कण 

का ġåयमान m
i
  एवं वेग v

i 
है)। कणɉ के Ǔनकाय के कुल 

कोणीय सवंगे को हम Ǔनàनवत ्ͧलख सकते हɇ-

i i i
i

 (7.25b)

यह समीकरण (7.25a) मɅ दȣ गई एकाकȧ कण के 
संवेग कȧ पǐरभाषा का कणɉ के Ǔनकाय के ͧलए ͩकया 
गया åयापकȧकरण है।

समीकरणɉ  (7.23) और (7.25b)का उपयोग करɅ तो

d
d

d
d

d
d  (7.28a)

जहा ँ
i 
, iࣟवɅ कण पर Ĥभावी बल आघूण[ है;


i
 = r

i
 × F

i

iௗवɅ कण पर लगने वाला बल Fi , इस पर लगने वाले 
सभी बाéय बलɉ F

i 
ext एवं Ǔनकाय के दसूरे कणɉ ɮवारा इस 

कण पर लगने वाले आंतǐरक बलɉ F
i 

int का सǑदश योग है। 
इसͧलए, हम कुल बल आघूण[ मɅ बाéय एवं आतंǐरक बलɉ 
के योगदान को अलग-अलग कर सकते हɇ।

i
i

i
i

i  अथा[त ्
  
   
   ௗ

जहाँ      

और               i i
i

हम, न ͧसफ[  Ûयूटन के गǓत का ततृीय Ǔनयम 
याǓन यह तØय ͩक Ǔनकाय के ͩकÛहȣं दो कणɉ के 
बीच लगने वाले बल बराबर होते हɇ और ͪवपरȣत Ǒदशा 
मɅ लगते हɇ, बिãक यह भी मानकर चलɅगे ͩक ये बल 
दोनɉ कणɉ को ͧमलाने वालȣ रेखा के अनुǑदश लगते हɇ। 
इस िèथǓत मɅ आंतǐरक बलɉ का, Ǔनकाय के कुल बल 
आघूण[ मɅ योगदान शूÛय होगा। Èयɉͩक, Ĥ×येक ͩĐया-

ĤǓतͩĐया युÊम का पǐरणामी बल आघूण[ शूÛय है। 

अतः  
int

 = 0 और इसͧलए 
 
 =

ext

चंूͩक  i , समीकरण (7.28a) से Ǔनçकष[ 
Ǔनकलता है, ͩक
d
d
L

 (7.28 b)

अतः, कणɉ के ͩकसी Ǔनकाय के कुल कोणीय 

सवंगे मɅ समय के अनुसार होने वाले पǐरवत[न कȧ दर 
उस पर आरोͪपत बाéय बल आघूणɟ (याǓन बाéय बलो 
के आघूणɟ) के सǑदश योग के बराबर होती है। Úयान 
रहे ͩक िजस ǒबÛद ु (यहाँ हमारे संदभ[-ĥेम का मूल 
ǒबÛद)ु के पǐरतः कुल कोणीय संवेग ͧलया जाता है 
उसी के पǐरतः बाéय बल आघूणɟ कȧ गणना कȧ जाती 
है। समीकरण (7.28 b), कणɉ के Ǔनकाय के åयापकȧकृत 
कण कȧ समीकरण (7.27) हȣ है। यह भी Úयान देने कȧ बात 
है ͩक एक कण के मामले मɅ आंतǐरक बलɉ या आंतǐरक 
बल आघूणɟ का कोई अिèत×व नहȣं होता। समीकरण 
(7.28 b) Ǔनàनͧलͨखत समीकरण (7.17) का घूणȸ 
समतुãय है।

 (7.17)

Úयान दɅ ͩ क समीकरण (7.17) कȧ तरह हȣ, समीकरण 
(7.28b) भी कणɉ के सभी Ǔनकायɉ के ͧलए लागू होती है 
चाहे वह ͪपÖड Ǻढ़ हो या ͪवͧभÛन Ĥकार कȧ गǓतयɉ से 
युÈत पथृक पथृक कणɉ का Ǔनकाय।

कोणीय संवेग का संर¢ण

यǑद 
ext 

= 0, तो समीकरण (7.28b) रह जाती है

                       

         L = अचरांक (7.29a)

अतः, कणɉ के ͩकसी Ǔनकाय पर आरोͪपत कुुल बाéय 
बल आघूण[ यǑद शूÛय हो तो उस Ǔनकाय का कुल कोणीय 
संवेग संरͯ¢त होता है अथा[त ्अचर रहता है। समीकरण 
(7.29a) तीन अǑदश समीकरणɉ के समतुãय है।

L
x
 = K

1
, L

y
 = K

2
 एवं L

z
 = K

3
  (7.29 b )

यहा ँK
1
, K

2
 एवं K

3
 अचरांक हɇ तथा  Lx

, L
y 
और L

z
 कुल 

कोणीय संवेग सǑदश L के Đमशः x, y एवं z Ǒदशाओं मɅ 
ͪवयोिजत अवयव हɇ। यह कथन ͩक कुुल कोणीय संवगे 
संरͯ¢त है, इसका यह भी अथ[ है ͩक ये तीनɉ अवयव भी 
संरͯ¢त हɇ।

समीकरण (7.29a), समीकरण (7.18a) याǓन कणɉ के 
Ǔनकाय के कुल रेखीय सवंेग के सरं¢ण के Ǔनयम, का 
घूणȸ समतुãय है। समीकरण (7.18a) कȧ तरह हȣ अनेक 
åयावहाǐरक िèथǓतयɉ मɅ इसके अनुĤयोग हɇ। इस अÚयाय 
मɅ कुछ रोचक अनुĤयोगɉ कȧ हम चचा[ करɅगे।
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उदाहरण 7.5: मूल ǒबÛद ुके पǐरतः, बल 7î + 3ĵ – 5k̂  का 
बल आघूण[ £ात कȧिजए। बल िजस कण पर लगता 
है उसका िèथǓत सǑदश  î – ĵ + k̂  है।

                     

हल :    यहाँ  
ˆ ˆ ˆ

     एवं  .

बलाघूण[  = r × F £ात करने के ͧलए हम ͫडटरͧमनɅट हल 
करɅगे

 

या  

उदाहरण 7.6: दशा[इये, ͩक अचर-वेग से चलते एकल 
कण का ͩ कसी ǒबÛद ुके पǐरतः कोणीय संवेग उसकȧ 
समèत गǓत के दौरान अचर रहता है।

हल :   माना ͩक कोई कण P ͩकसी कण t  पर,  v वेग से 
चल रहा है। हम, इस कण का कोणीय सवेंग, èवेÍछ ǒबÛद ु 
O के पǐरतः £ात करना चाहते हɇ।

ͬचğ 7.19 

कोणीय संवेग  l = r × mv है। इसका पǐरमाण mvr sin
है, जहा ँ , r और v के बीच का कोण है (देͨखए ͬचğ 7.19)। 
यɮयͪप कण समय के साथ अपनी िèथǓत बदल रहा है, 
ͩफर भी,  v  कȧ Ǒदशा रेखा वहȣ बनी रहती है और इसͧलए  
OM = r sin अचर है।

l कȧ Ǒदशा, r  एव ं v के तल के अͧभलàबवत,् पçृठ के 
अंदर कȧ ओर जाती हुई है। यह Ǒदशा भी नहȣं बदलती।

अतः, l का पǐरमाण एवं Ǒदशा वहȣ रहती है और 
इसͧलए यह संरͯ¢त है। Èया कण पर कोई बाéय बल 
आरोͪपत है?     

7.8 Ǻढ़ ͪपÖडɉ का सतुंलन
अब हम åयापक कण-Ǔनकायɉ के बजाय Ǻढ़ ͪपÖडɉ कȧ 
गǓत पर अपना Úयान कɅ Ǒġत करɅगे।

आइये, èमरण करɅ ͩक Ǻढ़ ͪपÖडɉ पर बाéय बलɉ के 
Èया Ĥभाव होते हɇ? (आगे से हम ͪ वशषेण ‘बाéय’ का Ĥयोग 
नहȣं करɅगे। जब तक अÛयथा न कहा जाय, हम केवल 
बाéय बलɉ और बल आघूणɟ से हȣ åयवहार करɅगे)। बल, 
ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड कȧ èथानातंरȣय ग×यावèथा मɅ पǐरवत[न 
लाते हɇ, अथा[त ्व ेसमीकरण (7.17) के अनुसार, इसके 
कुल रेखीय सवंगे को पǐरवǓत[त करते हɇ। लेͩकन, बलɉ का 
यह एकमाğ Ĥभाव नहȣं है। यǑद ͪ पÖड पर लगने वाला कुल 
बल आघूण[ शूÛय न हो तो इसके कारण, Ǻढ़ ͪपÖड कȧ 
घूणȸ गǓत मɅ पǐरवत[न होगा अथा[त ्ͪपÖड का कुल कोणीय 
संवेग समीकरण (7.28b) के अनुसार बदलेगा।

ͩकसी Ǻढ़ ͪ पÖड को यांǒğक संतुलन कȧ अवèथा मɅ तब 
कहा जाएगा जब इसके रेखीय संवेग और कोणीय संवेग 
दोनɉ का हȣ मान समय के साथ न बदलता हो याǓन उस 
ͪपÖड मɅ न रेखीय ×वरण हो न कोणीय ×वरण। इसका 
अथ[ होगा ͩक
(1) ͪपÖड पर लगने वाला कुल बल याǓन बलɉ का सǑदश 

योग शूÛय हो ः

   (7.30a)

 यǑद ͪपÖड पर लगने वाला कुल बल शूÛय होगा तो 
उस ͪपÖड के रेखीय सवंगे मɅ समय के साथ कोई 
पǐरवत[न नहȣं होगा। समीकरण (7.30a) ͪपÖड के 
èथानांतरȣय सतुंलन कȧ शत[ है।

(2) कुल बल आघूण[, याǓन Ǻढ़-ͪपÖड पर लगने वाले 
बल-आघूणɟ का सǑदश योग शूÛय होगा ः

 0  (7.30b)

यǑद Ǻढ़ ͪ पÖड पर आरोͪपत कुल बल आघूण[ शूÛय हो 
तो इसका कुल कोणीय सवंगे समय के साथ नहȣं बदलेगा। 
समीकरण (7.30b) ͪपÖड के घूणȸ सतंुलन कȧ शत[ है।

अब यह Ĥæन उठ सकता है, ͩक यǑद वह मूल ǒबÛद ु
िजसके पǐरतः आघूणɟ कȧ गणना कȧ गई है बदल जाए, 
तो Èया घूणȸ सतुंलन कȧ शत[ बदलेगी? यह Ǒदखाया जा 
सकता है ͩक यǑद ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड के ͧलए èथानांतरȣय 
सतंुलन कȧ शत[ समीकरण (7.30b) लागू होती है तो इस 
पर मूल ǒबÛद ुके èथानातंरण का कोई Ĥभाव नहȣं होगा 
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अथा[त ्घूणȸ सतंुलन कȧ शत[ उस मूल ǒबÛद ुकȧ िèथǓत 
के ऊपर Ǔनभ[र नहȣं करती िजसके पǐरतः आघूण[ ͧलए गए 
हɇ। उदाहरण 7.7, मɅ बलयुÊम (याǓन èथानांतरȣय संतुलन 
मɅ, ͩकसी ͪपÖड के ऊपर लगने वाले बलɉ का एक जोड़ा) 
के ͪवͧशçट मामले मɅ इस तØय कȧ पुिçट कȧ जाएगी। n 

बलɉ के ͧ लए इस पǐरणाम का åयापक åयंजक ĤाÜत करना 
आपके अßयास के ͧलए छोड़ Ǒदया गया है।

समीकरण (7.30a) एवं समीकरण (7.30b) दोनɉ हȣ 
सǑदश समीकरणɅ हɇ। इनमɅ से Ĥ×येक तीन अǑदश समीकरणɉ 
के समतुãय हɇ। समीकरण (7.30a) के संगत ये समीकरणɅ हɇ

Fix
i

n



 0

1

, Fiy
i

n



 0

1

 एवं Fiz
i

n



 0

1
  (7.31a)

जहा ँFix, Fiy एवं  Fiz  बल  Fi के Đमशः  x, y एवं  z  Ǒदशा मɅ 
ͪवयोिजत अवयव हɇ। इसी Ĥकार, समीकरण (7.30b) िजन 
तीन अǑदश समीकरणɉ के समतुãय हɇ, वे हɇ

1

0


 ,
1

0


 एवं 
1

0


      (7.31b)

जहा ँ
ix
, 

iy
  एवं  

iz 
 Đमशः  x, y  एवं  z  Ǒदशा मɅ बल 

आघूण[ 
i 
 के अवयव हɇ।

समीकरण (7.31a) एवं (7.31b), हमɅ ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड के 
याǒंğक सतंलुन के ͧलए आवæयक छः एेसी शतɏ बतात ेहɇ जो 
एक दसूरे के ऊपर Ǔनभ[र नहȣं करती।ं बहुत सी समèयाओ ं
मɅ ͩ कसी ͪ पÖड पर लगने वाले सभी बल एक हȣ तल मɅ होते 
हɇ। इस िèथǓत मɅ याǒंğक संतुलन के ͧ लए केवल तीन शतɟ 
को पूरȣ ͩकए जाने कȧ आवæयकता होगी। इनमɅ से दो शतɏ 
èथानातंरȣय सतंुलन के संगत हɉगी, िजनके अनुसार, सभी 
बलɉ के, इस तल मɅ èवÍेछ चुनी गई दो परèपर लàबवत ्
अ¢ɉ के अनुǑदश, अवयवɉ का सǑदश योग अलग-अलग 
शूÛय होगा। तीसरȣ शत[ घूणȸ-संतुलन के सगंत है। बलɉ 
के तल के अͧभलàबवत ्अ¢ के अनुǑदश बल आघूण[ के 
अवयवɉ का योग शूÛय होना चाǑहए।

एक Ǻढ़ ͪपÖड के संतुलन कȧ शतɟ कȧ तुलना, एकल 
कण के संतुलन कȧ शतɟ स ेकȧ जा सकती है। इस ͪवषय 
मɅ हमने पहले के अÚयायɉ मɅ बात कȧ है। कण पर घूणȸ 
गǓत का कोई ͪवचार आवæयक नहȣं होता। इसके सतुंलन 
के ͧलए केवल èथानांतरȣय संतुलन कȧ शतɏ (समीकरण 

7.30 a) हȣ पया[Üत हɇ। अतः ͩकसी कण के संतुलन के ͧलए 

इस पर आरोͪपत सभी बलɉ का सǑदश योग शूÛय होना 
चाǑहए। Èयɉͩक ये सब बल एक हȣ कण पर काय[ करत ेहɇ 
इसͧलए सगंामी भी होते हɇ। सगंामी बलɉ के तहत सतंुलन 
का ͪववेचन पहले के अÚयायɉ मɅ ͩकया जा चुका है।

£ातåय है ͩ क एक ͪ पÖड आंͧशक सतंलुन मɅ हो सकता 
है याǓन यह हो सकता है ͩक यह èथानांतरȣय सतुंलन मɅ 
हो परÛतु घूणȸ संतुलन मɅ न हो या ͩफर घूणȸ संतलुन मɅ 
तो हो पर èथानांतरȣय संतुलन मɅ ना हो।

एक हलकȧ (याǓन नगÖय ġåयमान वालȣ) èवतंğ छड़ 

(AB) पर ͪवचार कȧिजए, िजसके दो ͧसरɉ (A एवं B) पर, 
बराबर पǐरमाण वाले दो समांतर बल, (जो समान Ǒदशा मɅ 
लगे हɉ) F, ͬचğ 7.20(a) मɅ दशा[ये अनसुार, छड़ के लàबवत ्
लगे हɉ। 

ͬचğ 7.20(a) 

माना ͩक छड़ AB का मÚय ǒबÛद ुC है और CA = 
CB = a है।  A एवं B पर लगे बलɉ के C  के पǐरतः आघूण[, 
पǐरमाण मɅ समान (aF) हɇ, पर जसैा ͬचğ मɅ Ǒदखाया गया 
है, ͪवपरȣत Ǒदशाओं मɅ Ĥभावकारȣ हɇ। छड़ पर कुल बल 
आघूण[ शूÛय होगा। Ǔनकाय घूणȸ सतुंलन मɅ है, पर यह 
èथानातंरȣय सतुंलन मɅ नहȣं है, Èयɉͩक  F0 । 

ͬचğ 7.20(b) 

ͬचğ  7.20(b) मɅ, ͬ चğ (7.20a) मɅ B ͧ सरे पर लगाए गए 
बल कȧ Ǒदशा उलट दȣ गई है। अब उसी छड़ पर ͩकसी 
¢ण पर बराबर पǐरमाण के दो बल, ͪवपरȣत Ǒदशाओं मɅ, 
छड़ के लàबवत ्लगे हɇ एक  A ͧसरे पर और दसूरा  B ͧसरे 
पर। यहाँ दोनɉ बलɉ के आघूण[ बराबर तो हɇ पर वे ͪवपरȣत 
Ǒदशा मɅ नहȣं हɇ; व ेएक हȣ Ǒदशा मɅ हɇ और छड़ मɅ वामावत[ 
घूण[न कȧ Ĥवृͪ ƣ लाते हɇ। छड़ पर लगने वाला कुल बल 
शूÛय है। अतः छड़ èथानांतरȣय सतंुलन मɅ है, लेͩकन यह 
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घूणȸ संतुलन मɅ नहȣं है। यɮयͪप यह छड़ ͩकसी भी तरह 
स ेिèथर नहȣं कȧ गई है, इसमɅ शुɮध घूणȸ संभव होती है 
(याǓन èथानांतरण रǑहत घूण[न गǓत)।

दो बराबर पǐरमाण के, ͪवपरȣत Ǒदशाओं मɅ लगे बलɉ 
का जोड़ा िजनकȧ ͩĐया रेखाएँ एक न हɉ बलयुÊम अथवा 
एɅठन (टॉक[ ) कहलाता है। बलयुÊम ǒबना èथानांतरण के 
घूण[न पैदा करता है।

जब हम घुमाकर ͩ कसी बोतल का ढÈकन खोलते हɇ तो 
हमारȣ उंगͧलयाँ ढÈकन पर एक बलयुÊम आरोͪपत करती 
हɇ। [ͬचğ 7.21(a)]। इसका दसूरा उदाहरण पØृवी के चुàबकȧय 
¢ेğ मɅ रखी चुàबकȧय सुई है [ͬचğ 7.21(b)]। पØृवी का 
चुàबकȧय ¢ेğ, चुàबकȧय सुई के उƣरȣ और दͯ¢णी Ģुवɉ 
पर बराबर बल लगाता है। उƣरȣ Ģुव पर लगा बल उƣर 
Ǒदशा कȧ ओर एवं दͯ¢णी Ģुव पर लगा बल दͯ¢णी Ǒदशा 
कȧ ओर होता है। उस अवèथा के अǓतǐरÈत जब सुई उƣर-
दͯ¢ण Ǒदशा मɅ संकेत करती हो, दोनɉ बलɉ कȧ ͩĐया रेखा 
एक नहȣं होती। अतः उस पर, पØृवी के चुàबकȧय ¢ेğ के 
कारण, एक बलयुÊम Ĥभावी होता है। 

ͬचğ 7.21(a) ढÈकन को घुमाने के ͧलए हमारȣ उंगͧलयाँ 
उस पर एक बलयुÊम लगाती हɇ

ͬचğ 7.21(b) पØृवी का चुàबकȧय ¢ेğ, सुई के Ģुवɉ 
पर, बराबर पǐरमाण वाले दो बल ͪवपरȣत 
Ǒदशाओं मɅ लगाता है। ये दो बल एक 
बलयुÊम बनाते हɇ।



उदाहरण 7.7: दशा[इये ͩक ͩकसी बलयुÊम का आघूण[ 
उस ǒबÛद ुके ऊपर Ǔनभ[र नहȣं करता िजसके पǐरतः 
आप आघूण[ £ात करते हɇ।
हल 

ͬचğ 7.22

एक Ǻढ़ ͪपÖड लȣिजए िजस पर ͬचğ 7.22 मɅ Ǒदखाये 
अनुसार बलयुÊम लगा है। बल F  एवं -F  Đमशः ǒबÛद ु B  

और A पर लगे हɇ। मूल ǒबÛद ुO  के सापे¢ इन ǒबÛदओु ं
के िèथǓत सǑदश Đमशः  r

2
 एवं r

1
 हɇ। आइये, मूल ǒबÛद ु

के पǐरतः बलɉ के आघूण[ £ात करɅ।
बलयÊुम का आघूण[ = यÊुम बनाने वाले बलɉ के आघूणɟ 

का योग
= r

1 
× (–F) + r

2 
× F

= r2 × F – r1 × F

= (r
2
–r

1
)

 
× F

लेͩकन r
1
 + AB = r

2
,  AB  = r

2
 –r

1
.

बलयुÊम का आघूण[  = AB
 
× F

èपçटतः, यह मान मूल ǒबÛद ुयाǓन वह ǒबÛद ुिजसके 
पǐरतः हमने बलɉ के आघूण[ ͧलए हɇ उसकȧ िèथǓत पर 
Ǔनभ[र नहȣं करता।    

7.8.1 आघूणɟ का ͧसɮधांत
एक आदश[ उƣोलक, अǓनवाय[ Ǿप स,े एक एेसी हलकȧ 
(याǓन नगÖय ġåयमान वालȣ) छड़ है जो अपनी लàबाई के 
अनुǑदश ͧलए गए ͩकसी ǒबÛद ुके पǐरतः घूम सकती हो। 
यह ǒबÛद ुआलàब कहलाता है। बÍचɉ के खेल के मैदान 
मɅ लगा सी-सा, उƣोलक का एक ĤǓतǓनͬधक उदाहरण है। 
दो बल F

1
 एवं F

2
, जो एक दसूरे के समांतर हɇ उƣोलक के 

ͧसरɉ पर, इसके लàबवत ्तथा आलàब से Đमशः d1 एवं d2 

दǐूरयɉ पर लगाये गए हɇ जैसा ͬचğ 7.23 मɅ दशा[या गया है।

ͬचğ 7.23
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यह उƣोलक यांǒğक Ǿप से एक संतुͧलत Ǔनकाय है। 
माना ͩक आलàब पर बलɉ का ĤǓतͩĐया बल R  है। यह 
बलɉ  F

1
 एवं F

2 
 कȧ ͪ वपरȣत Ǒदशा मɅ Ĥभावी है। èथानांतरȣय 

सतंुलन के ͧलए,
R – F

1 
– F

2
 = 0 (i)

और घूणȸ संतुलन मɅ, आलàब के पǐरतः आघणू[ लेने 
पर, इन आघूणɟ का योग शूÛय होगा। अतः

d
1
F

1
–d

2
F

2
 = 0 (ii)

सामाÛयतः वामावत[ आघूणɟ को धना×मक एव ं
दͯ¢णावत[ आघूणɟ को ऋणा×मक ͧलया जाता है। Úयान दɅ 
ͩक R आलàब, पर हȣ काय[रत है और इसका आघणू[ शूÛय है।

उƣोलक के मामले मɅ, F1 
 Ĥायः कोई लोड होता है िजसे 

उठाना होता है इसे भार कहते हɇ। आलàब से इसकȧ दरूȣ 
d

1
 भार कȧ भुजा कहलाती है। बल F

2
, लोड को उठाने के 

ͧलए लगाया गया बल, Ĥयास है। आलàब से इसकȧ दरूȣ 
Ĥयास भुजा कहलाती है। 

समीकरण (ii) को हम इस Ĥकार भी ͧलख सकते हɇ
d

1
F

1 
=

 
d

2 
F

2
 (7.32a)

या, भार × भार कȧ भुजा = Ĥयास × Ĥयास कȧ भुजा
उपरोÈत समीकरण, ͩकसी उƣोलक के ͧलए आघूणɟ 

का Ǔनयम åयÈत करती है। अनुपात  F
1
/F

2 
 यांǒğक लाभ 

(M.A) कहलाता है।

अतः     M.A. =
1 2

2 1

  (7.32b)

यǑद Ĥयास भुजा d
2 
 कȧ लàबाई, भार-भजुा d

1
 से अͬधक 

हो, तो यांǒğक लाभ एक से अͬधक होता है। याǒंğक लाभ 
एक से अͬधक होने का अथ[ होता है ͩक कम Ĥयास से 
अͬधक भार उठाया जा सकता है। सी-सा के अǓतǐरÈत 
भी आपके इद[-ͬगद[ उƣोलकɉ के बहुत से उदाहरण आपको 
ͧमल जायɅगे। तुलादÖड भी एक उƣोलक हȣ है। कुछ अÛय 
उƣोलकɉ के उदाहरण अपने पǐरवशे से ढँूǑढ़ए। Ĥ×येक के 
ͧलए उनके आलàब, भार, भार-भुजा, Ĥयास और Ĥयास-
भुजा कȧ पहचान कȧिजए।

आप यह सरलता से दशा[ सकते हɇ ͩक यǑद समांतर 
बल  F

1 
 और F

2 
 उƣोलक के लàबवत ्न हɉ बिãक कोई कोण 

बनाते हुए लगे हɉ तब भी आघूणɟ का Ǔनयम लागू होता है।

7.8.2  गुǽ×व केÛġ

आपमɅ से कई लोगɉ न ेअपनी नोट बुक को अपनी उंगलȣ 
कȧ नोक पर संतुͧलत ͩकया होगा। ͬचğ 7.24 उसी तरह का 

एक ͩĐयाकलाप है जो आप आसानी से कर सकते हɇ। एक 
अǓनयͧमत आकार का M ġåयमान वाला गƣे का टुकड़ा 
और पɅͧसल जैसी कोई बारȣक नोक वालȣ वèतु लो। कुछ 
बार Ĥयास करके आप गƣे के टुकड़े मɅ एक एेसा ǒबÛद ुG 

ढँूढ़ सकते हɇ िजसके नीच ेपɅͧसल कȧ नोक रखने पर गƣे 
का टुकड़ा उस नोक पर सतंुͧलत हो जाएगा। (इस िèथǓत 
मɅ गƣे का टुकड़ा पणू[तः ¢ैǓतज अवèथा मɅ रहना चाǑहए)। 
यह संतुलन ǒबÛद ुगƣे के टुकड़ ेका गुǽ×व केÛġ (CG) है। 
पɅͧसल कȧ नोक ऊÚवा[धरतः ऊपर कȧ ओर लगने वाला एक 
बल Ĥदान करती है िजसके कारण गƣे का टुकड़ा यांǒğक 
सतंुलन मɅ आ जाता है। जैसा ͬचğ 7.24 मɅ दशा[या गया 
है, पɅͧसल कȧ नोक का ĤǓतͩĐया बल R गƣे के टुकड़े के 
कुल भार M g के बराबर और ͪवपरȣत है और इसͧलए यह 
èथानातंरȣय सतंुलनावèथा मɅ है। साथ हȣ यह घूणȸ सतंुलन 
मɅ भी है। Èयɉͩक, अगर एेसा न होता तो असंतुͧ लत बल 
आघूण[ के कारण यह एक ओर झुक जाता और ͬ गर जाता। 
गुǽ×व बल के कारण गƣे के टुकड़े पर बहुत से बल आघूण[ 
Ĥभावी हɇ Èयɉͩक एकाकȧ कणɉ के भार  m1g, m2g ….  आǑद 
G स ेͪवͧभÛन दǐूरयɉ पर काय[ कर रहे हɇ।

ͬचğ 7.24 गƣे के टुकड़े को पɅͧसल कȧ नोक पर संतुͧलत 
करना। पɅͧसल कȧ नोक गƣे के टुकड़े का 
गुǽ×व केÛġ Ǔनधा[ǐरत करती है।

गƣे के टुकड़ ेका गुǽ×व केÛġ इस Ĥकार Ǔनधा[ǐरत 
ͩकया गया है ͩ क m

1
g, m

2
g …. आǑद बलɉ का इसके पǐरतः 

ͧलया गया आघूण[ शूÛय है।
यǑद  r

i
 गुǽ×व केÛġ के साप¢े ͩकसी ͪपÖड के  i-वɅ 

कण का िèथǓत सǑदश हो, तो इस पर लगने वाले गुǽ×व 
बल का गुǽ×व केÛġ के पǐरतः बल आघूण[ 

i 
= r

i
 × m

i 
g।  

गुǽ×व केÛġ के पǐरतः कुल गुǽ×वीय बल आघूण[ शूÛय 
होने के कारण

  (7.33)
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इसͧलए, ͩ कसी ͪ पÖड के गुǽ×व-केÛġ को हम एक एेसे 
ǒबÛद ुके Ǿप मɅ पǐरभाͪषत कर सकत ेहɇ िजसके पǐरतः 
ͪपÖड का कुल गुǽ×वीय बल आघूण[ शूÛय हो।

हम देखते हɇ ͩक समीरकण (7.33) मɅ g सभी कणɉ के 

ͧलए समान है अतः यह योग-ͬचÛह   स ेबाहर आ सकता 

है। अतः,   r  = 0 । याद रͨखए ͩ क िèथǓत सǑदश (r
i
) 

गुǽ×व केÛġ के सापे¢ नापे गए हɇ। अब अनुभाग 7.2 कȧ 
समीकरण  (7.4a) के अनुसार यǑद           = 0, तो मूल 
ǒबÛद ुͪ पÖड का ġåयमान केÛġ होना चाǑहए। अतः ͪ पÖड का 
गुǽ×व केÛġ एव ंġåयमान केÛġ एक हȣ है। हमारे Úयान मɅ 
यह बात आनी चाǑहए ͩक एेसा इसͧलए है, Èयɉͩक, वèतु 
का आकार इतना छोटा है ͩक इसके सभी ǒबÛदओंु के ͧलए  
g का मान समान है। यǑद ͪपÖड इतना बड़ा हो जाए ͩक 
इसके एक भाग कȧ तुलना मɅ दसूरे भाग के ͧ लए  g  का मान 
बदल जाए तब गुǽ×व केÛġ एव ंġåयमान केÛद सàपाती 
नहȣं हɉगे। मूल Ǿप मɅ, ये दो अलग-अलग अवधारणाएँ हɇ। 
ġåयमान केÛġ का गुǽ×व से कुछ लेना देना नहȣं है। यह 
केवल ͪपÖड मɅ ġåयमान के ͪवतरण पर Ǔनभ[र करता है।

अनुभाग 7.2 मɅ हमने कई Ǔनयͧमत, समागं, ͪपÖडɉ के 
ġåयमान केÛġ कȧ िèथǓत £ात कȧ थी। èपçटतः, यǑद 
ͪपÖड ͪवशालकाय नहȣं है, तो उसी ͪवͬध से हम उनके 
गुǽ×व केÛġ £ात कर सकते हɇ।

ͬचğ 7.25, गƣे के टुकड़ ेजैसे ͩकसी अǓनयͧमत आकार 
के फलक का गुǽ×व केÛġ £ात करने कȧ एक अÛय ͪवͬध 
दशा[ता है। यǑद आप इस फलक को ͩकसी ǒबÛद ुजसै ेA 

स ेलटकायɅ तो A स ेगुजरने वालȣ ऊÚवा[धर रेखा गुǽ×व 
केÛġ स ेगुजरेगी। हम इस ऊÚवा[धर रेखा AA1, को अंͩकत 
कर लेत ेहɇ। अब हम फलक को ͩकसी दसूरे ǒबÛद ुजसै ेB 

या C से लटकाते हɇ। इन दो ऊÚवा[धर रेखाओं का कटान 
ǒबÛद ुगुǽ×व केÛġ है। समझाइये ͩ क यह ͪ वͬध Èयɉ Ĥभावी 
होती है? चंूͩक यहाँ ͪपÖड छोटा सा हȣ है अतः इस ͪवͬध 
से इसका ġåयमान केÛġ भी £ात ͩकया जा सकता है।

उदाहरण 7.8:  70 सɅटȣमीटर लंबी और 4.00 kg ġåयमान 
कȧ धातु कȧ छड़ के दोनɉ ͧसरɉ से 10 सɅटȣमीटर दरू 
रखे दो ¢ुर-धारɉ पर Ǒटकȧ है। इसके एक ͧसरे से 40 
सɅटȣमीटर कȧ दरूȣ पर 6.00 kg ġåयमान का एक भार 
लटकाया गया है। ¢ुर-धारɉ पर लगने वाले ĤǓतͩĐया 
बलɉ कȧ गणना कȧिजए। (छड़ को समांग और समान 
अनĤुèथ काट वालȣ मान सकते हɇ।)

हल :

ͬचğ 7.26

ͬचğ 7.26  मɅ छड़ को  AB से दशा[या गया है। K
1
 एवं  

K2 ¢ुर-धारɉ कȧ िèथǓत दशा[ते हɇ।  G  एवं  P Đमशः गुǽ×व 
केÛġ एवं लटकाये गए बल कȧ िèथǓतया ँहɇ।

Úयान दɅ ͩक छड़ का भार W इसके गुǽ×व केÛġ  G 

पर काय[ करता है। छड़ समान अनĤुèथ काट वालȣ और 
समांग ġåय से बनी है इसͧलए  G इसका केÛġ है। AB = 

70 cm. AG = 35 cm, AP = 30 cm, PG = 5 cm, AK
1
= BK

2 

= 10 cm और  K
1
G = K

2
G = 25 cm एवं  W = छड़ का भार 

= 4.00 kg तथा W
1
= लटकाया गया भार = 6.00 kg; R

1
 एवं 

R
2
 ¢ुर-धारɉ के आधारɉ के अͧभलàबवत ्ĤǓतͩĐया बल हɇ।

ͬचğ 7.25 अǓनयͧमत आकार के फलक का गुǽ×व केÛġ 
£ात करना। फलक का गुǽ×व केÛġ G इसको 
A कोने से लटकाने पर इसस ेहोकर गुजरने 
वालȣ ऊÚवा[धर रेखा पर पड़ता है।
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छड़ के èथानांतरȣय सतुंलन के ͧलए
R

1
+R

2 
-W

1 
- W = 0 (i)

Úयान दɅ ͩक  W
1
 एवं W ऊÚवा[धरतः नीचे कȧ ओर तथा  

R
1
 एवं R

2 
ऊÚवा[धरतः ऊपर कȧ ओर लगते हɇ।

घूणȸ संतुलन कȧ Ǻिçट से हम बलɉ के आघूण[ £ात 
करत ेहɇ। एक एेसा ǒबÛद ुिजसके पǐरतः आघूण[ £ात करने से 
सुͪवधा रहेगी G है। R

2
 और W

1
 के आघणू[ वामावत[ (धना×मक) 

हɇ, जबͩक R
1
 का आघूण[ दͯ¢णावत[ (ऋणा×मक) है।

अतः घूणȸ सतुंलन के ͧलए
–R

1 
(K

1
G) + W

1 
(PG) + R

2 
(K

2
G) = 0 (ii)

यह Ǒदया गया है ͩक W = 4.00g N,  W
1
 = 6.00g N, 

जहा ँg = गुǽ×व के कारण ×वरण g = 9.8 m/s2.

समीकरण (i) मɅ आंͩ कक मान ĤǓतèथाͪपत करने पर,
R

1 
+ R

2
 – 4.00g – 6.00g =0

या R1 + R2 = 10.00g  N (iii)

               = 98.00 N      

समीकरण (ii) से –0.25 R
1
 + 0.05 W

1
 + 0.25 R

2 
= 0  

या R1 – R2 = 1.2g  N = 11.76 N (iv)

समीकरण (iii) and (iv) से R
1
 = 54.88 N,

    R
2
 = 43.12 N 

अतः ¢ुर-धारɉ के आधारɉ के ĤǓतͩĐया बल हɇ-
K1 पर 55 N  तथा  K2 पर 43 N  

उदाहरण 7.9: 20 kg ġåयमान कȧ एक 3 m लंबी सीढ़ȣ 
एक घष[णͪवहȣन दȣवार के साथ झुका कर Ǒटकाई गई 
है। जैसा ͬचğ 7.27 मɅ दशा[या गया है, इसका Ǔनचला 
ͧसरा फश[ पर दȣवार से 1 m कȧ दरूȣ पर है। दȣवार 
और फश[ के ĤǓतͩĐया बल £ात कȧिजए।

हल 
                                       

          

ͬचğ 7.27

सीढ़ȣ AB कȧ लंबाई = 3 m, इसके परैɉ कȧ दȣवार से दरूȣ AC 

= 1 m, पाइथागोरस Ĥमेय के अनुसार  BC =  m । 
सीढ़ȣ पर लगने वाले बल हɇ - इसके गुǽ×व केÛġ  D पर Ĥभावी 
इसका भार W। दȣवार और फश[ के ĤǓतͩĐया बल F

1 
एवं F

2
। 

बल F
1
 दȣवार पर अͧभलàबवत ्है, Èयɉͩक, दȣवार घष[णͪवहȣन 

है। बल F
2
  को दो अवयवɉ मɅ ͪवयोिजत ͩकया जा सकता 

है -अͧभलàबवत ् ĤǓतͩĐया बल  N  एवं घष[ण बल F । 
Úयान दɅ ͩक F सीढ़ȣ को दȣवार से दरू ͩफसलने से रोकता 
है इसͧलए इसकȧ Ǒदशा दȣवार कȧ ओर है।

èथानातंरȣय सतंुलन के ͧलए, ऊÚवा[धर बलɉ का योग 
शूÛय करने पर

N – W = 0 (i)

इसी Ĥकार ¢ैǓतज बल लɅ तो,

F –F
1
 = 0 (ii)

घूणȸ संतुलन के कारण ǒबÛद ु  A के पǐरतः आघूण[ 
लेने पर 

12 2  (1/2) W = 0 (iii)

अब, W = 20 g = 20 × 9.8 N = 196.0 N                

 (g = 9.8 m/s2)

समीकरण (i) से N = 196.0 N

समीकरण (iii) से

समीकरण (ii) से  

       अतः   N

बल F
2
 , ¢ैǓतज से   कोण बनाता है

1tan 4 2 , tan (4 2) 80    


7.9 जड़×व आघूण[
हम पहले हȣ यह उãलेख कर चुके हɇ ͩक घूणȸ गǓत का 
अÚययन हम èथानांतरण गǓत के समांतर हȣ चलायɅगे। 
इस ͪवषय मɅ आप पहले से हȣ सुपǐरͬचत हɇ। इस संबधं 
मɅ एक मुÉय Ĥæन का उƣर देना अभी शेष है ͩक घूणȸ 
गǓत मɅ ġåयमान के समतुãय राͧश Èया है? इस Ĥæन का 
उƣर हम Ĥèतुत अनुभाग मɅ दɅगे। ͪ ववेचना को सरल बनाए 
रखने के ͧलए हम केवल िèथर अ¢ के पǐरतः घूण[न पर 
हȣ ͪ वचार करɅगे। आइये, घूण[न करते ͪ पÖड कȧ गǓतज ऊजा[ 
के ͧलए åयंजक ĤाÜत करɅ। हम जानते हɇ ͩक िèथर अ¢ 
के पǐरतः घूण[न करते ͪ पÖड का Ĥ×येक कण, एक वƣृाकार 
पथ पर चलता है (देखɅ ͬचğ 7.16)। और अ¢ से r

i
 दरूȣ पर 
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िèथत कण का रेखीय वेग, जैसा समीकरण (7.19) दशा[ती 
है,    है। इस कण कȧ गǓतज ऊजा[ है

2 2 21 1
2 2

 

जहा ँ m
i
  कण का ġåयमान है। ͪपÖड कȧ कुल गǓतज 

ऊजा[ K इसके पथृक-पथृक कणɉ कȧ गǓतज ऊजा[ओ ंका 
योग है।

2 2

1 1

1
( )

2 

  

यहा ँ n  ͪपÖड के कुल कणɉ कȧ सÉंया है। £ातåय है 
ͩक सभी कणɉ के ͧ लए समान है अतः 2 को योग-ͬचéन 
के बाहर Ǔनकाल सकत ेहɇ। तब,

2 2

1

1
( )

2 

 

हम Ǻढ़ ͪपÖड को अͧभलͯ¢त करने वाला एक नया 
Ĥाचल पǐरभाͪषत करते हɇ िजसका नाम जड़ǂव आघूण[ है 
और िजसका åयिÈतकरण है

2

1


 (7.34)

इस पǐरभाषा के साथ
21

2


 (7.35)

Úयान दɅ ͩक Ĥाचल I  कोणीय वेग के पǐरमाण पर Ǔनभ[र 
नहȣं करता। यह Ǻढ़ ͪपÖड और उस अ¢ का अͧभल¢ण 
है िजसके पǐरतः ͪपÖड घूण[न करता है।

समीकरण (7.35) ɮवारा åयÈत घूण[न करते ͪपÖड कȧ 

गǓतज ऊजा[ कȧ रेखीय (èथानातंरȣय) गǓत करते ͪपÖड कȧ 

गǓतज ऊजा[  
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2
  से तुलना कȧिजए। यहा ँm ͪपÖड 

का ġåयमान और v उसका वेग है। कोणीय वेग  (ͩकसी 
िèथर अ¢ के घूण[न के सदंभ[ मɅ) और रेखीय वेग v (रेखीय 
गǓत के सदंभ[ मɅ) कȧ समतुãयता हम पहले से हȣ जानते 
हɇ। अतः यह èपçट है ͩक जड़×व आघूण[ I, Ĥाचल ġåयमान 
का घूणȸ समतुãय है। (िèथर अ¢ के पǐरतः) घूण[न मɅ 
जड़×व आघूण[ वहȣ भूͧमका अदा करता है जो रेखीय गǓत 
मɅ ġåयमान।

अब हम समीकरण (7.34) मɅ दȣ गई पǐरभाषा का 
उपयोग दो सरल िèथǓतयɉ मɅ जड़×व आघूण[ £ात करने 
के ͧलए करɅगे।

a) ǒğÏया R और ġåयमान M  के एक पतले वलय पर 
ͪवचार कȧिजए जो अपने तल मɅ, अपन ेकेÛġ के पǐरतः  
 कोणीय वेग से घूण[न कर रहा है। वलय का Ĥ×येक 

ġåयमान घटक इसकȧ अ¢ से R दरूȣ पर है और v = R 
चाल से चलता है। इसͧलए इसकȧ गǓतज ऊजा[ है-

2 2 21 1
2 2

 

समीकरण (7.35) से तुलना करने पर हम पाते हɇ ͩक 
वलय के ͧलए  I = MR2  

ͬचğ 7.28 ġåयमान के एक जोड़े स ेयुÈत, l  लंबाई कȧ 
छड़, जो Ǔनकाय के ġåयमान केÛġ से गुजरने 
वालȣ इसकȧ लंबाई के लàबवत ्अ¢ के पǐरतः 
घूम रहȣ है। Ǔनकाय का कुल ġåयमान  M है। 

b) अब, हम l  लंबाई कȧ Ǻढ़, नगÖय ġåयमान कȧ छड़ 
के ͧसरɉ पर लगे दो ġåयमानɉ से बने एक Ǔनकाय पर 
ͪवचार करɅगे। यह Ǔनकाय इसके ġåयमान केÛġ से 
गुजरती छड़ के लàबवत ्अ¢ के पǐरतः घूम रहा है 

(ͬचğ 7.28)। Ĥ×येक ġåयमान M/2 अ¢ से l/2 दरूȣ पर 
है। इसͧलए, इन ġåयमानɉ का जड़×व आघूण[ होगा,
(M/2) (l/2)2 + (M/2)(l/2)2

अतः, ġåयमानɉ के इस जोड़ ेका, ġåयमान केÛġ से 
गुजरती छड़ के लàबवत ्अ¢ के पǐरतः जड़×व आघूण[

I = Ml2 / 4

साǐरणी 7.1 मɅ कुछ सुपǐरͬचत Ǔनयͧमत आकार के ͪ पडंɉ के 
ͪवͧशçट अ¢ɉ के पǐरतः जड़×व आघूण[ केवल Ǒदए गए हɇ। 
(इन सूğɉ के åयु×पÛन इस पाɫयपुèतक के ¢ेğ से बाहर 
हɇ। आगे आप इनके ͪवषय मɅ उÍच क¢ाओं मɅ पढ़ंेेगे।)

Èयाेंͩक, ͩकसी ͪपÖड का ġåयमान, उसकȧ रेखीय 
ग×यावèथा मɅ पǐरवत[न का ĤǓतरोध करता है, वह उसकȧ 
रेखीय गǓत के जड़×व का माप है। उसी Ĥकार, दȣ गई 
अ¢ के पǐरतः जड़ǂव आघूण[, घूणȸ गǓत मɅ पǐरवत[न का 
ĤǓतरोध करता है, अतः इसको ͪपÖड के घूणȸ जड़×व का 
माप माना जा सकता है। इस माप से यह बोध होता है 
ͩक ͩकसी ͪपÖड मɅ ͪपÖड के ͪवͧभÛन कण घूण[न अ¢ के 
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साǐरणी 7.1 ͪवͧशçट अ¢ɉ के पǐरतः कुछ Ǔनयͧमत आकार के ͪपÖडɉ के जड़ǂव आघूण[

 Z ͪपÖड अ¢ आरेख I

 1. R ǒğÏया का पतला, वलय तल के   MR2

  वƣृाकार वलय  लàबवत ्केÛġ स ेगुजरती

 2. R ǒğÏया का पतला,  åयास  MR2/2
  वƣृाकार वलय 

 3. L लंबाई कȧ  मÚय ǒबÛद ुसे गुजरती  ML2/12
  पतलȣ छड़ लबंाई के लàबवत ्

 4. R ǒğÏया कȧ   केÛġ से गुजरती तल       MR2/2
  वƣृाकार चकती के लàबवत ्

 5. R ǒğÏया कȧ   åयास  MR2/4
  वƣृाकार चकती

 6. R ǒğÏया का  बेलन कȧ अ¢  MR2

  खोखला बेलन

 7. R ǒğÏया का  बेलन कȧ अ¢  MR2/2
  ठोस बेलन

 8. R ǒğÏया का  åयास  2MR2/5
  ठोस गोला

आपे¢ ͩ कस Ĥकार अविèथत हɇ। ġåयमान कȧ तरह जड़×व 
आघूण[ एक Ǔनयत राͧश नहȣं होती, बिãक, इसका मान 
ͪपÖड के सापे¢ इसकȧ अ¢ कȧ िèथǓत और ǑदिÊवÛयास के 
ऊपर Ǔनभ[र करता है। ͩकसी घूण[न अ¢ के साप¢े घूण[न 
करते Ǻढ़ ͪ पÖड का ġåयमान ͩ कस Ĥकार ͪवतǐरत है इसके 

एक माप के Ǿप मɅ हम एक नया Ĥाचल पǐरभाͪषत करत े
हɇ, िजसे पǐरħमण ǒğÏया कहते हɇ। यह ͪपÖड के जड़×व 
आघूण[ और कुल ġåयमान स ेसंबंͬधत है।

सारणी 7.1 से हम देख सकते हɇ ͩक सभी ͪपÖडɉ के 
ͧलए, I = Mk2, जहा ँ k  कȧ ͪवमा वहȣ है जो लंबाई कȧ। 
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मÚय ǒबÛद ुसे गुजरती छड़ के लàबवत ्अ¢ के ͧलए k2 

= L2/12, अथा[त ् 12 । इसी Ĥकार वƣृाकार चकती 
के उसके åयास के पǐरतः जड़×व आघूण[ के ͧलए k = R/2। 
k  ͪपÖड और घूण[न अ¢ का एक Ïयाͧमतीय गुण है। इसे 
पǐरħमण ǒğÏया कहा जाता है। ͩ कसी अ¢ के पǐरतः ͩ कसी 
ͪपÖड कȧ पǐरħमण ǒğÏया अ¢ स ेएक एेसे कण कȧ दरूȣ 
है िजसका ġåयमान सàपूण[ ͪपÖड के ġåयमान के बराबर
है। फलतः िजसका जड़×व आघूण[, दȣ गई अ¢ के पǐरतः
ͪपÖड के वाèतͪवक जड़×व आघूण[ के बराबर है।

अतः, ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड का जड़×व आघूण[, उसके ġåयमान, 
उसके आकार एवं आकृǓत, घूण[न-अ¢ के पǐरतः इसके 
ġåयमान के ͪवतरण और इस अ¢ कȧ िèथǓत एवं ǑदिÊवÛयास 
पर Ǔनभ[र करता है। समीकरण  (7.34), मɅ दȣ गई पǐरभाषा 
के आधार पर हम तुरÛत इस Ǔनçकष[ पर पहँुच सकते हɇ 
ͩक जड़×व आघूण[ का ͪ वमीय सूğ  ML2 एवं इसके SI माğक
kg m2  हɇ।

ͩकसी ͪ पÖड के घूण[न के जड़×व के माप के Ǿप मɅ इस 
अ×यंत मह×वपूण[ राͧश I  के बहुत स ेåयावहाǐरक उपयोग हɇ। 
वाçप इंजन और अॉटोमोबाइल इंजन जैसी मशीनɅ जो घूणȸ 
गǓत पदैा करती हɇ, इनमɅ बहुत अͬधक जड़×व आघणू[ वालȣ एक 
चकती लगी रहती है िजसे गǓतपालक चĐ कहते हɇ। अपने 
ͪवशाल जड़×व आघूण[ के कारण यह चĐ वाहन कȧ गǓत 
मɅ अचानक पǐरवत[न नहȣं होने देता। इसस ेगǓत धीरे-धीरे 
पǐरवǓत[त होती है, गाड़ी झटके खा-खाकर नहȣं चलती 
और वाहन पर सवार याǒğयɉ के ͧलए सवारȣ आरामदेह हो 
जाती है।

7.10 लàबवत ्एवं समांतर अ¢ɉ के Ĥमेय

जड़×व आघूण[ से जुड़ी ये दो उपयोगी Ĥमेय हɇ। पहले हम 
लàबवत ्अ¢ɉ का Ĥमये बतायɅगे और कुछ Ǔनयͧमत आकार 
के ͪ पÖडɉ के जड़×व आघूण[ £ात करन ेके ͧलए इसके कुछ 
सरल उपयोग सीखɅगे।

लàबवत ्अ¢ɉ का Ĥमेय

यह Ĥमेय फलकाकार ͪपÖडɉ पर लागू होता है। åयवहार मɅ 
इसका अथ[ हुआ ͩक यह उन ͪ पÖडɉ पर लागू होता है िजनकȧ 
मोटाई अÛय ͪवमाओं (याǓन लंबाई, चौड़ाई या ǒğÏया) कȧ 
तुलना मɅ बहुत कम हो। ͬ चğ 7.29 मɅ इस Ĥमेय को दशा[या 
गया है। इसका कथन है ͩक इसके तल के लàबवत ्अ¢ 
के पǐरतः ͩकसी फलक का जड़×व आघूण[ फलक के तल 
मɅ िèथत दो लàबवत ्सगंामी अ¢ɉ के पǐरतः £ात जड़×व 
आघूणɟ के योग के बराबर होगा।

ͬचğ 7.29 फलकाकार ͪ पÖडɉ के ͧ लए लàबवत ्अ¢ɉ का 
Ĥमेय।  x एवं  y  इसके तल मɅ दो अ¢ हɇ और 
z-अ¢ इसके तल के लàबवत ्है।

ͬचğ 7.29 मɅ एक फलकाकार ͪपÖड दशा[या गया है। 
इसके तल मɅ िèथत ͩकसी ǒबÛद ु O पर तल के लàबवत,् 
z-अ¢ है। फलक के तल मɅ, और z-अ¢ से सगंामी, याǓन O, 
स ेगुजरती हुई, दो परèपर लàबवत ्अ¢Ʌ हɇ िजनमɅ एक को  
x -अ¢ और दसूरȣ को y-अ¢ ͧलया गया है। Ĥमेय यह 
कहता है ͩक,

 (7.36)

आइये, Ĥमेय कȧ एक उदाहरण ɮवारा उपयोͬगता 
समझते हɇ।

उदाहरण 7.10: एक वƣृाकार चकती का जड़×व आघूण[ 
इसके ͩकसी åयास के पǐरतः Èया होगा?

ͬचğ 7.30 åयास के पǐरतः चकती का जड़×व आघूण[ 
इसके ġåयमान केÛġ से गुजरती, तल के 
लàबवत ्अ¢ के पǐरतः जड़×व आघूण[ के 
पदɉ मɅ।

फलकाकार ͪपÖड
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हल  हम जानते हɇ ͩक ͩकसी चकती का जड़×व आघूण[,  उसके 
केÛġ से गुजरती और इसके तल के लàबवत ्अ¢ के पǐरतः 
I = MR2/2 होता है, जहा ँM चकती का ġåयमान और R  
इसकȧ ǒğÏया है  (सारणी 7.1)

चकती को हम फलकाकार ͪपÖड समझ सकते हɇ। 
इसͧलए लàबवत ्अ¢ɉ का Ĥमेय इसके ͧलए लागू ͩकया 
जा सकता है जसैा ͬ चğ 7.30 मɅ दशा[या गया है, हम चकती 
के केÛġ  O से संगामी तीन परèपर लàबवत ्अ¢Ʌ  x,y,z  
लेते हɇ। इनमɅ  x  एवं y चकती के तल मɅ हɇ और  z  इसके 
लàबवत ्है। लàबवत ्अ¢ɉ के Ĥमये के अनुसार

 

अब,  x  और y  अ¢Ʌ चकती के दो åयासɉ के अनुǑदश हɇ 
और समͧमǓत के ͪ वचार से Ĥ×येक åयास के पǐरतः जड़×व 
आघूण[ का मान समान होना चाǑहए। अतः

    I
x 
= I

y

अतः    I
z
 = 2I

x

परÛतु   I
z
 = MR2/2

  Ix = Iz/2 = MR2/4

अतः, ͩ कसी åयास के पǐरतः चकती का जड़×व आघूण[ 
MR2/4 है।     

इसी Ĥकार आप ͩकसी वलय का जड़×व आघूण[ भी 
इसके ͩकसी åयास के पǐरतः £ात कर सकत ेहɇ। Èया यह 
ͧसɮधांत ͩकसी ठोस बेलनाकार ͪपÖड के ͧलए भी लागू 
हो सकता है?
समानाÛतर अ¢ɉ का Ĥमेय
यह Ĥमेय, Ĥ×येक ͪपÖड पर लागू होता है, चाहे वह ͩकसी 
भी आकृǓत का Èयɉ न हो। यǑद ͩकसी ͪपÖड का जड़×व 
आघूण[ उसके गुǽ×व केÛġ से गुजरने वालȣ अ¢ के पǐरतः 
£ात हो, तो उस अ¢ के सामानाÛतर ͩकसी दसूरȣ अ¢ के 
पǐरतः जड़×व आघूण[ हम इस Ĥमेय कȧ सहायता से £ात 
कर सकते हɇ। हम इस Ĥमेय का कथन माğ दɅगे, इसकȧ 
उपपͪƣ नहȣ करɅगे। तदͪप, हम इसको कुछ सरल िèथǓतयɉ 
मɅ लागू करके देखɅगे और उसी से इसकȧ उपयोͬगता èपçट 
हो जाएगी। Ĥमेय का कथन इस Ĥकार है ः 

ͩकसी ͪपÖड का, ͩकसी अ¢ के पǐरतः जड़×व आघूण[, 
उस योग के बराबर है जो ͪपÖड के ġåयमान केÛġ से 
गुजरने वालȣ सामानाÛतर अ¢ के पǐरतः ͧलए गए जड़×व 
आघूण[ और ͪपÖड के ġåयमान तथा दोनɉ अ¢ɉ के बीच 
कȧ दरूȣ के वग[ के गुणनफल को जोड़ने से ĤाÜत होता 
है। जैसा ͩक ͬचğ 7.31 मɅ दशा[या गया है z  एवं  z  दो 
सामानाÛतर अ¢Ʌ हɇ िजनके बीच कȧ दरूȣ a है। z-अ¢ ͪपÖड 
के ġåयमान केÛġ O से गुजरती है। तब सामानाÛतर अ¢ɉ 
के Ĥमये के अनुसार

ͬचğ 7.31 समानाÛतर अ¢ɉ का Ĥमेय।  z  एवं  z' दो 
समानाÛतर अ¢ हɇ िजनके बीच कȧ दरूȣ a है, 
O ͪपÖड का ġåयमान केÛġ है, OO’ = a

I
z

 = I
z 
+ Ma2 (7.37)

जहा ँ I
z
 एवं  I

z
   Đमशः z  एवं z  अ¢ के पǐरतः जड़×व आघूण[ 

हɇ,  M  ͪपÖड का ġåयमान है और  a  दोनɉ अ¢ɉ के बीच 
कȧ लàबवत ्दरूȣ है।

उदाहरण 7.11: ġåयमान M, और लंबाई l वालȣ छड़ 
का, उस अ¢ के पǐरतः जड़×व आघणू[ Èया होगा 
जो इसके लàबवत ्ͩकसी एक ͧसरे से गुजरती हो?

हल   M  ġåयमान और l  लबंाई कȧ छड़ का, इसके ġåयमान 
केÛġ स ेलंबाई के लàबवत ्गुजरने वालȣ अ¢ के पǐरतः 
जड़×व आघूण[, I = Ml2/12 हɇ। समानाÛतर अ¢ɉ का Ĥमेय 
लगाने पर,  

 I = I + Ma2 

 a = l/2  रखɅ, तो

 

हम èवतंğ Ǿप से इसको एक दसूरȣ ͪवͬध से भी 
जाचँ सकते हɇ, यǑद हम  I'  को उस छड़ के मÚय ǒबÛद ुके 
पǐरतः जड़×व आघूण[ का आधा लɅ िजसका ġåयमान 2M  

और लंबाई 2l हो। इस Ĥकार,
2 24 1

2 .
12 2 3
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उदाहरण 7.12: ͩ कसी पतले वलय कȧ पǐरͬध पर èपश[ 
रेखा बनाती हुई और इसके तल मɅ हȣ िèथत अ¢ 
के पǐरतः इसका जड़×व आघूण[ Èया है?

हल 
वलय के तल मɅ इसके ऊपर खीचंी गई èपश[ रेखा इसके 
åयास के समाÛतर है। इन दो समानांतर अ¢ɉ के बीच कȧ
दरूȣ R  याǓन वलय कȧ ǒğÏया है। समानाÛतर अ¢ɉ का 
Ĥमये लगायɅ तो

ͬचğ 7.32


7.11 अचल अ¢ के पǐरतः शुɮध घूणȸ गǓतकȧ
हमने पहले भी èथानांतरण गǓत और घूणȸ गǓत के बीच 
समतुãयता के सकेंत Ǒदए हɇ। उदारहण के ͧलए यह ͩक 
कोणीय वेग    का घूणȸ गǓत मɅ वहȣ भूͧमका है जो
रेखीय वेग v  का èथानांतरण गǓत मɅ। हम इस समतुãयता 
को आगे बढ़ाना चाहते हɇ। एेसा करते समय हम अपना 
ͪववेचन अचर (िèथर) अ¢ के पǐरतः घूण[न तक हȣ सीͧमत 
रखɅगे। एेसी गǓत के ͧलए केवल एक èवातंŧय-कोǑट कȧ 
आवæयकता होगी अथा[त ्इसका वण[न करने के ͧ लए केवल 
एक èवतंğ चर कोणीय ͪ वèथापन चाǑहए। यह रेखीय गǓत 
मɅ èथानातंरण के सगंत है। यह अनुभाग केवल शुɮध 
गǓतकȧ से संबंͬधत है। गǓत ͪव£ान कȧ ओर हम अगले 
अनुभाग मɅ मुखाǓतब हɉगे।

याद करɅ, ͩ क ͩ कसी घूण[न करते हुए ͪ पÖड का कोणीय 
ͪवèथापन बताने के ͧ लए हमने इस ͪ पÖड पर कोई कण P ले 
ͧलया था (ͬचğ 7.33)। िजस तल मɅ यह कण गǓत करता
है उसमɅ इसका कोणीय ͪवèथापन    हȣ सàपूण[ ͪपÖड का 
कोणीय ͪ वèथापन है;   एक Ǔनयत Ǒदशा से मापा जाता है, 
िजसको यहाँ हम x - अ¢ ले लेते हɇ जो ǒबÛद ुP के गǓत के 
तल मɅ िèथत  x-अ¢ के समानांतर रेखा है। Úयान दɅ ͩक
z – अ¢ घूण[न-अ¢ है और कण P  कȧ गǓत का तल  x - y
तल के समानांतर है। ͬचğ  7.33 मɅ  

0
, भी दशा[या गया है 

जो  t = 0 पर कोणीय ͪवèथापन है।

हम यह भी याद करɅ ͩक कोणीय वेग, समय के साथ 
कोणीय ͪवèथापन मɅ होने वाले पǐरवत[न कȧ दर है। याǓन, 
 = d/dt । Úयान दɅ, ͩ क चंूͩक घणू[न अ¢ अचल है, कोणीय 
वेग के साथ सǑदश कȧ तरह åयवहार करने कȧ आवæयकता 
नहȣं है। कोणीय ×वरण,  = d/dt है।

शुɮध घणूȸ गǓतकȧ मɅ ĤयुÈत होने वालȣ राͧशयाँ, 
कोणीय ͪवèथापन (), कोणीय वेग () एवं कोणीय ×वरण 
() Đमशः èथानांतरȣय शुɮध गǓतकȧ कȧ राͧशयɉ रेखीय 
ͪवèथापन (x), रेखीय वेग (v) एवं रेखीय ×वरण (a) के 
समतãुय हɇ। सम (याǓन अचर) ×वरण के तहत èथानातंरȣय 
शुɮध गǓतकȧ के समीकरण हम जानते हɇ। वे हɇ ः

v = v
0
 + at (a)

2
0 0

1
2

          (b) 
2 2

0 2   (c)

जहा ँx
0
 = Ĥारंͧभक ͪवèथापन एवं  v

0
= Ĥारंͧभक वेग है। शÞद 

‘Ĥारंͧभक’ का अथ[ है t = 0 पर राͧश का मान।
इनके सगंत, अचर ×वरण से घूणȸ गǓत करती हुई वèतु 

के ͧलए शुɮध घूणȸ गǓतकȧ के समीकरण हɉगे ः

0  t  (7.38)

2
0 0

1
2

    (7.39)

और 2 2
0 02 ( – )   (7.40)

जहा ँ
0
= घणू[न करते ͪपÖड का Ĥारंͧभक कोणीय ͪवèथापन 

है एव ं0 = इस ͪपÖड का Ĥारंͧभक कोणीय वेग है।

ͬचğ 7.33 ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड कȧ कोणीय िèथǓत बताना
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उदाहरण 7.13: मूल ͧ सɮधातं के आधार पर समीकरण 
(7.38) åयु×पÛन कȧिजए।

हल ः  कोणीय ×वरण समान है, अतः
d
d

  vpj  (i)

इस समीकरण का समाकलन करने पर

  t = 0,   = 
0 
(Ǒदया है)

समीकरण (i) से, t = 0  पर 

  = c = 
0 
 

अतः  = t +0 , जो वांǓछत समीकरण है।
पǐरभाषा  = d/dt का इèतेमाल करके हम समीकरण 

(7.38) का समाकलन कर समीकरण (7.39) ĤाÜत कर सकते 
हɇ। यह åयु×पͪƣ एव ं समीकरण (7.40) कȧ åयु×पͪƣ हम 
आपके अßयास के ͧलए छोड़ते हɇ। 

उदाहरण 7.14: अॉटोमोबाइल इंजन का कोणीय वेग 
16 सेकɅ ड मɅ 1200 rpm से बढ़कर 3120 rpm हो जाता 
है। (i) यह मानते हुए ͩ क कोणीय ×वरण समान रहता 
है, इसका मान £ात कȧिजए। (ii) इस समय मɅ इंजन 
ͩकतने चÈकर लगाता है?

हल : 

(i)  = 
0 
+t , जहाँ 

0 
= rad/s मɅ åयÈत इसका 

Ĥारंͧभक कोणीय वेग है
 

0
 =  2 rev/s मɅ Ĥारंͧभक कोणीय वेग

 = 
 12 rev  

60 /

eas dk.skh;  oxs
l osasQM feuV

 = 
2 1200 

rad/s
60


  = 40  rad/s

इसी Ĥकार,  = rad/s मɅ अंǓतम कोणीय वेग

  = 
2 3120 

rad/s
60


  = 2 × 52 rad/s

  = 104  rad/s

 कोणीय ×वरण,  0
  = 4 rad/s2

इंजन का कोणीय ×वरण 4 rad/s2  है।
(ii) t  समय मɅ कोणीय ͪवèथापन,

 
  2

0

1
2

21
(40 16 4 16 )

2
    

(640 512 )   rad

= 1152 rad

चÈकरɉ कȧ सÉंया = 
1152

576
2

  

7.12 अचल अ¢ के पǐरतः घूणȸ गǓतकȧ

सारणी 7.2 मɅ रेखीय गǓत से संबंधी राͧशयɉ और उनके 
संगत घूणȸ गǓत कȧ समतुãय राͧशयɉ कȧ सूची दȣ 
गई है। ͪपछले अनुभाग मɅ हमने इन दोनɉ Ĥकार कȧ 
गǓतयɉ कȧ शुɮध गǓतकȧ से तुलना कȧ है। हमɅ यह 
भी पता है ͩक घूणȸ गǓत मɅ जड़×व आघूण[ एवं बल 
आघूण[, रेखीय गǓत के Đमशः ġåयमान एवं बलɉ का 
ĤǓतǓनͬध×व करत ेहɇ। यह सब जानने के बाद सारणी मɅ 
Ǒदए गए अÛय समतुãयɉ के ͪवषय मɅ अनुमान लगा लेना 
अͬधक कǑठन नहȣं है। उदाहरण के ͧलए, रेखीय गǓत मɅ 
काय[ = F dx । अतः एक अचल अ¢ के पǐरतः घूणȸ गǓत 
मɅ काय[  होना चाǑहए Èयɉͩक हम पहले से हȣ यह जानते 
हɇ ͩक  dx के संगत राͧश है d एवं F के संगत राͧश 
है। तथाͪप यह आवæयक है ͩक राͧशयɉ कȧ यह संगतता, 
गǓत ͪव£ान के मजबतू आधार पर ĤǓतçठाͪपत कȧ जाए। 
आगे हम यहȣ करने जा रहे हɇ।

इससे पहले ͩक हम अपनी बात शुǾ करɅ, एक अचल 
अ¢ के पǐरतः घूणȸ गǓत मɅ एक सरलȣकरण कȧ ओर 
Úयान Ǒदलाना आवæयक है। Èयɉͩक अ¢ िèथर है, हमɅ 
अपने ͪववेचन मɅ बल आघूणɟ एव ंकोणीय संवेगɉ के इसके 
अनुǑदश अवयवɉ पर हȣ ͪ वचार करने कȧ आवæयकता होगी। 
केवल यहȣ घटक ͪ पÖड को घूण[न कराते हɇ। बल आघूण[ का 
अ¢ से अͧभलंबवत घटक अ¢ को उसकȧ िèथǓत से घुमाने 
का Ĥयास करता है। हालांͩ क हम मानकर चलɅगे ͩक बल 
आघूण[ के इस घटक को संतुͧलत करने हेतु आवæयक बल 
आघूण[ उ×पÛन हɉगे जो अ¢ कȧ िèथǓत बनाए रखने के 
ͧलए उƣरदायी हɉगे। अतः इन अͧभलंबवत ्बल आघूण[ के 
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सारणी 7.2 èथानातंरȣय एवं घूणȸ गǓत कȧ तुलना
 रेखीय गǓत अचल अ¢ के पǐरतः घूणȸ गǓत
1 ͪवèथापन x कोणीय ͪवèथापन 

2 वेग v = dx/dt कोणीय वेग  = d/dt

3 ×वरण a = dv/dt कोणीय ×वरण,  = d/dt

4 ġåयमान M जड़ǂव आघूण[ I
5 बल F = Ma बल आघूण[  = I 

6 काय[ dW = F ds काय[ W =  d

7 गǓतज ऊजा[ K = Mv2/2 गǓतज ऊजा[ K = I2/2

8 शिÈत P = F v शिÈत P = 

9 रेखीय संवेग p = Mv कोणीय संवेग L = I 

घटकɉ पर ͪवचार मɅ करने कȧ आवæयकता नहȣं है। पया[य 
मɅ हमɅ Ǔनàन ͪवचार मɅ लाने कȧ आवæयकता हैः

(1) ͪपÖड पर काय[ करने वाले वे बल जो घणू[न अ¢ के 
लàबवत ्तल मɅ हɇ।

(2) ͪपÖड के कणɉ कȧ िèथǓत-सǑदशɉ के केवल वे अवयव 
जो घूण[न अ¢ के लàबवत ्हɇ।
या यूँ कहɅ ͩक बलɉ और िèथǓत सǑदशɉ के अ¢ के 

अनुǑदश ͧलए गए अवयवɉ को हमɅ गणना मɅ लाने कȧ 
आवæयकता नहȣं है।
बल आघूण[ ɮवारा ͩकया गया काय[

ͬचğ 7.34 एक अचल अ¢ के पǐरतः घूमते ͪ पÖड के ͩ कसी 
कण पर लगे बल F1 ɮवारा ͩकया गया काय[। 
कण, अ¢ पर िèथत केÛġ C वाले वƣृ पर 
चलता है। चाप  P

1
P

1
(ds

1
) कण का ͪवèथापन 

बताता है।
ͬचğ 7.34 मɅ एक अचल अ¢ के पǐरतः घूण[न करता 

एक Ǻढ़ ͪपÖड दशा[या गया है। घूण[न अ¢,  z-अ¢ है, 
जो पçृठ के अͧभलàबवत ्है। जैसा ऊपर बताया गया है 
हमɅ केवल उÛहȣं बलɉ पर ͪवचार करने कȧ आवæयकता 

है जो अ¢ के अͧभलबंवत ्तल मɅ अविèथत है। ͪपÖड 
के ͩकसी कण पर, िजसकȧ िèथǓत  P

1
, से दशा[ई गई 

है, एक बल  F
1
 लगता है िजसकȧ ͩĐया रेखा, अ¢ के 

अͧभलàबवत ् तल मɅ है। सुͪवधा के ͧलए हम इसको 
x–y तल कहते हɇ (यह हमारे पçृठ का तल हȣ है)।  P

1
 पर 

िèथत कण r
1
 ǒğÏया के वƣृ पर चलता है िजसका केÛġ 

अ¢ पर है; CP
1
 = r

1
।

t  समय मɅ, कण,  P
1
पर पहँुच जाता है। इसͧलए 

कण के ͪवèथापन ds
1 
का पǐरमाण ds

1
 = r

1
d  है। जसैा ͩक 

ͬचğ मɅ Ǒदखाया गया है। इसकȧ Ǒदशा वƣृ के èपश[ रेखा 
के अनुǑदश हɇ। कण पर बल ɮवारा ͩकया गया काय[ - 

dW1 = F1. ds1= F1ds1 cos1= F1(r1 d)sin1

जहा ँ1 , F1 और  P1, पर खीचंी गई èपश[ रेखा के बीच बना 
कोण है, और 

1
,  F

1 
एवं ǒğÏया OP

1 
के मÚय कोण हɇ। 


1
 + 

1
 = 90।

मूल ǒबÛद ुके पǐरतः F
1 
के कारण बल आघूण[ OP

1 
× F

1
 

है। OP
1
 = OC + CP

1
 [ͬचğ 7.17(b) देखɅ] चंूͩक OC अ¢ के 

अनुǑदश है इसके कारण बल आघूण[ पर ͪवचार करने कȧ 
आवæयकता नहȣं है।  F

1
 के कारण Ĥभाव बल आघूण[ है ः 


1
= CP

1
 × F

1
; यह घूणȸ अ¢ के अनुǑदश है तथा इसका 

पǐरमाण 
1
= r

1
F

1 
sin है। अतः

dW
1
 = 

1
d

यǑद ͪपÖड पर एक से अͬधक बल काय[ कर रहे हɉ, 
तो उन सबके ɮवारा ͩकए गए कायɟ को जोड़ने से ͪपÖड 
पर ͩकया गया कुल काय[ ĤाÜत होगा। ͪवͧभÛन बलɉ के 
कारण लगे बल आघूणɟ के पǐरमाणɉ को 1, 2, …  इ×याǑद 
से दशा[एँ तो 

1 2d ( ...)d  

याद रहे, ͩक बल आघूणɟ को जÛम देने वाले बल तो 
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अलग-अलग कणɉ पर लग रहे हɇ, मगर कोणीय ͪवèथापन  
d सभी कणɉ के ͧ लए समान है। अब जैसा ͩक इस अनभुाग 
के Ĥारंभ मɅ कहा गया था, हमारे ͧलए सभी बल आघूण[ z-अ¢ 
के अनुǑदश Ĥभावी हɇ। अतः कुल बल आघूण[ का पǐरमाण  
, Ĥ×येक बल आघूणɟ के पǐरमाणɉ , ..... के बीजगͨणतीय 
योग के बराबर है। अथा[त ्= + + ....., अतः हम कह 
सकते हɇ

d d  (7.41)

यह समीकरण एक अचल अ¢ के पǐरतः घूमते ͪपÖड 
पर लगे कुल बाéय बल आघूण[  के ɮवारा ͩ कया गया काय[ 
बताता है। रेखीय गǓत के संगत समीकरण

dW= F ds 

से इसकȧ तुãयता èपçट हȣ है। समीकरण (7.41) के 
दोनɉ प¢ɉ को dt  से ͪवभािजत करने पर

या  (7.42)

यह ता×¢ͨणक शिÈत के ͧलए समीकरण है। अचल 
अ¢ के पǐरतः घूणȸ गǓत मɅ शिÈत के इस समीकरण कȧ 
तुलना रेखीय गǓत मɅ शिÈत कȧ समीकरण P = Fv से कर 
सकते हɇ।

एक पूण[तः Ǻढ़ ͪपÖड मɅ ͪवͧभÛन कणɉ कȧ कोई 
आतंǐरक गǓत नहȣं होती। अतः, बाéय बल आघूणɟ ɮवारा 
ͩकया गया काय[ ͪवसǐरत नहȣं होता। पǐरणामèवǾप ͪपÖड 
कȧ गǓतज ऊजा[ बढ़ती चलȣ जाती है। ͪपÖड पर ͩकए गए 
काय[ कȧ दर, समीकरण (7.42) ɮवारा ĤाÜत होती है। इसी 
दर से ͪपÖड कȧ गǓतज ऊजा[ बढ़ती है। गǓतज ऊजा[ कȧ 
वɮृͬध कȧ दर

हम मानते हɇ ͩक समय के साथ ͪपÖड का जड़×व 
आघूण[ नहȣं बदलता। याǓन ͩक ͪपÖड का ġåयमान िèथर 
रहता है तथा ͪपÖड Ǻढ़ बना रहता है और इसके सापे¢ 
घूण[न अ¢ कȧ िèथǓत नहȣं बदलती।

तब, चूंͩक  अतः

काय[ करने कȧ दर को गǓतज ऊजा[ मɅ वɮृͬध कȧ दर 
के बराबर रखने पर

 (7.43)

समीकरण (7.43) सरल रेखीय गǓत के ͧलए Ûयूटन के 

ɮͪवतीय Ǔनयम F = ma  से ͧमलती जुलती है।
ठȤक वसेै हȣ जैसे बल ͪपÖड मɅ रेखीय ×वरण उ×पÛन 

करता है, बल आघूण[ इसमɅ कोणीय ×वरण पदैा करता है। 
कोणीय ×वरण, आरोͪपत बल आघूण[ के समानुपाती और 
ͪपÖड के जड़×व आघूण[ के åयु×Đमानुपाती होता है। इस 
सदंभ[ मɅ समीकरण (7.43) को, एक अचल अ¢ के पǐरतः 
घूण[न के ͧ लए लागू होने वाला Ûयूटन का ɮͪवतीय Ǔनयम, 
कह सकते हɇ।

उदाहरण 7.15: नगÖय ġåयामन वालȣ एक रèसी, 
20 kg ġåयमान एव ं 20 cm ǒğÏया के गǓतपालक 
पǑहये के ǐरम पर लपटेȣ हुई है। रèसी पर  25 N 
का एकसमान कष[ण बल लगाया जाता है जैसा ͩक 
ͬचğ 7.35 मɅ दशा[या गया है। गǓतपालक पǑहया एक 
¢ैǓतज धुरȣ पर लगाया गया है िजसके ͪवयǐरगंɉ मɅ 
कोई घष[ण नहȣं है।

(a) पǑहये के कोणीय ×वरण कȧ गणना कȧिजए।
(b) 2 m रèसी खुलने तक कष[ण बल ɮवारा ͩकया 

गया काय[ £ात कȧिजए।
(c) इस ¢ण पर पǑहये कȧ गǓतज ऊजा[ £ात 

कȧिजए। यह माǓनए ͩक पǑहया शूÛय स ेगǓत 
Ĥारंभ करता है।   

(d) भाग (b) एवं (c) के उƣरɉ कȧ तुलना कȧिजए।

हल  

ͬचğ 7.35

(a) इसके ͧलए  I  = 

 बल आघूण[  = F R  

    = 25  0.20 Nm (R = 0.20m)

                           = 5.0 Nm

और I = अपनी अ¢ के पǐरतः पǑहये का जड़×व आघूण[  
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2

2


 =   = 0.4 kg m2

कोणीय ×वरण  = 5.0 N m/0.4 kg m2 = 12.5 s–2

(b) 2 m रèसी खोलने मɅ ͩकया गया काय[ 
 = 25 N  2 m = 50 J

(c) माना ͩक  अंǓतम कोणीय वेग है। तब पǑहये कȧ 

गǓतज ऊजा[ मɅ हुई वɮृͬध = 
21

2
 चंूͩक पǑहया ͪवरामावèथा से गǓत Ĥारंभ करता है

 

तथा कोणीय ͪ वèथापन  = खोलȣ गई रèसी कȧ लंबाई/
पǑहये कȧ ǒğÏया

= 2 m/0.2 m = 10 rad 

(d) दोनɉ उƣर समान हɇ, अथा[त ्पǑहये ɮवारा ĤाÜत गǓतज 
ऊजा[ = बल ɮवारा ͩकया गया काय[। यहाँ घष[ण के
कारण ऊजा[ का ǒबलकुल ¢य नहȣं हुआ है। 

7.13 अचल अ¢ के पǐरतः घूणȸ गǓत का कोणीय संवेग
अनुभाग 7.7 मɅ, हमने कणɉ के Ǔनकाय के कोणीय संवेग 
के ͪवषय मɅ पढ़ा था। उससे हम यह जानते हɇ, ͩक ͩकसी 
ǒबÛद ुके पǐरतः, कणɉ के Ǔनकाय के कुल कोणीय संवेग 
मɅ समय के साथ होने वाले पǐरवत[न कȧ दर, उस Ǔनकाय 
पर उसी ǒबÛद ुके पǐरतः ͧलए गए कुल बाéय बल आघूण[ 
के बराबर होती है। जब कुल बाéय बल आघूण[ शूÛय हो, 
तो Ǔनकाय का कुल कोणीय संवेग संरͯ¢त रहता है।

अब हम कोणीय संवेग का अÚययन, एक अचल 
अ¢ के पǐरतः घूण[न के ͪवͧशçट मामलɉ मɅ करना चाहते 
हɇ। n-कणɉ के Ǔनकाय के कुल कोणीय संवेग कȧ åयापक 
समीकरण है,

 (7.25b)

अब हम पहले, एक अचल अ¢ के पǐरतः ͩकसी Ǻढ़ 
ͪपÖड के कोणीय संवेग पर ͪवचार करɅगे। ĤाÜत समीकरण
को सरलतम पदɉ मɅ लाकर ͩफर ͪपÖड के सभी कणɉ के 
ͧलए इसका जोड़ ǓनकालɅगे तथा पूरे ͪपÖड के ͧलए L
ĤाÜत करɅगे।
एकाकȧ कण के ͧलए,  l = r × p. 

ͬचğ (7.17b) देͨखए। घूण[न करती वèतु के ͩकसी 
ͪवͧशçट कण का िèथǓत सǑदश OP = r है। ͬचğ मɅ  
r = OC + CP  (Èयɉͩक p = mv)

P पर कण के रेखीय वेग v का पǐरमाण  v = r है जहा ँ r  
CP कȧ लàबाई या P कȧ घूणȸ अ¢ के लàबवत ्दरूȣ है। v  
कण ɮवारा बनाए गए वƣृ के ǒबÛद ुP  पर èपश[ रेखा के 
अनुǑदश है। दाǑहने हाथ के Ǔनयम ɮवारा £ात कर सकते 
हɇ ͩक CP  v अचल अ¢ के अनुǑदश है। घूण[न अ¢ (जो 
यहाँ z-अ¢ है) को इकाई सǑदश  के अनुǑदश åयÈत 
करने पर

 

   =   ( )

इसी Ĥकार हम जाँच सकते हɇ ͩक OC × v अचर अ¢ के 
लàबवत ्हɇ। अचर अ¢ (याǓन z-अ¢) के अनुǑदश  l  के 
घटक से  l

z  
से दशा[ने पर

 z  lCPv

तथा = 

 

Úयान दɅ ͩक  lz अचर अ¢ के समातंर है परÛतु  l  नहȣं। 
सामाÛयतया ͩकसी कण का कोणीय संवगे घूणȸ अ¢ के 
अनुǑदश नहȣं होता है अथा[त ्आवæयक नहȣं ͩक l तथा  
एक-दसूरे के समांतर हɉ। रेखीय गǓत मɅ इससे सगंत तØय 
से इसकȧ तुलना करɅ। रेखीय गǓत मɅ ͩ कसी कण के p तथा 
v सदैव एक दसूरे के समातंर होते हɇ।
पूरे ͪ पÖड का कोणीय संवेग £ात करने के ͧ लए, हम इसके 
सभी कणɉ के ͧलए li के मानɉ को जोड़Ʌगे याǓन i का मान 
l से n तक रखते हुए

    

z-अ¢ के अनुǑदश तथा लàबवत ्L के घटकɉ को हम  
तथा  से दशा[त हɇ।

  LOCv  (7.44a)

जहा ँm
i
 तथा v

i
 i वɅ कण के ġåयमान तथा वेग हɇ तथा  Ci

 
कण ɮवारा बनाए गए वƣृ का केÛġ है।

 

या   (7.44b)

समीकरण (7.44b) èवाभाͪवक Ǿप से अनुसǐरत है, 
Èयɉͩक iवɅ कण कȧ अ¢ से लंबवत ्दरूȣ r

i  
है, एवं घणू[न 



176 भौǓतकȧ

अ¢ के पǐरतः ͪपÖड का जड़×व आघूण[ 2 है। 

Úयान दɅ  (7.44c)

 Ǻढ़ ͪपÖड, िजन पर हमने इस अÚयाय मɅ मुÉयतः 
ͪवचार ͩकया है, घूण[न अ¢ के पǐरतः समͧमत हɇ अथा[त,् 
घणू[न अ¢ उनकȧ समͧमǓत अ¢ɉ मɅ से एक है। इस Ĥकार के 
ͪपÖडɉ के ͧ लए, Ǒदए गए OC

i
 के संगत Ĥ×येक  v

i
 वगे युÈत 

कण के ͧ लए  Ci  केÛġ वाले वƣृ के, åयास के दसूरे ͧ सरे पर, 
–v

i
 वगे वाला दसूरा कण होता है। इस Ĥकार के कण-युगलɉ 

का  मɅ कुल योगदान शूÛय होगा। पǐरणामèवǾप समͧमत 
ͪपÖडɉ के ͧलए  शूÛय होता है। अतः

 (7.44d)

उन ͪपÖडɉ के ͧलए जो घूण[न अ¢ के पǐरतः समͧमत 
नहȣं है, L  L

z
 । इसͧलए L घूण[न अ¢ के अनुǑदश नहȣं 

होता।

सारणी 7.1 मɅ Èया आप बता सकत ेहɇ ͩक ͩकन 
मामलɉ मɅ L = L

z 
लागू नहȣं होता?

आइये, समीकरण (7.44a) को समय के आधार पर 
अवकͧलत करɅ Èयɉͩक  एक अचर सǑदश है ः

समीकरण (7.28b) के अनुसार

d
d
L
t

जसैा ͩ क आपने ͪ पछले भाग मɅ देखा है एक अचर अ¢ 
के पǐरतः घूणȸ ͪपÖड के ͧलए बाéय बल आघूणȸ के केवल 
उÛहȣं घटकɉ पर ͪवचार करने कȧ आवæयकता है जो घूणȸ 
अ¢ के अनुǑदश हɇ। अतः । चँूͩक  
तथा L

z
 कȧ Ǒदशा (सǑदश ) अचर है, एक अचर अ¢ के 

पǐरतः घूणȸ ͪपÖड के ͧलए

d
d  (7.45a)

तथा L
t

 (7.45b)

अतः अचल अ¢ के पǐरतः घूणȸ ͪपÖड का अचल अ¢ के 
लàबवत ्कोणीय सवंगे का घटक अचर है। चँूͩक  
, समीकरण (7.45a) से

d
d

 (7.45c)

यǑद जड़×व आघूण[ I समय के साथ पǐरवǓत[त नहȣ ंहोता है तो
d
d

d
d

और समीकरण (7.45c) से
I  (7.43)

काय[-गǓतज ऊजा[ संबधं से यह समीकरण हम पहले 
हȣ åयु×पÛन कर चुके हɇ।

7.13.1 कोणीय संवेग का सरं¢ण

अब हम इस िèथǓत मɅ हɇ ͩक कोणीय सवंगे के संर¢ण के 
ͧसɮधातं का पुनरावलोकन कर सकɅ । हम अपने ͪववेचन 
को एक अचल अ¢ के पǐरतः घूण[न तक सीͧमत रखɅगे। 
समीकरण (7.45c) से, यǑद बाéय बल आघूण[ शूÛय है तो

L
z
 = I = अचरांक  (7.46)

समͧमत ͪपÖडɉ के ͧलए, समीकरण (7.44d) से,  L
z
 

के èथान पर L लतेे हɇ। (L तथा L
z 
 Đमशः L तथा L

z 
के 

पǐरमाण हɇ)।

यह अचल अ¢ घूण[न के ͧलए समीकरण (7.29a) का 
अÛय Ǿप है जो कोणीय सवंगे के सरं¢ण का åयापक Ǔनयम 
åयÈत करता है। समीकरण (7.46) हमारे दैǓनक जीवन कȧ 
बहुत सी िèथǓतयɉ पर उपयोगी है। अपने ͧमğ के साथ 
ͧमल कर आप यह Ĥयोग कर सकते हɇ। एक घुमाव कुसȸ 
पर बैǑठए अपनी भजुाएँ मोड़ ेरͨखए और परैɉ को जमीन 
से ऊपर उठाकर रͨखए। अपन ेͧमğ से कǑहए ͩक वह कुसȸ 
को तेजी से घुमाए। जबͩक कुसȸ पया[Üत कोणीय चाल से 
घूम रहȣ हो अपनी भुजाओं को ¢ैǓतज Ǒदशा मɅ फैलाइये। 
Èया पǐरणाम होता है? आपकȧ कोणीय चाल घट जाती 
है। यǑद आप अपनी भुजाओं को ͩफर शरȣर के पास ले 
आयɅ तो कोणीय चाल ͩफर से बढ़ जाती है। यह एक एेसी 
िèथǓत है िजसमɅ कोणीय सवंगे का संर¢ण èपçट है।  
यǑद घूण[न यंğ åयवèथा मɅ घष[ण नगÖय हो, तो कुसȸ कȧ 
घूण[न अ¢ के पǐरतः कोई बाéय बल आघूण[ Ĥभावी नहȣं 
रहेगा अतः I का मान Ǔनयत है। भुजाओं को फैलाने से 
घूण[न अ¢ के पǐरतः I बढ़ जायेगा, पǐरणामèवǾप कोणीय 
वेग  कम हो जायेगा। भुजाओं को शरȣर के पास लाने से 
ͪवपरȣत पǐरिèथǓत ĤाÜत होगी।
ͬचğ 7. 36 (a) कोणीय सवंगे के सरं¢ण का Ĥदश[न। घमुाऊ 

कुसȸ पर बैठȤ लड़कȧ अपनी भुजाओं को 
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7.14 लोटǓनक गǓत

हमारे दैǓनक जीवन मɅ Ǒदखाई पड़ने वालȣ सवा[ͬ धक सामाÛय 
गǓत लोटǓनक गǓत है। यातायात मɅ इèतेमाल होने वाले 
सभी पǑहयɉ कȧ गǓत लोटǓनक गǓत होती है। हम, अपना 
अÚययन समतल सतह पर लुढ़कती एक चकती (या बेलन) 
स ेकरɅगे। हम यह मानकर चलɅगे ͩक चकती ǒबना ͩफसले 
लुढ़कती है। इसका अथ[ यह हुआ, ͩक ͩकसी ¢ण पर, 
चकती कȧ तलȣ का वह ǒबÛद ुजो सतह के संपक[  मɅ है, 
सतह पर ͪवरामावèथा मɅ है।

हमने पहले यह ǑटÜपणी कȧ थी ͩक लोटǓनक गǓत 
घूण[न एव ंèथानांतरण का संयोजन है। हम जानते हɇ ͩक 
कणɉ के ͩ कसी Ǔनकाय कȧ èथानातंरण गǓत इसके ġåयमान 
केÛġ कȧ गǓत है।

ͬचğ 7.37 एक समतल सतह पर एक चकती कȧ (ǒबना 
ͩफसले) लोटǓनक गǓत। Úयान दɅ ͩ क ͩ कसी भी 
¢ण पर चकती का, सतह पर सपंक[  ǒबÛद ु P

0
  

ͪवरामावèथा मɅ है। चकती का ġåयमान केÛġ  

v
cm 
 वेग से चलता है। चकती C से गुजरती 

अ¢ के पǐरतः कोणीय वेग   से घणू[न करती 
है। v

cm
 = R, जहा ँ R चकती कȧ ǒğÏया है।

माना, v
cm

 ġåयमान केÛġ का वेग और इसͧलए चकती 
का èथानातंरȣय वगे है। Èयɉͩक लोटǓनक गǓत करती चकती 
का ġåयमान केÛġ इसका Ïयाͧमतीय केÛġ है (ͬचğ 7. 37), 

v
cm 

 ǒबÛद ुC का वेग है। यह समतल सतह के समाÛतर है। 
चकती कȧ घूणȸ गǓत,  C स ेगुजरने वालȣ समͧमत अ¢ 
के पǐरतः है। अतः चकती के ͩकसी ǒबÛद ु P0, P1 या  P2 के 
वगे के दो अवयव हɇ - एक èथानांतरȣय वेग v

cm 
 और दसूरा 

घूण[न के कारण रेखीय वेग v
r
।  v

r
 का पǐरमाण है v

r 
= r, 

शरȣर के पास लाती है/ दरू ले जाती है।

एक सरकस का कलाबाज और एक गोताखोर इस 

ͬचğ 7.36 (b) कलाबाज अपने कला Ĥदश[न मɅ कोणीय 
सवेंग के Ǔनयम का लाभ लेते हुए।

ͧसɮधांत का बखूबी लाभ उठाते हɇ। इसके अलावा èकेटस[ 
और भारतीय या पिæचमी शाèğीय नतृक जब एक परै के 
पजें पर घूण[न करते हɇ तो व ेउस ͧसɮधांत संबधंी अपने 
असाधारण ĤावीÖय का Ĥदश[न करते है।
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जहा ँ अ¢ के पǐरतः चकती के घणू[न का कोणीय वेग है 
और r ǒबÛद ुकȧ घूण[न अ¢ स े(याǓन C से) दरूȣ है। वगे  v

r 

कȧ Ǒदशा C और ǒबÛद ुको ͧमलाने वाले ǒğÏया सǑदश के 
लàबवत ्हɇ। ͬचğ (7.37) मɅ ǒबÛद ुP

2
  का वेग (v

2
) और इसके 

अवयव vr  एवं  vcm  दशा[ये गए हɇ।  vr ,  CP2  के लàबवत ्है। 
यह दशा[ना आसान है ͩक v

z
 रेखा P

O
P

2  
के लàबवत ्है। अतः 

P
O
 से गुजरने वालȣ तथा  के समांतर रेखा के ता×¢ͨणक 

घूणȸ अ¢ कहते हɇ।
Po पर, घूण[न के कारण रेखीय वेग  vr  èथानांतरȣय वेग 

v
cm 

 के ठȤक ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ है और यह  v
r  

= R, जहा ँ
R चकती कȧ ǒğÏया है। यह शत[ ͩक  P

o 
ता×¢ͨणक Ǿप से 

ͪवरामावèथा मɅ है, मांग करती है ͩक  v
cm  

= R। अतः 
ͩकसी चकती (या बेलन) कȧ ǒबना ͩ फसले लोटǓनक गǓत कȧ 
शत[ है,

  (7.47)

Ĥसंगवश, इसका अथ[ यह हुआ ͩक चकती के शीष[ 
ǒबÛद ु P

1
 के वेग (v

1
) का पǐरमाण है v

cm
+ Rया 2 v

cm 
 और 

इसकȧ Ǒदशा समतल सतह के समानाÛतर है। शत[ (7.47) 
वलय या गोले जैसी लोटǓनक गǓत करती दसूरȣ समͧमत 
वèतुओं पर भी लागू होती है।

7.14.1 लोटǓनक गǓत कȧ गǓतज ऊजा[
हमारा अगला काय[ लोटǓनक गǓत करते ͪपÖड कȧ गǓतज 
ऊजा[ के ͧलए åयंजक ĤाÜत करना है। लोटǓनक गǓत कȧ 
गǓतज ऊजा[ को èथानांतरण कȧ गǓतज ऊजा[ और घूण[न 
कȧ गǓतज ऊजा[ मɅ पथृÈकृत ͩ कया जा सकता है। यह कणɉ 
के Ǔनकाय के इस åयापक Ǔनçकष[ कȧ ͪवͧशçट िèथǓत 
है, िजसके अनुसार हम Ǔनकाय कȧ गǓतज ऊजा[  (K) को 
ġåयमान केÛġ कȧ गǓतज ऊजा[ (MV2/2) और Ǔनकाय के 
ġåयमान केÛġ के पǐरतः गǓत कȧ गǓतज ऊजा[ (K) के 
योग के Ǿप मɅ देखते हɇ। अथा[त ्

 (7.48)

हम इस åयापक पǐरणाम को मान कर चलते हɇ, 
(देͨखये अßयास 7.31), और चकती जैसे Ǻढ़ ͪपÖड कȧ 
लोटǓनक गǓत के ͪवͧशçट मामले मɅ इसे लागू कर लेते 
हɇ। ġåयमान केÛġ कȧ गǓतज ऊजा[, ͪपÖड के èथानांतरण 
कȧ गǓतज ऊजा[ है। जो हमारȣ सांकेǓतक भाषा मɅ mv2

cm
 

/2  है जहा ँ  m  Ǻढ़ ͪपÖड का ġåयमान है तथा vcm 
ġåयमान केÛġ कȧ गǓत है। चंूͩक ͪपÖड कȧ ġåयमान 
केÛġ के पǐरतः घूणȸ गǓत है अतः K' घूण[न गǓतज ऊजा[ 

है। एक Ǻढ़ ͪपÖड के ͧलए,  है, जहाँ I एक 
सरोकारȣ अ¢ के पǐरतः ͪपÖड का जड़×व आघूण[ है, जो 
लोटǓनक गǓत करती चकती के ͧलए ͪपÖड का समͧमत 
अ¢ है।

इसͧलए लोटǓनक गǓत करते ͪपÖड के ͧलए

 (7.49a)

I = mk2  ĤǓतèथाͪपत करɅ तो, 

या   (7.49b)

समीकरण (7.49b) न केवल चकती या बेलन के ͧलए 
लागू होता है, वरन इसे वलय या गोले के ͧलए भी लागू 
ͩकया जा सकता है।

उदाहरण 7.16.  : तीन ͪ पÖड एक वलय (याǓन छãला), 
एक ठोस बेलन और एक ठोस गोला, एक नत तल पर 
ǒबना ͩ फसले लोटǓनक गǓत करत ेहɇ। व ेͪ वरामावèथा 
से गǓत शुǾ करते हɇ। सभी ͪ पÖडɉ कȧ ǒğÏयाएँ बराबर 
हɇ। कौन सा ͪपÖड नत तल के आधार पर सबसे 
अͬधक वेग से पहँुचता है?

हल  हम मान लेते हɇ ͩक लोटन करते ͪपÖड कȧ ऊजा[ 
संरͯ¢त है अथा[त,् घष[ण आǑद के कारण ऊजा[ कȧ कोई 
हाǓन नहȣं होती। अतः नत तल पर लुढ़क कर नीच ेआने मɅ 
खोई िèथǓतज ऊजा[ (m g h) गǓतज ऊजा[ मɅ वɮृͬध के बराबर 
होगी। Èयɉͩक ͪपÖड ͪवरामावèथा स ेगǓत Ĥारंभ करते हɇ 

इनके ɮवारा उपलÞध गǓतज ऊजा[ इसकȧ अǓंतम गǓतज ऊजा[ 

के बराबर है। समीकरण (7.49b) से  , 

जहा ँv ͪपÖड (के ġåयमान केÛġ) का अंǓतम वेग है।

K  और mgh  को बराबर रखने पर
                         
 

ͬचğ 7.38 
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2
2

2

1
1

2

 
  

 

या      

  
Úयान दɅ, ͩ क v लोटǓनक गǓत करते ͪ पÖड के ġåयमान 

पर Ǔनभ[र नहȣं करता।
वलय के ͧलए k2 = R2 

,  

      = 
बेलन के ͧलए k2 = R2/2

 

     =  

गोले के ͧलए k2 = 2R2/5

 

=     
 

ĤाÜत पǐरणामɉ से यह èपçट है ͩक नत तल कȧ तलȣ 
मɅ पहँुचने पर तीनɉ ͪ पÖडɉ मɅ गोले के ġåयमान केÛġ का वेग 
सबस ेअͬधक और वलय के ġåयमान केÛġ का वेग सबसे 
कम होगा।

यǑद ͪपÖडɉ के ġåयमान समान हɉ तो नत तल कȧ तलȣ 
मɅ पहँुचने पर ͩकस ͪपÖड कȧ गǓतज ऊजा[ सबसे अͬधक होगी?

 

सारांश

1. एक आदश[ Ǻढ़ ͪपडं एक एेसा ͪपडं है िजसके कणɉ पर बल लगाने पर भी उनके बीच कȧ दरूȣ नहȣं 
बदलती।

2. एक एेसा Ǻढ़ ͪपडं जो ͩकसी ǒबÛद ुपर, या ͩकसी रेखा के अनुǑदश िèथर हो केवल घूणȸ गǓत हȣ 
कर सकता है। जो ͪपडं ͩकसी Ĥकार भी िèथर न हो वह या तो èथानाÛतरण गǓत करेगा या घूणȸ 
और èथानाÛतरण दोनɉ Ĥकार कȧ संयोिजत गǓत।

3. एक Ǔनयत अ¢ के पǐरतः घूण[न मɅ, Ǻढ़ ͪपÖड का Ĥ×येक कण अ¢ के लàबवत ्तल मɅ एक 
वƣृाकार पथ पर चलता है िजसका केÛġ अ¢ पर िèथत होता है। अथा[त ्घूण[न करते Ǻढ़ ͪपडं कȧ 
अ¢ के लàबवत ्Ĥ×येक रेखा का कोणीय वेग ͩकसी ¢ण ͪवशेष पर समान रहता है।

4. शुɮध èथानाÛतरण मɅ, ͪपडं का Ĥ×येक कण ͩकसी ¢ण पर समान वेग स ेचलता है।
5. कोणीय वेग एक सǑदश है। इसका पǐरमाण  = d/dt है और इसकȧ Ǒदशा घूण[न अ¢ के अनुǑदश 

होती है।  Ǔनयत अ¢ के पǐरतः घूण[न के ͧलए, सǑदश  कȧ Ǒदशा भी Ǔनयत होती है। 
6. दो सǑदशɉ a एवं  b का सǑदश (या Đॉस) गुणन एक सǑदश है िजसको हम a × b ͧलखते हɇ। इस 

सǑदश  का पǐरमाण ab sin   है और इसकȧ Ǒदशा का £ान दͯ¢णवत[ पɅच के Ǔनयम या दाएं हाथ 
के Ǔनयम ɮवारा होता है।

7. Ǔनयत अ¢ के पǐरतः घूण[न करते Ǻढ़ ͪपडं के ͩकसी कण का रेखीय वेग v =  × r, जहा ँr अ¢ 
पर ͧलए गये ͩकसी मूल ǒबÛद ुसे कण कȧ िèथǓत बताने वाला सǑदश है। यह सबंधं, Ǻढ़ ͪपडं कȧ 
एक Ǔनयत ǒबÛद ुके पǐरतः होनेे वालȣ अͬधक åयापक गǓत के ͧलए लागू होता है। उस िèथǓत मɅ 
r, िèथर ǒबÛद ुको मूल ǒबÛद ुलेकर कण कȧ िèथǓत दशा[ने वाला सǑदश है।

8. कणɉ के एक Ǔनकाय का ġåयमान केÛġ एक एेसा ǒबÛद ुहै िजसकȧ िèथǓत सǑदश हम Ǔनàनͧलͨखत 

समीकरण ɮवारा åयÈत कर सकते हɇ ः
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9. कणɉ के Ǔनकाय के ġåयमान केÛġ के वगे को हम  V = P/M ɮवारा ͧलख सकते हɇ। यहा ँP Ǔनकाय का 
रेखीय सवंगे है। ġåयमान केÛġ इस Ĥकार गǓत करता है मानो Ǔनकाय का सàपूण[ ġåयमान इस ǒबÛद ु
पर सकंेेंǑġत हो और सभी बाéय बल भी इसी ǒबÛद ुपर Ĥभावी हɉ। यǑद Ǔनकाय पर कुल बाéय बल 
शूÛय है तो इसका कुल रेखीय संवगे अचर रहता है।

10. n कणɉ के Ǔनकाय का मूल ǒबÛद ुके पǐरतः कोणीय सवंगे, 

 

 n कणɉ के Ǔनकाय का मूल ǒबÛद ुके पǐरतः एɅठन या बल आघूण[,

 
i i

1

 i वɅ कण पर लगने वाल ेबल F
i 
 मɅ, बाéय एवं आंतǐरक सभी बल शाͧमल हɇ। Ûयटून के ततृीय Ǔनयम 

को मानत ेहुए ͩक ͩकÛहȣ दो कणɉ के बीच बल, उनकȧ िèथǓतयɉ को ͧमलान ेवालȣ रेखा के अनुǑदश 
लगते हɇ, हम दशा[ सकते हɇ  int = 0 एव,ं

 

d
d
L

11. एक Ǻढ़ ͪपÖड के याǒंğक सतंलुन मɅ होने के ͧलए,

 (i) यह èथानाÛतरȣय संतलुन मɅ हो, अथा[त, इस पर लगने वाला कुल बाéय बल शूÛय हो, i  
एवं,

 (ii) यह घूणȸ सतंलुन मɅ हो, अथा[त,् इस पर लगने वाला कुल बाéय बल आघणू[ शूÛय हो, : 
i i i ;

12. ͩकसी ͪ वèताǐरत आकार के ͪपडं का गुǽ×व केÛġ वह ǒबÛद ुहै िजसके पǐरतः ͪ पडं का कुल गुǽ×वीय बल 
आघूण[ शÛूय होता है।

13. ͩकसी अ¢ के पǐरतः एक Ǻढ़ ͪपडं का जड़×व आघूण[ 2
 सूğ ɮवारा पǐरभाͪषत ͩकया जाता 

है। जहा ँr
i
 ͪपÖड के i-वɅ कण कȧ अ¢ से लàबवत ्दरूȣ है। घणू[न कȧ गǓतज ऊजा[  है

14. समानाÛतर अ¢ɉ का Ĥमये ःௗ , लागू करके हम ͩकसी अ¢ के पǐरतः जड़×व आघणू[, इस 

अ¢ के समाÛतर गुǽ×व केÛġ से गुजरने वालȣ अ¢ के पǐरत ः जड़×व आघणू[ तथा ͪपडं के ġåयमान 

एव ंदोनɉ अ¢ɉ के बीच कȧ लàबवत ्दरूȣ के वग[ के गुणनफल को जोड़ कर ĤाÜत कर सकते हɇ।

15. शुɮधगǓतकȧ तथा गǓतकȧ मɅ जसेै रेखीय गǓत है उसी के साǺश ͩ कसी Ǔनयत अ¢ के पǐरतः घूण[न गǓत 

है।
16. एक Ǔनयत अ¢ (मान लȣिजए z-अ¢) के पǐरतः घूण[न करत ेǺढ़ ͪपÖड के ͧलए Lz = I है जहा ँI z-अ¢ के 

पǐरतः जड़×व आघूण[ है। सामाÛयतया इस तरह के ͪपÖड का जड़×व आघूण[ L घूण[न अ¢ के अनǑुदश नहȣं 
होता है। यǑद ͪपÖड घूण[न अ¢ के पǐरतः समͧमत है तो L घणू[न अ¢ के अनǑुदश होता है। इस अवèथा मɅ 

 = Lz = I 

17. ǒबना ͩफसले लोटǓनक गǓत करते ͪपÖड के ͧलए v
cm

 = R, जहा ँv
cm

  (ͪपÖड के ġåयमान केÛġ का) 
èथानाÛतर वगे है, R इसकȧ ǒğÏया तथा m ġåयमान है। लोटǓनक गǓत करत ेͪपडं कȧ गǓतज ऊजा[, 

èथानाÛतरण एवं घूण[न कȧ गǓतज ऊजा[ का योग है : .
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ͪवचारणीय ͪवषय
1. ͩकसी Ǔनकाय के ġåयमान केÛġ कȧ गǓत £ात करने के ͧलए Ǔनकाय के आÛतǐरक बलɉ का £ान 

आवæयक नहȣं है। इसके ͧलए हमɅ केवल ͪपÖड पर लगने वाले बाéय बलɉ का £ान होना चाǑहए।
2. कणɉ के ͩकसी Ǔनकाय कȧ गǓत को, इसके ġåयमान केÛġ कȧ èथानाÛतरȣय गǓत और ġåयमान 

केÛġ के पǐरतः इसकȧ घूणȸ गǓत मɅ अलग-अलग करके ͪवचार करना कणɉ के Ǔनकाय के गǓत 
ͪव£ान कȧ एक उपयोगी तकनीक है। इस तकनीक का एक उदाहरण, कणɉ के Ǔनकाय कȧ गǓतज 
ऊजा[  K को, ġåयमान के पǐरतः Ǔनकाय के घूण[न कȧ गǓतज ऊजा[  K एवं ġåयमान केÛġ कȧ 
गǓतज ऊजा[ MV2/2 मɅ पथृक करना है।

          K = K + MV2/2

3. पǐरͧमत आकार के ͪपडंɉ (अथवा कणɉ के Ǔनकायɉ) के ͧलए लागू होने वाला Ûयूटन का ɮͪवतीय 
Ǔनयम कणɉ के ͧलए लागू होने वाले Ûयूटन के ɮͪवतीय एव ंततृीय Ǔनयमɉ के ऊपर आधाǐरत है।

4. यह èथाͪपत करने के ͧलए ͩक कणɉ के Ǔनकाय के कुल कोणीय संवगे पǐरवत[न कȧ दर, Ǔनकाय 
पर आरोͪपत कुल बल आघूण[ है, हमɅ न केवल कणɉ के ͧलए लागू होन ेवाले Ûयूटन के ɮͪवतीय 
Ǔनयम कȧ आवæयकता होगी वरन ्ततृीय Ǔनयम भी इस शत[ के साथ लागू करना होगा ͩक ͩकÛहȣ 
दो कणɉ के बीच बल उनको ͧमलाने वालȣ रेखा के अनुǑदश हȣ काय[ करते हɇ।

5. कुल बाéय बल का शूÛय होना और कुल बाéय बल आघूण[ का शूÛय होना दो èवतंğ शतɏ हɇ। यह 
हो सकता है ͩक एक शत[ पूरȣ होती हो पर दसूरȣ पूरȣ न होती हो। बलयुÊम मɅ कुल बाéय बल 
शूÛय है पर बल आघूण[ शूÛय नहȣं है। 

6. यǑद कुल बाéय बल शूÛय हो तो Ǔनकाय पर लगने वाला कुल बल आघूण[ मूल ǒबÛद ुके ऊपर 
Ǔनभ[र नहȣं करता।  

7. ͩकसी ͪपडं का गुǽ×व केÛġ उसके ġåयमान केÛġ स ेतभी सपंाती होता है जब गुǽ×व ¢ेğ ͪपडं के 
ͪवͧभÛन भागɉ पर समान होता है।

8. यǑद Ǻढ़ ͪपडं एक Ǔनयत अ¢ के पǐरतः घूण[न कर रहा हो तब भी यह आवæयक नहȣं है ͩक 
इसका कोणीय संवेग L, कोणीय वेग  के समाÛतर हो। तथाͪप, इस अÚयाय मɅ वͨण[त िèथǓत 
मɅ, जहाँ ͪपडं एक Ǔनयत अ¢ के पǐरतः घूण[न कर रहा है और वह अ¢ ͪपडं कȧ समͧमत अ¢ 
भी है, संबंध L = I लागू होता है जहाँ I घूणȸ अ¢ के पǐरतः ͪपÖड का जड़×व आघूण[ है।

राͧश संकेत ͪवमा माğक ǑटÜपणी

कोणीय वेग  [T-1] rad s-1 v =  × r

कोणीय संवेग 
L [ML2T-1] J s L = r ×  p

बल आघूण[    [ML2T-2] N m  = r × F

जड़×व आघूण[   [ML2] kg m2 I =  m
i
 r

i
2
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7.1 एकसमान ġåयमान घन×व के Ǔनàनͧलͨखत ͪपÖडɉ मɅ Ĥ×येक के ġåयमान कɅ ġ कȧ अविèथǓत 
ͧलͨखएः

 (a) गोला, (b) ͧसͧलडंर, (c) छãला तथा (d) घन ।
 Èया ͩकसी ͪपÖड का ġåयमान कɅ ġ आवæयक Ǿप से उस ͪपÖड के भीतर िèथत होता है ?
7.2 HCl अणु मɅ दो परमाणुओ ंके नाͧभकɉ के बीच पथृकन लगभग 1.27A

° 
  (1A

° 
 = 10-10 m) है । 

इस अणु के ġåयमान कɅ ġ कȧ लगभग अविèथǓत £ात कȧिजए । यह £ात है ͩक Èलोरȣन का 
परमाणु हाइĜोजन के परमाणु कȧ तुलना मɅ 35.5 गुना भारȣ होता है तथा ͩकसी परमाणु का 
समèत ġåयमान उसके नाͧभक पर कɅ Ǒġत होता है ।

7.3 कोई बÍचा ͩकसी ͬचकने ¢ैǓतज फश[ पर एकसमान चाल v से गǓतमान ͩकसी लंबी Ěालȣ के 
एक ͧसरे पर बठैा है । यǑद  बÍचा खड़ा होकर Ěालȣ पर ͩकसी भी Ĥकार से दौड़ने लगता है, 
तब Ǔनकाय (Ěालȣ + बÍचा) के ġåयमान कɅ ġ कȧ चाल Èया है ? 

7.4 दशा[इये ͩक a एवं b के बीच बने ǒğभुज का ¢ेğफल a × b के पǐरमाण का आधा है।
7.5 दशा[इये ͩ क a.(b × c) का पǐरमाण तीन सǑदशɉ a, b एवं c से बने समाÛतर षɪफलक के आयतन के 

बराबर है।
7.6 एक कण, िजसके िèथǓत सǑदश r के x, y, z अ¢ɉ के अनुǑदश अवयव Đमशः x, y, z हɇ, और 

रेखीय संवेग सǑदश P के अवयव px, py pz हɇ, के कोणीय सवंगे l के अ¢ɉ के अनुǑदश अवयव 
£ात कȧिजए। दशा[इये, ͩक यǑद कण केवल x-y तल मɅ हȣ गǓतमान हो तो कोणीय सवेंग का 
केवल z-अवयव हȣ होता है।

7.7 दो कण िजनमɅ से Ĥ×येक का ġåयमान m एवं चाल v है d दरूȣ पर, समाÛतर रेखाओं के अनुǑदश, 
ͪवपरȣत Ǒदशाओं मɅ चल रहे हɇ। दशा[इये ͩक इस ɮͪवकण Ǔनकाय का सǑदश कोणीय सवंेग 
समान रहता है, चाहे हम िजस ǒबÛद ुके पǐरतः कोणीय संवेग लɅ।

7.8 W भार कȧ एक असमांग छड़ को, उपे¢णीय भार वालȣ दो डोǐरयɉ से ͬ चğ 7.39 मɅ दशा[ये अनुसार 
लटका कर ͪवरामावèथा मɅ रखा गया है। डोǐरयɉ ɮवारा ऊÚवा[धर से बने कोण Đमशः 36.9 
एवं 53.1 हɇ। छड़ 2 m लàबाई कȧ है। छड़ के बाएँ ͧसरे से इसके गुǽ×व केÛġ कȧ दरूȣ d £ात 
कȧिजए।

ͬचğ 7.39

7.9 एक कार का भार 1800 kg है। इसकȧ अगलȣ और ͪपछलȣ धुǐरयɉ के बीच कȧ दरूȣ 1.8 m है। 
इसका गुǽ×व केÛġ, अगलȣ धुरȣ से 1.05 m पीछे है। समतल धरती ɮवारा इसके Ĥ×येक अगले 
और ͪपछले पǑहयɉ पर लगने वाले बल कȧ गणना कȧिजए।

7.10 (a) ͩकसी गोले का, इसके ͩकसी åयास के पǐरतः जड़×व आघूण[ 2MR2/5 है, जहाँ M गोले का 
ġåयमान एवं R इसकȧ ǒğÏया है। गोले पर खींची गई èपश[ रेखा के पǐरतः इसका जड़×व 
आघूण[ £ात कȧिजए।
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 (b) M ġåयमान एवं R ǒğÏया वालȣ ͩ कसी ͫ डèक का इसके ͩ कसी åयास के पǐरतः जड़×व आघूण[ 
MR2/4 है। ͫडèक के लàबवत ्इसकȧ कोर से गुजरने वालȣ अ¢ के पǐरतः इस चकती का 
जड़×व आघूण[ £ात कȧिजए।

7.11 समान ġåयमान और ǒğÏया के एक खोखले बेलन और एक ठोस गोले पर समान पǐरमाण के 
बल आघूण[ लगाये गये हɇ। बेलन अपनी सामाÛय समͧमत अ¢ के पǐरतः घूम सकता है और 
गोला अपने केÛġ स ेगुजरने वालȣ ͩकसी अ¢ के पǐरतः। एक Ǒदये गये समय के बाद दोनɉ मɅ 
कौन अͬधक कोणीय चाल ĤाÜत कर लेगा?

7.12 20 kg ġåयमान का कोई ठोस ͧसͧलडंर अपने अ¢ के पǐरतः 100 rad  s-1 कȧ कोणीय चाल से 
घूण[न कर रहा है । ͧसͧलडंर कȧ ǒğÏया 0.25m है । ͧसͧलडंर के घूण[न से संबɮध गǓतज ऊजा[ 
Èया है ? ͧसͧलडंर का अपने अ¢ के पǐरतः कोणीय संवगे का पǐरमाण Èया है ?

7.13 (a) कोई बÍचा ͩकसी घूͨ ण[का (घूणȸमचं) पर अपनी दोनɉ भुजाओं को बाहर कȧ ओर फैलाकर 
खड़ा है । घूͨण[का को 40 rev/min कȧ कोणीय चाल से घूण[न कराया जाता है । यǑद बÍचा 
अपने हाथɉ को वापस ͧसकोड़ कर अपना जड़×व आघूण[ अपने आरंͧभक जड़×व आघूण[ का 2/5 
गुना कर लेता है, तो इस िèथǓत मɅ उसकȧ कोणीय चाल Èया होगी ? यह माǓनए ͩक घूͨण[का 
कȧ घूण[न गǓत घष[णरǑहत है ।

 (b) यह दशा[इए ͩक बÍच ेकȧ घूण[न कȧ नयी गǓतज ऊजा[ उसकȧ आरंͧभक घूण[न कȧ गǓतज 
ऊजा[ से अͬधक है। आप गǓतज ऊजा[ मɅ हुई इस वɮृͬध कȧ åयाÉया ͩकस Ĥकार करɅगे ?

7.14 3kg ġåयमान तथा 40 cm ǒğÏया के ͩकसी खोखले ͧसͧलडंर पर कोई नगÖय ġåयमान कȧ 
रèसी लपेटȣ गई है । यǑद रèसी को 30 N बल स ेखीचंा जाए तो ͧसͧलडंर का कोणीय ×वरण 
Èया होगा ? रèसी का रैͨखक ×वरण Èया है? यह माǓनए ͩक इस Ĥकरण मɅ कोई ͩफसलन 
नहȣं है । 

7.15 ͩकसी घणू[क (रोटर) कȧ 200 rad s–1 कȧ एकसमान कोणीय चाल बनाए रखने के ͧलए एक इंजन ɮवारा 
180 N m का बल आघूण[ Ĥेͪषत करना आवæयक होता है । इंजन के ͧलए आवæयक शिÈत £ात कȧिजए । 
(नोट ः घष[ण कȧ अनुपिèथǓत मɅ एकसमान कोणीय वगे होने मɅ यह समाͪवçट है ͩक बल 
आघूण[ शूÛय है । åयवहार मɅ लगाए गए बल आघूण[ कȧ आवæयकता घष[णी बल आघूण[ को 
Ǔनरèत करने के ͧलए होती है ।) यह माǓनए ͩक इंजन कȧ द¢ता 100% है। 

7.16 R ǒğÏया वालȣ समांग ͫडèक से R/2 ǒğÏया का एक वƣृाकार भाग काट कर Ǔनकाल Ǒदया गया 
है। इस Ĥकार बने वƣृाकार सुराख का केÛġ मूल ͫडèक के केÛġ से  R/2 दरूȣ पर है। अवͧशçट 
ͫडèक के गुǽ×व केÛġ कȧ िèथǓत £ात कȧिजए।  

7.17 एक मीटर छड़ के केÛġ के नीच े¢ुर-धार रखने पर वह इस पर संतुͧलत हो जाती है जब दो 
ͧसÈके, िजनमɅ Ĥ×येक का ġåयमान 5 g है, 12.0 cm के ͬचÛह पर एक के ऊपर एक रखे जाते 
हɇ तो छड़ 45.0 cm ͬचÛह पर संतुͧलत हो जाती है। मीटर छड़ का ġåयमान Èया है?

7.18 एक ठोस गोला, ͧभÛन नǓत के दो आनत तलɉ पर एक हȣ ऊँचाई से लुढ़कने Ǒदया जाता है। 
(a) Èया वह दोनɉ बार समान चाल स ेतलȣ मɅ पहँुचगेा? (b) Èया उसको एक तल पर लुढ़कने 
मɅ दसूरे से अͬधक समय लगेगा? (c) यǑद हाँ, तो ͩकस पर और Èयɉ? 

7.19 2 m ǒğÏया के एक वलय (छãले) का भार 100 kg है। यह एक ¢ैǓतज फश[ पर इस Ĥकार 
लोटǓनक गǓत करता है ͩक इसके ġåयमान केÛġ कȧ चाल 20 cm/s हो। इसको रोकने के ͧलए 
ͩकतना काय[ करना होगा?

7.20 अॉÈसीजन अणु का ġåयमान 5.30 × 10-26 kg है तथा इसके केÛġ स ेहोकर गुजरने वालȣ और इसके 
दोनɉ परमाणुओं को ͧमलाने वालȣ रेखा के लàबवत ्अ¢ के पǐरतः जड़×व आघूण[ 1.94×10-46 
kg m2 है। मान लȣिजए ͩक गैस के एेसे अणु कȧ औसत चाल 500 m/s है और इसके घूण[न कȧ 
गǓतज ऊजा[, èथानाÛतरण कȧ गǓतज ऊजा[ कȧ दो Ǔतहाई है। अणु का औसत कोणीय वेग £ात 
कȧिजए। 

7.21 एक बेलन 30कोण बनाते आनत तल पर लुढ़कता हुआ ऊपर चढ़ता है। आनत तल कȧ तलȣ 
मɅ बेलन के ġåयमान केÛġ कȧ चाल 5 m/s है।

 (a) आनत तल पर बेलन ͩकतना ऊपर जायेगा?
 (b) वापस तलȣ तक लौट आने मɅ इसे ͩकतना समय लगेगा?
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अǓतǐरÈत अßयास

7.22 जैसा ͬचğ 7.40 मɅ Ǒदखाया गया है, एक खड़ी होने वालȣ सीढ़ȣ के दो प¢ɉ BA और CA कȧ लàबाई 1.6 m है और 
इनको A पर कÞजा लगा कर जोड़ा गया है। इÛहɅ ठȤक बीच मɅ, 0.5 m लàबी रèसी DE ɮवारा बांधा गया है। सीढ़ȣ 
BA के अनुǑदश B से  1.2 m कȧ दरूȣ पर िèथत ǒबÛद ुF से 40 kg का एक भार लटकाया गया है। यह मानते हुए 
ͩक फश[ घष[ण रǑहत है और सीढ़ȣ का भार उपे¢णीय है, रèसी मɅ तनाव और सीढ़ȣ पर फश[ ɮवारा लगाया गया 
बल £ात कȧिजए। (g = 9.8 m/s2 लȣिजए)

 (संकेत: सीढ़ȣ के दोनɉ ओर के सतंुलन पर अलग-अलग ͪवचार कȧिजए)

ͬचğ 7.40

7.23 कोई åयिÈत एक घमूते हुए Üलेटफाम[ पर खड़ा है। उसने अपनी दोनɉ बाहɅ फैला रखी हɇ और उनमɅ से Ĥ×येक 
मɅ 5 kg भार पकड़ रखा है। Üलेटफाम[ का कोणीय चाल  30 rev/min है। ͩफर वह åयिÈत बाहɉ को अपने शरȣर 
के पास ले आता है िजससे घूण[न अ¢ से Ĥ×येक भार कȧ दरूȣ 90 cm से बदल कर 20 cm हो जाती है। Üलेटफाम[ 
सǑहत åयिÈत के जड़×व आघूण[ का मान, 7.6 kg m2 ले सकते हɇ। 

 (a) उसका नया कोणीय वेग Èया है? (घष[ण कȧ उपे¢ा कȧिजए)
 (b) Èया इस ĤͩĐया मɅ गǓतज ऊजा[ सरंͯ¢त होती है? यǑद नहȣं, तो इसमɅ पǐरवत[न का İोत Èया है?
7.24 10 g ġåयमान और 500 m/s चाल वालȣ बÛदकू कȧ गोलȣ एक दरवाजे के ठȤक केÛġ मɅ टकराकर उसमɅ अतंःèथाͪपत 

हो जाती है। दरवाजा 1.0 m चौड़ा है और इसका ġåयमान 12 kg है। इसके एक ͧ सरे पर कÞजे लगे हɇ और यह इनसे 
गुजरती एक ऊÚवा[धर अ¢ के पǐरतः लगभग ǒबना घष[ण[ के घूम सकता है। गोलȣ के दरवाजे मɅ अतंःèथापन 
के ठȤक बाद इसका कोणीय वेग £ात कȧिजए।

 (संकेतः एक ͧसरे से गुजरती ऊÚवा[धर अ¢ के पǐरतः दरवाजे का जड़×व-आघूण[ ML2/3 है)

7.25 दो चͩĐकाएं िजनके अपन-ेअपने अ¢ɉ (चͩĐका के अͧभलंबवत ्तथा चͩĐका के कɅ ġ से गुजरने वाले) के पǐरतः 
जड़×व आघूण[ I

1
 तथा I

2
 हɇ और जो 

1
 तथा 

2
 कोणीय चालɉ स ेघूण[न कर रहȣ हɇ, को उनके घूण[न अ¢ सपंाती 

करके आमने-सामने लाया जाता है । (a) इस दो ͬचͩĐका Ǔनकाय कȧ कोणीय चाल Èया है ? (b) यह दशा[इए ͩक 
इस सयंोिजत Ǔनकाय कȧ गǓतज ऊजा[ दोनɉ चͩĐकाओं कȧ आरंͧभक गǓतज ऊजा[ओ ंके योग से कम है । ऊजा[ 
मɅ हुई इस हाǓन कȧ आप कैसे åयाÉया करɅगे ? 1 


2
 लȣिजए।

7.26 (a) लàबवत ्अ¢ɉ के Ĥमेय कȧ उपपͪƣ करɅ। (संकेतः (x,y) तल के लàबवत ्मूल ǒबÛद ुसे गुजरती अ¢ से ͩकसी 
ǒबÛद ुx–y कȧ दरूȣ का वग[ (x2+y2) है।

 (b) समातंर अ¢ɉ के Ĥमेय कȧ उपपͪƣ करɅ (सकेंतःयǑद ġåयमान केÛġ को मूल ǒबÛद ुले ͧलया जाय तो i i 0) 
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ͬचğ 7.41    

7.27 सूğ  को गǓतकȧय Ǻिçट (अथा[त ् बलɉ तथा बल आघूणɟ के ͪवचार) 

से åयु×पÛन कȧिजए। जहा ँ v लोटǓनक गǓत करते ͪपडं (वलय, ͫडèक, बेलन या गोला) 
का आनत तल कȧ तलȣ मɅ वेग है। आनत तल पर h वह ऊँचाई है जहाँ से ͪपडं गǓत 
Ĥारंभ करता है। k समͧमत अ¢ के पǐरतः ͪपडं कȧ घूण[न ǒğÏया है और R ͪपडं कȧ 
ǒğÏया है।

 
7.28 अपने अ¢ पर 

o
 कोणीय चाल स ेघूण[न करने वालȣ ͩकसी चͩĐका को धीरे से (èथानाÛतरȣय 

धÈका Ǒदए ǒबना) ͩकसी पूण[तः घष[णरǑहत मेज पर रखा जाता है । चͩĐका कȧ ǒğÏया R है । 
ͬचğ 7.41 मɅ दशा[ई चͩĐका के ǒबदंओु ंA, B तथा C पर रैͨखक वगे Èया हɇ ? Èया यह चͩĐका 
ͬचğ मɅ दशा[ई Ǒदशा मɅ लोटǓनक गǓत करेगी ?

7.29 èपçट कȧिजए ͩक ͬचğ 7.41 मɅ अंͩकत Ǒदशा मɅ चͩĐका कȧ लोटǓनक गǓत के ͧलए घष[ण होना आवæयक 
Èयɉ है ?

 (a) B पर घष[ण बल कȧ Ǒदशा तथा पǐरशुɮध लुढ़कन आरंभ होने से पूव[ घष[णी बल आघूण[ कȧ Ǒदशा Èया है ?
 (b) पǐरशुɮध लोटǓनक गǓत आरंभ होने के पæचात ्घष[ण बल Èया है ?
7.30 10 cm ǒğÏया कȧ कोई ठोस चͩĐका तथा इतनी हȣ ǒğÏया का कोई छãला ͩकसी ¢ैǓतज मेज पर एक हȣ ¢ण 

10 rad ௗs–1 कȧ कोणीय चाल से रखे जाते हɇ । इनमɅ से कौन पहले लोटǓनक गǓत आरंभ कर देगा । गǓतज 
घष[ण गुणाकं 

k
= 0.2 ।

7.31 10 kg ġåयमान तथा 15 cm ǒğÏया का कोई ͧसͧलडंर ͩकसी 30° झुकाव के समतल पर पǐरशुɮधतः लोटǓनक गǓत 
कर रहा है । èथǓैतक घष[ण गुणाकं s = 0.25 है ।

 (a) ͧसͧलडंर पर ͩकतना घष[ण बल काय[रत है ?
 (b) लोटन कȧ अवͬध मɅ घष[ण के ͪवǽɮध ͩकतना काय[ ͩकया जाता है ?
 (c) यǑद समतल के झुकाव  मɅ वɮृͬध कर दȣ जाए तो  के ͩकस मान पर ͧसͧलडंर पǐरशुɮधतः लोटǓनक गǓत 

करने कȧ बजाय ͩफसलना आरंभ कर देगा ?
7.32 नीच ेǑदए गए Ĥ×येक Ĥकथन को Úयानपूव[क पǑढ़ए तथा कारण सǑहत उƣर दȣिजए ͩक इनमɅ से कौन-सा स×य 

है और कौन-सा अस×य है ।
 (a) लोटǓनक गǓत करते समय घष[ण बल उसी Ǒदशा मɅ काय[रत होता है िजस Ǒदशा मɅ ͪपÖड का ġåयमान कɅ ġ 

गǓत करता है ।
 (b) लोटǓनक गǓत करते समय संपक[  ǒबदं ुकȧ ता×¢ͨणक चाल शूÛय होती है ।
 (c) लोटǓनक गǓत करते समय सपंक[  ǒबदं ुका ता×¢ͨणक ×वरण शूÛय होता है ।
 (d) पǐरशुɮध लोटǓनक गǓत के ͧलए घष[ण के ͪवǽɮध ͩकया गया काय[ शूÛय होता है । 
 (e) ͩकसी पणू[तः घष[णरǑहत आनत समतल पर नीच ेकȧ ओर गǓत करते पǑहए कȧ गǓत ͩफसलन गǓत (लोटǓनक गǓत नहȣ)ं 

   होगी । 
7.33 कणɉ के ͩकसी Ǔनकाय कȧ गǓत को इसके ġåयमान केÛġ कȧ गǓत और ġåयमान केÛġ के पǐरतः गǓत मɅ 

अलग-अलग करके ͪवचार करना। दशा[इये ͩक–
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 (a) ,  जहा ँp
i
 (m

i
 ġåयमान वाले) i-वɅ कण का संवेग है, और p

i
 = m

i
 v

i
। Úयान दɅ ͩक v

i
, ġåयमान 

केÛġ के साप¢े i-वɅ कण का वेग है। ġåयमान केÛġ कȧ पǐरभाषा का उपयोग करके यह भी ͧसɮध कȧिजए ͩक 

pi 0

 (b) 2½K K MV 

 K कणɉ के Ǔनकाय कȧ कुल गǓतज ऊजा[, K = Ǔनकाय कȧ कुल गǓतज ऊजा[ जबͩक कणɉ कȧ गǓतज ऊजा[ 
ġåयमान केÛġ के सापे¢ लȣ जाय। MV2/2 सपूंण[ Ǔनकाय के (अथा[त ्Ǔनकाय के ġåयमान केÛġ के) èथानाÛतरण 
कȧ गǓतज ऊजा[ है। इस पǐरणाम का उपयोग भाग 7.14 मɅ ͩकया गया है।

 (c) 

 जहा ँ = i i , ġåयमान के पǐरतः Ǔनकाय का कोणीय सवंगे है िजसकȧ गणना मɅ वेग ġåयमान केÛġ 
के सापे¢ माप ेगये हɇ। याद कȧिजए ; शषे सभी ͬचéन अÚयाय मɅ ĤयुÈत ͪवͧभÛन राͧशयɉ के मानक 
ͬचéन हɇ। Úयान दɅ ͩक  ġåयमान केÛġ के पǐरतः Ǔनकाय का कोणीय संवेग एवं  इसके ġåयमान 
केÛġ का कोणीय संवेग है।

 (d) 
d
d

d
d

 यह भी दशा[इये ͩक 
d
d
L

 (जहा ँ  ġåयमान केÛġ के पǐरतः Ǔनकाय पर लगने वाले सभी बाéय बल आघूण[ हɇ।)

 [संकेत ः ġåयमान केÛġ कȧ पǐरभाषा एवं Ûयूटन के गǓत के ततृीय Ǔनयम का उपयोग कȧिजए। यह मान लȣिजए 
ͩक ͩकÛहȣ दो कणɉ के बीच के आÛतǐरक बल उनको ͧमलाने वालȣ रेखा के अनुǑदश काय[ करते हɇ।]

Üलटूो - एक वामन Ēह

इंटरनेशनल एèĚोनोͧमकल यूǓनयन (IAU) कȧ 24 अगèत 2006 कȧ चकै गणतğं के Ĥाग शहर मɅ हुई गोçठȤ मɅ सौरमडंल के 
Ēहɉ के ͧलए एक नयी पǐरभाषा अपनायी गई। इस नयी पǐरभाषा के अनसुार Üलटूो अब एक Ēह नहȣ ंहै। अतः अब सौरमडंल 
मɅ आठ Ēह हɇ ः बधु, शĐु, पØृवी मगंल, बहृèपǓत, शǓन, यूरेनस तथा नेÜɪयनू। IAU कȧ नयी पǐरभाषा के अनसुार, सौरमडंल 
मɅ ‘Ēह’ तथा अÛय ͪपडंɉ (उपĒहɉ के अलावा) को Ǔनàन पǐरभाषा के अनसुार तीन Ǔनिæचत Įेͨणयɉ मɅ वगȸकृत करना चाǑहए ः
1. Ēह एक एसेा आकाशीय ͪपÖड है (a) जो Ǔनिæचत क¢ा मɅ सयू[ कȧ पǐरĐमा करता है, (b) िजसका अपना ġåयमान एसेा 

है ͩक उसका गǽु×व बल Ǻढ़ ͪपडंɉ के बल को पराभतू करन ेके ͧलए पया[Üत हो ताͩक वह जल èथǓैतक Ǿप स ेसतुंͧलत 
आकृǓत (लगभग गोलȣय) ĤाÜत कर सके, तथा (c) िजसकȧ क¢ा के आसपास के ¢ेğ मɅ कोई अÛय ͪपडं न हो।

2. कोई वामन Ēह एक एेसा आकाशीय ͪपडं है (a) जो सयू[ कȧ ͩकसी क¢ा मɅ िèथत है, (b) िजसका अपना ġåयमान एसेा 
है ͩक उसका गǽु×व बल Ǻढ़ ͪपडंɉ के बल को पराभतू करन ेके ͧलए पया[Üत हो ताͩक वह जल èथǓैतक Ǿप स ेसतुंͧलत 
आकृǓत (लगभग गोलȣय) ĤाÜत कर सके, (c) िजसकȧ क¢ा के आसपास के ¢ğे मɅ अÛय ͪपडं हɉ, तथा (d) जो उपĒह 
नहȣंे है।

3. उपĒहɉ के अǓतǐरÈत सयू[ कȧ पǐरĐमा करन ेवाले ‘अÛय सभी ͪपडं’ सिàमͧलत Ǿप स े‘सौरमडंल के लघ ुͪपडं’ के नाम से 
जान ेजाएँग।े

 सौर मडंल के अÛय आठ Ēहɉ के ͪवपरȣत Üलटूो का क¢ीय पथ नेÜɪयनू तथा ‘अÛय ͪपडɉ’ कȧ क¢ा से गजुरता है। अÛय 
ͪपडंɉ मɅ सिàमͧलत हɇः सौरमडंल के अͬधकाशं ¢ġुĒह, नÜेɪयनू के परे िèथत ͪपडं, धमूकेत ुतथा अÛय छोटे ͪपडं।
उपरोÈत पǐरभाषा के अनुसार Üलटूो एक ‘वामन Ēह’ है तथा इसेेे ‘नेÜɪयनू के परे िèथत ͪपडंɉ के वग[’ के सदèय के Ǿप मɅ पहचाना

    जाएगा।


