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With the Calculus as a key, Mathematics can be successfully applied to the explanation of 

the course of Nature – WHITEHEAD 

13.1   भ ्ाूͧमका (Introduction)

यह अÚयाय कलन कȧ एक भूͧ मका है। कलन गͨणत कȧ वह शाखा 
है िजसमɅ मÉुयतः Ĥातं मɅ ǒबदंओु ंके पǐरवत[न स ेफलन के मान मɅ 
होन ेवाले पǐरवत[न का अÚययन ͩकया जाता है। पहल ेहम अवकलज 
का (वाèतͪवक Ǿप से पǐरभाͪषत ͩकए ǒबना) सहजानभुतू बोध 
(Intuitive idea) करात ेहɇ। तदेपरातं हम सीमा कȧ सहज पǐरभाषा दɅगे 
और सीमा के बीजगͨणत का कुछ अÚययन करɅगे। इसके बाद हम 
अवकलज कȧ पǐरभाषा करन ेके ͧलए वापस आएगेँ और अवकलज 
के बीजगͨणत का कुछ अÚययन करɅग।े हम कुछ ͪवशषे मानक 
फलनɉ के अवकलज भी ĤाÜत करɅगे।

13.2  अवकलजɉ का सहजानभुतू बोध 

(Intuitive Idea of Derivatives)

भौǓतक Ĥयोगɉ न ेअनमुोǑदत ͩ कया है ͩ क ͪपडं एक खड़ी/ऊँची चɪटान स ेͬ गरकर t सेकंडɉ मɅ  4.9t2 

मीटर दरूȣ तय करता है अथा[त ्ͪ पडं ɮवारा मीटर मɅ तय कȧ गई दरूȣ (s)  सकंेडɉ मɅ माप ेगए समय 
(t) के एक फलन के Ǿप मɅ s = 4.9t2 से दȣ गई है।
 सलंÊन सारणी 13.1 मɅ एक खड़ी/ऊँची चɪटान से ͬ गराए गए एक ͪ पडं के सेकंडɉ मɅ ͪ वͧभÛन 
समय (t) पर मीटर मɅ तय कȧ दरूȣ (s) दȣ गई है।
 इन आकँड़ɉ स ेसमय t = 2 सकंेड पर ͪपडं का वगे £ात करना हȣ उɮदेæय है। इस समèया 
तक पहँुचन ेके ͧलए t = 2 सेकंड पर समाÜत होन ेबाले ͪवͪवध समयातंरालɉ पर माÚय वेग £ात 
करना एक ढंग है और आशा करत ेहɇ ͩक इसस ेt = 2 सकंेड पर वेग के बारे मɅ कुछ Ĥकाश पड़गेा।

अÚयाय 

सीमा और अवकलज 
(Limits and Derivatives)

Sir Issac Newton 
(1642-1727 A.D.)
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इसी Ĥकार,  t = 1 और  t = 2 के बीच माÚय वगे
 

 = 

इसी Ĥकार ͪ वͪवध के ͧ लए t = t
1
 और t = 2 के बीच हम 

माÚय वगे का पǐरकलन करत ेहɇ। Ǔनàनͧलͨखत सारणी 13.2, 
t = t

1
 सेकंडɉ और t = 2 सेकंडɉ के बीच मीटर ĤǓत सकंेड मɅ 

माÚय वगे (v) देती है।
सारणी 13.2

 t
1
 0 1 1.5 1.8 1.9 1.95 1.99

 v 9.8 14.7 17.15 18.62 19.11 19.355 19.551

इस सारणी से हम अवलोकन करत ेहɇ ͩक माÚय वगे धीरे-धीरे बढ़ रहा है। जसै-ेजसै ेt = 2 

पर समाÜत होन ेवाले समयातंरालɉको लघƣुर बनात ेजात ेहɇ हम देखत ेहɇ ͩक t = 2 पर हम वगे 
का एक बहुत अÍछा बोध कर पात ेहɇ। आशा करत ेहɇ ͩक 1.99 सेकंड और 2 सेकंड के बीच कुछ 
अĤ×याͧशत घटना न घटे तो हम Ǔनçकष[ Ǔनकालत ेहɇ ͩक t = 2 सकंेड पर माÚय वेग 19.55 मी/
से स ेथोड़ा अͬधक है। 

इस Ǔनçकष[ को Ǔनàनͧलͨखत अͧभकलनɉ के समÍुचय से ͩ कंͬचत बल ͧ मलता है। t = 2 सेकंड 
से Ĥारंभ करत ेहुए ͪवͪवध समयातंरालɉ पर माÚय वगे का पǐरकलन कȧिजए। पूव[ कȧ भाँǓत t = 

2 सकंेड और t = t
2
 सकंेड के बीच माÚय वगे (v)

 = 

t s 

0 0 

1 4.9 

1.5 11.025 
1.8 15.876 
1.9 17.689 
1.95 18.63225 
2 19.6 

2.05 20.59225 
2.1 21.609 
2.2 23.716 
2.5 30.625

3 44.1 

4 78.4 

सारणी 13.1
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Ǔनàनͧलͨखत सारणी 13.3, t = 2 सेकंडɉ और t
2
 सकंेड के बीच मीटर ĤǓत सेकंड मɅ माÚय 

वगे v देती हैः
सारणी 13.3 

 t
2
 4 3 2.5 2.2 2.1 2.05 2.01

 v 29.4 24.5 22.05 20.58 20.09 19.845 19.649

यहा ँपनुः हम Úयान देत ेहɇ ͩक यǑद हम t = 2, से Ĥारंभ करत ेहुए लघƣुर समयाÛतरालɉ को 
लेत ेजात ेहɇ तो हमɅ t = 2 पर वेग का अͬधक अÍछा बोध होता है।  

अͧभकलनɉ के Ĥथम समुÍचय मɅ हमन े t = 2 पर समाÜत होने वाले बढ़त ेसमयाÛतरालɉ मɅ 
माÚय वगे £ात ͩकया है और तब आशा कȧ है ͩक t = 2 से ͩकंͬचत पवू[ कुछ अĤ×याͧशत घटना 
न घटे। अͧभकलनɉ के ɮͪवतीय समÍुचय मɅ t = 2 पर अतं होने वाल ेघटत ेसमयातंरालोे ंमɅ माÚय 
वगे £ात ͩकया है और तब आशा कȧ है ͩक t = 2 के ͩकंͬचत बाद कुछ अĤ×याͧशत घटना न घटे। 
ͪवशɮुध Ǿप स ेभौǓतकȧय आधार पर माÚय वगे के ये दोनɉ अनुĐम एक समान सीमा पर पहँुचने 
चाǑहए हम Ǔनिæचत Ǿप से Ǔनçकष[ Ǔनकालत ेहɇ ͩ क t = 2 पर ͪ पडं का वगे 19.551 मी/स ेऔर 19.649 

मी/से के बीच है। तकनीकȧ Ǿप से हम 
कह सकत ेहɇ ͩक t = 2 पर ता×काͧलक 
वगे 19.551 मी/से. और 19.649 मी/से. 
के बीच है। जसैा ͩक भलȣ Ĥकार £ात 
है ͩक वगे दरूȣ के पǐरवत[न कȧ दर है। 
अतः हमन ेजो ǓनçपाǑदत  ͩकया, वह 
Ǔनàनͧलͨखत है। "ͪवͪवध ¢ण पर दरूȣ मɅ 
पǐरवत[न कȧ दर का अनमुान लगाया है। 
हम कहत ेहɇ ͩक दरूȣ फलन s = 4.9t2 का 
t = 2 पर अवकलज 19.551 और 19.649 

के बीच मɅ है।" 
इस सीमा कȧ ĤͩĐया कȧ एक आकृǓत 13.1



     सीमा और अवकलज           301

ͪवकãप ͪवͬध आकृǓत 13.1 मɅ दशा[ई गई है। यह बीत ेसमय (t) और चɪटान के ͧशखर स ेͪपडं 
कȧ दरूȣ (s) का आलेख है। जसेै-जसेै समयातंरालɉ के अनुĐम h

1
, h

2
, ..., कȧ सीमा शÛूय कȧ ओर 

अĒसर होती है वसेै हȣ माÚय वगेɉ के अĒसर होन ेकȧ वहȣ सीमा होती है जो 

के अनपुातɉ के अनुĐम कȧ होती है, जहा ँ  C
1
B

1
 = s

1
 – s

0
 वह दरूȣ है जो ͪपडं समयातंरालɉ

h
1
 = AC

1 
मɅ तय करता है, इ×याǑद। आकृǓत 13.1 स ेयह Ǔनçकष[ Ǔनकलना सुǓनिæचत है ͩक यह 

बाद कȧ अनĐुम वĐ के ǒबदं ुA पर èपश[रेखा के ढाल कȧ ओर अĒसर होती है। दसूरे शÞदɉ मɅ, 
t = 2 समय पर ͪपडं का ता×काͧलक वगे वĐ s = 4.9t2 के t = 2 पर èपशȸ के ढाल के समान है। 

13.3  सीमाए ँ(Limits)

उपयु[Èत ͪववचेन इस तØय कȧ ओर èपçटतया ǓनǑद[çट करता है ͩक हमɅ सीमा कȧ ĤͩĐया और 
अͬधक èपçट Ǿप से समझने कȧ आवæयकता है। हम सीमा कȧ सकंãपना स ेपǐरͬचत होन ेके 
ͧलए कुछ Ǻçटांतɉ (illustrations) का अÚययन करत ेहɇ।

फलन  f(x) = x2 पर ͪवचार कȧिजए। अवलोकन कȧिजए ͩक जसै-ेजसै े x को शÛूय के 

अͬधक Ǔनकट मान देत ेहɇ, f(x) का मान भी 0 कȧ ओर अĒसर होता जाता है। (देखɅ आकृǓत 2.10 

अÚयाय 2) हम कहत ेहै   

(इसे  f (x) कȧ सीमा शÛूय है, जब x शÛूय कȧ ओर अĒसर होता है, पढ़ा जाता है) f (x) कȧ सीमा, जब 
x शÛूय कȧ ओर अĒसर होता है, को एेसे समझा जाए जसेै x = 0 पर f (x) का मान होना चाǑहए। 

åयापक Ǿप स ेजब  x  a, f (x)  l, तब l को फलन f (x) कȧ सीमा कहा जाता है और इसे 

इस Ĥकार ͧलखा जाता है  .

फलन g(x) = |x|, x 0 पर ͪवचार कȧिजए। Úयान दȣिजए ͩक g(0) पǐरभाͪषत नहȣं है। x  के 

0 के अ×यͬधक Ǔनकट मानɉ के ͧलए g(x) के मान का पǐरकलन करन ेके ͧलए हम देखते हɇ ͩक 

g(x) का मान 0 कȧ ओर अĒसर करता है। इसͧलए  g(x) = 0. x 0 के ͧलए  y = |x| के आलखे 

से यह सहजता स ेèपçट होता है।  (देखɅ आकृǓत 2.13 अÚयाय 2) 

Ǔनàनͧलͨखत फलन पर ͪवचार कȧिजएः  .

x के 2 के अ×यͬधक Ǔनकट मानɉ (लेͩकन 2 नहȣं) के ͧलए  h(x) के मान का पǐरकलन 
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कȧिजए। आप èवय ंको èवीकार कराइए ͩ क सभी मान 
4 के Ǔनकट हɇ। यहा ँ(आकृǓत 13.2) मɅ Ǒदए फलन 
y = h(x) के आलेख पर ͪवचार करन ेस ेइसको ͩकंͬचत 
बल ͧमलता है। 

इन सभी Ǻçटातंɉ स ेएक Ǒदए मान x = a पर फलन 
के जो मान Ēहण कर न ेचाǑहए वे वाèतव मɅ इस पर 
आधाǐरत नहȣं हɇ ͩक x कैसे a कȧ ओर अĒसर होता 
है। Úयान दȣिजए ͩक x के सÉंया a कȧ ओर अĒसर 
होन ेके ͧलए या तो बाɃ ओर या दाɃ ओर है, अथा[त ्
x के Ǔनकट सभी मान या तो a स ेकम हो सकत ेहɇ 
या a स ेअͬधक हो सकत ेहɇ। इसस ेèवाभाͪवक Ǿप 
से दो सीमाए ँ- बाए ँप¢ कȧ सीमा और दाए ँप¢ कȧ 
सीमा Ĥेǐरत होती है। फलन f  के दाए ँप¢ कȧ सीमा 
f(x) का वह मान है जो f(x) के मान स ेआदेͧशत होता है जब x, a के दाɃ ओर अĒसर होता है। 
इसी Ĥकार बाए ँप¢ कȧ सीमा। इसके Ǻçटांत के ͧलए, फलन पर 
ͪवचार कȧिजए

आकृǓत 13.3 मɅ इस फलन का आलेख दशा[या गया है यह 
èपçट है ͩक 0 पर  f  का मान x  0 के ͧलए  f (x) के मान स ेपर 
Ǔनभ[र करता है जो ͩक 1 के समान है अथा[त ्शÛूय पर f (x) के 

बाए ँप¢ कȧ सीमा है। इसी Ĥकार 0 पर f  का मान 

x > 0 के ͧलए f (x) के मान पर Ǔनभ[र करता है, 2 है अथा[त ्0 

के दाए ँप¢ कȧ सीमा  है। इस िèथǓत मɅ बाएँ और 
दाए ँप¢ कȧ सीमाए ँͧ भÛन-ͧभÛन हɇ और अतः हम कह सकत ेहɇ ͩक जब x शÛूय कȧ ओर अĒसर 
होता है तब f (x) कȧ सीमा अिèत×वहȣन है। (भले हȣ फलन 0 पर पǐरभाͪषत है।)

साराशं

  हम कहत ेहɇ ͩक  f(x), x = a पर f (x)  का अपेͯ¢त (expected) मान हɇ, िजसने x के बाɃ ओर Ǔनकट मानɉ 

के ͧलए  f (x) को मान Ǒदए हɇ। इस मान को a पर f (x) कȧ बाए ँप¢ कȧ सीमा कहत ेहɇ। 

 हम कहत ेहɇ ͩक ,  x = a  पर  f (x) का अपेͯ¢त मान है िजसमɅ x के a के दाɃ ओर के Ǔनकट मानɉ 

आकृǓत  13.2

आकृǓत 13.3
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के ͧलए f(x) के मान Ǒदए हɇ। इस मान को a पर f (x) कȧ दाए ँप¢ कȧ सीमा कहत ेहɇ। 

 यǑद दाए ँऔर बाए ँप¢ कȧ सीमाए ँसपंाती हɉ तो हम इस उभयǓनçठ मान को x = a पर  

f(x) कȧ सीमा कहत ेहɇ और इस े  f(x) स ेǓनǾͪपत करत ेहɇ।  

 यǑद दाए ँऔर बाए ँप¢ कȧ सीमाए ँसपंाती नहȣ ंहɉ तो यह कहा जाता है ͩक x = a पर f(x) कȧ 
सीमा अिèत×वहȣन है।         

Ǻçटातं 1 (Illustration 1) फलन  f(x) = x + 10 पर ͪवचार कȧिजए। हम x = 5 पर फलन कȧ सीमा 
£ात करना चाहɅगे। आइए, हम 5 के अ×यतं Ǔनकट x के मानɉ के ͧलए f के मान का पǐरकलन 
करɅ। 5 के अ×यतं Ǔनकट बाɃ ओर कुछ ǒबदं ु4.9, 4.95, 4.994, 4.995... इ×याǑद हɇ। इन ǒबदंओुं 
पर f(x) के मान नीच ेसारणीबɮध हɇ। इसी Ĥकार, 5 के अ×यतं Ǔनकट और दाɃ ओर वाèतͪवक 
सÉंयाए ँ5.001, 5.01, 5.1 भी हɇ। इन ǒबदंओु ंपर भी फलन के मान सारणी 13.4 मɅ Ǒदए हɇ।

सारणी 13.4 

सारणी 13.4 से हम Ǔनगͧमत करत ेहɇ ͩक f(x) का मान 14.995 स ेबड़ा और 15.001 स ेछोटा है, 
यह कãपना करत ेहुए ͩक x = 4.995 और  5.001 के बीच कुछ अĤ×याͧशत घटना घǑटत न हो। 

यह कãपना करना तक[ सगंत है ͩक 5 के बाɃ  ओर कȧ सÉंयाओ ंके ͧलए x = 5 पर  f (x) का मान 

15 है अथा[त ्               

इसी Ĥकार, जब x, 5 के दाɃ ओर अĒसर होता है, f का मान 15 होना चाǑहए अथा[त ्

अतः यह सभंाåय है ͩक f  के बाए ँप¢ कȧ सीमा और दाए ँप¢ कȧ सीमा, दोनɉ 15 के 

बराबर हɇ। इस Ĥकार 

सीमा 15 के बराबर होन ेके बारे मɅ यह Ǔनçकष[ फलन के आलेख जो आकृǓत 2.9(ii) अÚयाय 2 
मɅ Ǒदया है, को देखकर ͩकंͬचत बल देता है। इस आकृǓत मɅ हम Úयान देत ेहɇ ͩक जसेै-जसै ेx, 
5 के या तो दाɃ ओर या बाɃ  ओर अĒसर हो, फलन f (x) = x + 10 का आलेख ǒबदं ु(5, 15) 

 x 4.9 4.95 4.99 4.995 5.001 5.01 5.1 

 f(x) 14.9 14.95 14.99 14.995 15.001 15.01 15.1
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कȧ ओर अĒसर होता जाता हɇ। हम देखते हɇ ͩक x = 5 पर भी फलन का मान 15 के बराबर
होता है।  

Ǻçटातं 2 फलन f(x) = x3 पर ͪवचार कȧिजए। आइए हम x = 1 पर इस फलन कȧ सीमा £ात करने 
का Ĥयास करɅ। पवू[वतȸ िèथǓत कȧ तरह बढ़त ेहुए हम x के 1 के Ǔनकट मानɉ के ͧलए f(x) के 
मानɉ को सारणीबɮध करत ेहɇ। इस ेसारणी 13.5 मɅ Ǒदया गया हैः 

सारणी  13.5

इस सारणी से हम Ǔनगमन करत ेहɇ ͩक x = 1 पर  f का मान 0.997002999 से अͬधक और 

1.003003001 स ेकम है, यह कãपना करते हुए ͩ क x = 0.999 और 1.001. के बीच कुछ अĤ×याͧशत 

घटना घǑटत न हो। यह मानना तक[ सगंत है ͩक x = 1 का मान 1 के बाɃ ओर कȧ सÉंयाओ ंपर 

Ǔनभ[र करता है अथा[त ्

.

 इसी Ĥकार, जब x, 1 के दाɃ ओर अĒसर होता है, तो  f का मान 1 होना चाǑहए अथा[त ्

.

 अतः, यह सभंाåय है ͩक बाए ँप¢ कȧ सीमा और दाए ँप¢ कȧ सीमा दोनɉ 1 के बराबर 

हɉ। इस Ĥकार 

.

 सीमा 1 के बराबर होन ेका यह Ǔनçकष[ फलन के आलेख जो आकृǓत 2.11, अÚयाय 2 मɅ Ǒदया है, को 

देखकर ͩकंͬचत बल देता है। इस आकृǓत मɅ हम Úयान देत ेहɇ ͩक जसेै-जसेै x, 1 के या तो दाɃ ओर या बाɃ 

ओर अĒसर हो, फलन f(x) = x3 का आलखे ǒबदं ु(1, 1) कȧ ओर अĒसर होता जाता है।  

 हम पनुः अवलोकन करत ेहɇ ͩक x = 1 पर फलन का मान भी 1 के बराबर है। 

Ǻçटातं 3 फलन f(x) = 3x पर ͪवचार कȧिजए। आइए, x = 2 पर इस फलन कȧ सीमा £ात करन ेका 

Ĥयास करɅ। Ǔनàनͧलͨखत सारणी 13.6 èवतः èपçट करती है। 

 x 0.9 0.99 0.999 1.001 1.01 1.1 

 f(x) 0.729 0.970299 0.997002999 1.003003001 1.030301 1.331
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सारणी 13.6

 x 1.9 1.95 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1

 f(x) 5.7 5.85 5.97 5.997 6.003 6.03 6.3

पूव[वत हम अवलोकन करत ेहɇ ͩक  x या तो बाए ँया दाए ँ2 कȧ ओर अĒसर होता है,  f(x) 

का मान 6 कȧ ओर अĒसर होता हुआ Ĥतीत होता है। हम इसे, इस Ĥकार अͧभलेͨखत कर सकते
हɇ ͩक
            

आकृǓत 13.4 मɅ Ĥदͧश[त इसका आलखे इस तØय 
को बल देता है।

यहा ँपनुः हम Úयान देत ेहɇ ͩक x = 2 पर फलन का 
मान x = 2 पर सीमा के सपंाती है।

Ǻçटातं 4 अचर फलन f(x) = 3 पर ͪ वचार कȧिजए। आइए हम 
x = 2 पर इसकȧ सीमा £ात करन ेका Ĥयास करɅ। यह 
फलन अचर फलन होने के कारण सव[ğ एक हȣ मान 
(इस िèथǓत मɅ 3) ĤाÜत करता है अथा[त ् 2 के अ×यतं 

Ǔनकट ǒबदंओु ंके ͧलए इसका मान 3 है। अतः  

f(x) = 3 का आलेख हर हालत मɅ (0, 3) स ेजान ेवालȣ x-अ¢ के समातंर रेखा है और 
आकृǓत 2.9, अÚयाय 2 मɅ दशा[या गया है। इससे यह भी èपçट है ͩक अभीçट सीमा 3 है तØयतः 

यह सरलता से अवलोͩकत होता है ͩक ͩकसी वाèतͪवक सÉंया a के ͧलए  

Ǻçटातं 5 फलन  f(x) = x2 + x पर ͪवचार कȧिजए। हम £ात करना चाहत े हɇ। हम 
x = 1 के Ǔनकट f(x) के मान सारणी 13.7 मɅ सारणीबɮध करत ेहɇः   

सारणी 13.7

 x 0.9 0.99 0.999 1.01 1.1 1.2

 f(x) 1.71 1.9701 1.997001 2.0301 2.31 2.64

आकृǓत  13.4
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इससे यह तक[ सगंत Ǔनगͧमत होता है ͩक

.

आकृǓत 13.5 मɅ दशा[ए f(x) = x2 + x  के 

आलेख स ेयह èपçट है ͩक जसै-ेजसेै x, 1  कȧ 
ओर अĒसर होता है, आलेख (1, 2) कȧ ओर 

अĒसर होता जाता है।

 अतः हम पुनः Ĥे¢ण करत ेहɇ ͩक 

   f (x) = f (1)  

 अब, Ǔनàनͧलͨखत तीन तØयɉ को आप èवय ंको èवीकार कराएँ

  

तब  .

तथा   .

Ǻçटातं 6 फलन f(x) = sin x पर ͪवचार कȧिजए। हमारȣ  मɅ ǽͬच है जहा ँकोण रेͫडयन 

मɅ मापा गया है। यहा,ँ हमन े  के Ǔनकट f(x) के मानɉ (Ǔनकटतम) को सारणीबɮध ͩकया है। 

सारणी 13.8

 x     

 f(x) 0.9950 0.9999 0.9999 0.9950

इससे हम Ǔनगमन कर सकत ेहɇ ͩक  

 इसके अǓतǐरÈत, यह  f(x) = sin x के आलेख से पçुट होता है जो आकृǓत 3.8 अÚयाय 3 मɅ 

Ǒदया है। इस िèथǓत मɅ भी हम देखत ेहɇ ͩक  sin x = 1.

आकृǓत 13.5
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Ǻçटातं 7 फलन  f(x) = x + cos x पर ͪवचार कȧिजए। हम f (x) £ात करना चाहत ेहɇ।  

 यहाँ हमने 0 के Ǔनकट f(x) के मान (Ǔनकटतम) सारणीबɮध ͩकए हɇः (सारणी 13.9).

सारणी 13.9

सारणी 13.9, से हम Ǔनगमन कर सकत ेहɇ ͩक

   

 इस िèथǓत मɅ भी हम Ĥे¢ण करत ेहɇ ͩक f (x) = f (0) = 1.

 अब, Èया आप èवय ंको èवीकार करा सकत ेहɇ ͩक 

   वाèतव मɅ स×य है?

Ǻçटातं 8  के ͧलए, फलन  पर ͪवचार कȧिजए। हम f (x) £ात करना 

चाहत ेहɇ। 
 यहाँ, हम अवलोकन करत ेहɇ ͩक फलन का Ĥातं सभी धना×मक वाèतͪवक सÉंयाएँ हɇ। 
अतः जब हम f(x) के मान सारणीबɮध करत ेहɇ, x शÛूय के बाɃ ओर अĒसर होता है, का कोई 
अथ[ नहȣं है। नीच ेहम 0 के Ǔनकट x के धना×मक मानɉ के ͧलए फलन के मानɉ को सारणीबɮध 
करत ेहɇ (इस सारणी मɅ n ͩकसी धन पूणाɍक को ǓनǾͪपत करता है। 
 नीच ेदȣ गई सारणी 13.10 से, हम देखत ेहɇ ͩक जब x, 0 कȧ ओर अĒसर होता है, f(x) 
बड़ा और बड़ा होता जाता है। यहा ँइसका अथ[ है ͩक, f(x) का मान ͩकसी दȣ सÉंया स ेभी बड़ा 
ͩकया जा सकता है।

सारणी 13.10

 x 1 0.1 0.01 10–n 

 f(x) 1 100 10000 102n 

गͨणतीय Ǿप से, हम कह सकत ेहɇ   

हम ǑटÜपणी भी करत ेहɇ ͩक इस पाɫयĐम मɅ हम इस Ĥकार कȧ सीमाओ ंकȧ चचा[ नहȣं करɅगे।

 x – 0.1 – 0.01 – 0.001 0.001 0.01 0.1

 f(x) 0.9850 0.98995 0.9989995 1.0009995 1.00995 1.0950
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Ǻçटातं 9 हम , £ात करना चाहत ेहɇ, जहाँ

  

  

पहले कȧ तरह हम 0 के Ǔनकट x के ͧलए  f(x) कȧ सारणी बनात ेहɇ। Ĥे¢ण करत ेहɇ ͩक x के 
ऋणा×मक मानɉ के ͧ लए हमɅ x – 2 का मान Ǔनकालन ेकȧ आवæयकता है और x के धना×मक मानɉ 
के ͧलए x + 2 का मान Ǔनकालन ेकȧ आवæयकता होती है।

सारणी 13.11 

सारणी 13.11 कȧ Ĥथम तीन Ĥͪविçटयɉ स,े हम Ǔनगमन करत ेहɇ ͩक फलन का मान –2 

तक घट रहा है और
    

सारणी कȧ अǓंतम तीन Ĥͪविçटयɉ स,े हम Ǔनगमन करत ेहɇ ͩक फलन का मान 2 तक बढ़ 
रहा है और अतः

Èयɉͩक 0 पर बाए ँऔर दाए ँप¢ɉ कȧ सीमाए ँसपंाती नहȣ ंहɇ, 
हम कहत ेहɇ ͩक 0 पर फलन कȧ सीमा अिèत×वहȣन है।

इस फलन का आलेख आकृǓत 13.6 मɅ Ǒदया है यहा,ँ हम 
ǑटÜपणी करत ेहɇ ͩक x = 0 पर फलन का मान पणू[तः पǐरभाͪषत है 
और, वाèतव मɅ, 0 के बराबर है, परंत ुx = 0 पर फलन कȧ सीमा 
पǐरभाͪषत भी नहȣं है। 

Ǻçटातं 10 एक अǓंतम Ǻçटांत के Ǿप मɅ, हम , £ात करते 

हɇ जबͩक   

    

 x – 0.1 – 0.01 – 0.001 0.001 0.01 0.1

 f(x) – 2.1 – 2.01 – 2.001 2.001 2.01 2.1

आकृǓत 13.6
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सारणी 13.12

 x 0.9 0.99 0.999 1.001 1.01 1.1

 f(x) 2.9 2.99 2.999 3.001 3.01 3.1

पहले कȧ तरह, 1 के Ǔनकट x के ͧ लए हम  f(x) के मानɉ को सारणीबɮध करत ेहɇ। 1 स ेकम 
x के ͧलए  f(x) मɅ मानɉ स,े यह Ĥतीत होता है ͩक x = 1 पर फलन का मान 3 होना चाǑहए अथा[त ्  

    

इसी Ĥकार, 1 से बड़ ेx के ͧलए  f(x) के मानɉ से 

आदेͧशत f(x) का मान 3 होना चाǑहए, अथा[त ्

    .

परंत ुतब बाए ँऔर दाए ँप¢ɉ कȧ सीमाए ँसपंाती हɇ 

और अतः      

          .

आकृǓत 13.7 मɅ फलन का आलेख सीमा के बारे मɅ 
हमारे Ǔनगमन को बल देता है। यहा,ँ हम Úयान देत ेहɇ ͩक åयापक Ǿप स,े एक Ǒदए ǒबदं ुपर 
फलन का मान और इसकȧ सीमा ͧभÛन-ͧभÛन हो सकते हɇ (भले हȣ दोनɉ पǐरभाͪषत हɉ।)

13.3.1  सीमाओ ं का बीजगͨणत (Algebra of limits) उपयु[Èत Ǻçटातंɉ से, हम अवलोकन कर 
चकेु हɇ ͩक सीमा ĤͩĐया योग, åयवकलन, गणुा और भाग का पालन करती है जब तक ͩक 
ͪवचाराधीन फलन और सीमाए ँसुपǐरभाͪषत हɇ। यह सयंोग नहȣ ंहै। वाèतव मɅ, हम इनको ǒबना 
उपपͪƣ के Ĥमेय के Ǿप मɅ औपचाǐरक Ǿप देत ेहɇ।

Ĥमेय 1 मान लȣिजए ͩ क f  और g दो फलन एसेे हɇ ͩ क  f (x) और  g(x) दोनɉ  का  अिèत×व 
है। तब

  (i) दो फलनɉ के योग कȧ सीमा फलनɉ कȧ सीमाओ ंका योग होता है, अथा[त ्

[f(x) + g (x)] =   f(x) +   g(x).

आकृǓत 13.7
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 (ii)  दो फलनɉ के अतंर कȧ सीमा फलनɉ कȧ सीमाओ ंका अतंर होता है, अथा[त ्

[f(x) – g(x)] =   f(x) –   g(x).

(iii)  दो फलनɉ के गणुन कȧ सीमा फलनɉ कȧ सीमाओ ंका गणुन होता है, अथा[त ्

 [f(x) . g(x)] =   f(x).   g(x).

(iv)  दो फलनɉ के भागफल कȧ सीमा फलनɉ कȧ सीमाओ ंका भागफल होता है, (जबͩक हर 

शÛूयेतर होता है), अथा[त ्

ǑटÜपणी  ͪवशषे Ǿप से िèथǓत (iii) कȧ एक ͪवͧशçट िèथǓत मɅ जब g(x) एक एेसा अचर फलन है 

ͩक ͩकसी वाèतͪवक सÉंया  के ͧलए g(x) =   हम पात ेहɇ 

     .

अगले दो अनÍुछेदɉ मɅ, हम Ǻçटांत दɅगे ͩक इस Ĥमेय को ͪवͧशçट Ĥकार के फलनɉ कȧ 
सीमाओ ंके मान ĤाÜत करन ेमɅ कैसे Ĥयोग ͩकया जाता है।

13.3.2  बहुपदɉ और पǐरमये फलनɉ कȧ सीमाए ँ(Limits of polynomials and rational functions) n 
घात का एक फलन f(x) बहुपदȣय फलन कहलाता है, यǑद f(x) = a

0
 + a

1
x + a

2
x2 +. . . + a

n
xn, जहाँ  

a
i
s एेसी वाèतͪवक सÉंयाए ँहɇ ͩक ͩकसी Ĥाकृत सÉंया n के ͧलए a

n
  0  

हम जानत ेहɇ ͩक x = a.  अतः

n पर आगमन का सरल अßयास हमको बताता है ͩक

अब, मान लȣिजए  एक बहुपदȣय फलन है। 

 Ĥ×येक को एक फलन जसैा ͪवचारत ेहुए, हम पात ेहɇ ͩक

= 
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  = 

  = 

  = 

  = 

(सǓुनिæचत करɅ ͩक आपन ेउपयु[Èत मɅ Ĥ×येक चरण का औͬच×य समझ ͧलया है।)

एक फलन  f  एक पǐरमये फलन कहलाता है यǑद f(x) = , जहा ँg(x) और h(x) एसेे 

बहुपद हɇ ͩक h(x)  0. तो

यɮयͪप, यǑद h(a) = 0, दो िèथǓतया ँहɇ – (i) जब g(a)  0 और (ii) जब  g(a) = 0. पवू[ कȧ 
िèथǓत मɅ हम कहत ेहɇ ͩक सीमा का अिèत×व नहȣं है। बाद कȧ िèथǓत मɅ हम  

g(x) = (x – a)k g
1 
(x), जहा ँk, g(x) मɅ (x – a) कȧ महƣम घात है। इसी Ĥकार 

h(x) = (x – a) lh
1
 (x) Èयɉͩक h (a) = 0. अब, यǑद k  l, हम पात ेहɇ

  =   

 = 

यǑद k < l, तो सीमा पǐरभाͪषत नहȣं है।

उदाहरण 1 सीमाए ँ£ात कȧिजएः  

 (i)   (ii)  

 (iii) . 

हल  अभीçट सभी सीमाए ँकुछ बहुपदȣय फलनɉ कȧ सीमाए ँहɇ। अतः सीमाए ँĤदƣ ǒबदंओु ंपर 
फलनɉ के मान हɇ। हम पात ेहɇ
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 (i)  [x3 – x2 + 1] = 13 – 12 + 1 = 1

 (ii) 

 (iii)  = 1 + (–1) + (–1)2 + ... + (–1)10

   = 1 – 1 + 1 + ... + 1 = 1.

उदाहरण 2 सीमाए ँ£ात कȧिजएः

 (i)  (ii)  

 (iii)  (iv) 

 (v) .

हल सभी ͪवचाराधीन फलन पǐरमये फलन हɇ। अतः, हम पहले Ĥदƣ ǒबदंओु ंपर इन फलनɉ के 

मान ĤाÜत करते हɇ। यǑद यह , के Ǿप का है, हम गणुनखडंɉ, जो सीमा के  का Ǿप होन ेका 

कारण है, को Ǔनरèत करत ेहुए फलनɉ को पुनः ͧलखते हɇ।

 (i) हम पात ेहɇ 

 (ii) 2 पर फलन का मान ĤाÜत करन ेपर हम इसे   का Ǿप मɅ पात ेहɇ। अतः

  =  =       Èयɉͩक x  2

 = .
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 (iii) 2 पर फलन का मान ĤाÜत करन ेपर, हम इसे  के Ǿप मɅ पात ेहɇ, अतः

  =  

 = 

जोͩक पǐरभाͪषत नहȣं है।

 (iv) 2 पर फलन का मान ĤाÜत करन ेपर, हम इसे   के Ǿप मɅ पात ेहै। अतः

  = 

 = .

  (v) पहले हम फलन को पǐरमये फलन जसैा पनुः ͧलखत ेहɇ।

   =  

  = 

  = 

  = 
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1 पर फलन का मान ĤाÜत करन ेपर हम  का Ǿप पात ेहɇ। अतः

   = 

  = 

  =  =  = 2.

हम ǑटÜपणी करत ेहɇ ͩक उपयु[Èत मान ĤाÜत करन ेमɅ हमन ेपद (x – 1) को Ǔनरèत ͩकया Èयɉͩक 
.

एक मह×वपणू[ सीमा का मान ĤाÜत करना, जो ͩक आगे पǐरणामɉ मɅ ĤयÈुत होगी, नीच े
एक Ĥमेय के Ǿप मɅ Ĥèतुत है।

Ĥमेय 2 ͩकसी धन पूणाɍक n के ͧलए,

     .

ǑटÜपणी  उपयु[Èत Ĥमये मɅ सीमा हेत ुåयजंक स×य है जबͩक n कोई पǐरमये सÉंया है और 

a धना×मक है।

उपपͪƣ (xn – an) को (x – a), से भाग देन ेपर, हम देखत ेहɇ ͩक

 xn – an = (x–a) (xn–1 + xn–2 a + xn–3 a2 + ... + x an–2 + an–1)

इस Ĥकार  (xn–1 + xn–2 a + xn–3 a2 + ... + x an–2 + an–1)

 = an – l + a an–2 +. . . + an–2 (a) +an–l 

 = an–1 + an – 1 +...+an–1 + an–1 (n पद)

 = 
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उदाहरण 3 मान £ात कȧिजए

 (i)      (ii) 

हल  (i) हमारे पास है 

 = 

 = 

 = 15 (1)14  10(1)9   (उपयु[Èत Ĥमेय स)े

 = 15  10  

 (ii)   y = 1 + x, िजससे  जसै े  तब

  = 

 = 

 =  (उपयु[Èत ǑटÜपणी से)  = 

13.4.  ǒğकोणͧमतीय फलनɉ कȧ सीमाए ँ(Limits of Trigonometric Functions) 

åयापक Ǿप स,े फलनɉ के बारे मɅ Ǔनàनͧलͨखत तØय 
(Ĥमयेɉ के Ǿप मɅ कहे गए) कुछ ǒğकोणͧमतीय फलनɉ 
कȧ सीमाओ ंका पǐरकलन करन ेमɅ सलुभ हो जात ेहɇ।

Ĥमेय 3 मान लȣिजए समान Ĥातं वाल ेदो वाèतͪवक 

मानीय फलन  f  और एेसे हɇ ͩक पǐरभाषा के Ĥातं 

मɅ सभी x के ͧलए f (x)  g( x) ͩकसी a के ͧलए यǑद 

 f(x) और  g(x) दोनɉ का अिèत×व है तो  
आकृǓत 13.8
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 f(x)   g(x) इस ेआकृǓत 13.8 मɅ ͬचğ स ेèपçट ͩकया गया है।

Ĥमये 4 सɇडͪवच Ĥमये (Sandwich Theorem) 

मान लȣिजए  f, g और h वाèतͪवक मानीय 
फलन एेसे हɇ ͩक पǐरभाषा के सव[Ǔनçठ Ĥातंɉ 
के सभी x के ͧलए f (x)  g( x)  h(x). ͩकसी 

वाèतͪवक सÉंया a के ͧलए यǑद   f(x) = l 

=  h(x), त ो    g(x)  = l.  इ से 

आकृǓत 13.9 मɅ ͬचğ स ेèपçट ͩकया गया है।  
ǒğकोणͧमतीय फलनɉ से सबंंͬ धत Ǔनàनͧलͨखत मह×वपूण[ असͧमका कȧ एक सुदंर Ïयाͧमतीय 

उपपͪƣ नीच ेĤèततु हैः

 के ͧलए   (*)

उपपͪƣ  हम जानते हɇ ͩ क sin (– x) =  – sin x और cos( – x) = cos x. अतः  के ͧ लए असͧमका 

को ͧसɮध करने के ͧलए यह पया[Üत है। 

आकृǓत 13.10, मɅ एसेे इकाई वƣृ का कɅ ġ O है। कोण AOC, x रेͫडयन 

का है और 0 < x <  । रेखाखडं BA और CD, OA के लबंवत हɇ। इसके 

अǓतǐरÈत AC को ͧमलाया गया है। तब 

OAC का ¢ेğफल <  वƣृखडं ¢ğेफल < OAB का ¢ğेफल

अथा[त ् .

अथा[त ् CD < x . OA < AB. OCD मɅ 

sin x = (चँूͩक OC = OA) और अतः CD = OA sin x. इसके अǓतǐरÈत

tan x = और अतः  AB = OA tan x. इस Ĥकार

  OA sin x < OA x < OA. tan x.

आकृǓत 13.9

आकृǓत 13.10
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Èयɉͩक लबंाई OA धना×मक है, हम पात ेहɇ

sin x < x < tan x.

Èयɉͩक 0 < x < , sin x धना×मक है और इस Ĥकार sin x, से सभी को भाग देने पर, हम पात ेहɇ

1<   सभी का åय×ुĐम करने पर, हम पात ेहɇ

 उपपͪƣ पणू[ हुई।

Ĥमेय 5 Ǔनàनͧलͨखत दो मह×वपूण[ सीमाए ँहɇः

 (i)  (ii) 

उपपͪƣ (i) (*) मɅ असͧमका (Inequality) के अनुसार फलन , फलन cos x और अचर फलन 
िजसका मान 1 हो जाता है, के बीच मɅ िèथत है। 
 इसके अǓतǐरÈत Èयɉͩक  cos x = 1, हम देखत ेहɇ ͩ क Ĥमेय के (i) कȧ उपपͪƣ सɇडͪवच 
Ĥमेय स ेपणू[ है।

 (ii) को ͧसɮध करने के ͧलए, हम ǒğकोणͧमǓत सव[सͧमका 1 – cos x = 2 sin2 का Ĥयोग करते 

हɇ, तब  = 

 = 

अवलोकन कȧिजए ͩक हमन ेअèपçट Ǿप से इस तØय का Ĥयोग ͩकया है ͩक  ,  

के तãुय है। इसको y =  रखकर Ĥमाͨणत ͩकया जा सकता है।
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उदाहरण 4 मान £ात कȧिजएः      (i)    (ii) 

हल  (i)  = 

 = 

 = 

 = 2.1.1 = 2 (जब x  0, 4x  0 तथा 2x  0)

हमारे पास है  (ii)   =  =  = 1.1 = 1

एक सामाÛय Ǔनयम, िजसको सीमाओ ंका मान Ǔनकालत ेसमय Úयान मɅ रखने कȧ आवæयकता 
है, Ǔनàनͧलͨखत हैः

माना ͩक सीमा   का अिèत×व है और हम इसका मान £ात करना चाहत ेहɇ। 

पहले हम f (a)  और g(a) के मानɉ को जाचँɅ। यǑद दोनɉ शूÛय हɇ, तो हम देखत ेहɇ ͩक यǑद हम 
उस गणुनखडं को ĤाÜत कर सकत ेहɇ जो पद समाÜत होन ेका कारण है, अथा[त ्देखɅ यǑद हम 
f(x) = f

1
 (x) f

2
(x) ͧलख सकɅ  िजससे f

1
 (a) = 0 और f

2
 (a)  0 । इसी Ĥकार g(x) = g

1
 (x) g

2
(x),ͧलखते 

हɇ जहाँ   g
1
(a) = 0 और g

2
(a)  0. f(x) और g(x) मɅ स ेउभयǓनçठ गुणनखडं (यǑद सभंव है) तो 

Ǔनरèत कर देत ेहɇ और

   , जहा ँq(x)  0    ͧलखत ेहɇ ,

तब   
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Ĥæनावलȣ 13.1

Ĥæन 1 स े22 तक Ǔनàनͧलͨखत सीमाओ ंके मान ĤाÜत कȧिजएः

 1.  2.  3. 

 4.  5.  6.  

 7.   8.  9. 

 10.   11.

 12.   13.  14.  

 15.  16.  17. 

 18.   19.

 20.  , 

 21.  22.    

 23.    और , £ात कȧिजए, जहा ँ

 24.   , £ात कȧिजए, जहा ँ

 25.   , का मान ĤाÜत कȧिजए, जहा ँ
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 26.   , £ात कȧिजए, जहा ँ

 

 27.   , £ात कȧिजए, जहा ँ

 28.   मान लȣिजए  

   और यǑद f (x) = f (1) तो  a और b के सभंव मान Èया हɇ? 

29.  मान लȣिजए  a
1
, a

2
, . . ., a

n 
 अचर वाèतͪवक सÉंयाएँ हɇ और एक फलन 

  से पǐरभाͪषत है।  f (x) Èया है? 

 ͩकसी  a  a
1
, a

2
, ..., a

n
, के ͧलए  f (x) का पǐरकलन कȧिजए।

30.   यǑद  .

तो a के ͩकन मानɉ के ͧलए f (x) का अिèत×व है?

31.   यǑद फलन  f(x), , को सतंçुट करता है, तो का मान ĤाÜत 
कȧिजए।

32.  ͩकन पूणाɍकɉ m और n के ͧलए और दोनɉ का अिèत×व है, यǑद   
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13.5  अवकलज (Derivatives)

हम अनुÍछेद 13.2, मɅ देख चुके हɇ ͩक ͪवͪवध समयातंरालɉ पर ͪपडं कȧ िèथǓत को जानकर उस 
दर को £ात करना सभंव है िजसस ेͪपडं कȧ िèथǓत पǐरवǓत[त हो रहȣ है। समय के ͪवͪवध ¢णɉ 
पर एक Ǔनिæचत Ĥाचल (parameter) का जानना और उस दर को £ात करन ेका Ĥयास करना 
िजससे इसमɅ पǐरवत[न हो रहा है, अ×यतं åयापक ǽͬच का ͪवषय है। वाèतͪवक जीवन कȧ अनेक 
िèथǓतया ँहोती हɇ िजनमɅ एेसी ĤͩĐया काया[िÛवत करने कȧ आवæयकता होती है। उदाहरणतः 
एक टंकȧ के रख-रखाव करन ेवाले åयिÈत के ͧलए समय के अनके ¢णɉ पर पानी कȧ गहराई 
जानकर यह जानना आवæयक होता है ͩक टंकȧ कब छलकन ेलगगेी, ͪवͪवध समयɉ पर राकेट कȧ 
ऊँचाई जानकर राकेट व£ैाǓनकɉ को उस यथाथ[ वगे के पǐरकलन कȧ आवæयकता होती है िजससे 
उपĒह का राकेट स ेĤ¢पेण आवæयक हो। ͪवƣीय सèंथानɉ को ͩकसी ͪवशषे èटाक के वत[मान 
मãूय जानकर इसके मãूयɉ मɅ पǐरवत[न कȧ भͪवçयवाणी करनी आवæयक होती है। इनमɅ और 
एेसी अनेक अÛय िèथǓतयɉ मɅ यह जानना अभीçट होता है ͩक एक Ĥाचल मɅ दसूरे ͩकसी Ĥाचल 
के सापे¢ पǐरवत[न ͩकस Ĥकार होता है? पǐरभाषा के Ĥातं के Ĥदƣ ǒबदं ुपर फलन का अवकलज 
इस ͪवषय का मÉुय उɮदेæय है। 

पǐरभाषा 1  मान लȣिजए f एक वाèतͪवक मानीय फलन है और इसकȧ पǐरभाषा के Ĥातं मɅ एक 
ǒबदं ुa है। a पर f  का अवकलज 
     

से पǐरभाͪषत है बशतȶ ͩक इस सीमा का अिèत×व हो। a पर f(x) का अवकलज  f’ (a) स ेǓनǾͪपत 
होता है।

अवलोकन कȧिजए ͩक  f(a), a  पर x के सापे¢ पǐरवत[न का पǐरमाण बताता है।  

उदाहरण 5 x = 2 पर फलन  f(x) = 3x का अवकलज £ात कȧिजए। 

हल  हम पात ेहɇ   = = 

  = .

अतः x = 2 पर फलन 3x का अवकलज 3 है।

उदाहरण 6   x =  –1 पर फलन f(x) = 2x2 + 3x – 5 का अवकलज £ात कȧिजए। यह भी ͧसɮध कȧिजए 
ͩक f (0) + 3f ( –1) = 0.
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हल  हम पहले x = 0 और x = –1 पर  f(x) का अवकलज £ात करत ेहɇ। हम पात ेहɇ ͩक

  = 

  = 

  = 

और      = 

  = 

  = 

èपçटतः  

ǑटÜपणी   इस िèथǓत मɅ Úयान दȣिजए ͩक एक ǒबदं ुपर अवकलज का मान ĤाÜत करन ेमɅ सीमा 
£ात करन ेके ͪवͪवध Ǔनयमɉ का Ĥभावकारȣ Ĥयोग सिàमͧलत है। Ǔनàनͧलͨखत इसको èपçट 
करता हैः

उदाहरण 7     x = 0 पर sin x का अवकलज £ात कȧिजए। 

हल    मान लȣिजए f(x)  = sin x. तब

f(0)  =  =  =    

उदाहरण 8     x = 0 और x = 3 पर फलन f(x) = 3 का अवकलज £ात कȧिजए। 

हल  Èयɉͩक अवकलज फलन मɅ पǐरवत[न को मापता है, सहजǾप स ेयह èपçट है ͩक अचर 
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फलन का Ĥ×येक ǒबदं ुपर अवकलन शूÛय होना चाǑहए। इसे, वाèतव मɅ, Ǔनàनͧलͨखत पǐरकलन 
से बल ͧमलता है।

 = .

इसी Ĥकार  = . 

अब हम एक ǒबदं ु पर फलन 
के अवकलज कȧ Ïयाͧमतीय åयाÉया 
Ĥèतुत करत ेहɇ।

मान लȣिजए  y = f(x) एक फलन 
है और मान लȣिजए इस फलन 
के आलेख पर P = (a, f(a)) और 
Q = (a + h, f(a + h) दो परèपर Ǔनकट 
ǒबदं ु हɇ। आकृǓत 13.11 अब èवयं 
åयाÉया×मक है। हम  जानत ेहɇ ͩक

  

ǒğभजु PQR, स ेयह èपçट है ͩक वह अनपुात िजसकȧ सीमा हम ले रहे हɇ, यथाथ[ता से
tan (QPR) के बराबर है जो ͩक जीवा PQ का ढाल है। सीमा लेने कȧ ĤͩĐया मɅ, जब h, 0 कȧ ओर 
अĒसर होता है, ǒबदं ुQ, P कȧ ओर अĒसर होता है और हम पात ेहɇ अथा[त ्

यह इस तØय के तãुय है ͩक जीवा PQ, वĐ y = f(x) के ǒबदं ुP पर èपशȸ कȧ ओर अĒसर 

होती है। अतः  .

एक Ǒदए फलन f के ͧलए हम Ĥ×येक ǒबदं ुपर अवकलज £ात कर सकत ेहɇ। यǑद Ĥ×येक 

ǒबदं ुपर अवकलज का अिèत×व है तो यह एक नये फलन को पǐरभाͪषत करता है िजस ेफलन 
f का अवकलज कहा जाता है औपचाǐरक Ǿप से हम एक फलन के अवकलज को Ǔनàनͧलͨखत 
Ĥकार पǐरभाͪषत करत ेहɇ।

आकृǓत 13.11



324 गͨणत

पǐरभाषा 2  मान लȣिजए ͩक  f  एक वाèतͪवक मानीय फलन है, तो 

   

से पǐरभाͪषत फलन, जहा ँकहȣं सीमा का अिèत×व है, को x पर f  का अवकलज पǐरभाͪषत ͩकया 
जाता है और f(x) से ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। अवकलज कȧ इस पǐरभाषा को अवकलज का Ĥथम 
ͧसɮधातं भी कहा जाता है। 

इस Ĥकार  f(x) = 

èपçटतः  f(x) कȧ पǐरभाषा का Ĥातं वहȣ है जहा ँकहȣं उपयु[Èत सीमा का अिèत×व है। एक 

फलन के अवकलज के ͪवͧभÛन सकेंतन हɇ। कभी-कभी f(x) को  से ǓनǾͪपत ͩकया 

जाता है यǑद y = f(x), तो यह  स ेǓनǾͪपत ͩकया जाता है। इस ेy या f(x) के सापे¢ अवकलज 

के Ǿप मɅ उãलेͨखत ͩकया जाता है इस ेD (f (x) ) से भी ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। 

इसके अǓतǐरÈत x = a पर f के अवकलज को  या से भी 

ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। 

उदाहरण 9 f(x) = 10 x का अवकलज £ात कȧिजए।

हल  हम पात ेहɇ  f(x) =  = 

 =  = 

उदाहरण 10 f(x) = x2 का अवकलज £ात कȧिजए।

हल हम पात ेहɇ f(x) = 

  =  = 
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उदाहाण 11 एक अचर वाèतͪवक संÉया a के ͧलए, अचर फलन  f(x) = a का अवकलज 
£ात कȧिजए।
हल   हम पात ेहɇ f(x) = 

 =  Èयɉͩक 

उदाहरण 12  f(x) =  का अवकलज £ात कȧिजए।

हल    हम पात ेहɇ  f(x) =  

 =  

  =  

  =  =  =  

13.5.1 फलनɉ के अवकलज का बीजगͨणत (Algebra of derivative of functions)  Èयɉͩक अवकलज 
कȧ यथाथ[ पǐरभाषा मɅ सीमा Ǔनæचय हȣ सीध ेǾप मɅ सिàमͧलत है, हम अवकलज के Ǔनयमɉ के 
Ǔनकटता से सीमा के Ǔनयमɉ के अनगुमन कȧ आशा करत ेहɇ। हम इनको Ǔनàनͧलͨखत Ĥमयेɉ 
मɅ पात ेहɇः 

Ĥमेय 5 मान लȣिजए f  और g दो एेस ेफलन हɇ ͩक उनके उभयǓनçठ Ĥातं मɅ उनके अवकलन 
पǐरभाͪषत हɇ, तब

 (i)  दो फलनɉ के योग का अवकलज उन फलनɉ के अवकलजɉ का योग है।
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 (ii)  दो फलनɉ के अतंर का अवकलज उन फलनɉ के अवकलजɉ का अतंर है।

    

 (iii)  दो फलनɉ के गणुन का अवकलज Ǔनàनͧलͨखत गुणन Ǔनयम (product rule) से Ǒदया 
गया हैः

    

 (iv)  दो फलनɉ के भागफल का अवकलज Ǔनàनͧलͨखत भागफल Ǔनयम (quotient rule) 
से Ǒदया गया है (जहा ँकहȣं हर शÛूयेतर है)

   

इनकȧ उपपͪƣ सीमाओ ंकȧ तुãय Ǿप Ĥमेयɉ स ेआवæयकȧय Ǿप से अनुसरण करती हɇ। हम 
इÛहɅ यहा ँͧसɮध नहȣं करɅगे। सीमाओ ंकȧ िèथǓत कȧ तरह यह Ĥमेय बतलाता है ͩक ͪवशषे Ĥकार 
के फलनɉ के अवकलज कैस ेपǐरकͧलत ͩ कए जात ेहɇ। Ĥमये के अǓंतम दो कथनɉ को Ǔनàनͧलͨखत 

ढंग से पनुः कहा जा सकता है िजससे उनके पनुèम[रण करन ेमɅ आसानी से सहायता ͧमलती है।

मान लȣिजए  और = g (x) तब

   = 

यह फलनɉ के गणुन के अवकलन के ͧ लए Leibnitz Ǔनयम या गणुन Ǔनयम उãलेͨखत होता 

है। इसी Ĥकार, भागफल Ǔनयम है

  = 

अब, आइए हम कुछ मानक फलनɉ के अवकलनɉ को लɅ। यह देखना सरल है ͩक फलन 

f (x) = x का अवकलज अचर फलन 1 है। यह है Èयɉͩक 

 

 f (x) =  =  

  = 
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हम इसका और उपयु[Èत Ĥमेय का Ĥयोग f(x) = 10x = x + x + ... + x (10 पद)

(उपयु[Èत Ĥमये के (i) स)े के अवकलज के पǐरकलन मɅ करत ेहɇ

        =   (10 पद)

  =   (10 पद)

  =  (10 पद) = 10.

हम Úयान देत ेहɇ ͩक इस सीमा का मान गणुन सूğ के Ĥयोग स ेभी ĤाÜत ͩकया जा सकता 
है। हम ͧलखत ेहɇ,  f(x) = 10x = uv, जहा ँu ͧलखते हɇ जहा ँu Ĥ×येक जगह मान 10 लेकर अचर 
फलन है और v(x) = x. यहाँ हम जानत ेहɇ ͩक u का अवकलज 0 के बराबर है साथ हȣ v(x) = x का 
अवकलज 1 के बराबर है। इस Ĥकार गणुन Ǔनयम से, हम पात ेहɇ

   = 

इसी आधार पर f(x) = x2 के अवकलज का मान ĤाÜत ͩकया जा सकता है। हम पात ेहɇ  
f(x) = x2 = x .x और अतः
   = 

 

  = 

अͬधक åयापक Ǿप से हम Ǔनàनͧलͨखत Ĥमये पात ेहɇः

Ĥमेय 6 ͩकसी धन पणूाɍक n के ͧलए f(x) = xn का अवकलज nxn – 1 है। 

उपपͪƣ अवकलज फलन कȧ पǐरभाषा स,े हम पात ेहɇ

         = .

ɮͪवपद Ĥमेय कहता है ͩक  (x + h)n = और 

(x + h)n – xn = h(nxn – 1 +... + hn – 1) इस Ĥकार

   =  = 

   = , = 
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ͪवकãपतः हम इसको n पर आगमन और गणुन सूğ स ेभी Ǔनàन Ĥकार ͧसɮध कर सकते 
हɇः n = 1 के ͧलए यह स×य है जसैा ͩक पहले Ǒदखाया जा चकुा है

   =  

   = (गणुन सूğ स)े

   =  (आगमन पǐरकãपना स)े

   = 

ǑटÜपणी  उपयु[Èत Ĥमेय x,कȧ सभी घातɉ के ͧलए स×य है अथा[त ् n कोई भी वाèतͪवक सÉंया हो 
सकती है। (लेͩकन हम इसको यहा ँͧसɮध नहȣ ंकरɅगे) 

13.5.2  बहुपदɉ और ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के अवकलज (Derivative of polynomials and trigono-

metric functions)  हम Ǔनàनͧलͨखत Ĥमये से Ĥारंभ करɅगे जो हमको बहुपदȣय फलनɉ के अवकलज 
बतलाती है।

Ĥमेय 7 मान लȣिजए  f(x) =  एक बहुपदȣय फलन है जहा ँa
i
s सभी 

वाèतͪवक सÉंयाए ँहɇ और a
n
  0 तब अवकलज फलन इस Ĥकार Ǒदया जाता हैः

   

इस Ĥमये कȧ उपपͪƣ Ĥमेय 5 और Ĥमये 6 के भाग (i) को माğ साथ रखन ेस ेĤाÜत कȧ 
जा सकती है।

उदाहरण 13    6x100 – x55 + x के अवकलज का पǐरकलन कȧिजए।

हल   उपयु[Èत Ĥमये का सीधा अनĤुयोग बतलाता है ͩक उपयु[Èत फलन का अवकलज 
 है।

उदाहरण 14   x = 1  पर  f(x) = 1 + x + x2 + x3 +... + x50  का अवकलज £ात कȧिजए। .

हल उपयु[Èत Ĥमये 6 का सीधा अनुĤयोग बतलाता है ͩक उपयु[Èत फलन का अवकलज 

1 + 2x + 3x2 + . . . + 50x49  है।  x = 1  पर इस फलन का मान 1 + 2(1) + 3(1)2 + .. . + 50(1)49 =  1 + 

2 + 3 + . . . + 50 =  = 1275  है।



     सीमा और अवकलज           329

उदाहरण 15   f(x) =   का अवकलज £ात कȧिजए।

हल  यह फलन x = 0  के अǓतǐरÈत Ĥ×येक के ͧलए पǐरभाͪषत है। हम यहा ँu = x + 1 और v = x  

लेकर भागफल Ǔनयम का Ĥयोग करत ेहɇ। अतः u´ = 1 और v´ = 1 इसͧलए

     

उदाहरण 16   sin x  के अवकलज का पǐरकलन कȧिजए। 

हल      मान लȣिजए f(x) = sin x, तब

  = 

  =  ( sin A – sin B  के सूğ का Ĥयोग करके)

  = .

उदाहरण 17    tan x  के अवकलज का पǐरकलन कȧिजए।

हल   मान लȣिजए f(x) = tan x, तब

  = 

  = 

  = 

  =  (sin (A + B) के सğू का Ĥयोग करके)
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 = 

 = 

उदाहरण 18    f(x) = sin2 x के अवकलज का पǐरकलन कȧिजए। 

हल  हम इसका मान ĤाÜत करन ेके ͧलए Leibnitz गणुन सूğ का Ĥयोग करत ेहɇ।

  = (sin x sin x)

 = (sin x) sin x + sin x (sin x)

 = (cos x) sin x + sin x (cos x)

 = 2sin x cos x = sin 2x.

Ĥæनावलȣ 13.2

 1.  x = 10 पर x2 – 2 का अवकलज £ात कȧिजए।
 2.  x = 1 पर x का अवकलज £ात कȧिजए। 
 3.  x = l00 पर 99x का अवकलज £ात कȧिजए।
 4. Ĥथम ͧसɮधातं स ेǓनàनͧलͨखत फलनɉ के अवकलज £ात कȧिजएः

 (i)    (ii)   

 (iii)   (iv)    

 5. फलन  

के ͧलए ͧसɮध कȧिजए ͩक .

 6. ͩकसी अचर वाèतͪवक सÉंया a के ͧलए  का अवकलज 
£ात कȧिजए

 7. ͩकÛहȣं अचरɉ a और b, के ͧलए,
   (i)       (ii)           (iii)  

  के अवकलज £ात कȧिजए।
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 8. ͩकसी अचर a के ͧलए   का अवकलज £ात कȧिजए।

 9. Ǔनàनͧलͨखत के अवकलज £ात कȧिजएः

 (i)   (ii)   

 (iii)    (iv)   

 (v)   (vi)   

10. Ĥथम ͧसɮधातं स ेcos x का अवकलज £ात कȧिजए।
11. Ǔनàनͧलͨखत फलनɉ के अवकलज £ात कȧिजए।
 (i)   (ii)          (iii)  

 (iv) cosec x  (v)  

 (vi)   (vii)  

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 19 Ĥथम ͧसɮधातं स ेf  का अवकलज £ात कȧिजए जहा ँf  इस Ĥकार Ĥदƣ हैः

 (i) f (x) =   (ii)    f (x) = 

हल   (i) Úयान दȣिजए ͩक फलन x = 2 पर पǐरभाͪषत नहȣ ंहै। लेͩ कन, हम पात ेहɇ 

   = 

   = 

   = 

पुनः Úयान दȣिजए ͩक x = 2  पर फलन  भी पǐरभाͪषत नहȣ ंहै।
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(ii)  x = 0 पर फलन पǐरभाͪषत नहȣ ंहै। लेͩकन, हम पात ेहɇ

  = 

   = 

   = 

   = 

पनुः Úयान दȣिजए ͩक x = 0 पर फलन  पǐरभाͪषत नहȣं है।

उदाहरण 20 Ĥथम ͧसɮधातं स ेफलन f(x) का अवकलज £ात कȧिजए जहा ँf(x) 

(i)    (ii) 

हल  (i) हम पात ेहɇ,  =    

  = 

  = 

 =  

 =    

 =  cos x – sin x 
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(ii)  

 
=   

 =  

  = 

  = 

      = x cos x + sin x 

उदाहरण 21  (i) f(x) = sin 2x   (ii) g(x) = cot x

 के अवकलज का पǐरकलन कȧिजए।

हल  (i) ǒğकोणͧमǓत सğू  sin 2x = 2 sin x cos x का पनुèम[रण कȧिजए। इस Ĥकार

  = 

 = 

 =  = 

(ii) पǐरभाषा से, g(x) =  हम भागफल सğू का Ĥयोग इस फलन पर करɅगे, जहा ँकहȣं 

यह पǐरभाͪषत है। = = 

 = 

 = 
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ͪवकãपतः इसको Úयान देकर ͩक , पǐरकͧलत ͩकया जा सकता है। यहा ँहम इस तØय का 

Ĥयोग करत ेहɇ ͩक tan x का अवकलज sec2 x है जो हमन ेउदाहरण 17 मɅ देखा है और साथ हȣ 

अचर फलन का अवकलज 0 होता है।

   

  = 

  = 

  = 

  = 

उदाहरण 22  (i)    (ii) 

  का अवकलज £ात कȧिजए।

हल  (i) मान लȣिजए . जहा ँ कहȣ ं भी यह 
पǐरभाͪषत है, हम इस फलन पर भागफल Ǔनयम का Ĥयोग करɅगे।

  

  = 

  = 
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 (ii)   हम फलन   पर भागफल Ǔनयम का Ĥयोग करɅगे जहा ँकहȣ ंभी यह पǐरभाͪषत है।

    = 

  =

अÚयाय 13 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ
 1.  Ĥथम ͧसɮधातं स ेǓनàनͧलͨखत फलनɉ का अवकलज £ात कȧिजएः

   (i)  (ii)  (iii) sin (x + 1) (iv) cos (x – )

  Ǔनàनͧलͨखत फलनɉ के अवकलज £ात कȧिजए (यह समझा जाय ͩक  a, b, c, d, p, q, r और 
s Ǔनिæचत शÛूयेतर अचर हɇ और m तथा n पणूाɍक हɇ।):

 2. (x + a) 3. (px + q)   4.  

 5.  6.  7.  

 8.  9.  10.  

 11.  12.  13.  

 14. sin (x + a) 15. cosec x cot x  16. 

17.   18.  19.   

20.   21.  22.  
 

23.   24.   
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25.   26.   27.  

28.   29.   30. 

साराशं

 फलन का अपेͯ ¢त मान जो एक ǒबदं ुके बाɃ ओर के ǒबदंओु ंपर Ǔनभ[र करता है, ǒबदं ु
पर फलन के बाए ँप¢ कȧ सीमा (Left handed limit) को पǐरभाͪषत करता है। इसी Ĥकार 
दाए ँप¢ कȧ सीमा (Right handed limit)।

 एक ǒबदं ुपर फलन कȧ सीमा बाए ँप¢ और दाएँ प¢ कȧ सीमाओ ंस ेĤाÜत उभयǓनçठ 
मान हɇ यǑद व ेसपंाती हɉ। 

 यǑद ͩ कसी ǒबदं ुपर बाए ँप¢ और दाए ँप¢ कȧ सीमाए ँसपंाती न हɉ तो यह कहा जाता 
है ͩक उस ǒबदं ुपर फलन कȧ सीमा का अिèत×व नहȣं है। 

 एक वाèतͪवक सÉंया a और एक फलन f  के ͧलए  f(x) और f (a) समान नहȣं भी 

हो सकते (वाèतव मɅ, एक पǐरभाͪषत हो और दसूरा नहȣं)

 फलनाे ं f और g के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत लाग ूहोत ेहɇः

 

 

 
 Ǔनàनͧलͨखत कुछ मानक सीमाए ँहɇ।
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 a पर फलन f  का अवकलज  

  स ेपǐरभाͪषत होता है।

 Ĥ×येक ǒबदं ुपर अवकलज, अवकलज फलन  

  से पǐरभाͪषत होता है। 

 फलनɉ u और v के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत लाग ूहोता हैः

 

 

  बशतȶ सभी पǐरभाͪषत हɇ।

 Ǔनàनͧलͨखत कुछ मानक अवकलज हɇः

 

 

 

एेǓतहाͧसक पçृठभूͧ म

गͨणत के इǓतहास मɅ कलन के अÛवषेण के Įेय कȧ भागीदारȣ हेत ुदो नाम Ĥमखु हɇ Issac 

Newton (1642 – 1727) और G.W. Leibnitz (1646 – 1717). सğहवी ंशताÞदȣ मɅ दोनɉ न ेèवतğंता 
पवू[क कलन का अÛवषेण ͩकया। कलन के आगमन के बाद इसके आगामी ͪवकास हेत ुअनके 
गͨणत£ɉ न ेयोगदान ͩकया। पǐरशɮुध सकंãपना का मÉुय Įेय महान गͨणत£ɉ A.L.Cauchy, 
J.L.Lagrange और Karl Weier strass को ĤाÜत है। Cauchy ने कलन को आधार Ǒदया िजसको 
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अब हम åयापकतः पाɫय् पèुतकɉ मɅ èवीकार कर चकेु हɇ। Cauchy ने D'Almbert कȧ सीमा 

सकंãपना के Ĥयोग के ɮवारा अवकलज कȧ पǐरभाषा दȣ। सीमा कȧ पǐरभाषा स ेĤारंभ करत ेहुए 

= 0 के ͧलए  कȧ सीमा जसेै उदाहरण Ǒदए। उÛहɉन े  ͧलखा 

और   के ͧलए सीमा को  'f "(x) के ͧलए y’, "function derive’e" नाम Ǒदया।

1900 से पवू[ यह सोचा जाता था ͩक कलन को पढ़ाना बहुत कǑठन है, इसͧलए कलन 
यवुाओ ंकȧ पहँुच से बाहर थी। लेͩकन ठȤक 1900 मɅ इंगलɇड मɅ John Perry एव ंअÛय न े
इस ͪवचार का Ĥचार करना Ĥारंभ ͩकया ͩक कलन कȧ मÉुय ͪवͬधया ँऔर धारणाए ँसरल हɇ 
और èकूल èतर पर भी पढ़ाया जा सकता है। F.L. Griffin न ेकलन के अÚययन को Ĥथम 
वष[ के छाğɉ स ेĤारंभ करके नते×ृव Ĥदान ͩकया। उन Ǒदनɉ यह बहुत चनुौतीपणू[ काय[ था।

आज न केवल गͨणत अͪपत ुअनके अÛय ͪवषयɉ जसेै भौǓतकȧ, रसायन ͪव£ान, 
अथ[शाèğ, जीवͪव£ान मɅ कलन कȧ उपयोͬगता मह×वपणू[ है।

——


