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 z மாறிைள் பிரி்ப்டககூடிய
வகைக்ைழுச்
சமன்்பாடுைள்.

 z சம்படித்தான வகைக
்ைழுச் சமன்்பாடுைள்.

 z மநரிய வகைக்ைழுச்
சமன்்பாடுைள்.

 z மாறிலிைகைக ்ைழுகைைாைக 
்ைாண்ட இரண்டாம் வரிகச மநரிய 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள்.

அறிமுைம்
தலில ்�ர்மானிய தத்துவமமகத, 
ைணிதவிய்லாைர் மற்றும் தர்கைவிய்லார் 
G. H. ்்லபனிடஸ் என்்பவரால வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 
உருவாகைப்பட்டது.

 இயற்ைணித சமன்்பாடுைைான 5 3 6 4x x x− −( ) = ,  x x2 7 12 0− + = ,
18 5 3x − = ம்பான்றைவற்கறை முநகதய வகுபபுைளில ைற்றிருபபீர்ைள். இங்கு 
சமன்்பாடக்ட தீர்ப்பது இ்லகைாை உள்ைது. அதாவது சமன்்பாடக்ட நிகறைவு 
்சய்யும் மாறியின் மதிபபு(ைள்) ைாண்பது மநாகைமாை உள்ைது. 
எடுத்துகைாட்டாை x=9  என்்பது முதல சமன்்பாடடின் தீர்வாை உள்ைது. 

ஏ்னனில x=9 என பிரதியிடும்ம்பாது சமன்்பாடடின் இருபுறைமும் சமமாை இருககும்.

       ்்பாதுவாை ஒவ்வாரு இயற்ைணித சமன்்பாடும் அதற்மைற்்ப பிரத்மயாைமான தீர்வு ைாணும் முகறைகயப 
்்பற்றிருககும், இரு்படிச் சமன்்பாடுைள் ஒரு முகறையிலும், மடடுைகை ்்பற்றுள்ை சமன்்பாடுைள் மவ்றைாரு 
முகறையிலும் மற்றும் ்ப்லவகையான முகறைைளில தீர்கைப்படுகிறைது. 

 இமத ்்பாதுவான ைருத்துகைள், வகைக்ைழுகைகை ்்பற்றுள்ை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடில 
்பயன்்படுகிறைது. ்ப்லவகையான வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் உள்ைன. ஒவ்வாரு வகையும் அதற்மைற்்ப 
பிரத்மயைமான தீர்வு ைாணும் முகறைகயப ்்பற்றிருககும்.

 ்்பாருளியல, வணிைவியல மற்றும் ்்பாறியியல சார்நத ்ப்ல ைணககுைள் இயலபில சிகை்லாைவும் மற்றும் 
புரிநது ்ைாள்வது மிைவும் ைடினமாைவும் இருககும். ஆனால அவற்கறை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடு வடிவில 
வகரயறுககும் ம்பாது ்பகுப்பாய்வு ்சய்வது எளிதாை இருககும்.

மு

4

 G.H. ்லப்னிட்ஸ்
( ஜூகல 1, 1646 - 
ேவம்்ர் 14, 1716 )

ைற்ைல் நேபாகைங்ைள்
இநத அத்தியாயத்கத ்படித்த பின்பு பின்வரும் 
்பா்டகைருத்துகைகை மாணவர்ைள் புரிநது 
்ைாள்ை இயலும்.

 z வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைளின் வரிகச.
 z வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைளின் ்படி.
 z வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைளின் 

்்பாதுத்தீர்வு மற்றும்  சிறைபபுத் தீர்வு.
 z வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைகை 

அகமத்தல.
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85வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்

  ஒரு சார்பு மற்றும் அவற்றின் ஒன்று அல்லது 
அதற்கு மமற்்பட்ட வகைக்ைழுகைகை  ்ைாண்ட 
சமன்்பாடு வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு ஆகும். அதாவது 
y = f(x) சார்பு மற்றும் அதன் வகைக்ைழுகைள்   
dy
dx

d y
dx

,
2

2 … ்ைாண்ட சமன்்பாடு வகைக்ைழுச் 

சமன்்பா்டாகும். 
எடுத்துகைாட்டாை,

(i) 
dy
dx

x= + 5  (ii) 
dy
dx

x

y
= −

−

1

2

2

2

(iii)  
d y
dx

dy
dx

2

2

2

2 0+ 





=   (iv) 
d x
dt

m x
2

2
2 0+ =

 வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் இரு வகைப்படும் 
அகவயாவன (i) சாதாரண வகைக ்ைழுச் 
சமன்்பாடுைள் மற்றும்  (ii)  ்பகுதி வகைக்ைழுச் 
சமன்்பாடுைள் ஆகும்.  நாம் இநத அத்தியாயத்தில 
சாதாரண வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைகைப ்பற்றிய 
ைருத்துகைகை மடடும் ்பார்பம்பாம்.

4.1   வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் அகமத்தல் 
(Formation of ordinary differential equations)

4.1.1   சபா்தபாரண வகைக்ைழுச் சமன்பாட்டின 
வகரயகை (Definition of ordinary differential 
equation)

 y f x= ( )  வகைவகரயின் சாதாரண 

வகைக்ைழுகைள் dy
dx

d y
dx

, , ...
2

2







 ் ைாண்ட சமன்்பாடு 

சாதாரண வகைக்ைழு சமன்்பாடு ஆகும்.  இங்கு 
ஒமர ஒரு சாரா மாறி இ்டம்்்பற்றுள்ைது.  

4.1.2   வகை்ைழுச்சமன்பாடடின வரிகச மற்றும் ்டி 
(Order and degree of a differential equation)

 ஒரு வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடில இ்டம் 
்்பற்றிருககும் வகைக்ைழுவின் மிை உயர்நத 
வரிகசமய அவவகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் 
வரிகச (order) எனப்படும்.
 வகைக்ைழுச்  சமன்்பாடடில ்படி (degree) 
என்்பது அதிலுள்ை வகைக்ைழுகைளின் உச்ச 
வரிகசயின் ்படியாகும். குறிப்பாை வகைக்ைழுவில 
பின்னங்ைள் மற்றும் ்படி மூ்லங்ைள் இருபபின் 
அவற்கறை நீககிய பின் ்படி ைாணப்ப்ட மவணடும்.

 
d y
dx

d y
dx

dy
dx

y
3

3

2

2

3 5
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+ 





+ =

 என்றை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட ைருத்தில 

்ைாள்ை. இங்கு உச்ச வரிகச வகைக்ைழு 
d y
dx

3

3  

(அதாவது மூன்றைாம் வரிகச வகைக்ைழு). எனமவ, 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் வரிகச 3 ஆகும். 

 மமலும், உச்ச வரிகச  d y
dx

3

3 -ன் அடுககு 1 

ஆகும். எனமவ வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் ்படி 1 
ஆகும்.

எடுததுகைபாட்டு 4.1
 கீழகைாணும் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் 
வரிகச மற்றும் ்படி ஆகியவற்கறைக ைாணை.

(i) 
d y
dx

dy
dx

y
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2
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3 4 0+ 





+ =

(ii) 
d y
dx

dy
dx
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2 2 3 0− + =

(iii) 
d y
dx
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y x
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+ =

(iv) 1
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 =d y

dx
a d y

dx

(v) ′ + ′′( ) = + ′′( )y y x y2 2

(vi) 
d y
dx

dy
dx

3

3

1
2

0− 





=

(vii) y dy
dx

x dx
dy

= 





+2 4
2

வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் வரிகச மற்றும் 
்படி (வகரயறுகைப்படடிருபபின்) எப்்பாழுதும் 

மிகை முழுகைைாை இருககும்.

தீர்வு  

(i)  
d y
dx

dy
dx

y
2

2

2

3 4 0+ 





+ =

 உச்சவரிகச வகைக்ைழு d y
dx

2

2  ஆகும். 
 ∴  வரிகச  = 2

 உச்சவரிகச d y
dx

2

2 -ன்்படி 1 ஆகும்.
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 ∴  ்படி  =  1

(ii) 
d y
dx

dy
dx

y
2

2 2 3 0− + =

  உச்சவரிகச வகைக்ைழு 
d y
dx

2

2  ஆகும்.

 ∴  வரிகச = 2

 உச்சவரிகச d y
dx

2

2 -ன்்படி 1 ஆகும்.

 ∴  ்படி  =  1

(iii) 
d y
dx

dy
dx

y x
3

3

6
23 2− 





+ =

 ∴  வரிகச =  3, ்படி  =  1

(iv) 1
2

2

3
2 2

2+








 =d y

dx
a d y

dx

  மமற்ைாணும் சமன்்பாடடில ்படி மூ்லத்திகன 
நீகை, இருபுறைமும் வர்கைப்படுத்திய பின் 
கிக்டப்பது

 1
2

2

3
2

2

2

2

+








 =







d y
dx

a d y
dx

 ∴  வரிகச =  2,   ்படி =  3

(v) ′ + ′′( ) = + ′′( )y y x y2 2

 ′ + ′′( ) = + ′′ + ′′( )y y x xy y2 2 22

 ′ = + ′′⇒ = +y x xy dy
dx

x x d y
dx

2 2
2

22 2

 ∴ வரிகச =  2,   ்படி =  1

(vi)  
d y
dx

dy
dx

3

3

1
2

0− 





=

 d y
dx

dy
dx

3

3

1
2= 





  சமன்்பாடடில உள்ை ்படி மூ்லத்திகன நீகை,  
இருபுறைமும் வர்கைப்படுத்தியபபின் கிக்டப்பது

        
d y
dx

dy
dx

3

3

2





=   

 ∴ வரிகச  =  3,   ்படி  =  2

(vii) y dy
dx

x dx
dy

= 





+2 4
2

 y dy
dx

x
dy
dx

= 





+






2 4 12

 y dy
dx

dy
dx

x= 





+2 4
3

 ∴ வரிகச =1,   ்படி = 3

வகைவகரைளின குடும்்ம் (Family of Curves)
 சி்ல சமயங்ைளில, வகைவகரைளின் 
குடும்்பத்கத ஒன்று அல்லது அதற்கு மமற்்பட்ட 
மாறைத்தகை மாறிலிைகைக ்ைாண்ட ஒமர ஒரு 
சமன்்பாடடின் மூ்லம் குறிகை்லாம். மாறிலிைளுககு 
்வவமவறு மதிபபுைகை அளிப்பதன் மூ்லம் 
வகைவகரக குடும்்பத்தின் ்வவமவறு வகை 
வகரைகைப  ்்பறை்லாம். மாறைத்தகை மாறிலிைகை 
குடும்்பத்தின்  துகண அ்லகு என்ம்பாம்.

எடுத்துகைாடடுைள் :

(i)  y ax2 4=  என்றை சமன்்பாடு ஆதிகய உச்சியாை 
்ைாண்ட ்பரவகையக குடும்்பத்கதக குறிககிறைது. 
இங்கு  a  ஒரு துகண அ்லகு.

(ii)  ஆதிகய கமயமாைக  ்ைாண்ட ்்பாது கமய 
வட்டங்ைளின் குடும்்பம் x y a2 2 2+ =  என்றை 
சமன்்பாட்டால குறிகைப்படுகிறைது. இங்கு a ஒரு 
துகண அ்லகு.

(iii)  ஒரு தைத்தில அகமயும் மநர் மைாடடுக 
குடும்்பத்தின் சமன்்பாடு y mx c= +  என்றை 
சமன்்பாட்டால குறிகைப்படுகிறைது. இங்கு m 
மற்றும் c என்்பன துகண அ்லகுைள்.

4.1.3   வகைக்ைழுச் சமன்பாடு அகமத்தல் 
(Formation of ordinary differential equation)

 f x y c, , 1 0( ) =   -------(1) என்றை 
சமன்்பாடக்ட ைருத்தில ்ைாள்ை. இங்கு c1 என்்பது 
மாறைத்தகைமாறிலியாகும். இச்சமன்்பாடடிலிருநது 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட அகமகை்லாம். அதற்கு 
சமன்்பாடு (1) -ஐ அதிலுள்ை ஒரு சாரா மாறிகய 
்்பாறுத்து ஒரு முகறை வகைப்படுத்த மவணடும்.
 சமன்்பாடு (1) மற்றும் அதன் வகைக்ைழு 
விலிருநது c1 ஐ நீககுவதன் மூ்லம் மதகவயான 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட நாம் ்்பறுகிமறைாம்.
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87வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்

 f x y c c, , ,1 2 0( ) = . இங்கு c1 மற்றும் c2 
என்்பன மாறைத்தகை மாறிலிைள். இச்சமன்்பாடக்ட 
இருமுகறை வகைப்படுத்த மவணடும். ் ைாடுகைப்பட்ட 
சார்பு மற்றும் இரு ்தா்டர் வகைக்ைழு 
ஆகியவற்றிலிருநது c1 மற்றும் c2-கவ நீககியபின் 
மதகவயான வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட நாம் 
்்பறுகிமறைாம். 

்்பறைப்படும் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் 
வரிகசயானது வகைவகரக குடும்்பத்தின் 
சமன்்பாடடில உள்ை மாறைத்தகை மாறிலிைளின் 
எணணிககைககுச் சமமாை இருககும்.

குறிப்பு

எடுததுகைபாட்டு 4.2
 y mx c= +  எனும் மநர்மைாடடுத் ்தாகுபபில 
(i) m ஒரு மாறைத்தகை மாறிலி (ii) c ஒரு மாறைத்தகை 
மாறிலி (iii) m, c ஆகிய இரணடுமம மாறைத்தகை 
மாறிலிைள் எனில வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் 
அகமகை.

தீர்வு: 
(i) y mx c= +  ...(1)

 m மடடுமம மாறைத்தகை மாறிலி என்்பதால,  
ஒருமுகறை வகைப்படுத்த கிக்டப்பது

 
dy
dx

m=       ...(2)                    

  (1) மற்றும் (2) -லிருநது m-ஐ நீககுவதால 
கிக்டககும் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு

 y x dy
dx

c= +

 x dy
dx

y c− + = 0   இதுமவ மதகவயான முதல 

வரிகச வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு.

y

x

y=(1/3)x+c

y=–(1/3)x+cy=–2x+c

படம் 4.1

(ii) c மாறைத்தகை மாறிலி
  சமன்்பாடு (1) -ஐ வகைப்படுத்த கிக்டப்பது 

dy
dx

m=                                           

 இநத சமன்்பாடடில c நீகைப்படடிருப்பதால,  

மதகவயான வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 
dy
dx

m=  
ஆகும். 

y

x

படம் 4.2

(iii)  இங்கு m,c ஆகிய இரணடுமம மாறைத்தகை 
மாறிலிைள் என்்பதால, சமன்்பாடு (1) -ஐ 
இருமுகறை வகைப்படுத்த கிக்டப்பது

 
dy
dx

m=                                                                          

 
d y
dx

2

2 0=

 இநத சமன்்பாடடில m,c இரணடுமம நீகைப 
்படடிருப்பதால மதகவயான வகைக்ைழுச் 

சமன்்பாடு d y
dx

2

2 0= ஆகும்.

படம் 4.3

y = –x

y= –2x+4

y=
 –2

x+
8

y

x

எடுததுகைபாட்டு 4.3
 y a

x
b= + என்றை வகைவகரக குடும்்பத்தின் 

வகைக்ைழுச்சமன்்பாடக்டக ைாணை. இங்கு a 
மற்றும் b என்்பன மாறைத்தகை மாறிலிைள்.

தீர்வு: 
 y a

x
b= +  ...(1)

 x-ஐ ்்பாறுத்து வகைப்படுத்தக கிக்டப்பது
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dy
dx

a
x

= −
2

 x dy
dx

a2 = −

 மீணடும் x-ஐ ்்பாறுத்து வகைப்படுத்தக 
கிக்டப்பது

 x d y
dx

x dy
dx

2
2

2 2 0+ =  

 ⇒ + =x d y
dx

dy
dx

2

2 2 0

இதுமவ மதகவயான வகைக்ைழுச் சமன்்பா்டாகும்

எடுததுகைபாட்டு 4.4
 y ae bex x= + −4  என்றை வகைவகரககு 
்தா்டர்புக்டய வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்டக 
ைாணை. இங்கு a மற்றும் b என்்பன மாறைத்தகை 
மாறிலிைள்.

தீர்வு: 
 y ae bex x= + −4   (1)     

   
dy
dx

                     =  4 4ae bex x− −   (2)

 மற்றும் 
d y
dx

2

2                     = 16 4ae bex x+ −  (3)

 (1)+(2)  ⇒      y dy
dx

+  = 5 4ae x  (4)

 (2)+(3)  ⇒ dy
dx

d y
dx

+
2

2  = 20 4ae x

   = 4 5 4ae x( )
   = 4 y dy

dx
+





            
dy
dx

d y
dx

+
2

2  = 4 4y dy
dx

+

⇒  
d y
dx

dy
dx

y
2

2 3 4− −  =   0 என்்பது மதகவயான 

வகைக்ைழுச் சமன்்பா்டாகும்.

எடுததுகைபாட்டு 4.5
 y e a x b xx= +( )cos sin  என்றை வகைவகரக 
குடும்்பத்தின் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்டக ைாணை. 
இங்கு a மற்றும் b என்்பன மாறைத்தகை மாறிலிைள்.

தீர்வு :  
 y e a x b xx= +( )cos sin  (1)

 (1)-ஐ  x -ஐ ் ்பாறுத்து வகைப்படுத்த, ் ்பறுவது
dy
dx

= e a x b x e a x b xx xcos sin sin cos+( )+ − +( )

 e a x b x e a x b xx xcos sin sin cos+( )+ − +( )
        = y e a x b xx+ − +( sin cos )   ((1)-லிருநது

⇒  
dy
dx

y−  = e a x b xx ( sin cos )− +   (2)

மீணடும் வகைப்படுத்த கிக்டப்பது,

  
d y
dx

dy
dx

2

2 −  = 

e a x b x e a x b xx x( sin cos ) ( cos sin )− + + − −

  
d y
dx

dy
dx

2

2 −  = 

e a x b x e a x b xx x( sin cos ) ( cos sin )− + − +

  
d y
dx

dy
dx

2

2 −  = 
dy
dx

y y−





−  

((1) மற்றும் (2) லிருநது)

⇒ d y
dx

dy
dx

y
2

2 2 2− +  =  0 என்்பது மதகவயான 

வகைக்ைழுச் சமன்்பா்டாகும்.

்யிற்சி 4.1

1.  பின்வரும் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைளின் 
வரிகச மற்றும் ்படி ைாணை.

 (i)      
dy
dx

y x+ =2 3

 (ii)  
d y
dx

dy
dx

dy
dx

3

3

3

3 2 0+ 





+ =

 (iii)   
d y
dx

y dy
dx

2

2 = −

 (iv) 
d y
dx

3

3 0=

 (v)    
d y
dx

y dy
dx

d y
dx

2

2

3

3

3
2

0+ + −






=
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 (vi) 2 22
2

− ′′( ) = ′′ + ′y y y

 (vii) 
dy
dx

y x dx
dy







+ = −
3

2.  பின்வருவனவற்றிற்கு வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 
ைகைக ைாணை.

 (i) y cx c c= + − 3  (ii) y c x c= −( )2

 (iii) xy c= 2  (iv) x y a2 2 2+ =

3.  x y r−( ) + −( ) =α β2 2 2 -ல α, β ஆகிய 
வற்கறை நீககி வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட 
அகமகை.

4.  ஆதி வழிச்்சலலும் அகனத்து மநர்மைாடடுத் 
்தாகுபபின் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட அகமகை.

5.  ் சவவை்லம்  4a ஆைவும், அச்சிகன x -அச்சிற்கு 
இகணயாைவும் ்ைாண்ட ்பரவகையத் 
்தாகுபபின் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட 
அகமகை.

6.  ஆதி வழிச் ்சலவதும், கமயம் y-அச்சின் மீது 
அகமயுமாறும் உள்ை வட்டக குடும்்பத்தின் 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்டக ைாணை.

7.  ஆதிகய குவியமாைவும், x அச்சிகன அச்சாைவும் 
்ைாண்ட ்பரவகையத் ்தாகுபபின் வகைக்ைழுச் 
சமன்்பாடக்டக ைாணை.

வகைக்ைழுச் சமன்பாட்டின தீர்வு (Solution of a 
Differential Equation)
 ்ைாடுகைப்பட்ட வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடிகன 
நிகறைவு ்சய்யுமாறு அகமயும் சார்நத மற்றும் சாரா 
மாறிைளுககிக்டமயயான வகைக்ைழுகைைற்றை 
்தா்டர்பு, அச்சமன்்பாடடின் தீர்வு ஆகும்.

 வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் தீர்விலுள்ை 
மாறைத்தகை மாறிலிைளின் எணணிககையானது 
அவவகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் வரிகசககுச் 
சமமாை இருகை மவணடும். அத்தீர்விகன 
சமன்்பாடடின் ்்பாதுத்தீர்வு (முழுகமத் தீர்வு) 
என்ம்பாம்.

4.2   மு்தல் வரிகச  மற்றும் மு்தல் ்டி வகைக்ைழுச் 
சமன்பாடுைள் (First order and first degree 
differential equations)

 வரிகச ஒன்று மற்றும் ்படி ஒன்றுக்டய 

வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடிகன  f x y dy
dx

, ,





= 0

என எழுத்லாம். இங்கு நாம் சி்ல வகை 
சமன்்பாடுைளின் தீர்வுைகைக ைாணம்பாம்.

4.2.1   ் ்பாதுததீர்வு மற்றும் சிைப்புத தீர்வு (General 
solution and particular solution)

 எநத ஒரு வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடிற்கும் 
்்பாதுத்தீர்வு மற்றும் சிறைபபுத்தீர்வு  ைாண இயலும்.

4.2.2   மபாறிைள் பிரி்டககூடிய வகைக்ைழுச் சமன்பாடு 
(Differential Equation in which variables are 
separable)

 ஒரு சமன்்பாடடில அகனத்து x -ல அகமயும் 
உறுபபுைள் மற்றும் dx ஒரு புறைத்திலும், அகனத்து  y 
-ல அகமயும் உறுபபுைள் மற்றும் dy மறுபுறைத்திலும் 
அகமயுமாறு பிரிகைத்தகை வகையிலிருபபின், 
அகவைள் பிரி்ப்டககூடிய மாறிைள் என 
அகைகைப்படும். அத்தகைய சமன்்பாடடின்  
்்பாதுவடிவம்.

 f(x)dx = g(y)dy  (அல்லது )  f(x)dx + g(y)dy = 0

 மநரடியாை ்தாகையிடுவதன் மூ்லம் நாம் 
தீர்கவப ்்பறை்லாம்.

எடுததுகைபாட்டு 4.6
தீர்கை :  ( ) ( )x x dx y y dy2 21 3 0+ + + − + =

தீர்வு:  ( ) ( )x x dx y y dy2 21 3+ + + − + = 0

 இது, f x dx g y dy( ) ( )+ = 0 என்றை 
வடிவில உள்ைது.

 ்தாகையி்ட நாம் ்்பறுவது,

( ) ( )x x dx y y dy2 21 3+ + + − +∫∫  =  c

   x x x y y y
3 2 3 2

3 2 3 2
3+ +







+ − +






 =  c

எடுததுகைபாட்டு 4.7

         தீர்கை : 
dy
dx

e x ex y y= +− −2

தீர்வு :    
 

dy
dx

e x e e e e xx y y y x y= + = +− − − −2 2
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        = +( )−e e xy x 2

மாறிைகை பிரிகை நாம் ்்பறுவது, 
e dy e x dxy x= +( )2  

்தாகையி்ட நாம் ்்பறுவது, e dy e x dxy x= +( )∫∫ 2

                e e x cy x= + +
3

3
எடுததுகைபாட்டு 4.8
தீர்கை :      3 1 02e ydx e ydyx xtan ( )sec+ + = ,  

y 0
4

( ) = p

தீர்வு: 
3 1 2e ydx e ec y dyx xtan ( )s+ +  = 0

          3e y dxx tan = − +( )sec1 2e y dyx

    
3

1
e
e

dx
x

x+
 = − sec

tan

2 y
y

dy  

்தாகையி்ட நாம் 

்்பறுவது  3
1

e
e

dx
x

x+∫   =  − +∫ sec
tan

2 y
y

dy c  

       3 1log( )+ ex   = − +log tan logy c

 

′ ( )
( ) = ( )







∫

f x
f x

dx f xlog

log( ) log tan1 3+ +e yx  = log c           

log tan1
3

+( )





e yx  = log c

( ) tan1 3+ e yx   = c (1)

தரவு :  y 0
4

( ) = p
  (அதாவது)   x = 0 எனில y = p

4
 

 (1) ⇒  ( ) tan1
4

0 3+ e p
  = c

 2 13( )   = c

 ⇒  c = 8

மதகவயான தீர்வு   ( ) tan1 3+ e yx  = 8

எடுததுகைபாட்டு 4.9
தீர்கை :  sec tan sec tan2 2 0x ydx y xdy+ =

தீர்வு: 
மாறிைகை பிரிகை, நாம் ்்பறுவது

   
sec
tan

sec
tan

2 2x
x

dx y
y

dy+  = 0

்தாகையி்ட, நாம் ்்பறுவது

 
sec
tan

sec
tan

2 2x
x

dx y
y

dy∫ ∫+  = c

        log tan log tanx y+   = log c

         log(tan tan )x y  = log c

        tan tanx y  = c

எடுததுகைபாட்டு 4.10
தீர்கை : ydx xdy x y e dxx− − =3 02 2 3

தீர்வு: 
 ்ைாடுகைப்பட்ட சமன்்பாடக்ட 
ydx xdy

y
x e dxx−

− =2
23 0

3
 என எழுத்லாம்.

்தாகையி்ட,  
ydx xdy

y
x e dxx−

−∫ ∫2
23

3
 = c

d x
y

e dtt





−∫ ∫ = c (இங்கு t x= 3   மற்றும் 

dt x dx= 3 2  )

 
x
y

et−  = c

 
x
y

ex−
3

 = c

எடுததுகைபாட்டு 4.11

தீர்கை : x y dx
dy

a x dx
dy

− = +






2

தீர்வு:  
 x y dx

dy
−  = a x dx

dy
2 +







 

 x y dx
dy

−  = ax a dx
dy

2 +  

 x ax− 2  = a dx
dy

y dx
dy

+  

 x ax1 −( )  = ( )a y dx
dy

+
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மாறிைகை பிரிகை, நாம் ்்பறுவது
              

dx
x ax( )1 −

 = 
dy

a y+
 

 
a
ax x

dx
1

1
−

+





 = 
dy

a y+
 

்தாகையி்ட,  
a
ax x

dx
1

1
−

+



∫  =   

dy
a y+∫  

− −( ) +log log1 ax x  =   log( ) logca y+ +  

 log x
ax1 −







 = log c a y+( )( )  

        
x
ax1 −







 = c a y( )+  

 x  = ( )( )1 − +ax a y c   என்்பது மதகவயான 
தீர்வாகும்.

எடுததுகைபாட்டு 4.12
 x கையுகறைைகை தயாரிபபு ்சய்வதற்ைான 
இறுதிநிக்லச் ்ச்லவுச்சார்பு 6 10 6 2+ −x x . ஒரு 
ம�ாடி கையுகறைைகை உற்்பத்தி ்சய்ய ஆகும் 
்மாத்த ்ச்லவு `100 எனில, ்மாத்த ்ச்லவுச் சார்பு 
மற்றும் சராசரி ்ச்லவுச்சார்பு ஆகியவற்கறை ைாணை. 

தீர்வு: 
   MC = 6 10 6 2+ −x x

அதாவது, 
dC
dx

 = 6 10 6 2+ −x x

  dC = ( )6 10 6 2+ −x x dx

  dC∫  = ( )6 10 6 2+ − +∫ x x dx k  

  C = 6 10
2

6
3

2 3

x x x k+ − +

  C = 6 5 22 3x x x k+ − +  (1)

்ைாடுகைப்பட்டது :      x = 2  எனில C = 100

     ∴     (1) ⇒         100 =  12 5 4 2 8+ − +( ) ( ) k  

          ⇒               k =   84

  ∴     (1)    ⇒   C x( )  =  6 5 2 842 3x x x+ − +  

சராசரி ்ச்லவுச் சார்பு: AC  = 
C
x

 = 6 5 2 842+ − +x x
x

 

எடுததுகைபாட்டு 4.13
 ஒரு வகைவகரயின் மீதுள்ை ஏமதனும் ஒரு 
புள்ளி (x,y)-இல வகரயப்படும் ்சங்மைாடு (1,0) 
என்றை புள்ளி வழிமயச் ்சலகிறைது. வகைவகர 
(1,2) என்றை புள்ளி வழியாைச் ்சலலுமாயின், 
இதகன வகைக்ைழு சமன்்பாடடு வடிவில மாற்றி, 
வகைவகரயின் சமன்்பாடக்டக ைாணை.

தீர்வு:
 P x y,( )  என்றை ஏமதனும் ஒரு புள்ளியில 
வகைவகரககு வகரயப்பட்ட ்சங்மைாடடின் 

சாய்வு = − dx
dy

 Q, (1,0) என்ை.
∴  ்சங்மைாடு PQ -ன் சாய்வு  = y y

x x
2 1

2 1

−
−

           அதாவது, 
y
x

−
−

0
1

  = 
y

x −1
  

∴        − =
−

⇒ =
−

dx
dy

y
x

dx
dy

y
x1 1

  

    அதாவது, ( )1 − x dx  =  ydy

                   1 −( )∫ x dx  = ydy c∫ +  

 x x−
2

2
 = 

y c
2

2
+  (1)

இது (1, 2) வழிச் ்சலகிறைது.

  1 1
2

−    = 
4
2

+ c  

  c = −1
2

2  = − 3
2

 

  c  = 
−3
2

 என (1) -ல 
பிரதியி்ட,

  x x−
2

2
 = 

y2

2
3
2

−  

  2 2x x−  = y2 3−  

      ⇒   y2   = 2 32x x− +
என்்பது வகைவகரயின் சமன்்பா்டாகும்.

எடுததுகைபாட்டு 4.14
  `2000 என்றை ்தாகைககு ்தா்டர்ச்சி 
கூடடுவடடி ைணககி்டப்படுகிறைது. வடடிவீதம் 
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ஆண்்டான்றுககு 5% இருபபின், அத்்தாகை 
எத்தகன ஆணடுைளில ஆரம்்பத் ்தாகைகயப 
ம்பால இரும்டங்ைாகும்?  (log . )e 2 0 6931=  

தீர்வு:
  ‘t’ மநரத்தில மூ்லதனம் P என்ை.

        
dP
dt

P P= =5
100

0 05.

                      ⇒  
dP
P∫  = 0 05. dt c+∫  

  loge P  = 0 05. t c+  

  P = e et c0 05.

  P = c e t
1

0 05.   (1)

                  t = 0  எனில  P = 2000 

                    ⇒  c1  = 2000

 ∴  (1)       ⇒  P = 2000 0 05e t.

P  =  4000  எனும் ம்பாது t-ஐ ைாணமவணடும்.

       (2) ⇒  4000 = 2,000e0.05t

  2 = e t0 05.

  0.05t = log2

t  =  
0 6931

0 05
.

.
 = 14 ஆணடுைள் (மதாராயமாை).

்யிற்சி 4.2

1. தீர்கை:  (i) 
dy
dx

ae y=   (ii)  
1
1

2+
+

=x
y

xy dy
dx

2. தீர்கை :  y x x dy
dx

( )1 0− − =

3. தீர்கை:  (i) ydx xdy− = 0

  (ii) 
dy
dx

e yex x+ + = 0

4. தீர்கை:  cos ( cos ) sin ( sin )x y dx y x dy1 1 0+ − + =

         cos ( cos ) sin ( sin )x y dx y x dy1 1 0+ − + =

5. தீர்கை:   ( ) ( )1 1 0− − + =x dy y dx

6. தீர்கை: (i) 
dy
dx

y x= sin2

  (ii) log dy
dx

ax by





= +

7.  ஆதி வழிச்்சலலும் வகைவகரயின் மீதுள்ை 
ஏமதனும் ஒரு புள்ளி P x y( , ) யி்டத்து சாய்வு 
x a
y b

−
−

 எனில, அவவகைவகரகயக ைாணை.

4.2.3   சம்டித்தபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் 
(Homogeneous Differential Equations)

 f x y( , )  மற்றும் g(x, y) என்்பன ஒவ்வான்றும் 
x, y -இல அகமநத ஒமர ்படியுள்ை சம்படித்தான 

சார்புை்ைனில dy
dx

f x y
g x y

=
( , )
( , )

 என்்பது ஒரு சம்படித்தான

வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு ஆகும். (அல்லது) சம்படித்தான 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட

 
dy
dx

F y
x

= 





 என எழுத்லாம்.

வரிகச ஒனறு உகடய சம்டித்தபான வகைக்ைழுச் 
சமன்பாட்கட தீர்ககும் முகை (Method of solving  first  
order Homogeneous differential equation)
(i)  f x y,( ) மற்றும் g x y,( ) என்்பன ஒவ்வான்றும்

ஒமர ்படியுள்ை சம்படித்தான சார்புைைா 
எனச்மசாதிகை. 

 அதாவது, dy
dx

F y
x

= 





(ii)  y = vx  மற்றும்  
dy
dx

v x dv
dx

= +   எனப பிரதியிடுை.

சி்ல மநரங்ைளில, சம்படித்தான வகைக்ைழு 

சமன்்பாடக்ட dx
dy

F x
y

=






 ...  (1) 

என்றைவாறு எடுத்து எளிதாை தீர்கை்லாம்.
 இநத முகறையில x = vy மற்றும் 
dx
dy

v x dv
dy

= +  என (1) -இல பிரதியி்ட, 

வரிகச ஒன்று உக்டய சம்படித்தான 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு மாறிைகை 
பிரிகைககூடிய சமன்்பா்டாை மாறிவிடும். 
்தாகையீடுதலுககுப பிறைகு v = 

x
y

எனப 
பிரதியிடடு தீர்கவக ைாண்லாம்.

குறிப்பு
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(iii)  சம்படித்தான வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 

v x dv
dx

F v+ = ( )  என உருமாற்றைம் ்்பறும். 

(iv)  மாறிைகைப பிரிகை, கிக்டப்பது 

x dv
dx

F v v= ( ) −   ⇒   
dv

F v v
dx
x( ) −

=  

ஆகும்.

(v)  ் தாகையிடுதலுககுப பிறைகு v மற்றும் x -ல 
சமன்்பாடு அகமயும்.

(vi) v -ஐ y
x

 என்று மாற்றி தீர்கவக ைாண்லாம்.

எடுததுகைபாட்டு 4.15
 வகைக்ைழு சமன்்பாடக்டத் தீர்கை 
y dx xy x dy2 2 0+ + =( )

தீர்வு 
 y dx xy x dy2 2+ +( )  = 0

   ( )xy x dy+ 2  = − y dx2  

   
dy
dx

 = 
−

+
y

xy x

2

2   (1)

 இது ஒமர ்படியுள்ை x, y-இல அகமநத 
சம்படித்தான வகைக்ைழு சமன்்பா்டாகும்.

y vx=  மற்றும் dy
dx

v x dv
dx

= +  என பிரதியி்ட,

 ∴ (1) ஆனது

  v x dv
dx

+  = 
−

+
v x

x vx x

2 2

2  

       = 
−

+
v

v

2

1

  x dv
dx

 = 
−

+
−v

v
v

2

1
 

   = 
− − −

+
v v v

v

2 2

1
 

  x dv
dx

 = 
− +( )

+

v v

v

2

1

2

 

மாறிைகை பிரிகைக கிக்டப்பது,

 
1
1 2

+
+( )

v
v v

dv   = 
−dx

x
 

 
1 2

1 2
+( ) −

+( )
v v

v v
dv   = 

−dx
x

 1 1 2+ = + −( )v v v  

 
1 1

1 2v v
dv−

+
  = 

−dx
x

இருபுறைமும் ்தாகையி்ட, நாம் ்்பறுவது

 
1 1

1 2v v
dv−

+




∫  = −∫ dx

x
 

log logv v− +( )1
2

1 2  = − +log logx c  

 log v
v1 2+







  = log c
x







 

  
v

v1 2+
  = 

c
x

 

v = 
y
x

 என பிரதியி்ட,

  

y
x

y
x

1 2+
  = 

c
x

 

  
y x
x y+ 2

  = c

  
y x

x y

2

2+
  = k

  இங்கு    k     = c2

எடுததுகைபாட்டு 4.16
 வகைக்ைழு சமன்்பாடக்டத் தீர்கை :  
dy
dx

x y
x y

= −
+

.

தீர்வு:
 

dy
dx

x y
x y

= −
+

    (1)

 இது ஒரு சம்படித்தான வகைக்ைழு 
சமன்்பா்டாகும். 

y vx=  மற்றும் 
dy
dx

v x dv
dx

= +  என பிரதியி்ட,

∴ (1) ⇒  v x dv
dx

+   = 
x vx
x vx

−
+

  = 
1
1

−
+

v
v
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                                x dv
dx

 = 
1
1

−
+

−v
v

v        

   = 
1 2

1

2− −
+
v v

v

       
1

2 12
+

+ −
v

v v
dv  = 

−dx
x

 

இருபுறைமும் 2 ஆல்்பருகை,

     
2 2

2 12
+

+ −
v

v v
dv   = −2 dx

x
 

்தாகையி்ட

  
2 2

2 12
+

+ −∫ v
v v

dv  = − ∫2 dx
x

 

  log( )v v2 2 1+ −  = − +2 log logx c  

             v v2 2 1+ −   = 
c

x2  

  x v v2 2 2 1( )+ −  = c

  v  = 
y
x

 என்்பதால

     x y
x

y
x

2
2

2
2 1+ −









  = c

 ∴ y xy x2 22+ −   = c  என்்பது தீர்வாகும்.

1
22

+
+∫ v

v v
dv -ஐ ்பகுதி பின்னமாககுதல 

முகறையில ்தாகையி்ட்லாம்.

குறிப்பு

எடுததுகைபாட்டு 4.17

  x y= =1 1,   எனும் ம்பாது x dy y x y dx2 0+ +( ) = 

x dy y x y dx2 0+ +( ) = என்றை வகைக்ைழு சமன்்பாடடின் 
சிறைபபுத் தீர்கவக ைாணை.

தீர்வு 
x dy y x y dx2 + +( )   = 0

   x dy2  = − +( )y x y dx  

   
dy
dx

 = 
− +( )xy y

x

2

2   (1)

y vx=     மற்றும்         
dy
dx

v x dv
dx

= +   என (1)-இல 
பிரதியி்ட,

     v x dv
dx

+  = 
− +( )x vx v x

x

2 2

2  

    = − +( )v v2

            x dv
dx

 = − − −v v v2  

    = − +( )v v2 2

மாறிைகை பிரிகை கிக்டப்பது,

      
dv

v v2 2+
 = 

−dx
x

 

    
dv

v v +( )2
 = 

−dx
x

       
1
2

2
2

v v
v v

dv
+( ) −

+( )








  = 

−dx
x

     
1
2

1 1
2v v

dv−
+





∫  = −∫ dx

x
 

1
2

2log logv v− +( )  = − +log logx c  

         
1
2 2

log v
v +

 = log c
x

 

  ⇒  
v

v + 2
 = 

c
x

2

2  

 v y
x

=   எனப பிரதியி்ட,

           
y

x y
x

+





2
   = 

k
x2   இங்கு c k2 =  

   
y x

y x

2

2+
 = k  (2)

 x = 1  மற்றும்     = 1y  எனில,

 ∴ (2)  ⇒   k = 
1

1 2+
 

   k = 
1
3

 ∴   3 22x y x y= +  என்்பது தீர்வாகும்.
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எடுததுகைபாட்டு 4.18
 x ைா்லணிைள் தயாரிப்பதற்ைான இறுதிநிக்லச் 
்ச்லவு ( ) ( )3 02 2xy y dx x xy dy+ + + =  மற்றும் 
ஒரு ம�ாடி ைா்லணிைள் தயாரிப்பதற்ைான ்மாத்த 
்ச்லவு ` 12 எனில, ்மாத்த ்ச்லவுச் சார்க்பக 
ைாணை.

தீர்வு:
 இறுதிநிக்லச் ்ச்லவுச் சார்பு : 
( ) ( )x xy dy xy y dx2 23 0+ + + =

 
dy
dx

xy y

x xy
= − +

+

( )3
2

2

 (1)

y vx=   மற்றும் 
dy
dx

v x dv
dx

= +   என (1) –ல 
பிரதியி்ட,

      v x dv
dx

+  = 
− +

+

( )3 2 2

2

x vx v x

x x vx
 

   = 
− +

+
( )3
1

2v v
v

இப்்பாழுது, x dv
dx

 = 
− −

+
−3

1

2v v
v

v  

   = 
− − − −

+
3

1

2 2v v v v
v

             x dv
dx

 = 
− −

+
4 2 2

1
v v

v
 

 
1

4 2 2
+

+

v

v v
dv  = 

−dx
x

 

்தாகையி்ட,

 
1

4 2 2
+

+
∫

v

v v
dv  = −∫

dx
x

 

இருபுறைமும் 4 -ஆல ்்பருககி்ட,

 
4 4

4 2 2
+

+
∫

v

v v
dv  = − ∫4 dx

x
 

     log ( )4 2 2v v+  = − +4 log logx c  

       4 2 2v v+  = 
c

x4  

       x v v4 24 2( )+  = c

           v = 
y
x

 என பிரதியி்ட,

x y
x

y

x
4 4 2

2

2+










 = c

x
xy y

x
4 4 2 2

2
+











 = c

                               c = 2 22 2x xy y( )+  (2)

 ஒரு ம�ாடி ைா்லணிைகை தயாரிப்பதற்ைான 
்ச்லவு = ` 12.

 x  =  2  ம ற் று ம்  y  =  1 2  எ னி ல  c 
= +[ ] =8 48 144 1536

்ச்லவுச் சார்பு :  x xy y2 22( )+   =   768.

எடுததுகைபாட்டு 4.19

 
dy
dq

q y
q y

= +2 23
2

 என்றை  இறுதிநிக்ல 

சமன்்பாடடில வருவாய் ‘y’ மற்றும் ்வளியீடு q என 
்ைாடுகைப்படடுள்ைன. ்வளியீடு 1 அ்லகு இருககும் 
்்பாழுது வருவாய் ` 5 எனில, ்மாத்த வருவாய்ச் 
சார்க்பக ைாணை.

தீர்வு:
              MR dy

dq
=   = 

q y
q y

2 23
2
+

  (1)

y vq=   மற்றும் 
dy
dq

v q dv
dq

= +   என (1) -இல 
பிரதியி்ட,

(1) ⇒   v q dv
dq

+  = 
q v q

q vq

2 2 23
2
+

 

    = 
1 3

2

2+ v
v

          q dv
dq

 = 
1 3

2

2+ −v
v

v  

    = 
1 3 2

2

2 2+ −v v
v

    = 
1

2

2+ v
v

   
2

1 2

v

v
dv

+
 = 

dq
q
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 ்தாகையி்ட,

   
2

1 2

v

v
dv

+
∫  = 

dq
q∫  

           log ( )1 2+ v  = log logq c+  

   1 2+ v  = cq

    v = 
y
q

 என  பிரதியி்ட,

   1
2

2
+ y

q
 = cq 

   q y2 2+  = c q3  (2)

 ்வளியீடு 1  அ்லகு இருககும் ்்பாழுது 
வருவாய் ` 5 எனில
 1 25 26+ = ⇒ =c c  (2) லிருநது

 ∴ + =q y q2 2 326  என்்பது ்மாத்த 
வருவாய் சார்பு ஆகும்.

்யிற்சி 4.3

 கீழவரும் சம்படித்தான வகைக்ைழுச் 
சமன்்பாடுைகைத் தீர்கை.

1.  x dy
dx

x y= +  2. ( )x y dy
dx

x y− = + 3

3. x dy
dx

y x y− = +2 2

4.    
dy
dx

x y
x y

= −
−

3 2
2 3

5.  ( ) ( )y xy dx x xy dy2 22 2− = −   

6.  ஒரு வகைவகரயில உள்ை ஏமதனும் ஒரு புள்ளி 
(x,y) இ்டத்து அகமயககூடிய ்தாடுமைாடடின் 
சாய்வு ( ) ( )y yx dx xy x dy3 2 2 32 2 0− + − =  
ஆகும். மமலும் இநத வகைவகரயானது (1,2) 
புள்ளி வழிச் ்சலகிறைது எனில, வகைவகரயின் 
சமன்்பாடக்டக  ைாணை.

7.  மின்சார சாதனங்ைகை உற்்பத்தி ்சய்யும் 
நிறுவனம் வீடடு  ்பயன்்பாடடிற்ைான மின்        
மாற்றிைகை (switches) தயாரிககின்றைது. 
இதற்ைான இறுதி நிக்ல வருவாய் சார்பு 
( )x y dy xydx2 2+ =  என அநத நிறுவனம் 
மதிபபீடு ் சய்கிறைது (இங்கு x என்்பது அ்லகுைளின் 
எணணிககை (ஆயிரங்ைளில)) எனில, ்மாத்த 
வருவாய் சார்க்ப ைாணை.

4.2.4   வரிகச ஒனறுகடய நேரிய வகைக்ைழுச் 
சமன்பாடுைள் (Linear differential equations of 
first order)

 வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடில உள்ை சார்நத 
மாறி மற்றும் அதன் வகைக்ைழுகைளின் ்படி 
ஒன்று மற்றும் இவவிரணடின் ்்பருகைல ்ப்லன் 
இல்லாமலும் இருககுமாயின் அச்சமன்்பாடு மநரிய 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு எனப்படும்.
 முதல வரிகச மநரிய வகைக்ைழுச் 

சாமன்்பாடடின் ்்பாதுவடிவம் dy
dx

Py Q+ =  ....(1)

 இங்கு P மற்றும் Q ஆகியகவ x இன் சார்புைள் 
மடடுமம. சமன்்பாடு (1) ஆனது y -இல மநரியச் 
சமன்்பா்டாகும். 

 இதன் தீர்வானது ye Qe dx cpdx pdx∫ = ∫ +∫  

என அகமயும் இங்கு e pdx∫  என்்பது ்தாகையீடடுக 
ைாரணி (Integrating factor) எனப்படும். மமலும், 
இதகன ்தா.ைா (I.F) எனச் சுருகைமாை குறிப்பர். 

வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு dx
dy

Px Q+ = (x இல 

மநரியது) இல P மற்றும் Q ஆகியகவ y இன் 
சார்புைள் மடடுமம. இதன் தீர்வானது 

xe Qe dy cpdy pdy∫ = ∫ +∫  என அகமயும்.

குறிப்பு

எடுததுகைபாட்டு 4.20

 தீர்கை :     
dy
dx

y
x

x+ = 3   

தீர்வு:  
    

dy
dx x

y x+ =1 3

இது 
dy
dx

Py+  =Q என்றை வடிவில உள்ைது.

இங்கு P
x

Q x= =1 3,

           Pdx∫  = 
1
x

dx x=∫ log

       I.F = e e xpdx x∫ = =log

மதகவயான தீர்வு :
        y I F.( )  = Q I F dx c.( ) +∫  
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97வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்

  yx = x x dx c3. +∫
      = x dx c4 +∫
   = 

x c
5

5
+  

 ∴  yx = 
x c

5

5
+

மநரிய வகைக்ைழுச் சமன்்பா்டானது 
எப்்பாழுதும் முதல வரிகசகய ்்பற்றிருககும். 
ஆனால எல்லா முதல வரிகச வகைக்ைழுச் 

சமன்்பாடும் மநரியதாை இருகைமவணடிய 
அவசியமிலக்ல.

d y
dx

dy
dx

y
2

2
23 2 0− + =  

என்்பது மநரியதாை இலக்ல.

எடுததுகைபாட்டு 4.21
  தீர்கை :   cos tan2 x dy

dx
y x+ =  

தீர்வு: 
்ைாடுகைப்பட்ட சமன்்பாடக்ட 

dy
dx x

y+ 1
2cos

=
tan
cos

x
x2  என எழுத்லாம்.

அதாவது,  dy
dx

y x+ sec2  = tan secx x2  

இது  
dy
dx

Py+ = Q என்றை வடிவில உள்ைது.

இங்கு  P = sec ,2 x Q  = tan secx x2

      Pdx∫  = sec tan2 x dx x=∫
            I.F = e epdx x∫ = tan

மதகவயான தீர்வு : 

   y I F.( )  = Q I F dx c.( ) +∫  

     ye xtan  = tan sec tanx x e dx cx2 +∫  

        tan x = t என்ை.

 sec2 xdx  = dt

 ∴ ye xtan  = te dt ct +∫  

                  = td e ct( ) +∫
  = te e ct t− +

  = tan tan tanx e e cx x− +

 ye xtan  = e x cxtan tan −( ) +1

எடுததுகைபாட்டு 4.22

 தீர்கை :     x dy
dx

xy x2 21 2 4+( ) + =
தீர்வு: 
 ்ைாடுகைப்பட்ட சமன்்பாடக்ட

 
dy
dx

x
x

y+
+

2
12 = 

4
1

2

2
x

x +
 என்றைவாறு மாற்றி 

அகமகை்லாம்.

 இது 
dy
dx

Py+  =   Q என்றை வடிவில உள்ைது.

 இங்கு   P x
x

Q x
x

=
+

=
+

2
1

4
12

2

2,

Pdx x
x

dx∫ ∫=
+

2
12  = log( )x2 1+  

I.F = ∫ = = ++( )e e xpdx xlog 2 1 2 1

மதகவயான தீர்வு:
           y I F( . )   = Q I F dx c.( ) +∫   

       y x( )2 1+    =  
4

1
1

2

2
2x

x
x dx c

+
+( ) +∫

       y x( )2 1+   = 
4

3

3x c+  

எடுததுகைபாட்டு 4.23

 தீர்கை :  
dy
dx

y x x− =3 2cot sin ,  இங்கு  

x = p
2

 எனில, y = 2

தீர்வு: 
 

dy
dx

x y x− ( ) =3 2cot . sin

இது 
dy
dx

Py+  =  Q என்றை வடிவில உள்ைது.
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 இங்கு P x Q x= − =3 2cot , sin  
  

Pdx xdx x x
x

= − = − = − =∫∫ 3 3 13
3cot log sin log sin log

sin

       
Pdx xdx x x

x
= − = − = − =∫∫ 3 3 13

3cot log sin log sin log
sin

I.F. = =e
x

x
log

sin

sin

1
3 1

3
 

மதகவயான தீர்வு :    y I F Q I F dx c( . ) ( . )= +∫
 y

x
1

3sin
 = sin

sin
2 1

3x
x

dx c∫ +

 y
x

1
3sin

 = 2 1
3sin cos

sin
x x

x
dx c× +∫

 =  2 1
sin

cos
sinx

x
x

dx c× +∫
 =  2 cos cotecx xdx c+∫
 y

x
1

3sin
 = − +2cosecx c  (1)

 x = p
2

மற்றும் y = 2 எனில,

(1) ⇒  2 1
1







 = − × + ⇒ =2 1 4c c

∴  (1) ⇒  y
x

1
3sin

 = − +2 4cosecx

எடுததுகைபாட்டு 4.24
 ஒரு நிறுவனம் ஒன்றில குறிபபிட்ட x ்டன்ைள் 

்்பாருகை தயாரிப்பதற்கு ஆகும் ் ச்லவு C -ஐ  x dC
dx

=
3
x

C−  எனும் சமன்்பாடடினால குறித்தால x  = 1 

மற்றும் C  =  2   எனில, C  மற்றும் x 
ஆகியவற்றிற்கிக்டமயயான ்தா்டர்க்பக ைாணை.

தீர்வு: 
         x dC

dx
 = 

3
x

C−  

            
dC
dx

 = 
3

2x
C
x

−  

  
dC
dx

C
x

+  = 
3

2x
 

அதாவது,      dC
dx x

C+ 1
 =    

3
2x

 

இது 
dC
dx

PC+  =   Q என்றை வடிவில உள்ைது.

இங்கு, P
x

Q
x

= =1 3
2,

Pdx∫  = 
1
x

dx∫  = log x

                I.F  = e e xpdx x∫ = =log

தீர்வு : C(I.F) = Q I F dx k∫ ( ) +. , இங்கு k ஒரு மாறிலி

               Cx = 
3

2x
xdx k+∫

    = 3 1
x

dx k+∫
               Cx = 3log x k+  (1)

x = 1  மற்றும் C = 2 எனில, k = 2 ஆகும்.

∴ C மற்றும் x -கைான ்தா்டர்பு : Cx = 3 2log x +

்யிற்சி 4.4

பின்வருவனவற்கறை தீர்கை:

1. 
dy
dx

y
x

x− =

2. 
dy
dx

y x x x+ =cos sin cos

3. x dy
dx

y x+ =2 4

4. 
dy
dx

x
x

y x
x

+
+

= +
+

3
1

1
1

2

3

2

3

5. 
dy
dx

y
x

xex+ =

6. 
dy
dx

y x x+ =tan cos3

7.  
dy
dx

y x x+ =2 tan sin  மற்றும் x = p
3

 எனில 
y = 0 எனும் நிக்லயில y-ஐ x-இன் வாயி்லாை 
எழுதுை. 

8. 
dy
dx

y
x

xex+ =
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9.  ஒரு வங்கியானது ் தா்டர் கூடடுவடடிமுகறையில 
வடடிகயக ைணககிடுகிறைது. அதாவது 
வடடிவீதத்கத அநதநத மநரத்தில அசலின் 
மாறுவீதத்தில ைணககிடுகிறைது. வரு்டத்திற்கு 
8% ்தா்டர் கூடடு வீதத்தில ` 1,00,000 
்தாகைகய அவவங்கியில ஒருவர் முதலீடு 
்சய்தால 10  வரு்டங்ைளுககு பின்னர் அவர் 
எவவைவு ்தாகைகயப ்்பறுவார்?

4.3   மபாறிலிைகைக ்ைழுகைைபாைக ்ைபாணட 
இரணடபாம் வரிகச நேரிய வகைக்ைழுச் 
சமன்பாடுைள் (Second Order first degree  
differential equations with constant coefficients)

4.3.1   மபாறிலிைகைக ்ைழுகைைபாைக ்ைபாணட 
இரணடபாம் வரிகச நேரிய வகைக்ைழுச் 
சமன்பாட்டின ்்பாது வடிவம் (A general 
second order linear differential equation with 
constant coefficients) 

a d y
dx

b dy
dx

cy f x
2

2 + + = ( )

a D y b Dy cy f x2 + + = ( ),   

இங்கு d
dx

D d
dx

D= =,
2

2
2

 அதாவது,       f D y f x( ) = ( )  (1)

 இங்கு   f D aD bD c( ) = + +2 (a,b மற்றும்  
c மாறிலிைள்)

 சமன்்பாடு (1) -ஐ தீர்கை, முதலில நாம் 
f D y( ) = 0  என்றை சமன்்பாடக்டத் தீர்கை 
மவணடும். இத்தீர்வானது நிரபபுச் சார்பு (C.F) 
எனப்படும். 

  அடுத்ததாை f x( ) ன் மீது 1
f D( )

 ்சயல்படுத்தும் 

ம்பாது கிக்டககும் தீர்வானது சிறைபபுச் ்தாகை (P.I) 
என அகைகைப்படுகிறைது.   

      ∴  PI
D

f x= ( ) ( )1
f

 ்்பாதுத் தீர்வு :  y C F P I= +. . நிரபபுச் சார்பு (C.F)  + 
சிறைபபுச் ்தாகை (P.I)

வகை  1 : f(x) = 0

   அதாவது, f D y( ) = 0

 இதகன தீர்கை, f D( ) = 0  

 D ககு ்பதி்லாை m -ஐ பிரதியிடுை, 
இச்சமன்்பாடக்ட துகணச் சமன்்பாடு என்கிமறைாம்.
f m( ) = 0 என்்பது ஒரு இரு்படிச் சமன்்பா்டாகும். 
எனமவ இதற்கு m1  மற்றும் m2  என்றை இரு தீர்வுைள் 
உள்ைன.
 இவவகைத் தீர்வுைள் பின்வரும் நிக்லயில 
அகமயும்.

வ. எண தீர்வுைளின ்தனகம நிரப்புச் சபார்பு

1.
்மய் மற்றும் 
்வவமவறைானகவ  
( )m m1 2≠

Ae Bem x m x1 2+

2.
்மய் மற்றும் 
சமமானகவ 
m m m1 2= =  என்ை

( )Ax B emx+

3. ை்லப்்பணைள்
( )α β± i

e A x B xxα β β( cos sin )+
e A x B xxα β β( cos sin )+

  இங்கு A மற்றும் B என்்பன ஏமதனும் 
இருமாறிலிைைாகும்.

எடுததுகைபாட்டு 4.25
 தீர்கை :  ( )D D y2 3 4 0− − =  
தீர்வு:  
 ( )D D y2 3 4− −  = 0

 துகணச் சமன்்பாடு : 
 m m2 3 4− −  =  0

  ⇒  m m−( ) +( )4 1  = 0

 m = −1 4,
மூ்லங்ைள் ்மய் மற்றும் ்வவமவறைானகவ.
 ∴ நிரபபுச் சார்பு :  CF =  Ae Bex x− + 4

 ்்பாதுத் தீர்வு :   y = Ae Bex x− + 4

எடுததுகைபாட்டு 4.26
 தீர்கை : 9 12 4 0′′ − ′ + =y y y
தீர்வு: 
 9 12 42D D y− +( )   =   0

 துகணச் சமன்்பாடு : 
 3 2 2m −( )    =   0   
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 3 2 3 2m m−( ) −( )  = 0   ⇒ =m 2
3

2
3

,  

மூ்லங்ைள் ்மய் மற்றும் சமம்
    நிரபபுச் சார்பு : C.F  = Ax B e

x
+( )

2
3

     ்்பாதுத் தீர்வு : y   =  Ax B e
x

+( )
2
3

எடுததுகைபாட்டு 4.27

 தீர்கை :  d y
dx

dy
dx

y
2

2 4 5 0− + =

தீர்வு:  
     

d y
dx

dy
dx

y
2

2 4 5− +  =  0

                D D y2 4 5− +( )  = 0

துகணச் சமன்்பாடு : 
 m m2 4 5− +  = 0

 ⇒ −( ) − +m 2 4 52
 = 0

                      m −( )2 2
 = –1

                                    m − 2  = ± −1  

m = 2± i , α β± i  என்றை வடிவில உள்ைது.

           ∴ C.F =   e A x B xx2 cos sin+ 

்்பாதுத் தீர்வு  : y = e A x B xx2 cos sin+ 

எடுததுகைபாட்டு 4.28

  தீர்கை : d x
dt

dx
dt

x
2

2 3 2 0− + = . இங்கு t = 0  

எனில = 0x மற்றும் dx
dt

= 1 .

தீர்வு:
 

d x
dt

dx
dt

x
2

2 3 2− +  = 0

 ( )D D x2 3 2− +  = 0  இங்கு D d
dt

=  

மற்றும் D d
dt

2
2

2=  

துகணச் சமன்்பாடு : m m2 3 2− + =  0

  ( )( )m m− −1 2   =  0

                            m =  1, 2

 நிரபபுச் சார்பு :          C.F = Ae Bet t+ 2

  ்்பாதுத் தீர்வு : x = Ae Bet t+ 2  (1)

  t = 0 மற்றும்  x  = 0 எனில,
 (1) ⇒    0 = A B+  (2)

 (1) -ல t-ஐ ்்பாறுத்து வகைக ைாண,

  
dx
dt

 = Ae Bet t+ 2 2  

 t=0 மற்றும்  
dx
dt

 = 1 எனில,

  A B+ 2  = 1 (3)

A B+ = 0   மற்றும் + =2 1A B -ஐ தீர்கை, நாம் 
்்பறுவது A = –1, B = 1 ஆகும்.

 ∴  (1) ⇒    x = –et+e2t

      = e2t–et

வகை II : ( ) axf x e= அதாவது, (D) y eaxφ =

           P.I =   
1

f D
eax

( )   

 D = a  எனும்்்பாழுது  f D( ) ≠ 0  எனில D 
ககு ்பதி்லாை  a கய பிரதியி்டவும். 

 D = a  எனும்்்பாழுது  f D( ) = 0  எனில,

                    P.I =  x
D

eax1
′ ( )f

 D = a  எனும்்்பாழுது  ′ ( ) ≠f D 0  எனில 
Dககு ்பதி்லாை a-ஐப பிரதியி்டவும்.

 D = a எனும்்்பாழுது ′ ( ) =f D 0  எனில

           P.I = x
D

eax2 1
′′ ( )f

 
இவவாறைாை ்தா்டர்லாம்.

எடுததுகைபாட்டு 4.29
   தீர்கை : D D y e x2 34 1− −( ) = −

தீர்வு: 
  D D y e x2 34 1− −( ) = −

துகணச் சமன்்பாடு :
 m m2 4 1− −  = 0

 m −( ) − −2 4 12
 = 0

              m −( )2 2
 = 5

                  m − 2  = ± 5  
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                        m = 2 5±  

                        C.F = Ae Bex x2 5 2 5+( ) −( )+

                        PI = 
1

f D
f x( ) ( )

        = 
1
4 12

3

D D
e x

− −
−

  = 
1

3 4 3 12
3

−( ) − −( ) −
−e x  

   (D ககு ்பதி்லாை –3ஐ பிரதியி்ட)

  = 
1

9 12 1
3

+ −
−e x

  = 
e x−3

20
     ்்பாதுத் தீர்வு : y = C.F+P.I

                           = Ae Be ex x
x

2 5 2 5
3

20
+( ) −( ) −

+ +

எடுததுகைபாட்டு 4.30

  தீர்கை: D D y e ex x2 22 1− +( ) = +

தீர்வு: 
              D D y2 2 1− +( )  = e ex x2 +

துகணச் சமன்்பாடு :
 m m2 2 1− +  = 0
 ⇒ m m−( ) −( )1 1  = 0
                 m = 1, 1

              C.F = Ax B ex+( )
                PI = 

1 1
2 12

2

f D
f x

D D
e ex x

( ) ( ) =
− +

+( )

                        

1 1
2 12

2

f D
f x

D D
e ex x

( ) ( ) =
− +

+( )
          இங்கு, P I. 1  = 

1
2 12

2

D D
e x

− +

                                        =  
1

4 4 1
2

− +
e x  (Dககு   

    ்பதி்லாை 2 ஐ பிரதியி்ட)

    = e x2

         மற்றும் P I. 2  = 
1
2 12D D

ex

− +

    =     
1

1 2D
ex

−( )
 D ககு  1-ஐ பிரதியி்ட     D −( ) =1 02

 

 ∴   P I. 2  =    x
D

ex. 1
2 1−( )

 D ககு ்பதி்லாை  1-ஐ பிரதியி்ட,   2(D–1) = 0

  ∴  P I. 2  = x ex2 1
2

  ்்பாதுத் தீர்வு : y = C.F+P.I +P.I
1 2

                                     =  Ax B e e x ex x x+( ) + +2
2

2
எடுததுகைபாட்டு 4.31

 தீர்கை:  3 14 4 132
7

3D D y e
x

+ −( ) = −
−

தீர்வு: 
 3 142D D y+ −( )  = 4 13

7
3−

−

e
x

துகணச் சமன்்பாடு :

3 142m m+ −  = 0

( )( )3 7 2m m+ −  = 0

              m = 
−7
3

2,

           C.F = Ae Be
x x

−

+
7

3 2

      ⇒  PI = 
1 1

3 14
4 132

7
3

f D
f x

D D
e

x

( ) ( ) =
+ −

−












−

                        

1 1
3 14

4 132

7
3

f D
f x

D D
e

x

( ) ( ) =
+ −

−












−

             = 
1

3 14
4 1

3 14
132 2

7
3

D D D D
e

x

+ −
( ) +

+ −
−











−

   

1
3 14

4 1
3 14

132 2

7
3

D D D D
e

x

+ −
( ) +

+ −
−











−

 
     = PI PI1 2+

           P.I1  = 
1

3 14
42

0

D D
e x

+ −

=
1

0 0 14
4 0

+ −
e x   (D -ககு ்பதி்லாை 0 என பிரதியி்ட)
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              P.I1  = 
−4
14

              P I. 2  = 
1

3 14
132

7
3

D D
e

x

+ −
× −( )

−

D-ககு ்பதி்லாை −7
3

என பிரதியி்ட,  3 14 02D D+ − = .

        ∴ P I. 2   = x
D

e
x

. 1
6 1

13
7

3

+
−













−

D -ககு ்பதி்லாை −7
3

 என பிரதியி்ட, 

      ∴  P I. 2   =   x e
x1

6 7
3

1
13

7
3

−





+
−













−

  = x e
x1

13
13

7
3

−
−













−

  = xe
x−7

3

்்பாதுத் தீர்வு :     y     = C F P I P I. . . .+ +1 2

                  y      =  Ae Be xe
x x

x
− −

+ − +
7

3
7

32 2
7

எடுததுகைபாட்டு 4.32

Q p dp
dt

d p
dtd = − − +29 2 5

2

2  மற்றும் Q ps = +5 4  

என்்பன முகறைமய ஒரு ்்பாருளின் மதகவ அைவு 
மற்றும் அளிபபு அைவு ஆகியவற்கறைக குறிககின்றைன.
இங்கு P விக்லகயக குறிககிறைது. சநகத 
்பரிமாற்றைத்தில சமன்நிக்ல விக்லகயக ைாணை.
தீர்வு:
 சமன்நிக்ல விக்லயில, Q Qd s=  

 ⇒   29 2 5
2

− − +p dp
dt

d p
dt

= 5 4+ p  

 ⇒   24 6 5
2

2− − +p dp
dt

d p
dt

= 0

 ⇒  
d p
dt

dp
dt

p
2

2 5 6− −  = –24

 ( )D D p2 5 6− −  = –24

துகணச் சமன்்பாடு :
 m m2 5 6− − = 0

  ( )( )m m− +6 1  = 0

  ⇒        m  = 6, –1

      C.F = Ae6t tBe+ −

       P.I = 
1

f D
f t( ) ( )

    = 
1
5 6

242
0

D D
e t

− −
−( )

    = 
−
−
24
6

 (D-ககு ்பதி்லாை 
0கவ பிரதியி்ட)

    = 4

  ்்பாதுத் தீர்வு : p = C F P I. .+

    = Ae Bet t6 4+ +−  

்யிற்சி 4.5

கீழகைாணும் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைகை தீர்கை :

 1. 
d y
dx

dy
dx

y
2

2 6 8 0− + =

 2.  
d y
dx

dy
dx

y
2

2 4 4 0− + =

 3. D D y2 2 3 0+ +( ) =

 4. 
d y
dx

k dy
dx

k y
2

2
22 0− + =

 5.  D D y2 2 15 0− −( ) = , x = 0 எனும்ம்பாது 

dy
dx

= 0  மற்றும் d y
dx

2

2 2=

 6.  4 4 32 2D D y e x+ −( ) =

 7. 
d y
dx

y
2

2 16 0+ =

 8.  x = 0 மற்றும் x = log 2 எனும்ம்பாது 
D D y e x2 33 2− +( ) = -ன் தீர்வானது பூச்சிய

மாகிறைது எனில, சமன்்பாடக்ட தீர்கை.

 9. D D y e ex x2 3 36+ −( ) = + −

10. D D y e x2 510 25 4 5− +( ) = +

11. 4 16 15 42
3

2D D y e
x

+ +( ) =
−
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103வைகக்ெகழுச் சமன்பாடுகள்

 12. 3 14 132 2D D y e x+ −( ) =

13.  Q p
dp
dt

d p

dtd
= − + +13 6 2

2

2
 மற்றும் Q ps = − +3 2  

என்்பன முகறைமய ஒரு ்்பாருளின் மதகவ 
அைவு மற்றும் அளிபபு அைவு ஆகியவற்கறைக 
குறிககின்றைன. இங்கு  p விக்லகயக குறிககிறைது.
 சநகத ்பரிமாற்றைத்தில சமன்நிக்ல விக்லகயக 
ைாணை.

்யிற்சி 4.6

சரியபான விகடகயத ந்தர்ந்்்தடுகைவும் 

1.  
d y
dx

d y
dx

dy
dx

4

4

2

2

4

3−






+ = என்றை வகைக்ைழுச்

சமன்்பாடடின் ்படி ஆனது
 (a) 1         (b) 2         (c) 3         (d) 4

2. 
d y
dx

dy
dx

2

2 5= +  என்றை வகைக்ைழுச் சமன்

 ்பாடடின் வரிகச மற்றும் ்படி முகறைமய
 (a) 2 மற்றும் 3 (b) 3 மற்றும் 2
 (c) 2 மற்றும் 1 (d) 2 மற்றும் 2

3.  
d y
dx

dy
dx

2

2

3
2

4 0






− 





− =  என்றை வகைக்ைழுச்

சமன்்பாடடின் வரிகச மற்றும் ்படி முகறைமய
 (a) 2 மற்றும் 6 (b) 3 மற்றும் 6
 (c) 1 மற்றும் 4 (d) 2 மற்றும் 4

4.  
dx
dy

y x






+ =
3 1

22  என்றை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு

 (a) வரிகச 2 மற்றும் ்படி 1 உக்டயது 
 (b) வரிகச 1 மற்றும்்படி 3 உக்டயது
 (c) வரிகச 1 மற்றும்்படி 6 உக்டயது 
 (d) வரிகச 1 மற்றும்்படி 2 உக்டயது

5.  y ae bex x= + −  என்றை சமன்்பாடடில a -கயயும் 
b கயயும் நீகைக கிக்டககும் வகைக்ைழுச் 
சமன்்பாடு

 (a)  
d y
dx

y
2

2 0− =  (b)  
d y
dx

dy
dx

2

2 0− =

 (c)  
d y
dx

2

2 0=  (d)  
d y
dx

x
2

2 0− =

6.  y cx c c= + − 3  எனில, அதன் வகைக்ைழுச் 
சமன்்பாடு

 (a)  y x dy
dx

dy
dx

dy
dx

= + − 





3

 (b)  y dy
dx

x dy
dx

dy
dx

+ 





= −
3

 (c)  
dy
dx

y dy
dx

x dy
dx

+ = 





−
3

 (d)  
d y
dx

3

3 0=

7.  
dx
dy

Px Q+ =  என்றை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின்

்தாகையீடடுக ைாரணி

 (a) e Pdx∫     (b) e Pdx−∫     (c) Pdy∫     (d) e Pdy∫

8. D y e x2 24+( ) =   இன் நிரபபுச் சார்பு
 (a) Ax B e x+( ) 2

 (b) Ax B e x+( ) −2

 (c) A x B xcos sin2 2+
 (d) Ae Bex x− +2 2

9.  y mx c= +   -இன் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 
(m மற்றும் c என்்பன மாறைத்தகை மாறிலிைள்)

 (a) 
d y
dx

2

2 0=  (b) y x dy
dx

c= +

 (c) xdy ydx+ = 0  (d) ydx xdy− = 0

10.  
d y
dx

dy
dx

y e x
2

2
48 16 2− + =  என்றை வகைக்ைழுச் 

சமன்்பாடடின் சிறைபபுத் ்தாகை

 (a) 
x e x2 4

2!
     (b) 

e x4

2!
     (c) x e x2 4      (d) xe x4

11. 
dx
dy

px+ = 0  என்்பதன் தீர்வானது

 (a) x ce py=  (b)  x ce py= −

 (c) x py c= +  (d) x cy=

12.  
dy
dx

Py Q+ =  என்றை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் 
்தாகையீடடுக ைாரணி sec2 x  எனில P = 

 (a) 2 tan x    (b) sec x    (c) cos2 x    (d) tan2 x
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13. x dy
dx

y x− = 2  -இன் ்தாகையீடடுக ைாரணி

 (a) 
−1
x

     (b)
1
x

     (c) log x      (d) x

14.  
dy
dx

Py Q+ =  (இங்கு P மற்றும் Q  என்்பன x 
-ஐ சார்நத சார்புைள்) என்றை வகைக்ைழுச் 
சமன்்பாடடின் தீர்வு

 (a) y Qe dx cPdx= ∫ +∫
 (b) y Qe dx cPdx= ∫ +−∫
 (c) ye Qe dx cPdx Pdx∫ = ∫ +∫
 (d) ye Qe dx CPdx Pdx∫ = ∫ +−∫
15.  y e A x B xx= +( )−2 cos sin -ல A மற்றும் B 

கய நீககுவதன் மூ்லம் அகமகைப்படும் வகைக 
்ைழுச் சமன்்பாடு

 (a) y y2 14 5 0− + =
 (b)  y2+ 4y – 5 = 0

 (c) y y2 14 5 0− − =
 (d) y y2 14 5 0+ + =

16.  f D y eax( ) =  இங்கு f D D a( ) = −( )2
 

என்றை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் 
சிறைபபுத்்தாகை 

 (a) 
x eax

2

2
    (b) xeax     (c) 

x eax

2
    (d) x eax2

17. x y a2 2 2+ =  என்்பதன் வகை்ைழுச்  சமன்்பாடு
 (a) xdy+ydx=0 (b) ydx–xdy=0
 (c) xdx–ydx=0  (d) xdx+ydy=0

18. 
d y
dx

dy
dx

2

2 0− =   என்்பதன் நிரபபுச் சார்பு

 (a) A Bex+  (b) A B ex+( )
 (c) Ax B ex+( )  (d) Ae Bx +

19. ( )3 14 132 2D D y e x+ − =  -ன் சிறைபபுத் ் தாகை

 (a) 
x e x

2
2     (b) xe x2    (c) 

x e x
2

2

2
   (d) 13 2xe x

20.  
dy
dx

x= cos  என்றை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் 

்்பாதுத் தீர்வு
 (a) y x= +sin 1
 (b) y x= sin - 2
 (c) y x c c= +cos ,  மாறைத்தகை மாறிலி
 (d) y x c = +sin , c மாறைத்தகை மாறிலி

21.  
dy
dx

f y
x

= 





என்றை வடிவில உள்ை 

சம்படித்தான வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 
தீர்கைப்ப்ட ்பயன்்படுத்தப்படும் பிரதியி்டல

 (a)  y = v x (b) v = y x

 (c) x = v y  (d) x = v 

22.  
dx
dy

f x
y

=






என்றை வடிவில உள்ை 

சம்படித்தான வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 
தீர்கைப்ப்ட  ்பயன்்படுத்தப்படும் பிரதியி்டல,

 (a)  x = v y     (b) y = v x      (c) y = v      (d) x = v 

23.  
dy
dx

y x y
x x y

=
−( )
+( )  என்றை வகைக்ைழுச் 

சமன்்பாடடில y = v x மற்றும் dy
dx

v x dv
dx

= +  

என பிரதியீடு ்சய்யும் ம்பாது கிக்டககும், 
மாறிைள் பிரிகைத்தகை வகையில அகமநத 
சமன்்பாடு

 (a)  
2
1

2v
v

dv dx
x+

=   (b) 
2
1

2v
v

dv dx
x+

= −

 (c) 
2
1

2v
v

dv dx
x−

=   (d)  
1
2 2
+ = −v
v

dv dx
x

24.  பின்வருவனவற்றுள் எது சம்படித்தான வகைக 
்ைழு சமன்்பா்டாகும்?

 (a) 3 5 4 1x dx y dy−( ) = −( )
 (b) xy dx x y dy− +( ) =3 3 0

 (c) y dx x xy y dy2 2 2 0+ − −( ) =

 (d) x y dx y x dy2 2+( ) = +( )
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25.  
dy
dx

y
x

f y
x

f y
x

= +







′ 





 என்றை சம்படித்தான வகைக 

 ்ைழுச் சமன்்பாடடின் தீர்வு

 (a)  f y
x

k x





=  (b) x f y
x

k





=

 (c) f y
x

k y





=  (d) y f y
x

k





=

இ்தர ைணககுைள்

 1 .   Q p dp
dt

d p
dtd = − + +30 5 2

2

2  மற்றும்

Q ps = +6 3  என்்பன முகறைமய ஒரு 
்்பாருளின் மதகவ அைவு மற்றும் அளிபபு 
அைவு ஆகியவற்கறைக குறிககின்றைன. இங்கு p 
விக்லகயக குறிககிறைது. சநகத ்பரிமாற்றைத்தில 
சமன்நிக்ல விக்லகயக ைாணை.

 2.  y ax bx= +2  -ஐ ்்பாதுத் தீர்வாை ்ைாண்ட 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடிகன அகமகை.

 3. தீர்கை : yx dx e dyx2 0+ =−

 4.  தீர்கை :  x y dx xy dy2 2 2 0+( ) + =

 5. தீர்கை : x dy
dx

y x+ =2 4

 6.  ஒரு தயாரிபபு நிறுவனத்தில, உ்பைரணங்ைகை 
இயகைவும் ்பராமரிகைவும் ஆகும் ்ச்லவு C 
மற்றும் அடுத்தடுத்த இரு ்பழுது ்பார்த்தலுக 
குரிய இக்ட்வளிகைா்லம் m ஆகியவற்கறை 

m dC
dm

mC2 2 2+ =  எனும் சமன்்பாடடினால 
குறித்தால, m = 2 மற்றும் c = 4 எனில, C  
மற்றும் m ஆகியகவைளுககிக்டமயயானத் 
்தா்டர்க்பக ைாணை.

 7.  தீர்கை : D D y e x2 43 2− +( ) =   இங்கு  x = 0 
மற்றும்  x = 1 எனில y = 0. 

 8.  தீர்கை : 
dy
dx

y x x+ =cos cos2  

 9. தீர்கை x ydx x y dy2 3 3 0− +( ) =

10. தீர்கை : dy
dx

xy x y= + + + 1

்்தபாகுப்புகர
 z ஒரு சார்பு மற்றும் அவற்றின் ஒன்று அல்லது அதற்கு மமற்்பட்ட வகைக்ைழுகைகை ்ைாண்ட 

சமன்்பாடு வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு ஆகும். அதாவது y f x= ( ) சார்பு மற்றும் அதன் 

வகைக்ைழுகைள் 
dy
dx

d y
dx

, ...
2

2  ்ைாண்ட சமன்்பாடு வகைக்ைழுச் சமன்்பா்டாகும்.

 z  ஒரு வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடில இ்டம் ் ்பற்றிருககும் வகைக்ைழுவின் மிை உயர்நத வரிகசமய, 
அவவகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் வரிகச எனப்படும்.

 z வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் ்படி என்்பது அதில இ்டம் ்்பற்றுள்ை வகைக்ைழுகைளின் உச்ச 
வரிகசயின் ்படியாகும். குறிப்பாை வகைச்்ைழுவின் பின்னங்ைள் மற்றும் ்படி மூ்லங்ைள் இருபபின் 
அவற்கறை நீககியபின் ்படி ைாணப்ப்டமவணடும்.

 z ்ைாடுகைப்பட்ட வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடிகன நிகறைவு ்சய்யுமாறு அகமயும் சார்பு 
அச்சமன்்பாடடின் தீர்வு ஆகும். வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின் தீர்விலுள்ை மாறைத்தகை மாறிலிைளின் 
எணணிககையானது அவவகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் வரிகசககுச் சமமாை இருகை மவணடும். 
அத்தீர்விகன சமன்்பாடடின் ்்பாதுத்தீர்வு என்ம்பாம்.

 z ்ைாடுகைப்பட்ட  சார்பிலிருநது வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட அகமகை அதில இ்டம் ்்பற்றிருககும் 
மாறைத்தகை மாறிலிைளின் எணணிகைகமைற்்ப அதகன ்தா்டர்ச்சியாை வகைப்படுத்தியபின் 
அம்மாறைத்தகை மாறிலிைகை நீகை மவணடும்.

 z ஒரு சமன்்பாடடில அகனத்து x-ல அகமயும் உறுபபுைள் மற்றும் dx  ஒருபுறைத்திலும், அகனத்து y-ல 
அகமயும் உறுபபுைள் மற்றும்  dy மறுபுறைத்திலும் அகமயுமாறு பிரிகைத்தகை வகையிலிருபபின், 
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அகவைள் பிரி்ப்டகூடிய மாறிைள்  என அகைகைப்படும். அத்தகைய சமன்்பாடடின் ்்பாதுவடிவம்
f x dx g y dy( ) = ( ) அல்லது f x dx g y dy( ) + ( ) = 0  மநரடியாை ்தாகையிடுவதன் மூ்லம் 

நாம் தீர்கவப ்்பறை்லாம்.

 z f x y,( ) மற்றும் g x y,( )  என்்பன ஒவ்வான்றும் பூச்சிய ்படியுள்ை சம்படித்தான சார்புைைாை 

இருகையில,  dy
dx

f x y= ( ),  அல்லது dx
dy

g x y= ( ),  என்்பன ஒரு சம்படித்தான வகைக்ைழுச் 
சமன்்பாடு ஆகும்.

 z  dy
dx

Py Q+ =  (இங்கு  P மற்றும் Q ஆகியகவ மாறிலிைள் அல்லது  x -இன் சார்புைள் மடடும்) என்றை 

வடிவில உள்ை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு முதல வரிகச மநரிய வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 
எனப்படும்.

 z மாறிலிைகைக ்ைழுகைகைக ்ைாண்ட இரண்டாம் வரிகச மநரிய வகைக்ைழுச் 

சமன்்பாடடின் ்்பாதுவடிவம்  a
d y
dx

b dy
dx

cy f x
2

2 + + = ( ) ஆகும்.

ைக்லச்்சாற்ைள்  (GLOSSARY)

இரண்டாம் வரிகச மநரிய வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் Second order linear differential equations

கிக்ட அச்சுத் ்தாக்லவு Abscissa
குத்தாயம் Ordinate
சம்படித்தான சமன்்பாடுைள் Homogeneous equations
சாதாரண வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் Ordinary differential equations
சிறைபபுத் ்தாகை Particular integral
துகணச் சமன்்பாடு Auxiliary equation
நிரபபுச் சார்பு Complementary function

நிக்லயான மாறிலி  Fixed constant
மநரிய வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் Linear differential equations
்பகுதி  வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் Partial differential equations
்படி Degree
்்பாதுத் தீர்வு General solution
மாறைத்தகை மாறிலி Arbitrary constant
மாறி Variable
மாறிைள் பிரிகைக கூடியன Variable separable
மாறிலி Constant
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் Differential equations
வரிகச Order
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“Differential Equation” என்னும் திகர 
மதான்றும். அதில ்ைாடுகைப்படடுள்ை 
வகர்ப்டத்தில உள்ை புள்ளி  a கவ 
நைர்த்தினால வகர்ப்டத்தில மதான்றும் 
மாற்றைத்கத ்தரிநது்ைாள்ை்லாம். 

்சயல்்பாட்டிற்ைபான உரலி : https://ggbm.at/uzkcrnwr 

விகரவுக குறியீடு (QR Code) :

கீழகைாணும் உரலி / விகரவுக 
குறியீடக்டப ்பயன்்படுத்தி இச்்சயல 
்படடிற்ைான இகணயப ்பகைத்திற்குச் 
்சலை. பின்பு “12th Standard Business 
Mathematics and Statistic ” என்னும் 
திகரயில “Volume-1” கய ்தரிவு 
்சய்யவும்.

இகணயச் ்சயல்்பாடு

்சயல்்பாட்டின இறுதியில் 
எதிர்்பார்கைப்்டும் விகைவு

்டி  2

்டி  1
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