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“Natural numbers are the product of human spirit” – Dedekind 

9.1 भूमिका (Introduction)

गͨणत मɅ, शÞद ‘अनुĐम’ का उपयोग साधारण अĒेँज़ी के समान ͩकया जाता है। जब हम कहते 
हɇ ͩक समहू के अवयवɉ को अनĐुम मɅ सूचीबɮध ͩकया गया है 
तब हमारा ता×पय[ है ͩक समहू को इस Ĥकार Đͧमक ͩकया गया 
है ͩक हम उसके सदèयɉ को Ĥथम, ɮͪवतीय, ततृीय सÉंया तथा 
आǑद से पहचान सकत ेहɇ। उदाहरणतः, ͪवͧभÛन समयɉ मɅ मानव 
कȧ जनसÉंया अथवा बÈैटȣǐरया अनĐुम कȧ रचना करत ेहɇ। कोई 
धनराͧश जो बɇक खातɅ मɅ जमा कर दȣ जाती है, ͪ वͧभÛन वषɟ मɅ एक 
अनĐुम का Ǔनमा[ण करती है। ͩ कसी सामान कȧ अवमिूãयत कȧमतɅ 
एक अनĐुम बनाती हɇ मानव ͩĐयाओ ंके कई ¢ğेɉ मɅ अनĐुमɉ 
का बहुत महǂवपूण[ उपयोग है। ͪवͧशçट पटैनɟ का अनसुरण करने 
वाल ेअनĐुम Įेणी (Progression) कहलात ेहɇ। ͪपछलȣ क¢ा मɅ, 
हम समातंर Įेणी के सबंधं मɅ पढ़ चुके हɇ। इस अÚयाय मɅ समांतर 
Įेणी के बारे मɅ और अͬधक चचा[ करन ेके साथ-साथ हम समातंर 
माÚय, गणुोƣर माÚय, समातंर माÚय तथा गुणोƣर माÚय मɅ सबंधं, ͪवशषे अनĐुमɉ के Đमागत 
n Ĥाकृत सÉंयाओ ंका योग, n Ĥाकृत सÉंयाआ ंके वगɟ का योग तथा n Ĥाकृत सÉंयाओ ंके घनɉ 
के योग का भी अÚययन करɅगे। 

9.2 अनĐुम (Sequence)

आइए हम Ǔनàनͧलͨखत उदाहरणɉ पर ͪवचार करɅः
माना ͩक पीǑढ़यɉ का अतंर 30 वष[ है और åयिÈत के 300 वषा[े ंमɅ पवू[जɉ अथा[त ् ्माता-ͪपता 

दादा-दादȣ, परदादा-परदादȣ आǑद कȧ सÉंया £ात कȧिजए।
यहाँ पीǑढ़यɉ कȧ कुल सÉंया =

 
= 10.

Fibonacci 
(1175-1250 A.D.)

अÚयाय

अनुĐम तथा Įेणी 
(Sequence and Series)
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Ĥथम, ɮͪवतीय, ततृीय, ... दसवी ंपीढ़ȣ के ͧलए åयिÈत के पवू[जɉ कȧ सÉंया Đमशः 2, 4, 8, 16, 

32, ..., 1024 है। ये सÉंयाए ँएक अनĐुम का Ǔनमा[ण करती हɇ, एेसा हम कहत ेहɇ।
10 को 3 से भाग देत ेसमय ͪवͧभÛन चरणांे के बाद ĤाÜत Đͧमक भागफलɉ पर ͪवचार 

कȧिजए। इस ĤͩĐया मɅ हम Đमशः 3,3.3,3.33,3.333... आǑद पात ेहɇ ये भागफल भी एक अनĐुम 
का Ǔनमा[ण करत ेहɇ। एक अनĐुम मɅ जो सÉंयाए ँआती हɇ उÛहɅ हम उसका पद कहत ेहɇ। अनĐुम 
के पदɉ को हम a

1
, a

2
, a

3
,…, a

n
, …, आǑद ɮवारा ǓनǾͪपत करत ेहɇ। Ĥ×येक पद के साथ लगी सÉंया 

िजसे पदाकं कहत ेहɇ, उसका èथान बताती है। अनĐुम का nवा ँपद nवɅ èथान को ǓनǾͪपत करता 
है और इस ेa

n
 ɮवारा ǓनǾͪपत करत ेहɇ, इसे अनĐुम का åयापक पद भी कहत ेहɇ।

इस Ĥकार, åयिÈत के पवू[जɉ (पवु[जɉ) के अनĐुम के पदɉ को Ǔनàन Ĥकार स ेǓनǾͪपत करत ेहɇः
a

1
 = 2, a

2
 = 4, a

3
 = 8, …, a

10
 = 1024. 

इसी Ĥकार Đͧमक भागफलɉ वाले उदाहरण मɅ ः
a

1
 = 3, a

2
 = 3.3, a

3
 = 3.33, … a

6
 = 3.33333, आǑद।

 व ेअनुĐम, िजनमɅ पदɉ कȧ सÉंया सीͧमत होती हɇ, उसे ‘पǐरͧमत अनुĐम’ कहत ेहɇ। उदाहरणतः 
पवू[जɉ का अनĐुम पǐरͧमत अनĐुम है, Èयɉͩक उसमɅ 10 पद हɇ (सीͧमत सÉंया)।
 एक अनĐुम, ‘‘अपǐरͧमत अनुĐम कहा जाता है, िजसमɅ पदɉ कȧ सÉंया सीͧमत नहȣं होती है।’’ 
उदाहरणतः पवूȾÈत Đमागत भागफलɉ का अनĐुम एक ‘अपǐरͧमत अनुĐम’ है। अपǐरͧमत कहने 
का अथ[ है, जो कभी समाÜत नहȣ ंहोता।
 Ĥायः यह सभंव है ͩक अनĐुम के ͪवͧभÛन पदɉ को åयÈत करन ेके Ǔनयम को एक बीज 
गͨणतीय सğू ɮवारा åयÈत ͩकया जा सकता है। उदाहरणाथ[, Ĥाकृत सम सÉंयाओ ंके अनĐुम 2, 

4, 6, … पर ͪवचार कȧिजए।
यहाँ   a

1
 = 2 = 2 × 1 a

2
 = 4 = 2 × 2

   a
3
 = 6 = 2 × 3 a

4
 = 8 = 2 × 4

   ....     ....    .... ....     ....    ....
   ....     ....    .... ....     ....    ....

   a
23

 = 46 = 2 × 23 a
24

 = 48 = 2 = 2 × 24, और इसी Ĥकार अÛय। 
वèततुः, हम देखत ेहɇ ͩक अनĐुम का nवा ँपद  a

n
 =

 
 2n, ͧलखा  जा सकता हɇ, जबͩक n एक 

Ĥाकृत सÉंया है। इसी Ĥकार, ͪवषम Ĥाकृत सÉंयाओ ंके अनĐुम 1,3,5,7,…,मɅ nवɅ पद के सğू को 
a

n
 = 2n – 1, के Ǿप मɅ ǓनǾͪपत ͩकया जा सकता है, जबͩक n एक Ĥाकृत सÉंया है।

åयविèथत सÉंयाओ ं1, 1, 2, 3, 5, 8,.. का कोई èपçट पटैन[ नहȣं है, ͩ कंत ुअनĐुम कȧ रचना पनुरावृͪ ƣ 
सबंधं ɮवारा åयÈत कȧ जा सकती हɇ। उदाहरणतः
   a

1
 = a

2
 = 1

   a
3
 = a

1
 + a

2

   
a

n
 = a

n–2
 + a

n–1
, n > 2

इस अनĐुम को Fibonacci अनĐुम कहत ेहɇ।
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 अभाÏय सÉंयाओ ंके अनĐुम 2,3,5,7… मɅ nवी ंअभाÏय सÉंया का कोई सğू नहȣ ंहɇ। एसेे 
वͨण[त अनĐुम को केवल मौͨखक ǓनǾͪपत ͩकया जा सकता हɇ।
 Ĥ×येक अनĐुम मɅ यह अपे¢ा नहȣ ंकȧ जानी चाǑहए ͩक उसके ͧलए ͪवशषे सğू होगा। ͩकंतु 
ͩफर भी एेस ेअनĐुम के Ǔनमा[ण के ͧलए कोई न कोई सɮैधाǓंतक योजना अथवा Ǔनयम कȧ आशा 
तो कȧ जा सकती है, जो पदɉ a

1
, a

2
,
 
a

3
,…,a

n
,… का Đमागत Ǿप दे सके।

 उपयु[Èत तØयɉ के आधार पर, एक अनुĐम को हम एक फलन के Ǿप मɅ ल ेसकत ेहɇ िजसका 
Ĥातं Ĥाकृत सÉंयाओ ंका समÍुचय हो अथवा उसका उपसमÍुचय हो। कभी-कभी हम फलन के 
सकेंत a

n
 के ͧलए a(n) का उपयोग करत ेहɇ।

9.3 Įेणी (Series)

माना ͩक यǑद a
1
, a

2, 
a

3
,…,a

n
 अनĐुम है, तो åयजंक a

1
 + a

2 
+

 
a

3
 +,…+ a

n 
सबंंͬ धत अनĐुम स ेबनी 

Įेणी कहलाती हɇ। Įेणी पǐरͧमत अथवा अपǐरͧमत होगी, यǑद अनुĐम Đमशः पǐरͧमत अथवा 
अपǐरͧमत है। Įेणी को संͬ ध रȣǓत मɅ Ĥदͧश[त करते हɇ, िजस ेͧसÊमा सकेंत कहत ेहɇ। इसके ͧलए 

Ēीक अ¢र सकेंत  (ͧसÊमा) का उपयोग करत ेहɇ, िजसका अथ[ होता हɇ जोड़ना। इस Ĥकार, Įेणी 

a
1
 + a

2
 + a

3 
+

 
... + a

n
  का संͯ ¢Üत Ǿप,

 .
 है।

ǑटÜपणी  Įेणी का उपयोग, योग के ͧलए नहȣं, बिãक ǓनǾͪपत योग के ͧलए ͩकया जाता है।
उदाहरणतः 1 + 3 + 5 + 7 चार पदɉ वालȣ एक पǐरͧमत Įेणी है। जब हम ‘Įेणी का योग’ महुावरे 
का उपयोग करत ेहɇ, तब उसका ता×पय[ उस सÉंया स ेहै जो पदɉ के जोड़न ेस ेपǐरͨणत होती है। 
अतः Įेणी का योग 16 है।

अब हम कुछ उदाहरणɉ पर ͪवचार करत ेहɇ।

उदाहरण 1 दȣ गई पǐरभाषाओ ंके आधार पर Ǔनàनͧलͨखत Ĥ×येक अनĐुम के Ĥथम तीन पद बताइए ः

 (i) a
n
 = 2n + 5 (ii) a

n
 = .

हल   (i) यहाँ  a
n
 = 2n + 5, 

  n = 1, 2, 3, रखन ेपर, हम पाते हɇ ः

  a
1
 = 2(1) + 5 = 7, a

2
 = 9, a

3
 = 11

इसͧलए, वाǓंछत पद 7, 9 तथा 11 हɇ।

 (ii) यहा ँ
 
a

n 
= 
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इस Ĥकार     

अतः Ĥथम तीन पद 
, 

 तथा 0 हɇ।

उदाहरण 2  a
n
 = (n – 1) (2 – n) (3 + n)  ɮवारा पǐरभाͪषत अनĐुम का 20वा ँपद Èया हɇ?

हल हम  n = 20 रखने पर, पात ेहɇ
 a

20 
= (20 – 1) (2 – 20) (3 + 20)

 = 19 × (– 18) × (23) 

 = – 7866.     

उदाहरण 3 माना ͩक अनĐुम a
n
 Ǔनàनͧलͨखत Ǿप मɅ पǐरभाͪषत है ः 

 a
1
 = 1,

 a
n
 = a

n–1
 + 2 for n 2. 

 तो अनĐुम के पाचँ पद £ात कȧिजए तथा सगंत Įेणी ͧलͨखए।

हल हम पात ेहɇ ः
 a

1
 = 1, a

2
 = a

1
 + 2 = 1 + 2 = 3, a

3
 = a

2
 + 2 = 3 + 2 = 5, 

 a
4
 = a

3
 + 2 = 5 + 2 = 7, a

5
 = a

4
 + 2 = 7 + 2 = 9.

अतः अनĐुम के Ĥथम पाचँ पद 1,3,5,7 तथा 9 हɇ।
 सगंत Įेणी 1 + 3 + 5 + 7 + 9 +...  है।

Ĥæनावलȣ 9.1

Ĥæन 1 स े6 तक के अनĐुमɉ मɅ Ĥ×येक के Ĥथम पाचँ पद ͧलͨखये, िजनका nवा ँपद Ǒदया गया है ः

 1.     a
n
 = n (n + 2) 2. a

n 
=  3. a

n 
= 2n

 4.  a
n
 =  5.  a

n
 = (–1)n–1 5n+1 6. a

n
.

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 7 स े10 तक के अनुĐमɉ मɅ Ĥ×येक का वाǓंछत पद £ात कȧिजए, िजनका nवाँ 
पर Ǒदया गया है ः
 7.  a

n 
= 4n – 3; a

17
, a

24
 8. a

n 
=
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 9. a
n
 = (–1)n – 1n3; a

9 
10. .

Ĥæन 11 स े13 तक Ĥ×येक अनĐुम के पाचँ पद ͧलͨखए तथा सगंत Įेणी £ात कȧिजए ः

 11.  a
1
 = 3, a

n
 = 3a

n–1
 + 2 सभी n > 1 के ͧलए

 12.    a
1
 = –1, a

n 
= , जहा ँn  2 

 13. 
  

a
1
 = a

2
 = 2, a

n
 =  a

n–1
–1, जहा ँ n > 2

 14. Fibonacci अनुĐम Ǔनàनͧलͨखत Ǿप मɅ पǐरभाͪषत है ः

   1 = a
1
 = a

2
 तथा a

n
 = a

n–1
 + a

n–2
, n.>2 तो

     £ात कȧिजए, जबͩक n = 1, 2, 3, 4, 5

9.4  समातंर Įेणी [Arithmetic Progression (A.P.)]

पवू[ मɅ अÚययन ͩकए कुछ सूğɉ तथा गणुɉ का पुनः èमरण करत ेहɇ।
एक अनुĐम a

1
, a

2
 a

3
,…,a

n
… को समातंर अनĐुम या समातंर Įेणी कहत ेहɇ, यǑद

a
n+1

 = a
n
 + d, n N 

a
1
 को Ĥथम पद कहत ेहɇ तथा अचर पद d को समातंर Įेणी का साव[ अतंर कहत ेहɇ।

मान लȣिजए एक समातंर Įेणी (Ĥमाͨणत Ǿप मɅ) पर ͪवचार करɅ, िजसका Ĥथम पद a, तथा साव[ 
अतंर d है, अथा[त ्a, a + d, a + 2d, ... 

समातंर Įेणी का nवा ँपद (åयापक पद) a
n
 = a + (n – 1)d  है।

हम समातंर Įेणी कȧ सामाÛय ͪवशषेताओ ंका परȣ¢ण कर सकत ेहɇः
 (i) यǑद समातंर Įेणी के Ĥ×येक पद मɅ एक अचर जोड़ा जाए, तो इस Ĥकार ĤाÜत अनुĐम भी 

समातंर Įेणी होता है।
 (ii) यǑद ͩकसी समातंर Įेणी के Ĥ×येक पद मɅ स ेएक अचर घटाया जाए तो, इस Ĥकार ĤाÜत 

अनĐुम भी समातंर Įेणी होता है।
 (iii) यǑद ͩकसी समांतर Įेणी के Ĥ×येक पद मɅ एक अचर स ेगणुा ͩ कया जाए तो, इस Ĥकार ĤाÜत 

अनĐुम भी समातंर Įेणी होता है।
(iv)  यǑद ͩकसी समातंर Įेणी के Ĥ×येक पद को एक अशÛूय अचर स ेभाग Ǒदया जाए तो इस 

Ĥकार ĤाÜत अनुĐम भी एक समांतर Įेणी होगा।
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यहाँ इसके बाद, हम समातंर Įेणी के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत सकेंतɉ का उपयोग करɅगे ः
         a = Ĥथम पद, l  = अǓंतम पद, d = साव[ अतंर
        n =  पदɉ कȧ सÉंया, S

n
= समातंर Įेणी के n पदɉ का योगफल

माना a, a + d, a + 2d, …, a + (n – 1) d एक समातंर Įेणी है, तो
    l    = a + (n – 1) d

    

हम इस Ĥकार भी ͧलख सकत ेहɇ ः
    

आइए कुछ उदाहरण लेत ेहɇ।

उदाहरण 4 यǑद ͩकसी समातंर Įेणी का mवा ँपद n तथा nवा ँपद m, जहा ँm n, हो तो pवा ँपद 
£ात कȧिजए। 

हल हम पात ेहɇ ः
 a

m
 = a + (m – 1) d = n,                 ... (1)

तथा a
n
 = a + (n – 1) d = m,                ... (2)

(1) और (2) को हल करने पर, हम पात ेहɇः
 (m – n) d = n – m, या d = –1,     ... (3)

तथा a = n + m –1                     ... (4)

इसͧलए a
p
 = a + (p – 1)d  

 = n + m – 1 +( p – 1) (–1) = n + m – p

अतः, p वा ँपद n + m – p. है।

उदाहरण 5 यǑद ͩ कसी समातंर Įेणी के n पदɉ का योग Q, है, जहाँ P तथा Q अचर 
हो तो साव[ अतंर £ात कȧिजए।
हल  माना ͩक a

1
, a

2
, …, a

n 
 दȣ गई समातंर Įेणी है, तो 

 S
n
 = a

1
 + a

2
 + a

3
 +...+ a

n–1
 + a

n
 = nP + n(n – 1)Q

इसͧलए S
1
 = a

1
 = P, S

2
 = a

1
 + a

2
 = 2P + Q 

इसͧलए a
2
 = S

2
 – S

1
 = P + Q      

अतः साव[ अतंर है ः
 d = a

2
 – a

1
 = (P + Q) – P = Q      
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उदाहरण 6 दो समातंर ĮेǑढ़यɉ के n पदɉ के योगफल का अनपुात (3n + 8) : (7n + 15)  है। 
12 वɅ पद का अनपुात £ात कȧिजए।

हल माना ͩक a
1
, a

2
, तथा d

1
, d

2
, Đमशः Ĥथम एव ंɮͪवतीय समातंर ĮेǑढ़यɉ के Ĥथम पद तथा 

साव[ अतंर हɇ, तो दȣ हुई शत[ के अनसुार, हम पात ेहɇ ः

    

या    

या        ...  (1)

अब     

      [(1) मɅ n = 23 रखने पर]

या    

अतः वाǓंछत अनपुात 7 : 16 है।

उदाहरण 7 एक åयिÈत कȧ Ĥथम वष[ मɅ आय 3,00,000 ǽपये है तथा उसकȧ आय  10,000 

ǽपये ĤǓत वष[, उÛनीस वषɟ तक बढ़ती है, तो उसके ɮवारा 20 वषɟ मɅ ĤाÜत आय £ात कȧिजए।

हल यहा,ँ हम पात ेहɇ, समातंर Įेणी िजसका

   a = 3,00,000, d = 10,000, तथा n = 20 

 योग सğू का उपयोग करन ेपर, हम पातɅ हɇ,

   = 10 (790000) = 79,00,000

वह åयिÈत 20 वष[ के अतं मɅ 79,00,000 ǽपये ĤाÜत करता है।
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9.4.1 समातंर माÚय (Arithmetic mean) Ǒदया है दो सÉंयाए ँa तथा b. हम इन सÉंयाओ ंके 
बीच मɅ एक सÉंया A ले सकत ेहɇ ताͩक a, A, b समातंर Įेणी मɅ हɉ, तो सÉंया A को a और b का 
समातंर माÚय (A.M.) कहत ेहɇ।

A – a = b – A  अथा[त ् ्A =

दो सÉंयाओ ंa तथा b के मÚय समांतर माÚय को इनके औसत  के Ǿप मɅ åयािÉयत ͩकया 
जा सकता है।

उदाहरण के ͧलए, दो सÉंयाओ ं4 तथा 16 का समातंर माÚय 10 है। इस तरह हम एक 
सÉंया 10 को 4 तथा 16 के मÚय रखकर एक समातंर Įेणी 4, 10, 16 कȧ रचना करत ेहɇ। अब एक 
èवाभाͪवक Ĥæन उठता हɇ। Èया Ǒदए गए ͩकÛहȣं दो सÉंयाओ ंके बीच दो या अͬधक सÉंयाओ ंको 
रखन ेसे समातंर Įेणी (A.P.) तयैार हो सकेगी? अवलोकन कȧिजए ͩक सÉंयाओ ं4 तथा 16 के बीच 
8 और 12 रखा जाए तो 4, 8, 12, 16 समातंर Įेणी (A.P.) हो जाती है।

सामाÛयतः ͩकÛहȣ ंदो सÉंयाओ ंa तथा b के बीच ͩकतनी भी सÉंयाओ ंको रखकर समातंर 
Įेणी A.P. मɅ पǐरͨणत ͩकया जा सकता है।
माना ͩक A

1
, A

2
, A

3
, …A

n
  a तथा b के मÚय n सÉंयाए ँइस Ĥकार हɇ, ͩक a, A

1
, A

2
, A

3
, …A

n
, b 

समातंर Įेणी मɅ है।
यहाँ b, (n + 2) वा ँपद हɇ, अथा[त ्
 b = a + [(n + 2) – 1]d

 = a + (n + 1)d

इससे पात ेहɇ . 

इस Ĥकार, a तथा b के मÚय n सÉंयाए ँǓनàनͧलͨखत हɇः

 A
1
 = a + d = a + 

 A
2
 = a + 2d = a + 

 A
3
 = a + 3d = a + 

    .....     .....     .....     .....

    .....     .....     .....     .....

  A
n
 = a + nd = a + 



198 गͨणत

उदाहरण 8 एेसी 6 सÉंयाए ँ£ात कȧिजए िजनको 3 और 24 के बीच रखन ेपर ĤाÜत अनĐुम एक 
समातंर Įेणी बन जाए।

हल माना ͩक A
1
, A

2
, A

3
, A

4
, A

5
 तथा A

6
,3 तथा 24 के मÚय 6 सÉंयाए ँहɇ,    

इसͧलए 3, A
1
, A

2
, A

3
, A

4
, A

5,
 A

6 
24 समातंर Įेणी मɅ हɇ।

यहाँ a = 3, b = 24, n = 8.

इसͧलए 24 = 3 + (8 –1) d, इसस ेĤाÜत होता है  d = 3.

इस Ĥकार A
1
 = a + d = 3 + 3 = 6; A

2
 = a + 2d = 3 + 2 × 3 = 9;

 A
3
 = a + 3d = 3 + 3 × 3 = 12; A

4
 = a + 4d = 3 + 4 × 3 = 15;

 A
5
 = a + 5d = 3 + 5 × 3 = 18; A

6
 = a + 6d = 3 + 6 × 3 = 21.

अतः, सÉंयाए ँ3 तथा 24 के मÚय 6 सÉंयाएँ 6, 9, 12, 15, 18 तथा 21 हɇ।

Ĥæनावलȣ 9.2

 1. 1 स े2001 तक के ͪवषम पूणाɍकɉ का योग £ात कȧिजए।
 2. 100 तथा 1000 के मÚय उन सभी Ĥाकृत सÉंयाओ ंका योगफल £ात कȧिजए जो 5 के 

गणुज हɉ।
 3. ͩकसी समांतर Įेणी मɅ Ĥथम पद 2 है तथा Ĥथम पाचँ पदɉ का योगफल, अगले पाचँ पदɉ के 

योगफल का एक चौथाई है। दशा[इए ͩक 20वा ँपद –112 है।

 4. समातंर Įेणी – 6,  , – 5, … के ͩकतने पदɉ का योगफल –25 है?

 5. ͩकसी समातंर Įेणी का pवा ँपद  तथा qवा ँपद , हो तो ͧ सɮध कȧिजए ͩ क Ĥथम pq पदɉ 

का योग (pq +1) होगा जहा ँp q .

 6. यǑद ͩकसी समांतर Įेणी 25, 22, 19, … के कुछ पदɉ का योगफल 116 है तो अǓंतम पद £ात 
कȧिजए।

 7. उस समातंर Įेणी के n पदɉ का योगफल £ात कȧिजए, िजसका k वा ँपद 5 k + 1 है।
 8. यǑद ͩ कसी समांतर Įेणी के n पदɉ का योगफल (pn + qn2), है, जहाँ p तथा q अचर हɉ तो साव[ 

अतंर £ात कȧिजए।
 9. दो समातंर ĮेǑढ़यɉ के n पदɉ के योगफल का अनपुात 5n + 4 : 9n + 6. हो, तो उनके 18 वɅ पदɉ 

का अनुपात £ात कȧिजए।
 10. यǑद ͩ कसी समातंर Įेणी के Ĥथम p पदɉ का योग, Ĥथम q पदɉ के योगफल के बराबर हो तो 

Ĥथम (p + q) पदɉ का योगफल £ात कȧिजए।
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 11. यǑद ͩकसी समातंर Įेणी के Ĥथम p, q, r पदɉ का योगफल Đमशः a, b तथा c हो तो ͧसɮध 

कȧिजए ͩक  

 12. ͩकसी समातंर Įेणी के m तथा n पदɉ के योगफलɉ का अनुपात m2 : n2 है तो दशा[इए ͩक 
m वɅ तथा nवɅ पदɉ का अनपुात (2m–1) : (2n–1) है।

 13. यǑद ͩ कसी समातंर Įेणी के nवɅ पद का योगफल 3n2  + 5n हɇ तथा इसका mवा ँपद 164 है, तो 
m का मान £ात कȧिजए।

 14. 5 और 26 के बीच एेसी 5 सÉंयाए ँडाͧलए ताͩक ĤाÜत अनुĐम समातंर Įेणी बन जाए।

 15. यǑद , a तथा b के मÚय समातंर माÚय हो तो n का मान £ात कȧिजए।

 16. m सÉंयाओ ंको 1 तथा 31 के रखन ेपर ĤाÜत अनुĐम एक समातंर Įेणी है और 7वी ंएवं 
(m –1) वी ंसÉंयाओ ंका अनपुात 5 : 9 है। तो m का मान £ात कȧिजए।

 17. एक åयिÈत ऋण का भगुतान 100 ǽपये कȧ Ĥथम ͩकæत से शǾु करता है। यǑद वह Ĥ×येक 
ͩकæत मɅ 5 ǽपये ĤǓत माह बढ़ता है तो 30 वी ंͩकæत कȧ राͧश Èया होगी?

 18. एक बहुभजु के दो Đͧमक अतंःकोणɉ का अतंर 50 है। यǑद सबसे छोटा कोण 1200 हो, तो 
बहुभजु कȧ भजुाओ ंकȧ सÉंया £ात कȧिजए।

9.5 गणुोƣर Įेणी  [Geometric Progression (G . P.)]

आइए Ǔनàनͧलͨखत अनĐुमɉ पर ͪवचार करɅ ः

 (i) 2,4,8,16,....

 (ii) 

 (iii) .01,0001,.000001,...

इनमे स ेĤ×येक अनĐुम के पद ͩकस Ĥकार बढ़त ेहɇ?
उपयु[Èत Ĥ×येक अनĐुम मɅ हम पात ेहɇ ͩक Ĥथम पद को छोड़, सभी पद एक ͪवशषे Đम मɅ 
बढ़ते हɇ।
 (i) मɅ हम पात ेहɇ ः

                  और इस Ĥकार

 (ii) मɅ हम पात ेहɇ ः

   इ×याǑद।
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इसी Ĥकार (iii) मɅ पद कैस ेअĒसर होत ेहɇ बताइए? Ǔनरȣ¢ण से यह £ात हो जाता है ͩक Ĥ×येक 
िèथǓत मɅ, Ĥथम पद को छोड़, हर अगला पद अपने ͪपछले पद स ेअचर अनपुात मɅ बढ़ता है। 

(i) मɅ यह अचर अनुपात 2 है, (ii) मɅ यह  है (iii) मɅ यह अचर अनुपात 0.01 है। एेस ेअनĐुमɉ 

को गुणोƣर अनĐुम या गणुोƣर Įेणी या स¢ंपे मɅ G.P. कहत ेहɇ।
अनĐुम a

1
, a

2
, a

3
, …, a

n
, … को गणुोƣर Įेणी कहा जाता है, यǑद Ĥ×येक पद अशÛूय हो तथा 

= r (अचर), k  1 के ͧलए।
a

1
 = a, ͧलखन ेपर हम गणुोƣर Įेणी पात ेहɇ ः a, ar, ar2, ar3, +…., जहा ँa को Ĥथम पद कहत ेहɇ 

तथा r को गणुोƣर Įेणी का साव[ अनपुात कहत ेहɇ। (i), (ii) तथा (iii) मɅ दȣ गई गणुोƣर ĮेǑढ़यɉ 

का साव[ अनुपात Đमशः 2,  तथा 0.01 है।

जसैा ͩक समातंर Įेणी के सदंभ[ मɅ, वसै ेहȣ पद गणुोƣर Įेणी का nवा ँखोजन ेकȧ समèया या 
गणुोƣर Įेणी के n पदɉ का योग िजसमɅ बहुत सÉंयाओ ंका समावशे हो तो इÛहɅ ǒबना सğू के हल 
करना कǑठन है। इन सğूɉ को हम अगल ेअनÍुछेद मɅ ͪवकͧसत करɅगेः
हम इन सğूɉ के साथ Ǔनàनͧलͨखत सकेंत का उपयोग करɅगे।

a = Ĥथम पद, r =  साव[ अनुपात, l =  अǓंतम पद,
n =  पदɉ कȧ सÉंया,  S

n
 = Ĥथम n पदɉ का योगफल

9.5.1   गणुोƣर Įेणी का åयापक पद (General term of a G .P.) आइए एक गणुोƣर Įेणी  G.P. िजसका 
Ĥथम अशूÛय पद ‘a’ तथा साव[ अनपुात ‘r’ है, पर ͪवचार करɅ। इसके कुछ पदɉ को ͧलͨखए। दसूरा 
पद, Ĥथम पद a को साव[ अनपुात  r से गणुा करन ेपर ĤाÜत होता है, अथा[त ्a

2
 = ar, इसी Ĥकार 

तीसरा पद a
3
 को r से गणुा करन ेपर ĤाÜत होता है अथा[त ्a

3
 = a

2
r = ar2, आǑद। हम इÛहɅ तथा 

कुछ और पद नीच ेͧलखत ेहɇ ः
Ĥथम पद = a

1
 = a = ar1–1, ɮͪवतीय पद = a

2
 = ar = ar2–1, ततृीय पद = a

3
 = ar2 = ar3–1

चतथु[ पद = a
4
 = ar3 = ar4–1, पाचँवाँ ँपद = a

5
 = ar4 = ar5–1

Èया आप कोई पटैन[ देखते हɇ? 16वा ँपद Èया होगा?
a

16 
= ar16–1 = ar15

इसͧलए यह ĤǓतǾप बताता है ͩक गणुोƣर Įेणी का n वा ँपद a arn
n 1.

अथा[त ् गणुोƣर Įेणी इस Ǿप मɅ ͧलखी जा सकती हɇ ः a, ar, ar2, ar3, … arn–1; a, ar, ar2...,

arn–1...  Đमशः जब Įेणी पǐरͧमत हो या जब Įेणी अपǐरͧमत हो।
Įेणी a + ar + ar2 + ... + arn–1 अथवा a + ar + ar2 + ... + arn–1 +... Đमशः पǐरͧमत या अपǐरͧमत 
गणुोƣर Įेणी कहलात ेहɇ।
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9.5.2.  गणुोƣर Įेणी के n पदोे ंका योगफल (Sum to n terms of a G .P.)

माना ͩक गणुोƣर Įेणी का Ĥथम पद a तथा साव[ अनपुात r हɇ। माना गणुोƣर Įेणी के n पदɉ 
का योगफल S

n
 स ेͧलखत ेहɇ। तब

 S
n
 = a + ar + ar2 +...+arn–1     ... (1)   

िèथǓत 1 यǑद   r = 1, तो हम पात ेहɇ
 S

n
 = a + a + a + ... + a (n पदɉ तक) = na

िèथǓत 2 यǑद r  1, तो (1) को r  स ेगणुा करन ेपर हम पात ेहɇ
 rS

n
 = ar + ar2 + ar3 + ... + arn         ... (2)

(2) को (1) मɅ स ेघटान ेपर हम पात ेहɇ
 (1 – r) S

n
 = a – arn = a (1 – rn) 

इससे हम पात ेहɇ ः
 Sn = 

 
 या 

उदाहरण 9 गणुोƣर Įेणी 5, 25,125… का 10वा ँतथा nवा ँपद £ात कȧिजए?

हल  यहा ँ a = 5 तथा r = 5

अथा[त ् a
10

 = 5(5)10–1 = 5(5)9 = 510  

तथा a
n
 = arn–1 = 5(5)n–1 = 5n             

उदाहरण 10  गणुोƣर Įेणी 2,8,32, ... का कौन-सा पद 131072 है?

हल  माना ͩक 131072 गणुोƣर Įेणी का nवा ँपद है। 
यहाँ a = 2 तथा r = 4 इसͧलए
 131072 = a

n
 = 2(4)n–1  या  65536 = 4n–1

िजससे हम पात ेहɇ  48 = 4n–1

इसͧलए n – 1 = 8, अतः , n = 9, अथा[त ्131072 गणुोƣर Įेणी का 9वा ँपद है।

उदाहरण 11 एक गणुोƣर Įेणी मɅ तीसरा पद 24 तथा 6वा ँपद 192 है, तो 10वा ँपद £ात कȧिजए।

हल  यहाँ a3 = ar2 24      ... (1)

तथा a6 = ar5 = 192      ... (2)

 (2) को (1) स ेभाग देन ेपर, हम पात ेहɇ  r = 2 

 (1) मɅ r = 2 रखन ेपर, हम पात ेहɇ a = 6

अतः  a
10

 = 6 (2)9 = 3072. 
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उदाहरण 12 गणुोƣर Įेणी  के Ĥथम n पदɉ का योग तथा Ĥथम 5 पदɉ का योगफल 
£ात कȧिजए।

हल यहा ँa = 1, तथा r = . इसͧलए

  S
n
 =  =  

ͪवशषेतः  S
5 
 =  =  = 

उदाहरण 13 गणुोƣर Įेणी ...  के ͩकतन ेपद आवæयक हɇ ताͩक उनका योगफल 
 
 

हो जाए?
हल माना ͩक n आवæयक पदɉ कȧ सÉंया हɇ। Ǒदया है a = 3, r =  तथा 

Èयɉͩक 

इसͧलए 

या  

या  

या  

या  2n = 1024 = 210, या n = 10
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उदाहरण 14 एक गणुोƣर Įेणी के Ĥथम तीन पदɉ का योगफल ௗहै तथा उनका गणुानफल 1 

है, तो साव[ अनुपात तथा पदɉ को £ात कȧिजए?

हल माना 
a

r
a ar, ,  गणुोƣर Įेणी के तीन पद हɇ तो

  
                 

 ... (1)

तथा
 

 = – 1  ... (2)

(2) स ेहम पात ेहɇ a3 = –1 अथा[त ्a = -–1 (केवल वाèतͪवक मलू पर ͪवचार करन ेस)े
(1) मɅ a = –1 रखन ेपर हम पात ेहै

   या 12r2 + 25r + 12 = 0.

यह r मɅ ɮͪवघात समीकरण है, िजसे हल करन ेपर हम पात ेहɇ ः  या 

अतः गुणोƣर Įेणी के तीन पद हɇ

   
  

 के ͧलए तथा  के ͧलए

उदाहरण 15 अनĐुम 7, 77, 777, 7777,... के nपदɉ का योग £ात कȧिजए।

हल इस Ǿप मɅ यह गणुोƣर Įेणी नहȣ ंहɇ। तथाͪप इस ेǓनàनͧलͨखत Ǿप मɅ ͧलखकर गणुोƣर 
Įेणी से सबंधं ǓनǾͪपत ͩकया जा सकता हैः 
   S

n
 =     7 + 77 + 777 + 7777 + ... to n पदɉ तक

  = 

  = 

  = 
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  =   .

उदाहरण 16 एक åयिÈत कȧ दसवी ंपीढ़ȣ तक पूव[जɉ कȧ सÉंया ͩकतनी होगी, जबͩक उसके 
2 माता-ͪपता, 4 दादा-दादȣ, 8 पर दादा, पर दादȣ तथा आǑद हɇ।

हल यहा ँ a = 2, r = 2 तथा n = 10, 

योगफल का सğू उपयोग करन ेपर 

हम पात ेहɇ S
10

 = 2(210  – 1) = 2046

अतः åयिÈत के पवू[जɉ कȧ सÉंया 2046 है।

9.5.3  गणुोƣर माÚय [Geometric Mean G .M.)] दो धना×मक सÉंयाओ ंa तथा b का गणुोƣर माÚय 
सÉंया 

 
है। इसͧलए 2 तथा 8 का गणुोƣर माÚय 4 है। हम देखत ेहɇ ͩक तीन सÉंयाओ ं

2, 4, 8 गणुोƣर Įेणी के Đमागत पद हɇ। यह दो सÉंयाओ ं के गणुोƣर माÚय कȧ धारणा के 
åयापकȧकरण कȧ ओर अĒसर करता है।

यǑद दो धना×मक सÉंयाए ँa तथा b दȣ गई हो तो उनके बीच इिÍछत सÉंयाए ँरखी जा 
सकती हɇ ताͩक ĤाÜत अनĐुम एक गणुोƣर Įेणी बन जाए।

मान लȣिजए a तथा b के बीच n सÉंयाए ँG
1
, G

2
, G

3 
,…,G

n
, इस Ĥकार हɇ ͩक a,G

1
,G

2
,G

3
,…,G

n
,b  

गणुोƣर Įेणी है। इस Ĥकार b गणुोƣर Įेणी का (n + 2) वा ँपद है।
हम पात ेहɇः

   

  
, 

   
या 

   

अतः         , 
, ,

       

  

उदाहरण 17 एेसी 3 सÉंयाएँ £ात कȧिजए िजनको 1 तथा 256 के बीच रखने पर ĤाÜत अनĐुम 
एक गणुोƣर Įेणी बन जाए।

हल माना ͩक G
1
, G

2
,G

3
 तीन गणुोƣर माÚय 1 तथा 256 के बीच मɅ है। 
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  1,  G
1
,G

2
,G

3
 ,256  गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ।

इसͧलए 256 = r4 िजससे  r =  4 (केवल वाèतͪवक मलू लनेे पर) r = 4 के ͧलए हम पाते 
हɇ  G

1 
= ar = 4, G

2
 = ar2 = 16, G

3
 = ar3 = 64    

इसी Ĥकार r = – 4, के ͧलए सÉंयाएँ – 4,16 तथा – 64 हɇ।
अतः 1 तथा 256 के बीच तीन सÉंयाए ँ4, 16, 64 हɇ।

9.6  समातंर माÚय तथा गणुोƣर माÚय के बीच सबंधं (Relationship between A.M. and G.M.)

माना ͩक A तथा G दȣ गई दो धना×मक वाèतͪवक सÉंयाओ ंa तथा b के बीच Đमशः समातंर 
माÚय (A.M.) तथा गणुोƣर माÚय (A.M.) हɇ। तो 

     तथा 

इस Ĥकार

     =   = 0 ... (1)

(1) स ेहम A  G सबंधं पात ेहɇ।

उदाहरण 18 यǑद दो धना×मक सÉंयाओ ंa तथा b के बीच समातंर माÚय तथा गणुोƣर माÚय 
Đमशः 10 तथा 8 हɇ, तो सÉंयाएँ £ात कȧिजए।

हल Ǒदया है       ... (1)

तथा        ... (2) 
(1) तथा (2) से हम पात ेहɇ
  a + b = 20       ... (3)

  ab     = 64       ... (4) 

(3), (4) से a तथा b का मान सव[सͧमका (a – b)2 = (a + b)2 – 4ab मɅ रखने पर हम पात ेहɇ
   (a – b)2 = 400 – 256 = 144 या  a – b = 12

(3) तथा (5) को हल करने पर, हम पात ेहɇ
   a = 4, b = 16 या a = 16, b = 4

अतः सÉंयाए ँa तथा b Đमशः 4, 16 या 16, 4 हɇ।

Ĥæनावलȣ 9.3

 1. गणुोƣर Įेणी , ... का 20वा ँतथा nवा ँपद £ात कȧिजए।
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 2. उस गणुोƣर Įेणी का 12वा ँपद £ात कȧिजए, िजसका 8वा ँपद 192 तथा साव[ अनुपात 2 है।
 3. ͩकसी गणुोƣर Įेणी का 5वा,ँ 8वा ँ तथा 11वा ँ पद Đमशः p, q तथा s हɇ तो Ǒदखाइए

ͩक q2 = ps. 

 4. ͩकसी गणुोƣर Įेणी का चौथा पद उसके दसूरे पद का वग[ है तथा Ĥथम पद –3 है तो 7वा ँपद 
£ात कȧिजए।

 5. अनĐुम का कौन सा पदः

  (a)  2, 2 , 4, ...; 128  है?

  (b) ,3 3 , ... ; 729 है?

  (c) है?

 6. x के ͩकस मान के ͧलए सÉंयाए ँ  गुणोƣर Įेणी मɅ हɇ?

 Ĥæन 7 स े10 तक Ĥ×येक गणुोƣर Įेणी का योगफल ǓनǑद[çट पदɉ तक £ात कȧिजए।
 7. 0.15, 0.015, 0.0015, ... 20 पदɉ तक
 

 8. , , 3 , ... n पदɉ तक
 9. 1, – a, a2, – a3, ... n पदɉ तक  (यǑद a  –1)

 10. x3, x5, x7, ... n पदɉ तक  (यǑद x  1)

 11. मान £ात कȧिजए 
 

 12. एक गणुोƣर Įेणी के तीन पदɉ का योगफल    हɇ तथा उनका गणुनफल 1 है। साव[ अनपुात 
तथा पदɉ को £ात कȧिजए।

 13. गणुोƣर Įेणी 3, 32, 33, … के ͩकतन ेपद आवæयक हɇ ताͩक उनका योगफल 120 हो जाए।
 14. ͩकसी गणुोƣर Įेणी के Ĥथम तीन पदɉ का योगफल 16 है तथा अगले तीन पदɉ का योग 128 

है तो गणुोƣर Įेणी का Ĥथम पद, साव[ अनुपात तथा n पदɉ का योगफल £ात कȧिजए।
 15. एक गणुोƣर Įेणी का Ĥथम पद a = 729 तथा 7वा ँपद 64 है तो S

7
 £ात कȧिजए?

 16. एक गणुोƣर Įेणी को £ात कȧिजए, िजसके Ĥथम दो पदɉ का योगफल – 4 है तथा 5वा ँपद 
ततृीय पद का 4 गनुा है।

 17.  यǑद ͩकसी गणुोƣर Įेणी का 4 वा,ँ 10वा ँतथा 16वा ँपद Đमशः x, y तथा z हɇ, तो ͧसɮध कȧिजए 
ͩक x, y, z गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ।
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 18. अनĐुम 8, 88, 888, 8888… के n पदɉ का योग £ात कȧिजए।
 19. अनĐुम 2, 4, 8, 16, 32 तथा 128, 32, 8, 2,  के सगंत पदɉ के गणुनफल से बन ेअनुĐम का 

योगफल £ात कȧिजए।
 20. Ǒदखाइए ͩक अनĐुम  a, ar, ar2, … arn–1 तथा  A, AR, AR2,…ARn–1 के सगंत पदɉ के गुणनफल 

से बना अनुĐम गुणोƣर Įेणी होती है तथा साव[ अनुपात £ात कȧिजए।
 21. एेस ेचार पद £ात कȧिजए जो गणुोƣर Įेणी मɅ हो, िजसका तीसरा पद Ĥथम पद से 9 अͬधक 

हो तथा दसूरा पद चौथ ेपद से 18 अͬधक हो।
 22. यǑद ͩकसी गणुोƣर Įेणी का pवा,ँ qवा ँतथा r वा ँपद Đमशः a, b तथा c हो, तो ͧ सɮध कȧिजए 

ͩक aq–r br–pcP–q = 1

 23. यǑद ͩकसी गणुोƣर Įेणी का Ĥथम तथा n वा ँपद Đमशः a तथा b हɇ, एवं P, n पदɉ का गणुनफल 
हो, तो ͧसɮध कȧिजए ͩक P2 = (ab)n

 24. Ǒदखाइए ͩक एक गणुोƣर Įेणी के Ĥथम n पदɉ के योगफल तथा (n + 1) वɅ पद से (2n)वɅ पद 

तक के पदɉ के योगफल का अनुपात  है।

 25. यǑद a, b, c तथा d गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ तो Ǒदखाइए ͩक (a2 + b2 + c2) (b2 + c2 + d2) = (ab + bc + 

cd)2 .

 26. एेसी दो सÉंयाए ँ£ात कȧिजए िजनको 3 तथा 81 के बीच रखने पर ĤाÜत अनĐुम एक गणुोƣर 
Įेणी बन जाय।

 27. n का मान £ात कȧिजए ताͩक , a तथा b के बीच गणुोƣर माÚय हो।

 28. दो सÉंयाओ ंका योगफल उनके गणुोƣर माÚय का 6 गनुा है तो Ǒदखाइए ͩक सÉंयाए ँ
 के अनपुात मɅ हɇ।

 29. यǑद A तथा G दो धना×मक सÉंयाओ ंके बीच Đमशः समातंर माÚय तथा गणुोƣर माÚय हɉ, 

तो ͧसɮध कȧिजए ͩक सÉंयाए ँ  हɇ।
 30. ͩकसी कãचर मɅ बÈैटȣǐरया कȧ सÉंया Ĥ×येक घटें पæचात ्दगुनुी हो जाती है। यǑद Ĥारंभ मɅ 

उसमɅ 30 बÈैटȣǐरया उपिèथत थ,े तो बÈैटȣǐरया कȧ सÉंया दसूरे, चौथ ेतथा nवɅ घटंɉ बाद
Èया होगी?

 31. 500 ǽपये धनराͧश  वाͪष[क चĐवɮृͬध Þयाज पर 10 वषɟ बाद Èया हो जाएगी, £ात कȧिजए?
 32. यǑद ͩकसी ɮͪवघात समीकरण के मलूɉ के समातंर माÚय एव ंगणुोƣर माÚय Đमशः 8 तथा 

5 हɇ, तो ɮͪवघात समीकरण £ात कȧिजए।
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9.7  ͪवशषे अनĐुमɉ के n पदɉ का योगफल (Sum to n Terms of Special Series)

अब हम कुछ ͪवशषे अनĐुमɉ के n पदɉ का योग £ात करɅगे ः व ेǓनàनͧलͨखत हɇ।
 (i) 1 + 2 + 3 +… + n (Ĥथम n Ĥाकृत सÉंयाओ ंका योग)
 (ii) 12 + 22 + 32+…   + n2  (Ĥथम n Ĥाकृत सÉंयाओ ंके वगɟ का योग)
 (iii) 13 + 23 + 33+…    + n3 (Ĥथम n Ĥाकृत सÉंयाओ ंके घनɉ का योग)

आइए हम इन पर एक के बाद दसूरे पर ͪवचार करɅ ः

 (i) S
n
=1+ 2 + 3 + … + n, तो =  (भाग 9.4 देखɅ)

 (ii) यहाँ    S
n
=12+22+32+ … +n2.

हम सव[सͧमका  k k k k3 3 21 3 3 1     पर ͪवचार करत ेहɇ

Đमशः k = 1, 2… , n रखन ेपर, हम पात ेहɇ
  13 – 03 = 3 (1)2 – 3 (1) + 1

  23 – 13 = 3 (2)2 + 1

  33 – 23 = 3(3)2 – 3 (3) + 1

  .......................................

  .......................................

  ......................................

  n3 – (n – 1)3 = 3 (n)2 – 3 (n) + 1  

दोनɉ प¢ɉ को जोड़न ेपर हम पात ेहɇ
      n3 – 03 = 3 (12 + 22 + 32 + ... + n2) – 3 (1 +2 +3 + ... + n) + n 

या 
 

(i) से हम जानत ेहɇ

  

अतः S
n 
=  =  = 

(iii) यहाँ S
n
 = 13 + 23 + ...+n3

           हम सव[सͧमका (k + 1)4 – k4 = 4k3 + 6k2 + 4k + 1 पर ͪवचार करत ेहɇ
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Đमशः   k = 1, 2, 3… n, रखन ेपर, हम पात ेहɇ
            24 – 14 = 4(1)3 + 6(1)2 + 4(1) + 1

      34 – 24 = 4(2)3 + 6(2)2 + 4(2) + 1

      44 – 34 = 4(3)3 + 6(3)2 + 4(3) + 1

      .................................................. 

      ..................................................

      ..................................................                    

      (n – 1)4 – (n – 2)4 = 4(n – 2)3 + 6(n – 2)2 + 4(n – 2) + 1          

      
n4 – (n – 1)4 = 4(n – 1)3 + 6(n – 1)2 + 4(n – 1) + 1

   
(n + 1)4 – n4 = 4n3 + 6n2 + 4n + 1

दोनɉ प¢ɉ को जोड़न ेपर, हम पाते हɇ 

   (n + 1)4 – 14 = 4(13 + 23 + 33 +...+ n3) + 6(12 + 22 + 32 + ...+ n2) + 

  4(1 + 2 + 3 +...+ n) + n

      ,    ... (1)

(i) तथा (ii) से, हम जानत ेहɇ

             
 

1 1

1

2

n

k k

n n
k k

 


    तथा 

  2

1 1

1 2 1
and

6

n

k k

n n n
k k

 

 
  

इन मानɉ को (1) मɅ रखन ेपर, हम पात ेहɇ

                   

or  4S
n
 =  n4 + 4n3 + 6n2 + 4n – n (2n2 + 3n + 1) – 2n (n + 1) – n

   = n4 + 2n3 + n2

   = n2(n + 1)2.

अतः  S
n
 = 

n n n n

उदाहरण 19 Įेणी 5 + 11 + 19 + 29 + 41… के nपदɉ का योगफल £ात कȧिजए।
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हल आइए ͧलखɅ 
                 S

n 
= 5 + 11 + 19 + 29 + ... + a

n–1
 + a

n

अथवा  S
n 
=        5 + 11 + 19  + ... + a

n–2
 + a

n–1
 + a

n
 

घटाने पर हम पात ेहɇ
 0 = 5 + [6 + 8 + 10 + 12 + ...(n – 1) पदɉ ] – a

n

अथवा a
n
 = 

 = 5 + (n – 1) (n + 4) = n2 + 3n + 1

इस Ĥकार   S
n
 = 

 =  = .

उदाहरण 20  उस Įेणी के n पदɉ का योग £ात कȧिजए िजसका nवा ँपद n (n + 3) है।
हल Ǒदया गया है
 a

n
 = n (n + 3) = n2 + 3n

इस Ĥकार n पदɉ का योगफल 

 S
n
 = 

 =  .

Ĥæनावलȣ 9.4

Ĥæन 1 स े7 तक Ĥ×येक Įेणी के nपदɉ का योग £ात कȧिजए।

 1. 1 × 2 + 2 × 3 + 3 × 4 + 4 × 5 +... 2. 1 × 2 × 3 + 2 × 3 × 4 + 3 × 4 × 5 + ...

 3. 3 × 12 + 5 × 22 + 7 × 32 + ... 4. ...

 5. 52 + 62 + 72 + ... + 202 6. 3 × 8 + 6 × 11 + 9 × 14 + ...

 7. 12 + (12 + 22) + (12 + 22 + 32) + ...
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Ĥæन 8 स े10 तक Ĥ×येक Įेणी के n पदɉ का योग £ात कȧिजए िजसका n वा ँपद Ǒदया हैः 

 8. n (n+1) (n+4). 9. n2 + 2n

 10.    

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 21 यǑद ͩकसी समातंर Įेणी का p वा,ँ q वा,ँ r वा ँतथा s वा ँपद गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ, 
तो Ǒदखाइए ͩक (p – q), (q – r), (r-s) भी गणुोƣर Įेणी मɅ होगɅ।
हल यहा ँ a

p
 = a + (p –1) d      ... (1)

 a
q
 = a + (q –1) d      ... (2)

 a
r
 = a + (r –1) d      ... (3)

 a
s
 = a + (s –1) d      ... (4)

Ǒदया गया है ͩक a
p
, a

q
, a

r
 तथा a

s 
 गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ। इसͧलए

  =
  

(Èयɉ?)
 

             … (5)

इसी Ĥकार  = ; (Èयɉ?)              … (6)

अतः (5) तथा (6) से

 
 =  अथा[त ् p – q, q – r तथा r – s गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ।

उदाहरण 22 यǑद a, b, c गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ तथा  हɇ तो ͧसɮध कȧिजए  x, y, z समातंर 
Įेणी मɅ हɇ।

हल माना ͩक a1/x = b1/y = c1/z= k. हɇ तो 
 a = kx , b = ky तथा c = kz.               … (1)

Èयɉͩक a, b, c गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ
 b2 = ac                            … (2)

(1) तथा (2) के उपयोग स ेहम पात ेहɇ
 k2y = kx+z 

इससे हमɅ ͧमलता है  2y = x + z.

अतः x, y तथा z समातंर Įेणी मɅ हɇ।
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उदाहरण 23 यǑद a, b, c, d तथा p ͪवͧभÛन वाèतͪवक सÉंयाए ँइस Ĥकार हɇ ͩक
(a2 + b2 + c2)p2 – 2(ab + bc + cd)p + (b2 + c2 + d2)  0 तो दशा[इए ͩक a, b, c तथा d गणुोƣर 
Įेणी मɅ हɇ।

हल Ǒदया हɇ
  (a2 + b2 + c2) p2 – 2 (ab + bc + cd)p + (b2 + c2 + d2)  0  ... (1)   
परंत ुबाया ँप¢
  = (a2p2 – 2abp+b2) + (b2p2 – 2bcp+c2) + (c2p2 – 2cdp + d2),
इससे हमɅ ͧमलता है
  (ap – b)2 + (bp – c)2 + (cp – d)2   0     ... (2)    
Èयɉͩक वाèतͪवक सÉंयाओं के वगɟ का योग ऋणतेर है, इसͧलए (1) तथा (2) से, हम पाते हɇ

        ap b bp c cp d     
2 2 2

0   
अथवा ap – b = 0, bp – c = 0, cp – d = 0 इससे हमɅ ͧमलता है

   
अतः a, b, c तथा d गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ।

उदाहरण 24 यǑद  p,q,r गुणोƣर Įेणी मɅ हɇ तथा समीकरणɉ  px2 + 2qx + r = 0 और  

dx2 + 2ex + f = 0 एक उभयǓनçठ मलू रखत ेहɉ, तो दशा[इए ͩक  
d

p

e

q

f

r
, ,   समातंर Įेणी मɅ हɇ।

हल समीकरण  px2 + 2qx + r = 0 के मूल Ǔनàनͧलͨखत हɇः

  

Èयɉͩक  p ,q, r गुणोƣर Įेणी मɅ हɇ, इसͧलए q2 = pr, अथा[त ् परंतु  समीकरण  

dx2 + 2ex + f = 0 का भी मूल है, (Èयɉ?)

इसͧलए
      
या   oqQ2 – 2eqp + fp2 = 0     ... (1)

(1) को pq2 स ेभाग देने पर तथा  q2 = pr का उपयोग करन ेस,े हम पात ेहɇ 

    
या 

अतः   समातंर Įेणी मɅ हɇ।
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अÚयाय 9 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. दशा[इए ͩक ͩकसी समातंर Įेणी के (m + n)वɅ तथा (m – n)वɅ पदɉ का योग mवɅ पद का 
दगुनुा है।

 2. यǑद ͩ कसी समांतर Įेणी कȧ तीन सÉंयाओ ंका योग 24 है तथा उनका गणुनफल 440 है, तो 
सÉंयाए ँ£ात कȧिजए।

 3. माना ͩक ͩकसी समातंर Įेणी के n, 2n, तथा 3n पदɉ का योगफल Đमशः S
1
, S

2 
तथा S

3
 है तो 

Ǒदखाइए ͩक S
3
 = 3(S

2
 –S

1
)

 4. 200 तथा 400 के मÚय आन ेवालȣ उन सभी सÉंयाओ ंका योगफल £ात कȧिजए जो 7 से 
ͪवभािजत हɉ।

 5. 1 से 100 तक आने वाले उन सभी पूणाɍकɉ का योगफल £ात कȧिजए जो 2 या 5 से 
ͪवभािजत हɉ।

 6. दो अकंɉ कȧ उन सभी सÉंयाओ ंका योगफल £ात कȧिजए, िजनको 4 से ͪवभिजत करन ेपर 
शषेफल 1 हो।

 7. सभी x , y N के ͧलए f (x + y) = f (x). f (y) को सतंçुट करता हुआ f एक एेसा फलन है ͩक f 

(1) = 3 एव ं  तो n का मान £ात कȧिजए।

 8. गणुोƣर Įेणी के कुछ पदɉ का योग 315 है, उसका Ĥथम पद तथा साव[ अनपुात Đमशः 5 तथा 
2 हɇ। अǓंतम पद तथा पदɉ कȧ सÉंया £ात कȧिजए।

 9. ͩकसी गणुोƣर Įेणी का Ĥथम पद 1 है। तीसरे एव ंपाचँवɅ पदɉ का योग 90 हो तो गणुोƣर Įेणी 
का साव[ अनुपात £ात कȧिजए।

 10. ͩकसी गणुोƣर Įेणी के तीन पदɉ का योग 56 है। यǑद हम Đम स ेइन सÉंयाओ ंमɅ से 1, 7, 

21 घटाए ँतो हमɅ एक समातंर Įेणी ĤाÜत होती है। सÉंयाए ँ£ात कȧिजए।
 11. ͩकसी गणुोƣर Įेणी के पदɉ कȧ सÉंया सम है। यǑद उसके सभी पदɉ का योगफल, ͪवषम 

èथान पर रख ेपदɉ के योगफल का 5 गनुा है, तो साव[ अनपुात £ात कȧिजए।
 12. एक समांतर Įेणी के Ĥथम चार पदɉ का योगफल 56 है। अǓंतम चार पदɉ का योगफल 112 

है। यǑद इसका Ĥथम पद 11 है, तो पदɉ कȧ सÉंया £ात कȧिजए।

 13. यǑद  
a bx

a bx

b cx

b cx

c dx

c dx
x












( ) ,0  हो तो Ǒदखाइए ͩक a, b, c तथा d गणुोƣर Įेणी 

मɅ हɇ।
 14. ͩकसी गणुोƣर Įेणी मɅ S, n पदɉ का योग, P उनका गणुनफल तथा R उनके åय×ुĐमɉ का योग 

हो तो ͧसɮध कȧिजए ͩक P2Rn = Sn.
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 15. ͩकसी समातंर Įेणी का pवा,ँ qवा ँrवा ँपद Đमशः a, b, c हɇ, तो ͧसɮध कȧिजए 
(q – r )a + (r – p )b + (p – q )c = 0

 16. यǑद  
 
समातंर Įेणी मɅ हɇ, तो ͧसɮध कȧिजए ͩक  

a, b, c समातंर Įेणी मɅ हɇ।

 17. यǑद a, b, c, d गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ, तो ͧसɮध कȧिजए ͩक  a b b c c dn n n n n n  ,( ),( )  

गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ।
 18. यǑद   x2 – 3x +p = 0 के मलू a तथा b हɇ तथा x2 –12x +q = 0, के मूल c तथा d  हɇ, जहा ँa, b, c, d 

गणुोƣर Įेणी के Ǿप मɅ हɇ। ͧसɮध कȧिजए ͩक (q + p) : (q – p) = 17:15 
 19.  दो धना×मक सÉंयाओ ंa तथा b के बीच समातंर माÚय तथा गणुोƣर माÚय का अनपुात m:n. 

है। दशा[इए ͩक 

 20. यǑद a, b, c समातंर Įेणी मɅ हɇ b, c, d गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ तथा 
1 1 1

c d e
, ,  समातंर Įेणी मɅ हɇ, 

तो ͧसɮध कȧिजए ͩक a, c, e गणुोƣर Įेणी मɅ हɇ।
 21. Ǔनàनͧलͨखत Įेͨणयɉ के n पदɉ का योग £ात कȧिजए।
  (i) 5 + 55 +555 + …

  (ii) .6 +. 66 +. 666+…

 22. Įेणी का 20वा ँपद £ात कȧिजए ः
  2 × 4 + 4 × 6 + 6 × 8 + ... + n पदɉ तक
 23. Įेणी 3+ 7 +13 +21 +31 +… के n पदɉ का योग £ात कȧिजए।
 24. यǑद S

1
, S

2
, S

3 
Đमशः Ĥथम n Ĥाकृत सÉंयाओ ंका योग, उनके वगɟ का योग तथा घनɉ का 

योग है तो ͧसɮध कȧिजए ͩक 9 = S
3
 (1 + 8S

1
).

 25.  Ǔनàनͧलͨखत Įेͨणयɉ के n पदɉ तक योग £ात कȧिजएःं
  

 26. दशा[इए ͩक ः .

 27. कोई ͩ कसान एक पुरान ेĚैÈटर को ₹12000 मɅ खरȣदता है। वह ₹ 6000  नकद भगुतान करता 
है और शषे राͧश को ₹ 500 कȧ वाͪष[क ͩकèत के अǓतǐरÈत उस धन पर िजसका भगुतान 
न ͩकया गया हो 12% वाͪष[क Þयाज भी देता है। ͩकसान को ĚैÈटर कȧ कुल ͩकतनी कȧमत
देनी पड़गेी?
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 28. एक åयिÈत 22000 ǽपये मɅ एक èकूटर खरȣदता है। वह 4000 ǽपये नकद देता है तथा शषे 
राͧश को 1000 ǽपयɅ वाͪष[क ͩ कæत के अǓतǐरÈत उस धन पर िजसका भगुतान न ͩ कया गया 
हो 10% वाͪष[क Þयाज भी देता है। उस ेèकूटर के ͧलए कुल ͩकतनी राͧश चुकानी पड़गेी?

 29. एक åयिÈत अपन ेचार ͧ मğɉ को पğ ͧलखता है। वह Ĥ×येक को उसकȧ नकल करके चार दसूरे 
åयिÈतयɉ को भजेने का Ǔनदȶश देता है, तथा उनस ेयह भी करने को कहता हɇ ͩक Ĥ×येक 
पğ ĤाÜत करन ेवाला åयिÈत इस  शा्ृखंला को जारȣ रख।े यह कãपना करके ͩक  शा्ृखंला 
न टूटे तो 8 वɅ पğɉ के समहू भेजे जान ेतक ͩकतना डाक खच[ होगा जबͩक एक पğ का 
डाक खच[ 50 पसेै है।

 30. एक आदमी न ेएक बɇक मɅ 10000 ǽपये 5% वाͪष[क साधारण Þयाज पर जमा ͩकया। जब से 
रकम बɇक मɅ जमा कȧ गई तब स,े 15 वɅ वष[ मɅ उसके खातɅ मɅ ͩकतनी रकम हो गई, तथा 
20 वषɟ बाद कुल ͩकतनी रकम हो गई, £ात कȧिजए।

 31. एक Ǔनमा[ता घोͪषत करता है ͩक उसकȧ मशीन िजसका मãूय 15625 ǽपये है, हर वष[ 20% 

कȧ दर स ेउसका अवमूãयन होता है। 5 वष[ बाद मशीन का अनुमाǓनत मãूय £ात कȧिजए।
 32. ͩकसी काय[ को कुछ Ǒदनɉ मɅ परूा करने के ͧलए 150 कम[चारȣ लगाए गए। दसूरे Ǒदन 4 

कम[चाǐरयɉ न ेकाम छोड़ Ǒदया, तीसरे Ǒदन 4 और कम[चाǐरयɉ न ेकाम छोड़ Ǒदया तथा इस 
Ĥकार अÛय। अब काय[ पणू[ करने मɅ 8 Ǒदन अͬधक लगत ेहɇ, तो Ǒदनɉ कȧ सÉंया £ात 
कȧिजए, िजनमɅ काय[ पणू[ ͩकया गया। 

साराशं

 अनुĐम स ेहमारा ता×पय[ है, "ͩकसी Ǔनयम के अनसुार एक पǐरभाͪषत (Ǔनिæचत) Đम 
मɅ सÉंयाओ ंकȧ åयवèथा"। पनुः हम एक अनĐुम को एक फलन के Ǿप मɅ पǐरभाͪषत 
कर सकत ेहɇ, िजसका Ĥातं Ĥाकृत सÉंयाओ ंका समुÍचय हो अथवा उसका उपसमुÍचय 
{1, 2, 3, ..., k} के Ĥकार का हो। व ेअनĐुम, िजनमɅ पदɉ कȧ सÉंया सीͧमत होती है, 
"पǐरͧमत अनĐुम" कहलात ेहɇ। यǑद कोई अनुĐम पǐरͧमत नहȣ ंहै तो उस ेअपǐरͧमत 
अनĐुम कहत ेहɇ।

 मान लȣिजए a
1
, a

2
, a

3
, ... एक अनĐुम हɇ तो a

1
 + a

2
 + a

3
 + ... के Ǿप मɅ åयÈत ͩकया 

गया योग Įेणी कहलाता है िजस Įेणी के पदɉ कȧ सÉंया सीͧमत होती है उसे पǐरͧमत 
Įेणी कहत ेहɇ।

 ͩकसी अनुĐम मɅ पद समान Ǔनयताकं स ेलगातार बढ़त ेया घटत ेहɇ, समातंर Įेणी होती 
हɇ। Ǔनयताकं को समांतर Įेणी का साव[ अतंर कहत ेहɇ। सामाÛयतः हम समातंर Įेणी 
का Ĥथम पद a, साव[ अतंर d तथा अǓंतम पद l स ेĤदͧश[त करत ेहɇ। समातंर Įेणी का 
åयापक पद या n वा ँपद a

n
 = a + (n – 1) d है।
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 समांतर Įेणी के n पदɉ का योग S
n
 Ǔनàनͧलͨखत सğू ɮवारा ĤाÜत होता हैः

 .

 कोई दो सÉंयाओ ंa तथा b का समांतर माÚय A,  होता है अथा[त ्अनĐुम a, A, 

b समातंर Įेणी (A.P.) मɅ है।
 ͩकसी अनĐुम को गणुोƣर Įेणी या G.P. कहत ेहɇ, यǑद कोई पद, अपन ेͪपछले पद से 

एक अचर अनपुात मɅ बढ़ता है। इस अचर गणुाकं को साव[ अनपुात कहते हɇ। साधारणतः 
हम गणुोƣर Įेणी के Ĥथम पद को a तथा साव[ अनपुात r से साकेंǓतक करत ेहɇ। गणुोƣर 
Įेणी का åयापक पद या nवा ँपद a

n
= arn – 1 होता है।

 गणुोƣर Įेणी के Ĥथम n पदɉ का योग  या  यǑद r 1

 होता है।

 कोई दो धना×मक सÉंयाए ँa तथा b का गणुोƣर माÚय  है अथा[त ् ्अनुĐम a, G, 

b गुणोƣर Įेणी मɅ हɇ।

एेǓतहाͧसक पçृठभूͧ म

इस बात के Ĥमाण ͧमलत ेहɇ ͩक 4000 वष[ पवू[ बेबीलोǓनया के Ǔनवाͧसयɉ को समातंर तथा 
गणुोƣर अनĐुमɉ का £ान था। Boethius (510 A.D.) के अनसुार समातंर तथा गणुोƣर 
अनĐुमɉ कȧ जानकारȣ Ĥारंͧभक यनूानी (Ēीक) लेखकɉ को थी। भारतीय गͨणत£ɉ मɅ से 
आय[भट (476 A.D.) न ेपहलȣ बार Ĥाकृत सÉंयाओ ंके वगɟ तथा घनɉ का योग अपनी Ĥͧसɮध 
पुèतक ‘आय[भटȣयम’् जो लगभग 499 A.D. मɅ ͧलखी गई थी, मɅ Ǒदया। उÛहɉन ेp वा ँपद से 
आरंभ, समातंर अनĐुम के n पदɉ के योग का सğू भी Ǒदया। अÛय महान भारतीय गͨणत£ 
ĦéमगÜुत (598 A.D.), महावीर (850 A.D.) तथा भाèकर (1114–1185 A.D.) न ेसÉंयाओ ंके 
वगɟ एव ंघनɉ के योग पर ͪवचार ͩकया। एक दसूरे ͪवͧशçट Ĥकार का अनĐुम  िजसका 
गͨणत मɅ महǂवपूण[ गणुधम[ है जो Fibonacci sequence कहलाता है, का आͪवçकार इटलȣ 
के महान गͨणत£ Leonardo Fibonacci (1170–1250 A.D.) न े ͩकया।  सğहवी ंशताÞदȣ 
मɅ Įेͨणयɉ का वगȸकरण ͪवͧशçट Ǿप स ेहुआ। 1671 ई. मɅ James Gregory न ेअपǐरͧमत 
अनĐुम के सदंभ[ मɅ अपǐरͧमत Įेणी शÞद का उपयोग ͩकया। बीजगͨणतीय तथा समुÍचय 
ͧसɮधातंɉ के समुͬ चत ͪवकास के उपरातं हȣ अनĐुम तथा Įेͨणयɉ से सबंंͬ धत जानकारȣ 
अÍछे ढ़ंग से Ĥèततु हो सकȧ।


