
Let the relation of knowledge to real life be very visible to your pupils 

and let them understand how by knowledge the world could be 

transformed”. – BERTRAND RUSSELL 

11.1  भूͧ मका (Introduction)

ͪपछले अÚयाय मɅ हमन ेएक रेखा के समीकरणɉ के ͪवͧभÛन Ǿपɉ 
का अÚययन ͩकया है। इस अÚयाय मɅ, हम कुछ अÛय वĐɉ का 
अÚययन करɅगे जसेै वƣृ (circle), परवलय (parabola), दȣघ[वƣृ 
(ellipse) और अǓतपरवलय (hyperbola)। परवलय और अǓतपरवलय 
Apollonius ɮवारा Ǒदए गए नाम हɇ। वाèतव मɅ इन वĐɉ को शकुं 
पǐरÍछेद या सामाÛयतः शाकंव कहा जाता है Èयɉͩक इÛहɅ एक 
लबं वƣृीय ɮͪवशकुं और एक समतल के पǐरÍछेदन से ĤाÜत ͩकया 
जा सकता है। इन वĐɉ का Ēहɉ के घणू[न, दरूदशȸयğं (telescope) 
और एटंȣना के Ǔनमा[ण, आटोमोबाइãस कȧ हेडलाइट मɅ, परावत[क 
इ×याǑद मɅ बहुत अͬधक उपयोगी होता है। अब हम आगे आने वाले 
अनभुागɉ मɅ देखɅगɅ ͩक ͩकस Ĥकार एक लबं वƣृीय ɮͪवशकुं और 
एक तल के पǐरÍछेदन के पǐरणाम èवǾप ͪवͧभÛन Ĥकार के वĐ ĤाÜत होत ेहɇ।

11.2  शकुं के पǐरÍछेद

मान लȣिजए l एक िèथर ऊÚवा[धर रेखा है m एक दसूरȣ रेखा है जो इस 
रेखा को िèथर ǒबदं ुV पर ĤǓतÍछेद करती है और इसस ेएक कोण 
बनाती है  (आकृǓत 11.1)।

मान लȣिजए हम रेखा m को रेखा l के पǐरतः इस Ĥकार घमुात ेहɇ 
ͩक  m कȧ सभी िèथǓतयɉ मɅ, कोण अचर रहे तब उ×पÛन पçृठ एक लबं 
वƣृीय खोखले ɮͪवशकुं है िजÛहɅ अब से शकुं कहɅगे जो दोनɉ Ǒदशाओ ंमɅ 
अǓनिæचत दरूȣ तक बढ़ रहे हɇ (आकृǓत 11.2)। 

Apollonius 
(262 B.C. -190 B.C.)

अÚयाय

आकृǓत  11. 1

शकुं पǐरÍछेद (Conic Sections)
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आकृǓत 11. 2 आकृǓत 11. 3

िèथर ǒबदं ु V को शकुं का शीष[ (vertex) और िèथर रेखा l शकुं का अ¢ (axis)  कहलाता है। 
इन सभी िèथǓतयɉ मɅ घमूने वालȣ रेखा m शकुं कȧ जनक ( generator) कहलाती है। शकुं को शीष[ 
दो भागɉ मɅ ͪवभÈत करता है िजÛहɅ नापे (Nappes) कहत ेहɇ। 

यǑद हम एक तल और एक शकुं का पǐरÍछेदन लते ेहɇ तो इस Ĥकार ĤाÜत पǐरÍछेद वĐ, 
शकुं पǐरÍछेद कहलात ेहɇ। इस Ĥकार, शकुं पǐरÍछेद वे वĐ हɇ िजÛहɅ एक लबं वƣृीय शकुं और 
एक तल के पǐरÍछेदन स ेĤाÜत ͩकया जाता है।

शकुं के ऊÚवा[धर अ¢ और पǐरÍछेदȣ तल के बीच बने कोण और पǐरÍछेदȣ तल कȧ िèथǓतयɉ 
के अनसुार ͪवͧभÛन Ĥकार के शकुं पǐरÍछेद ĤाÜत होत ेहɇ। मान लȣिजए पǐरÍछेदȣ तल, शकुं के 
ऊÚवा[धर अ¢ के साथ  कोण बनाता है (आकृǓत 11.3)।

शकुं के साथ तल का पǐरÍछेदन या तो शकुं के शीष[ पर हो सकता है या नाप ेके दसूरे 
ͩकसी भाग पर ऊपर या नीच ेहो सकता हɇ।

11.2.1  वƣृ, दȣघ[वƣृ, परवलय और अǓतपरवलय (Circle, ellipse, parabola and hyperbola) जब 
तल, शकुं के नापे (शीष[ के अǓतǐरÈत) को काटता है, तो हमɅ Ǔनàनांͩ कत िèथǓतया ँĤाÜत होती हɇः

(a) जब  = 90o,  तो पǐरÍछेद एक वƣृ होता है (आकृǓत 11.4)। 

(b)  जब  <  <  90o, तो पǐरÍछेद एक दȣघ[वƣृ होता है (आकृǓत 11.5)।

(c) जब  = , तो पǐरÍछेद एक परवलय होता है (आकृǓत 11.6)। 

(उपरोÈत तीनɉ िèथǓतयɉ कȧ Ĥ×येक िèथǓत मɅ तल शकुं को नापे के पणू[तः आर-पार काटता है)।



  शकुं पǐरÍछेद       253

आकृǓत 11. 4

(d)  जब 0   < , तो तल शकुं के दोनɉ नÜेस को काटता है तो पǐरÍछेद वĐ एक अǓतपरवलय 
होता है (आकृǓत 11.7)।

11.2.2  अपħçट शकुं पǐरÍछेद (Degenerated conic sections) जब तल शकुं के शीष[ पर काटता है 
तो Ǔनàनͧलͨखत िèथǓतया ँĤाÜत होती हɇः
(a)  जब  <   90o, तो पǐरÍछेद एक ǒबदं ुहै (आकृǓत 11.8)।  

(b)  जब   = , तो तल, जनक को अतंͪव[çट करता है और पǐरÍछेद एक सरल रेखा होती है 
(आकृǓत 11.9)।  

आकृǓत 11. 6 आकृǓत 11. 7

आकृǓत 11. 5
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यह परवलय कȧ अपħçट िèथǓत है।

आकृǓत 11. 8
आकृǓत 11. 9

आकृǓत 11.10

(c)  जब  0   < , तो पǐरÍछेद एक ĤǓतÍछेद करन ेवालȣ रेखाओ ंका यÊुम है (आकृǓत 11.10)।   
यह अǓतपरवलय कȧ अपħçट िèथǓत है।

 आगे आन ेवाल ेअनÍुछेद मɅ हम इन शकुं पǐरÍछेदɉ को Ïयाͧमतीय गणुɉ के आधार पर 
पǐरभाͪषत करत ेहुए उनमɅ स ेĤ×येक के समीकरण मानक Ǿप मɅ ĤाÜत करɅगे।



  शकुं पǐरÍछेद       255
11.3 वƣृ (Circle)

पǐरभाषा 1  वƣृ, तल के उन ǒबदंओु ंका समÍुचय होता है जो तल के एक िèथर ǒबदं ुसे समान 
दरूȣ पर होत ेहɇ।

िèथर ǒबदं ुको वƣृ का कɅ ġ (centre) कहत ेहɇ तथा वƣृ पर ͩकसी एक ǒबदं ुकȧ कɅ ġ स ेदरूȣ 
को वƣृ कȧ ǒğÏया (radius) कहत ेहɇ (आकृǓत 11.11)।

आकृǓत 11.11

यǑद वƣृ का कɅ ġ मलू ǒबदं ुपर होता है तो वƣृ का समीकरण सरलतम होता है। ͩ फर भी, हम 
£ात कɅ ġ तथा ǒğÏया के वƣृ का समीकरण Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार स ेåय×ुपÛन करɅगɅ (आकृǓत 11.12)।   

वƣृ का कɅ ġ C(h, k) तथा ǒğÏया r  £ात है। मान लȣिजए वƣृ पर कोई ǒबदं ुP(x, y)  है (आकृǓत 

11.12)। तब पǐरभाषा से, | CP | = r दरूȣ सğू ɮवारा, हम पात ेहɇ      

    

अथा[त ्    (x – h)2 + (y – k)2 = r2

यह कɅ ġ (h,k) तथा ǒğÏया r वाल ेवƣृ का अभीçट समीकरण है।

उदाहरण 1  कɅ ġ (0,0) तथा ǒğÏया r वाल ेवƣृ का समीकरण £ात कȧिजए।

हल  यहाँ  h = k = 0. अतः वƣृ का समीकरण x2 + y2 = r2 है। 

उदाहरण 2 कɅ ġ (–3, 2) तथा ǒğÏया 4 इकाई वाले वƣृ का समीकरण £ात कȧिजए।

हल  यहा ँ h = –3, k = 2 और r = 4. अतः वƣृ का अभीçट समीकरण 

     (x + 3)2 + (y –2)2 = 16 है।

उदाहरण 3 वƣृ x2 + y2 + 8x + 10y – 8 = 0 का कɅ ġ तथा ǒğÏया £ात कȧिजए।

हल  Ǒदया गया समीकरण
     (x2 + 8x)  + (y2 + 10y) = 8

आकृǓत 11.12
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अब कोçठकɉ को पूण[ वग[ बनान ेपर,
    (x2 + 8x + 16)  +  (y2 + 10y + 25)  = 8 + 16 + 25

या     (x + 4)2 + (y + 5)2 = 49

या    {x – (– 4)}2 + {y – (–5)}2 = 72

अतः वƣृ का कɅ ġ (– 4, –5) व ǒğÏया 7  इकाई है।

उदाहरण 4 ǒबदंओु ं (2, – 2), और (3,4) स ेहोकर जान ेवाल ेउस वƣृ का समीकरण £ात कȧिजए 
िजसका कɅ ġ रेखा x + y = 2 पर िèथत है।

हल  मान लȣिजए ͩक वƣृ का समीकरण (x – h)2 + (y – k)2 = r2 है।
यह ǒबदंओु ं(2, -2) और (3, 4) स ेजाता है। इसͧलए हम पात ेहɇ ͩक
  (2 – h)2 + (–2 – k)2 = r2      ... (1)

और (3 – h)2 + (4 – k)2 = r2      ... (2)

तथा वƣृ का कɅ ġ रेखा x + y = 2, पर िèथत है, इसͧलए
  h + k = 2        ... (3)

समीकरण (1), (2) व (3), को हल करन ेपर, हम पात ेहɇ ͩक
    h = 0.7,   k = 1.3  और  r2 = 12.58

अतः वƣृ का अभीçट समीकरण
    (x – 0.7)2 + (y – 1.3)2 = 12.58

Ĥæनावलȣ 11.1

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 1 से 5 तक Ĥ×येक मɅ वƣृ का समीकरण £ात कȧिजएः

  1.  कɅ ġ   (0,2) और ǒğÏया  2 इकाई   2.  कɅ ġ (–2,3) और ǒğÏया 4 इकाई

  3.  कɅ ġ  (
4

1
,

2

1
) और ǒğÏया इकाई     4.  कɅ ġ  (1,1) और ǒğÏया 2

 
इकाई

  5.  कɅ ġ  (–a, –b) और ǒğÏया 
22 ba   है।

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 6 से 9 तक मɅ Ĥ×येक वƣृ का कɅ ġ और ǒğÏया £ात कȧिजएः

 6. (x + 5)2 + (y – 3)2 = 36 7. x2 + y2 – 4x – 8y – 45 = 0

 8. x2 + y2 – 8x + 10y – 12 = 0 9. 2x2 + 2y2 – x = 0

 10. ǒबदंओु ं (4,1) और (6,5) स े जान े वाले वƣृ का समीकरण कȧिजए िजसका कɅ ġ रेखा 
4x + y = 16 पर िèथत है।
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 11. ǒबदंओु ं(2,3) और (–1,1) स ेजान ेवाल ेवƣृ का समीकरण £ात कȧिजए िजसका कɅ ġ रेखा 
x – 3y – 11 = 0 पर िèथत है।

 12. ǒğÏया 5 के उस वƣृ का समीकरण £ात कȧिजए िजसका कɅ Ûġ x-अ¢ पर हो और जो ǒबदं ु
(2,3)से जाता है।

 13. (0,0) से होकर जान ेवाल ेवƣृ का समीकरण £ात कȧिजए जो Ǔनदȶशा¢ंɉ पर a और b अतंःखÖड 
बनाता है।

 14.  उस वƣृ का समीकरण £ात कȧिजए िजसका कɅ ġ  (2,2) हो तथा ǒबदं ु(4,5) से जाता है।
15. Èया ǒबदं ु(–2.5,  3.5) वƣृ  x2 + y2 = 25 के अदंर, बाहर या वƣृ पर िèथत है ?

11.4  परवलय (Parabola)

पǐरभाषा 2  एक परवलय तल के उन सभी ǒबदंओु ंका 
समÍुचय है जो एक Ǔनिæचत सरल रेखा और तल 
के एक Ǔनिæचत ǒबदं ु(जो रेखा पर िèथत नहȣं है) से 
समान दरूȣ पर है।

Ǔनिæचत सरल रेखा को परवलय कȧ Ǔनयता 
(directrix) और Ǔनिæचत ǒबदं ुF को परवलय कȧ नाͧभ 
(focus) कहत ेहɇ (आकृǓत 11.13)। (अĒंजेी भाषा मɅ 
‘Para’ का अथ[ ‘से’ व ‘bola’ का अथ[ ‘फɅ कना’, अथा[त ्
हवा मɅ गɅद फɅ कन ेस ेबना हुआ पथ)

ǑटÜपणी  यǑद Ǔनिæचत ǒबदं,ु Ǔनिæचत सरल रेखा 
पर िèथत हो तो तल के उन ǒबदंओु ंका समÍुचय 
जो Ǔनिæचत ǒबदं ुऔर Ǔनिæचत रेखा से समान दरूȣ 
पर हɇ, Ǔनिæचत ǒबदं ुस ेगज़ुरन ेवालȣ Ǔनिæचत रेखा 
पर लबंवत सरल रेखा होती है। हम इस सरल रेखा 
को परवलय कȧ अपħçट िèथǓत कहत ेहɇ।

परवलय कȧ नाͧभ स ेजाने वालȣ तथा Ǔनयता पर लबं रेखा को परवलय का अ¢ कहा जाता 
है। परवलय का अ¢ िजस ǒबदं ुपर परवलय को काटता है उस ेपरवलय का शीष[(vertex) कहते 
हɇ (आकृǓत 11.14)। 

11.4.1 परवलय का Ĥमाͨणक समीकरण (Standard equation of parabola) परवलय का समीकरण 
सरलतम होता है यǑद इसका शीष[ मलू ǒबदं ुपर हो और इसकȧ समͧमत अ¢, x-अ¢ या y-अ¢ 
के अनǑुदश होता है। परवलय के एेसे चार सभंव ǑदिÈवÛयास नीच ेआकृǓत 11.15(a) से (d) तक 
मɅ दशा[ए गए हɇ। 

आकृǓत 11.13

आकृǓत 11.14
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आकृǓत 11.15 (a) से  (d)

अब हम आकृǓत 11.15 (a) मɅ दशा[ए गए परवलय का समीकरण िजसकȧ नाͧभ (a, 0) a > 0 

और Ǔनयता x = – a को Ǔनàनवत ĤाÜत करɅगे।
मान लȣिजए ͩक नाͧभ F और Ǔनयता l है। Ǔनयता 

पर लबं FM खींͬ चए और FM को ǒबदं ुO पर समɮͪवभािजत 
कȧिजए। MO को X तक बढ़ाइए। परवलय कȧ पǐरभाषा 
के अनसुार मÚय ǒबदं ुO परवलय पर  है और परवलय 
का शीष[ कहलाता है। O को मूल ǒबदं ुमानकर OX को 
x-अ¢ और इसके लबंवत OY को y-अ¢ लȣिजए।  मान 
लȣिजए ͩक नाͧभ कȧ Ǔनयता से दरूȣ 2a है। तब नाͧभ 
के Ǔनदȶशाकं (a, 0), a > 0 है तथा Ǔनयता का समीकरण 
x + a = 0 जसैा ͩक आकृǓत 11.16 मɅ है। आकृǓत 11.16
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मान लȣिजए परवलय पर कोई ǒबदं ुP(x, y) इस Ĥकार है ͩक
PF = PB        ... (1)

जहा ँPB रेखा l पर लबं है। B के Ǔनदȶशाकं (– a, y) हɇ। दरूȣ सğू स ेहम पात ेहɇ

PF =  और PB = 

Èयɉͩक  PF = PB, हम पात ेहɇ,

 

इसͧलए (x – a)2 + y2 = (x + a)2

या x2 – 2ax + a2 + y2 = x2 + 2ax + a2    या  y2 = 4ax,( a > 0).

इस Ĥकार परवलय पर कोई ǒबदं ुसमीकरण       

   y2 = 4ax को सतंçुट करता है।         ... (2)

ͪवलोमतः माना (2) पर  P(x, y) एक ǒबदं ुहै।

अब PF = = 

 =  = PB     ... (3)

इसͧलए  P(x,y), परवलय पर िèथत है।       

इस Ĥकार (2) और (3) से हमन ेͧसɮध ͩकया ͩक एक परवलय िजसका शीष[ मलू ǒबदं ुपर 
नाͧभ (a,0) तथा Ǔनयता x = – a का समीकरण y2 = 4ax होता है।   

ͪववचेना समीकरण (2) मɅ, यǑद a > 0, x  का मान धना×मक या शूÛय हो सकता है परंत ुऋणा×मक 
नहȣं। इस िèथǓत मɅ परवलय को Ĥथम और चतथु[ चतथुाɍश मɅ अǓनिæचत Ǿप से दरू तक बढ़ाया 
जा सकता है और परवलय का अ¢, x-अ¢ का धना×मक भाग है। 

इसी Ĥकार हम परवलयɉ का समीकरण ĤाÜत कर सकते हɇ।
आकृǓत  11.15 (b) मɅ y2 = – 4ax, 

आकृǓत  11.15 (c) मɅ x2 = 4ay, 

आकृǓत  11.15 (d) मɅ x2 = – 4ay,

इन चार समीकरणɉ को परवलय के मानक समीकरण कहत ेहɇ।  

ǑटÜपणी   परवलय के मानक समीकरण मɅ, परवलय कȧ नाͧभ ͩकसी एक Ǔनदȶशाकं अ¢ पर 
िèथत होती है, शीष[ मूल ǒबदं ुपर होता है और Ǔनयता, दसूरे अ¢ के समांतर होती है। यहाँ 
एेसे परवलयɉ का अÚययन, िजनकȧ नाͧभ कोई भी ǒबदं ुहो सकती है और Ǔनयता कोई भी रेखा 
हो सकती है, इस पèुतक के ͪवषय स ेबाहर है। 
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आकृǓत 11.15, स ेĤाÜत परवलय के Ĥमाͨणक समीकरण के Ǔनरȣ¢ण से Ǔनàनांͩ कत Ǔनçकष[ 
ĤाÜत होत ेहɇः
 1. परवलय, परवलय अ¢ के सापे¢ समͧमत होता है। यǑद परवलय के समीकरण मɅ y2 का पद 

है तो समͧमत, x-अ¢ के अनǑुदश है और यǑद समीकरण मɅ x2  का पद है तो समͧमत 
अ¢, y-अ¢ के अनǑुदश है।

 2. यǑद समͧमत अ¢, x-अ¢ के अनǑुदश हो और
  (a) x का गणुाकं धना×मक हो तो परवलय दाɃ ओर खलुता है।
  (b) x का गणुाकं ऋणा×मक हो तो परवलय बाɃ ओर खलुता है। 
 3. यǑद समͧमत अ¢, y-अ¢ के अनǑुदश हो और
  (a) y का गणुाकं धना×मक हो तो परवलय ऊपर कȧ ओर खलुता है।
  (b) y का गणुाकं ऋणा×मक हो तो परवलय नीच ेकȧ ओर खलुता है।

11.4.2 नाͧभलबं जीवा (Latus rectum)

पǐरभाषा 3 परवलय कȧ नाͧभ से जाने वालȣ और परवलय कȧ अ¢ के लबंवत रेखाखडं िजसके 
अ×ंय ǒबदं ुपरवलय पर हɉ, को परवलय कȧ नाͧभलबं जीवा कहत ेहɇ (आकृǓत 11.17)

परवलय y2 = 4ax कȧ नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई £ात करना (आकृǓत 11.18)

परवलय कȧ पǐरभाषा के अनसुार, AF = AC

परंत ु AC = FM = 2a

अतः AF = 2a

और Èयɉͩक परवलय, x-अ¢ के पǐरतः समͧमत है। अतः AF = FB और इसͧलए
AB = नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई = 4a

आकृǓत 11.17 आकृǓत 11.18



  शकुं पǐरÍछेद       261

उदाहरण 5 यǑद एक परवलय का समीकरण y2 = 8x है 
तो नाͧभ के Ǔनदȶशाकं, अ¢, Ǔनयता का समीकरण और 
नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई £ात कȧिजए। 
हल  Ǒदए समीकरण मɅ  y2  का पद है इसͧलए परवलय 
x-अ¢ के पǐरतः समͧमत है।

Èयɉͩक समीकरण मɅ पद x का गणुाकं धना×मक है 
इसͧलए परवलय दाǑहनी ओर खुलता है। Ǒदए गए समीकरण 
y2 = 4ax, स ेतलुना करने पर, a = 2

अतः परवलय कȧ नाͧभ (2, 0) है और परवलय कȧ Ǔनयता 
का समीकरण x = – 2  है (आकृǓत 11.19)।
नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई  4a = 4 × 2 = 8

उदाहरण 6 नाͧभ (2,0) और Ǔनयता x = – 2 वाल ेपरवलय का समीकरण £ात कȧिजए।

हल Èयɉͩक नाͧभ (2,0) x-अ¢ पर है इसͧलए x-अ¢ èवय ंपरवलय का अ¢ है।
अतः परवलय का समीकरण y2 = 4ax या y2 = – 4ax के Ǿप मɅ होना चाǑहए Èयɉͩक Ǔनयता x 

= – 2 है और नाͧभ (2,0) है, इसͧलए परवलय का समीकरण y2 = 4ax के Ǿप मɅ है जहा ँa = 2. अतः 
परवलय का अभीçट समीकरण y2 = 4(2) x = 8x है।

उदाहरण 7 एक परवलय का समीकरण £ात कȧिजए िजसका शीष[ (0,0)और नाͧभ (0, 2) है।

हल  Èयɉͩक शीष[ (0,0) पर और नाͧभ (0,2) पर है, जो  y-अ¢ पर िèथत है, अतः परवलय का 
अ¢, y-अ¢ है। इसͧलए परवलय का समीकरण, x2 = 4ay के Ǿप मɅ है। अतः परवलय का समीकरण 
है x2 = 4(2)y, अथा[त ् x2 = 8y 

उदाहरण 8 उस परवलय का समीकरण £ात कȧिजए जो y-अ¢ के पǐरतः समͧमत हो और ǒबदं ु
(2,–3) स ेगज़ुरता है।
हल Èयɉͩक परवलय y-अ¢ के पǐरतः समͧमत है और इसका शीष[ मलू ǒबदं ुपर है, अतः इसका 
समीकरण x2 = 4ay या x2 = – 4ay, के Ǿप मɅ है जहा ँͬचéन परवलय के ऊपर या नीच ेखलुने पर 
Ǔनभ[र करता है परंत ुपरवलय चतथु[ चतुथाɍश मɅ िèथत ǒबदं ु(2, -3) स ेगुज़रता है इसͧलए यह 
अवæय हȣ नीच ेकȧ ओर खलेुगा। अतः परवलय का समीकरण x2 = – 4ay के अनǾुप है, Èयɉͩक 
परवलय ( 2,–3), से गज़ुरता है, अतः हमɅ ĤाÜत होता है,

22   = – 4a (–3), अथा[त ्a   =  

अतः परवलय का समीकरण है

2    अथा[त ्  3x2 = – 4y 

आकृǓत 11.19
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Ĥæनावलȣ 11.2

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 1 से 6 तक Ĥ×येक मɅ नाͧभ के Ǔनदȶशाकं, परवलय का अ¢, Ǔनयता का 
समीकरण और नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई £ात कȧिजएः
 1. y2 = 12x 2. x2 = 6y 3. y2 = – 8x

 4. x2 = – 16y 5. y2 = 10x 6. x2 = – 9y

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 7 से 12 तक Ĥ×येक मɅ परवलय का समीकरण £ात कȧिजए जो Ǒदए ĤǓतबधं 
को सतंçुट करता हैः 
 7. नाͧभ (6,0), Ǔनयता x = – 6 8. नाͧभ (0,–3), Ǔनयता y = 3

 9. शीष[ (0,0), नाͧभ (3,0) 10. शीष[  (0,0), नाͧभ (–2,0)

 11. शीष[ (0,0), (2,3)  से जाता है और अ¢, x-अ¢ के अनǑुदश है।
12. शीष[  (0,0), (5,2) से जाता है और y-अ¢ के साप¢े समͧमत है।

11. 5 दȣघ[वƣृ (Ellipse)

पǐरभाषा 4  एक दȣघ[वƣृ तल के उन ǒबदंओु ंका समÍुचय 
है िजनका तल मɅ दो िèथर ǒबदंओु ंसे दरूȣ का योग 
अचर होता है। दो िèथर ǒबदंओु ंको दȣघ[वƣृ कȧ नाͧभया ँ
कहत ेहɇ (आकृǓत 11.20)।

ǑटÜपणी  दȣघ[वƣृ पर ͩकसी ǒबदं ुका दो िèथर 
ǒबदंओु ंस ेदǐूरयɉ का योग अचर होता है, वह िèथर 
ǒबदंओु ंके बीच कȧ दरूȣ स ेअͬधक होता है। 

नाͧभयɉ को ͧमलान ेवाले रेखाखडं के मÚय ǒबदं ुको दȣघ[वƣृ का कɅ ġ कहत ेहɇ। दȣघ[वƣृ 

आकृǓत 11.20

आकृǓत 11.21 आकृǓत 11.22
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कȧ नाͧभयɉ से जाने वाला रेखाखडं, दȣघ[वƣृ का दȣध[ अ¢ (Major axis) कहलाता है और कɅ ġ से 
जाने वाला और दȣध[ अ¢ पर लबंवत रेखाखडं, दȣघ[वƣृ का लघ ुअ¢ (Minor axis) कहलाता है। 
दȹघ[ अ¢ के अÛ×य ǒबदंओु ंको दȣघ[वƣृ के शीष[ कहत ेहɇ (आकृǓत 11.21)।

हम दȣघ[ अ¢ कȧ लबंाई को, 2a स ेलघ ुअ¢ कȧ लबंाई को, 2b स ेऔर नाͧभयɉ के बीच 
कȧ दरूȣ को 2c स ेͧलखते हɇ। अतः अध[-दȣघ[ अ¢ कȧ लबंाई a तथा अध[-लघ ुअ¢ कȧ लबंाई b है 
(आकृǓत 11.22)।

11.5.1 अध[-दȣध[ अ¢, अध[-लघ ुअ¢ और दȣघ[वƣृ के कɅ ġ स ेनाͧभ कȧ दरूȣ के बीच मɅ सबंधं 
(आकृǓत 11.23)।
आकृǓत 11.23 मɅ दȣघ[वƣृ के दȣघ[ अ¢ पर एक 
अ×ंय ǒबदं ुP लȣिजए।
ǒबदं ुP कȧ नाͧभयɉ स ेदǐूरयɉ का योग 
     F 

1
P + F

2
P = F

1
O + OP + F

2
P

                 (Èयɉͩक  F
1
P = F

1
O + OP)

  = c + a + a – c = 2a

अब लघु अ¢ पर एक अ×ंय ǒबदं ुQ लȣिजए। 

ǒबदं ुQ कȧ नाͧभयɉ स ेदǐूरयɉ का योग

   F 
1
Q + F

2
Q   = 2222 cbcb   =  

Èयɉͩक P और Q दोनɉ दȣघ[वƣृ पर िèथत हɇ। 
अतः दȣघ[वƣृ कȧ पǐरभाषा से हम पात ेहɇ

       2
22 cb    =  2a,     अथा[त ्   a =

22 cb   

या     a2 = b2 + c2
 
,    अथा[त ्  c = 

22 ba 
.

11.5.2 एक दȣघ[वƣृ कȧ ͪवशषे िèथǓतया ँ(Special cases of an ellipse) उपरोÈत ĤाÜत समीकरण c2 

= a2 – b2 मɅ, यǑद हम a का मान िèथर रखɅ और c का मान 0 

से a, तक बढ़ायɅ तो पǐरणामी दȣघ[वƣृ के आकार Ǔनàनांͩ कत 
Ĥकार से बदलɅग।े
िèथǓत (i) यǑद c = 0, हो तो दोनɉ नाͧभया,ँ दȣघ[वƣृ के कɅ ġ मɅ 
ͧमल जाती हɇ और a2 = b2, या a = b, और इसͧलए दȣघ[वƣृ एक 
वƣृ बन जाता है (आकृǓत 11.24)। इस Ĥकार वƣृ, एक दȣघ[वƣृ कȧ 
ͪवशषे िèथǓत है िजस ेअनुÍछेद 11.3 मɅ वͨण[त ͩकया गया है।

आकृǓत 11.23

आकृǓत 11.24



264    गͨणत

िèथǓत  (ii)  यǑद c = a, हो तो b = 0. और दȣघ[वƣृ दोनɉ 
नाͧभयɉ को ͧमलान ेवाले रेखाखडं F

1
F

2
 तक ͧसमट जाता है 

(आकृǓत 11.25)।

11.5.3 उ×कɅ ġता (Eccentricity)

पǐरभाषा 5  दȣघ[वƣृ कȧ उ×कɅ ġता, दȣघ[वƣृ के कɅ ġ से नाͧभ और कɅ ġ से शीष[ कȧ दǐूरयɉ का अनपुात 

है। उ×कɅ ġता को e के ɮवारा ǓनǑद[çट करत ेहɇ, अथा[त ्  है। 

Èयɉͩक नाͧभ कȧ कɅ ġ स ेदरूȣ  c है इसͧलए उ×कɅ ġता के पद मɅ नाͧभ कȧ कɅ ġ स ेदरूȣ ae है।

11.5.4 दȣघ[वƣृ का मानक समीकरण (Standard equation of an ellipse) एक दȣघ[वƣृ का समीकरण 
सरलतम होता है यǑद दȣघ[वƣृ का कɅ ġ मलू ǒबदं ुपर हो और नाͧभया ँx-अ¢ या y-अ¢ पर िèथत 
हɉ। एेसे दो सभंव ǑदकͪवÛयास आकृǓत 11.26 मɅ दशा[ए गए हɇ।   

आकृǓत 11.25

अब हम आकृǓत 11.26 (a) मɅ दशा[ए गए दȣघ[वƣृ, िजसकȧ नाͧभया ँx-अ¢ पर िèथत हɇ, का 
समीकरण åय×ुपÛन करɅगɅ।

मान लȣिजए F
1
 और F

2
 नाͧभया ँहɇ और रेखाखडं F

1
F

2 
का मÚय ǒबदं ुO है। मान लȣिजए O 

मलू ǒबदं ुहै और O से F
2
 कȧ ओर धना×मक x-अ¢ व O से F

1 
कȧ ओर ऋणा×मक x-अ¢ है। माना 

आकृǓत 11.26
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O स ेx-अ¢ पर लबं रेखा y-अ¢ है। F
1 
के Ǔनदȶशाकं 

(– c, 0) तथा F
2
 के Ǔनदȶशाकं (c, 0) मान लते ेहɇ (आकृǓत 

11.27)।
मान लȣिजए दȣघ[वƣृ पर कोई ǒबदं ुP(x, y) इस 

Ĥकार है ͩक P से दोनɉ नाͧभयɉ कȧ दǐूरयɉ का योग  
2a है अथा[त ्

PF
1
 + PF

2
 = 2a     ... (1)

दरूȣ सğू स ेहम पात ेहɇ,  
2222 )()( ycxycx    =  2a 

 

अथा[त ्   =  2a – 
22)( ycx 

दोनɉ प¢ɉ का वग[ करन ेपर, हम ĤाÜत करते हɇ

   (x + c)2 + y2 = 4a2 – 4a 2222 )()( ycxycx 

िजसेे सरल करने पर ͧमलता है

   
x

a

c
aycx  22)(

पनुः वग[ करन ेव सरल करन ेपर हमɅ ĤाÜत होता है

    
  22

2

2

2

ca

y

a

x


   = 1

अथा[त ्  
 2

2

2

2

b

y

a

x
  = 1 (Èयɉͩक c2 = a2 – b2)

अतः दȣघ[वƣृ पर कोई ǒबदंु

 
   2

2

2

2

b

y

a

x
   = 1        ... (2)

को सतंçुट करता है।
ͪवलोमतः माना P (x, y) समीकरण (2) को सतंçुट करता है, 0 < c < a. तब

   y2  = b2  









2

2

1
a

x

आकृǓत 11.27
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इसͧलए   PF
1 

  = 

      = 






 


2

22
22)(

a

xa
bcx

             =  (Èयɉͩक b2 = a2 – c2)

    = 

इसी Ĥकार  PF
2 = 

अतः    PF
1
 + PF

2
  =  

 

    ... (3)

इसͧलए, कोई ǒबदं ुजो  
2

2

2

2

b

y

a

x
 = 1, को सतंçुट करता है, वह Ïयाͧमतीय अनबुधंɉ को भी सतंçुट 

करता है और इसͧलए P(x, y) दȣघ[वƣृ पर िèथत है।

इस Ĥकार (2) ओर (3) स ेहमन ेͧसɮध ͩकया ͩक एक दȣघ[वƣृ, िजसका कɅ ġ मलू ǒबदं ुऔर 

दȣघ[ अ¢ x-अ¢ के अनǑुदश है, का समीकरण 
2

2

2

2

b

y

a

x
  = 1 है।

ͪववचेना दȣघ[वƣृ के समीकरण से हम यह Ǔनçकष[ पाते हɇ ͩ क दȣघ[वƣृ पर Ĥ×येक ǒबदं ुP (x, y) के ͧ लए

2

2

2

2

1
b

y

a

x
     1,  अथा[त ् x2   a2, इसͧलए – a   x   a.

अतः दȣघ[वƣृ रेखाओ ंx = – a और x = a के बीच मɅ िèथत है और इन रेखाओ ंको èपश[ भी करता 
है। इसी Ĥकार, दȣघ[वƣृ, रेखाओ ंy = – b और y = b के बीच मɅ इन रेखाओ ंको èपश[ करता हुआ 
िèथत है।  

इसी Ĥकार, हम आकृǓत 11.26 (b) मɅ, दशा[ए गए दȣघ[वƣृ के समीकरण  को 
åय×ुपÛन कर सकत ेहɇ।
इन दो समीकरणɉ को दȣघ[वƣृ के मानक समीकरण कहत ेहɇ।
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ǑटÜपणी   दȣघ[वƣृ के मानक समीकरण मɅ, दȣघ[वƣृ का कɅ ġ, मलू ǒबदं ुपर और दȣघ[ अ¢ व 
लघ ुअ¢ Ǔनदȶशा¢ंɉ पर िèथत है। यहा ँएसेे दȣघ[वƣृɉ का अÚययन, िजनका कɅ ġ कोई अÛय ǒबदं ु
हो सकता है और कɅ ġ स ेगज़ुरन ेवालȣ रेखा, दȣघ[ अ¢ व लघ ुअ¢ हो सकत ेहɇ, इस पèुतक 
कȧ ͪवषय वèत ुस ेबाहर हɇ।

आकृǓत 11.26  से ĤाÜत दȣघ[वƣृ के मानक समीकरण के Ǔनरȣ¢ण स ेहमɅ Ǔनàनांͩ कत Ǔनçकष[ 
ĤाÜत होत ेहɇ।
 1. दȣघ[वƣृ दोनɉ Ǔनदȶशा¢ंɉ के साप¢े समͧमत है Èयɉͩक यǑद दȣघ[वƣृ पर एक ǒबदं ु(x, y) है 
तो ǒबदं ु(– x, y), (x, –y) और (– x, –y) भी दȣघ[वƣृ पर िèथत हɇ।
 2. दȣघ[वƣृ कȧ नाͧभया ँसदैव दȣघ[ अ¢ पर िèथत होती हɇ। दȣघ[ अ¢ को समͧमत रेखा पर 
अÛतः खडं Ǔनकालकर ĤाÜत ͩकया जा सकता है। जसेै ͩक यǑद x2 का हर बड़ा है तो दȣध[ अ¢ 
x-अ¢ के अनǑुदश है और यǑद y2 का हर बड़ा है तो दȣघ[ अ¢ y-अ¢ के अनुǑदश होता है।

11.5.5 नाͧभलबं जीवा (Latus rectum)

पǐरभाषा 6  दȣघ[वƣृ कȧ नाͧभयɉ से जाने वालȣ और दȣघ[ अ¢ पर लबंवत रेखाखडं िजसके अ×ंय 
ǒबदं ुदȣघ[वƣृ पर हɉ, को दȣघ[वƣृ कȧ नाͧभलबं जीवा कहत ेहɇ (आकृǓत 11.28)।

दȣघ[वƣृ   कȧ नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई £ात करना   

माना AF
2
 कȧ लबंाई l  है तब A के Ǔनदȶशाकं (c, l),अथा[त ्(ae, l) है।

Èयɉͩक A, दȣघ[वƣृ , पर िèथत है। इसस ेहमɅ ĤाÜत होता हैः

      
 

   

      
 l2 = b2 (1 – e2)

परंतु  

  

इसͧलए      l2 = , अथा[त ्

Èयɉͩक दȣघ[वƣृ y-अ¢ के सापे¢ समͧमत होता है, 
(Ǔनःसदेंह यह दोनɉ अ¢ɉ के साप¢े समͧमत हɇ) इसͧलए आकृǓत 11.28
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AF
2
 = F

2
B. अतः नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई  है।

उदाहरण 9 दȣघ[वƣृ   के नाͧभयɉ और शीषɟ के Ǔनदȶशाकं, दȣघ[ एव लघ ुअ¢ कȧ 

लबंाइया,ँ उ×कɅ ġता और नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई £ात कȧिजए।

हल Èयɉͩक  का हर,  के हर से बड़ा है, इसͧलए दȣघ[ अ¢ x-अ¢ के अनǑुदश हɇ। Ǒदए गए 

समीकरण कȧ  , स ेतलुना करन ेपर

     a = 5 और b = 3

साथ हȣ    

अतः नाͧभयɉ के Ǔनदȶशाकं  (– 4,0) और (4,0) है, शीषɟ के Ǔनदȶशाकं (– 5, 0) और (5, 0) हɇ। दȣघ[ 

अ¢ कȧ लबंाई 2a = 10 इकाइया,ँ लघ ुअ¢ कȧ लबंाई 2b = 6 इकाइया ँऔर उ×कɅ ġता   और 

नाͧभलबं  है। 

उदाहरण 10 दȣघ[वƣृ 9x2 + 4y2 = 36 के नाͧभयɉ और शीषɟ के Ǔनदȶशाकं, दȣघ[ और लघ ुअ¢ कȧ 
लबंाइया,ँ और उ×कɅ ġता £ात कȧिजए। 

हल Ǒदए गए दȣघ[वƣृ कȧ समीकरण कȧ Ĥमाͨणक समीकरण के Ǿप मɅ ͧलखन ेपर

Èयɉͩक  का हर,  के हर से बड़ा, इसͧलए दȣघ[ अ¢, y-अ¢ के अनǑुदश है । Ǒदए गए 

समीकरण कȧ मानक समीकरण , स ेतलुना करने पर हमɅ ĤाÜत होता है b = 2 और a = 3

और  c =    =  

एव ं   
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अतः नाͧभयɉ के Ǔनदȶशाकं  (0, )  व  (0, – ), हɇ। शीषɟ के Ǔनदȶशाकं (0,3) व (0, –3) हɇ ।  दȣघ[ 

अ¢ कȧ लबंाई 2a = 6 इकाइया ँलघ ुअ¢ कȧ लबंाई 4 इकाइया ँऔर दȣघ[वƣृ कȧ उ×कɅ ġता  है।

उदाहरण 11 उस दȣघ[वƣृ का समीकरण £ात कȧिजए, िजसकȧ नाͧभयɉ के Ǔनदȶशाकं  ( 5, 0) तथा 
शीषɟ के Ǔनदȶशाकं ( 13, 0) हɇ।

हल Èयɉͩक दȣघ[वƣृ का शीष[ x-अ¢ पर िèथत है अतः इसका समीकरण  के अनǾुप 

होगा, जहा ँअध[-दȣघ[ अ¢ कȧ लबंाई a है। हमɅ £ात है, ͩक,  a = 13, c =  5.

अतः  c2 = a2 – b2, के सूğ स ेहमɅ ĤाÜत होता है,  25 = 169 – b2  या  b = 12

अतः दȣघ[वƣृ का समीकरण  है।

उदाहरण 12 उस दȣघ[वƣृ का समीकरण £ात कȧिजए, िजसके दȣघ[ अ¢ कȧ लबंाई 20 है तथा 
नाͧभया ँ(0,  5) हɇ।
हल  Èयɉͩक नाͧभया ँ y-अ¢ पर िèथत हɇ, इसͧलए दȣघ[वƣृ का समीकरण  के 
अनǾुप है। 

Ǒदया है a = अध[ दȣघ[ अ¢ 

और सğू c2 = a2 – b2 स ेĤाÜत होता है,

  52 = 102 – b2  या  b2 = 75

अतः            
 

उदाहरण 13 उस दȣघ[वƣृ का समीकरण £ात कȧिजए, िजसकȧ दȣघ[ अ¢, x-अ¢ के अनǑुदश है और 

(4, 3) तथा (– 1,4) दȣघ[वƣृ पर िèथत हɇ।

हल दȣघ[वƣृ के समीकरण का मानक Ǿप  2

2

2

2

b

y

a

x
  = 1 है। चँूͩक ǒबदं ु(4, 3) तथा (–1, 4) दȣघ[वƣृ 

पर िèथत हɇ। अतः हमɅ ĤाÜत होता है,

                     ... (1)
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और   
   22

161

ba
   = 1          … (2)

समीकरण (1) और (2) को हल करने पर  व  ĤाÜत होता है।
अतः अभीçट समीकरणः  

       
 या 7x2 + 15y2 = 247 है।

Ĥæनावलȣ 11.3

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæनɉ 1 स े9 तक Ĥ×येक दȣघ[वƣृ मɅ नाͧभयɉ और शीषɟ के Ǔनदȶशाकं, दȣघ[ और लघु 
अ¢ कȧ लबंाइया,ँ उ×कɅ ġता तथा नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई £ात कȧिजएः

 1.  2.  3.    

 4.  5.  6. 
400100

22 yx
 = 1

 7. 36x2 + 4y2 = 144 8. 16x2 + y2 = 16 9. 4x2 + 9y2 = 36

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæनɉ 10 स े20 तक Ĥ×येक मɅ, Ǒदए ĤǓतबधंɉ को सतंçुट करत ेहुए दȣघ[वƣृ का 
समीकरण £ात कȧिजएः
 10.  शीषɟ ( 5, 0), नाͧभया ँ ( 4, 0)  

 11.  शीषɟ (0,  13), नाͧभया(ँ0,  5)

 12.  शीषɟ ( 6, 0), नाͧभया ँ( 4, 0)

 13.  दȣघ[ अ¢ के अ×ंय ǒबदं ु( 3, 0), लघ ुअ¢ के अ×ंय ǒबदं ु(0,  2)

 14.  दȣघ[ अ¢ के अ×ंय ǒबदं ु (0,  ),  लघ ुअ¢ के अ×ंय ǒबदं ु( 1, 0)

 15.  दȣघ[ अ¢ कȧ लबंाई 26,  नाͧभया ँ ( 5, 0)

 16.  दȣघ[ अ¢ कȧ लबंाई  16, नाͧभया ँ(0,  6).

 17.  नाͧभया ँ( 3, 0), a = 4

 18.  b = 3,  c = 4, कɅ ġ मलू ǒबदं ुपर, नाͧभया ँx अ¢ पर
 19. कɅ ġ (0,0) पर, दȣघ[-अ¢, y-अ¢ पर और ǒबदंओु ं(3, 2) और (1,6) से जाता है।
 20.  दȣघ[ अ¢, x-अ¢ पर और ǒबदंओु ं(4,3) और (6,2) स ेजाता है।
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11.6  अǓतपरवलय (Hyperbola)

पǐरभाषा 7  एक अǓतपरवलय, तल के उन सभी ǒबदंओु ंका समÍुचय है िजनकȧ तल मɅ दो िèथर 
ǒबदंओु ंस ेदरूȣ का अतंर अचर होता है।

पǐरभाषा मɅ ‘अतंर’ शÞद का Ĥयोग ͩकया गया है िजसका अथ[ है दरू िèथत ǒबदं ुसे दरूȣ 
ऋण  Ǔनकट िèथत ǒबदं ुस ेदरूȣ। दो िèथर ǒबदंओु ंको दȣघ[वƣृ कȧ नाͧभया ँकहत ेहɇ। नाͧभयɉ को 
ͧमलान ेवाले रेखाखडं के मÚय ǒबदं ुको अǓतपरवलय का कɅ ġ कहत ेहɇ। नाͧभयɉ से गज़ुरन ेवालȣ  
रेखा को अनĤुèथ अ¢ (transverse axis) तथा कɅ ġ से गज़ुरन ेवालȣ रेखा और अनुĤèथ अ¢ पर 
लबंवत ्रेखा को सयंÊुमी अ¢ (conjugate axis) कहत ेहɇ। अǓतपरवलय, अनुĤèथ अ¢ को िजन 
ǒबदंओु ंपर काटता है, उÛहɅ अǓतपरवलय के शीष[ (vertices) कहत ेहɇ (आकृǓत 11.29)। 

दोनɉ नाͧभयɉ के बीच कȧ दरूȣ को हम 2c स ेĤदͧश[त करत ेहɇ, दोनɉ शीषɟ के बीच कȧ दरूȣ 

(अनĤुèथ अ¢ कȧ लबंाई) को 2a से Ĥदͧश[त करत ेहɇ और हम राͧश b  को इस Ĥकार पǐरभाͪषत 

करत ेहɇ ͩक b  = 2b को सयंÊुमी अ¢ कȧ लबंाई भी कहत ेहै (आकृǓत11.30)। 
समीकरण (1) कȧ अचर राͧश P

1
F

2
 – P

1
F

1 
 £ात 

करना 
आकृǓत 11.30 मɅ  A तथा B पर ǒबदं ुP को रखने 
पर हमɅ ĤाÜत होता है, 
BF

1
 – BF

2 
=  AF

2
 – AF

1
 (अǓतपरवलय कȧ पǐरभाषा 

के अनसुार)

BA +AF
1
– BF

2 
= AB + BF

2
– AF

1

अथा[त ् AF
1 
=  BF

2

इसͧलए,
  
BF

1
 – BF

2 
=  BA + AF

1
– BF

2
 = BA = 2a

आकृǓत 11.30

आकृǓत 11.29
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11.6.1  उ×कɅ ġता (Eccentricity)

पǐरभाषा 8  दȣघ[वƣृ कȧ तरह हȣ अनपुात e =  को अǓतपरवलय कȧ उ×कɅ ġता कहत ेहɇ। चँूͩक 
c  a, इसͧलए उ×कɅ ġता कभी भी एक स ेकम नहȣ ंहोती है। उ×कɅ ġता के सबंधं मɅ, नाͧभया ँकɅ ġ 
से ae कȧ दरूȣ पर होती है।

11.6.2  अǓतपरवलय का मानक समीकरण (Standard equation of  Hyperbola)  यǑद अǓतपरवलय 
का कɅ ġ मलू ǒबदं ुपर और नाͧभया ँx-अ¢ और y-अ¢ पर िèथत हɉ तो अǓतपरवलय का समीकरण 
सरलतम होता है एेसे दो सभंव ǑदिÈवÛयास आकृǓत 11.31 मɅ दशा[ए गए हɇ।

अब हम आकृǓत 11.31(a) मɅ दशा[ए गए अǓतपǐरवलय, िजसकȧ नाͧभया ँx-अ¢ पर िèथत हɇ 
का समीकरण åय×ुपÛन करɅगे।

मान लȣिजए F
1
 और F

2
 नाͧभया ँहɇ और रेखाखडं F

1
F

2 
का मÚय ǒबदं ुO है। मान लȣिजए O 

मलू ǒबदं ुहै और O स े F
2
 कȧ ओर धना×मक x-अ¢ व O से F

1
 कȧ ओर ऋणा×मक x-अ¢ है। 

माना   O स ेx-अ¢ पर लबं y-अ¢ है। F
1
 के Ǔनदȶशाकं (– c,0) और F

2
 के Ǔनदȶशाकं (c,0) मान लेते 

हɇ (आकृǓत 11.32)। 

आकृǓत 11.31

मान लȣिजए अǓतपरवलय पर कोई ǒबदं ुP(x, y) इस Ĥकार है ͩक P कȧ दरूèथ ǒबदं ुसे व 
Ǔनकटèथ ǒबदं ुस ेदरूȣयɉ का अतंर 2a है इसͧलए, PF

1
 – PF

2
 = 2a 

दरूȣ सğू स ेहम पात ेहɇ 
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या    

दोनɉ प¢ɉ का वग[ करन ेपर, हम ĤाÜत करते हɇ,

(x + c)2 + y2 = 4a2 + 4a   + (x – c)2 + y2जिसे सरल करने पर मिलता है,

    
a

cx
 – a = 

पनुः वग[ करन ेव सरल करन ेपर हमɅ ĤाÜत होता है,

    
   

या         (Èयɉͩक c2 – a2 = b2)

अतः अĤǓतपरवलय पर िèथत कोई ǒबदं ु

 

 
       

 1.     

को सतंçुट करता है। 

ͪवलोमतः माना P(x, y), समीकरण (3) को सतंçुट करता है, 0 < a < c. तब,

  y2
 
 =   b2  

आकृǓत 11.32
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इस Ĥकार PF
1
 = + 

  = +  =  a + x
a

c

इसी Ĥकार PF
2
 = a – x

अǓतपरवलय मɅ c > a और चूँͩक P रेखा x = a, के दाǑहनी ओर है, x > a, और इसͧलए x > a. या 

a –  x  ऋणा×मक हो जाता है। अतः PF
2
 =  x  – a.

इसͧलए   PF
1
 –  PF

2
  = a  +  x  –   +  a = 2a

Úयान दȣिजए, यǑद  P रेखा x = – a, के बाɃ ओर होता तब  PF
1
 ,  PF

2
 = a – . 

उस िèथǓत मɅ PF
2 
– PF

1
 = 2a. इसͧलए कोई ǒबदं ुजो , को सतंçुट करता है तो 

अǓतपरवलय पर िèथत होता है।

इस Ĥकार हमने ͧसɮध ͩकया ͩक एक अǓतपरवलय, िजसका कɅ ġ  (0,0) व अनĤुèथ अ¢, x-अ¢ 

के अनǑुदश है, का समीकरण है .

ǑटÜपणी  एक अǓतपरवलय िजसमɅ  a = b हो, समकोणीय अǓतपरवलय (rectangular hyperbola) 
कहलाता है।

ͪववचेना  अǓतपरवलय के समीकरण से हम यह Ǔनçकष[ पात ेहɇ ͩक अǓतपरवलय पर Ĥ×येक ǒबदं ु

(x, y) के ͧलए,   1.

अथा[त ् 
a

x
  1, अथा[त ्x  – a  या x  a.   इसͧलए, वĐ का भाग रेखाओ ंx = + a और x = – a,के बीच 

मɅ िèथत नहȣ ंहै (अथवा सयंÊुमी अ¢ पर वाèतͪवक अतंःखडं नहȣं होत ेहɇ)।
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इसी Ĥकार, आकृǓत 11.31 (b) मɅ, हम अǓतपरवलय का समीकरण = 1 åय×ुपÛन कर

सकते हɇ।    
इन दो समीकरणɉ को अǓतपरवलय का मानक समीकरण कहत ेहɇ।

ǑटÜपणी  अǓतपरवलय के मानक समीकरण मɅ, अǓतपरवलय का कɅ ġ, मलू ǒबदं ुपर और 
अनĤुèथ अ¢ व सयंÊुमी अ¢ Ǔनदȶशा¢ंो पर िèथत हɇ। तथाͪप यहा ँएसेे भी अǓतपरवलय होते 
हɇ िजनमɅ कोई दो लबंवत ्रेखाए ँअनĤुèथ अ¢ व सयंÊुमी अ¢ होते हɇ परंत ुएेसी िèथǓतयɉ 
का अÚययन उÍच क¢ाओ ंमɅ हɇ।

आकृǓत 11.29, स ेĤाÜत अǓतपरवलयɉ के मानक समीकरण के Ǔनरȣ¢ण स ेहमɅ Ǔनàनͧलͨखत 
Ǔनçकष[ ĤाÜत होत ेहɇः
 1. अǓतपरवलय, दोनɉ Ǔनदȶशा¢ंɉ के साप¢े समͧमत हɇ Èयɉͩक यǑद अǓतपरवलय पर एक 

ǒबदं ु(x, y) है तो ǒबदं ु(– x, y), (x, – y) और (– x, – y) भी अǓतपरवलय पर िèथत हɇ।
 2. अǓतपरवलय कȧ नाͧभया ँसदैव अनĤुèथ अ¢ पर िèथत होती हɇ। यह सदैव एक धना×मक 

पद है िजसका हर अनĤुèथ अ¢ देता है। उदाहरणतः  का अनĤुèथ अ¢, 
  

  x-अ¢ के अनǑुदश है और इसकȧ लबंाई 6 है जबͩक    का अनĤुèथ अ¢, 
y-अ¢ के अनǑुदश है और इसकȧ लबंाई 10 है।

11.6.3 नाͧभलबं जीवा (Latus rectum)  

पǐरभाषा 9  अǓतपरवलय कȧ नाͧभयɉ से जान ेवालȣ और अनĤुèथ अ¢ पर लबंवत ्रेखाखडं िजसके 
अ×ंय ǒबदं ुअǓतपरवलय पर हɉ, को अǓतपरवलय कȧ नाͧभलबं जीवा कहत ेहɇ।
दȣघ[वƣृɉ कȧ भाǓँत, यह दशा[ना सरल है ͩक अǓतपरवलय कȧ नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई है।

उदाहरण 14 Ǔनàनͧलͨखत अǓतपरवलयɉ के शीषɟ और नाͧभयɉ के Ǔनदȶशाकंɉ, उ×कɅ ġता और नाͧभलबं 
जीवा कȧ लबंाई £ात कȧिजए।

  (i)  (ii) y2 – 16x2 = 16

हल  (i) Ǒदए गए समीकरण  का मानक समीकरण

स ेतलुना करन ेपर, हम पात ेहɇ ͩक
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a = 3, b = 4 और c =  

अतः नाͧभयɉ के Ǔनदȶशाकं ( 5, 0) हɇ और शीषɟ के Ǔनदȶशाकं ( 3, 0) हɇ।

उ×कɅ ġता  e = 

नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई 

(ii) Ǒदये गए समीकरण के दोनɉ प¢ɉ को 16 स ेभाग करन ेपर हमɅ ĤाÜत होता है, 

मानक समीकरण  , से तलुना करन ेपर हम पात ेहɇ ͩक

a = 4,  b = 1और  

अतः नाͧभयɉ के Ǔनदȶशाकं (0,   ) हɇ और शीषɟ के Ǔनदȶशाकं (0,  4) हɇ।

उ×कɅ ġता    

नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई .

उदाहरण 15   नाͧभया ँ(0,  3) और शीषɟ (0, 
 

) वाल ेअǓतपरवलय का समीकरण £ात कȧिजए।

हल  Èयाेंͩ क नाͧभया ँy-अ¢ पर हɇ, इसͧलए अǓतपरवलय का समीकरण  के Ǿप मɅ है।

Èयाेंͩ क शीष[  (0,     ), इसͧलए   a =  

और नाͧभया ँ (0,  3); c = 3  और b2 = c2 – a2 =  .

इसͧलए, अǓतपरवलय का समीकरण है

      = 1, अथा[त ्100 y2
 
 –  44 x2 = 275.
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उदाहरण 16 उस अǓतपरवलय का समीकरण £ात कȧिजए िजसकȧ नाͧभया ँ (0, 12) और नाͧभलबं 

जीवा कȧ लबंाई 36 है।

हल  Èयाेंͩ क नाͧभया ँ(0,  12), है इसͧलए c = 12. 

नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई = , b2 = 18a

इसͧलए 
  
c2 = a2 + b2;  से

    144 = a2 + 18a

अथा[त ्  a2 + 18a – 144 = 0,

    a = – 24, 6.

Èयɉͩक a ऋणा×मक नहȣं हो सकता है, इसͧलए हम  a = 6 लेत ेहɇ और b2 = 108.

अतः अभीçट अǓतपरवलय का समीकरण 

है, अथा[त ्3y2 – x2 = 108 

Ĥæनावलȣ 11.4

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 1 स े6 तक Ĥ×येक मɅ, अǓतपरवलयɉ के शीषɟ, नाͧभयɉ के Ǔनदȶशाकं, उ×कɅ ġता 
और नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई £ात कȧिजएः

 1.   2.   3. 9y2 – 4x2 = 36

 4. 16x2 – 9y2 = 576 5. 5y2 – 9x2 = 36 6. 49y2 – 16x2 = 784.

Ǔनàनͧलͨखत Ĥæन 7 स े15 तक Ĥ×येक मɅ, Ǒदए गए ĤǓतबधंɉ को सतुंçट करत ेहुए अǓतपरवलय 
का समीकरण £ात कȧिजएः

 7.  शीष[ ( 2, 0),  नाͧभया ँ( 3, 0) 8. शीष[  (0,   5),   नाͧभया ँ (0,  8)

 9.  शीष[  (0,   3),  नाͧभया ँ (0,  5) 

 10.   नाͧभया ँ( 5, 0), अनĤुèथ अ¢ कȧ लबंाई 8 है।

  11.   नाͧभया ँ (0, 13), सयंÊुमी अ¢ कȧ लबंाई 24 है।
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 12.  नाͧभया ँ ( 3 , 0), नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई 8 है।

 13.   नाͧभया ँ( 4, 0), नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई 12 है।

 14.   शीष[  ( 7,0),  e =  
3

4 .

 15.   नाͧभया ँ (0,  ), हɇ तथा (2,3) स ेहोकर जाता है।

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 17  एक परवलयाकार परावत[क कȧ नाͧ भ, इसके शीष[ कɅ ġ स े5 सेमी कȧ दरूȣ पर है जसैा ͩक आकृǓत 
11.33 मɅ दशा[या गया है। यǑद परावत[क 45 सेमी गहरा है, तो आकृǓत 11.33 मɅ दरूȣ AB £ात कȧिजए
(आकृǓत 11.33)।

हल   Èयɉͩक नाͧभ कȧ कɅ ġ शीष[ स ेदरूȣ 5 सेमी है, हम a 

= 5 सेमी पात ेहɇ। यǑद शीष[ मूल ǒबदं ुऔर दप[ण कȧ अ¢, 
x-अ¢ के धन भाग के अनǑुदश हो तो परवलयाकार पǐरÍछेद 
का समीकरण
 y2 = 4 (5) x = 20 x है।
यǑद x = 45 तो हम पात ेहɇ
 y2 = 900

इसͧलए y = 30

अतः AB = 2y = 2 × 30 = 60 सेमी

उदाहरण 18 एक दंड के ͧसरे, 12 मीटर दरू रख ेआधारɉ पर 
Ǒटके हɇ। चूँͩक दंड का भार कɅ ġ पर कɅ Ǒġत होने स ेदंड मɅ 
कɅ ġ पर 3 सेमी का झुकाव आ जाता है और झकुा हुआ दंड एक परवलयाकार है। कɅ ġ स ेͩकतनी 
दरूȣ पर झकुाव 1 सेमी है?

हल  मान लȣिजए शीष[ Ǔनàनतम ǒबदं ुपर और अ¢ उÚवा[धर है। माना Ǔनदȶशा¢ं, आकृǓत 11.34 
के अनसुार दशा[ए गए हɇ।

परवलय का समीकरण x2 = 4ay जसैा है। चूँͩक यह , स ेगज़ुरता है इसͧलए हमɅ 

  (6)2 = 4a , अथा[त ् a =  = 300 मी ĤाÜत है।

आकृǓत 11.33
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अब दंड मɅ झकुाव AB, मी है। B के Ǔनदȶशाकं (x, ) हɇ।

इसͧलए   x2 = 4 × 300 ×  = 24

  x =  =  मी

उदाहरण 19 15 सेमी लबंी एक छड़ AB दोनɉ Ǔनदȶशा¢ंɉ के बीच मɅ इस Ĥकार रखी गई है ͩक 
उसका एक ͧसरा A, x-अ¢ पर और दसूरा ͧसरा B, y-अ¢ पर रहता है छड़ पर एक ǒबदं ुP(x, 

y) इस Ĥकार ͧलया गया है ͩक AP = 6 समेी हɇ Ǒदखाइए ͩक P का ǒबदंपुथ एक दȣघ[वƣृ है।

हल  मान लȣिजए  छड़ AB, OX के साथ  कोण बनाती है जसैा ͩक आकृǓत 11.35 मɅ Ǒदखाया 
गया है। AB पर ǒबदं ुP(x, y) इस Ĥकार है ͩक AP = 6 सेमी है।
Èयɉͩक AB = 15 समेी,  इसͧलए
  PB = 9 सेमी
P स ेPQ और PR Đमशः y-अ¢ और x-अ¢ पर लबं डाͧलए।

    PBR से, cos  = 

   PRA से, sin  = 

Èयɉͩक  cos2  + sin2  = 1

अतः   

आकृǓत  11.34

आकृǓत  11.35
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या    

अतः P का ǒबदंपुथ एक दȣघ[वƣृ है। 

अÚयाय 11 पर आधाǐरत ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. यǑद एक परवलयाकार परावत[क का åयास 20 सेमी और गहराई 5 समेी है। नाͧभ £ात कȧिजए।
 2. एक महेराब परवलय के आकार का है और इसका अ¢ ऊÚवा[धर है। मेहराव 10 मीटर ऊँचा 

है और आधार मɅ 5 मीटर चौड़ा है यह, परवलय के दो मीटर कȧ दरूȣ पर शीष[ से ͩकतना 
चौड़ा होगा?

 3. एक सव[सम भारȣ झलूते पलु कȧ केǒबल (cable)परवलय के Ǿप मɅ लटकȧ हुई है। सड़क पथ जो 
¢Ǔैतज है 100 मीटर लबंा है तथा केǒबल स ेजड़ु ेऊÚवा[धर तारɉ पर Ǒटका हुआ है, िजसमɅ 
सबसे लबंा तार 30 मीटर और सबसे छोटा तार 6 मीटर है। मÚय स े18 मीटर दरू सड़क 
पथ से जड़ु ेसमथ[क (supporting) तार कȧ लबंाई £ात कȧिजए। 

 4. एक महेराव अध[-दȣघ[वƣृाकार Ǿप का है। यह 8 मीटर चौड़ा और कɅ ġ से 2 मीटर ऊँचा है। एक 
ͧसरे स े1.5 मीटर दरू ǒबदं ुपर मेहराव कȧ ऊँचाई £ात कȧिजए।

 5. एक 12 सेमी लबंी छड़ इस Ĥकार चलती है ͩ क इसके ͧ सरे Ǔनदȶशा¢ंो को èपश[ करत ेहɇ। छड़ 
के ǒबदं ुP का ǒबदंपुथ £ात कȧिजए जो x-अ¢ के सपंक[  वाले ͧसरे स े3 समेी दरू है।

 6. ǒğभजु का ¢ğेफल £ात कȧिजए जो परवलय x2 = 12y के शीष[ को इसकȧ नाͧभलबं जीवा के 
ͧसरɉ को ͧमलाने वालȣ रेखाओ ंस ेबना है।  

 7. एक åयिÈत दौड़पथ पर दौड़त ेहुए ेअंͩ कत करता है ͩक उससे दो झडंा चौͩकयɉ कȧ दǐूरयɉ 
का योग सदैव 10 मीटर रहता है। और झडंा चौͩकयɉ के बीच कȧ दरूȣ 8 मीटर है। åयिÈत 
ɮवारा बनाए पथ का समीकरण £ात कȧिजए।

 8. परवलय y2 = 4 ax, के अतंग[त एक समबाहु ǒğभजु है िजसका एक शीष[ परवलय का शीष[ है। 
ǒğभजु कȧ भजुा कȧ लबंाई £ात कȧिजए।

साराशं

इस अÚयाय मɅ Ǔनàनͧलͨखत सकंãपनाओ ंएव ंåयापकताओ ंका अÚययन ͩकया है।
 एक वƣृ, तल के उन ǒबदंओु ंका समुÍचय है जो तल के एक िèथर ǒबदं ुस ेसमान दरूȣ 

पर होत ेहɇ।
 कɅ ġ (h, k) तथा ǒğÏया r के वƣृ का समीकरण (x – h)2 + (y – k)2 = r2 है।
 एक परवलय तल के उन सभी ǒबदंओु ंका समÍुचय है जो एक Ǔनिæचत सरल रेखा 

और तल के एक Ǔनिæचत ǒबदं ुस ेसमान दरूȣ पर हɇ।
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 नाͧभ (a, 0), a > 0 और Ǔनयता x = – a वाल ेपरवलय का समीकरण y2 = 4ax है।
 परवलय कȧ नाͧभ स ेजाने वालȣ और परवलय के अ¢ के लबंवत रेखाखडं िजसके अ×ंय 

ǒबदं ुपरवलय पर हɉ, को परवलय कȧ नाͧभलबं जीवा कहत ेहɇ।
 परवलय y2 = 4ax के नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई 4a है।
 एक दȣघ[वƣृ तल के उन ǒबदंओु ंका समÍुचय है िजनकȧ तल मɅ दो िèथर ǒबदंओु ंसे 

दरूȣ का योग अचर होता है।

 x-अ¢ पर नाͧभ वाले दȣघ[वƣृ का समीकरण   है।

 दȣघ[वƣृ कȧ ͩकसी भी नाͧभ से जान ेवालȣ और दȣघ[ अ¢ पर लबंवत रेखाखडं, िजसके 
अ×ंय ǒबदं ुदȣघ[वƣृ पर हɉ, को दȣघ[वƣृ कȧ नाͧभलबं जीवा कहत ेहɇ।

 दȣघ[वƣृ   के नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई  है।

 दȣघ[वƣृ कȧ उ×कɅ ġता, दȣघवृ[ƣ के कɅ ġ स े नाͧभ और कɅ ġ से शीष[ कȧ दǐूरयɉ का 
अनपुात है।

 एक अǓतपरवलय तल के उन सभी ǒबदंओु ंका समÍुचय है िजनकȧ तल मɅ दो िèथर 
ǒबदंओु ंस ेदरूȣ का अतंर अचर होता है।

 x-अ¢ पर नाͧभ वाले अǓतपरवलय का समीकरण है।

 अǓतपǐरवलय कȧ ͩकसी भी नाͧभ से जान ेवालȣ और अनĤुèथ पर लबंवत रेखाखडं 
िजसके अ×ंय ǒबदं ुअǓतपरवलय पर हɉ, को अǓतपरवलय कȧ नाͧभलबं जीवा कहत ेहɇ।

 अǓतपरवलय  के नाͧभलबं जीवा कȧ लबंाई है।

 अǓतपरवलय कȧ उ×कɅ ġता, अǓतपरवलय के कɅ ġ स ेनाͧभ और कɅ ġ स ेशीष[ कȧ दǐूरयɉ 
का अनपुात है।
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एेǓतहाͧसक पçृठभूͧ म

ÏयाͧमǓत गͨणत कȧ सबसे Ĥाचीन शाखाअɅ मɅ से एक है। यनूान के ÏयाͧमǓतͪवदɉ ने अनके वĐɉ 
के गणुधमɟ का अÛवषेण ͩकया िजनकȧ सɮैधाǓंतक और åयावहाǐरक महƣा है। Euclid ने लगभग 
300 ई.प.ू ÏयाͧमǓत पर अपना भाçय ͧलखा। वह सव[Ĥथम åयिÈत थ ेिजÛहोनɅ भौǓतक ͬचतंन 
ɮवारा सुझाए गए Ǔनिæचत अͧभĒहȣǓतयɉ के आधार पर Ïयाͧमतीय ͬचğɉ  को सगंǑठत ͩकया। 
Ïयाͧ मǓत, िजसका Ĥारंभ भारǓतयɉ और यनूाǓनयɉ न ेͩकया, उसके अÚययन मɅ उÛहɉने बीजगͨणत कȧ 
ͪवͬधयɉ के अनुĤयोग को आवæयक नहȣ ंबताया। ÏयाͧमǓत ͪवषय कȧ एकȧकरण पहँुच जो 
Euclid, न ेǑदया तथा जो सãुवसूğɉ से ĤाÜत थी इ×याǑद न ेदȣ, लगभग 1300 वषɟ तक 
चलती रहȣ ं200 ई. पू. मɅ Apollonius न ेएक पèुतक, ‘The Conic’ ͧ लखी जो अनके मह×वपूण[ 
अÛवषेणɉ के साथ शकुं पǐरÍछेदɉ के बारे मɅ थी और 18 शतािÞदयɉ तक बजेोड़ रहȣ।

Rene Descartes (1596-1650 A.D.) के नाम पर आधǓुनक वæेलेͪषक ÏयाͧमǓत को कातȸय 
(Cartesian) कहा जाता है िजसकȧ साथ[कता La Geometry नाम स े1637 ई. मɅ Ĥकाͧशत हुई। 
परंत ुवæैलेͪषक ÏयाͧमǓत के मलूभतू ͧसɮधातं और ͪवͬधयɉ को पहले हȣ Peirre de Farmat 

(1601-1665 ई.) ने अÛवेͪ षत कर ͧलया था। दभुा[Êयवश, Fermates का ͪवषय पर भाçय, Ad 

Locus Planos et So LIDOS Isagoge - ‘Introduction to Plane and Solid Loci’  केवल उनकȧ 
म×ृय ुके बाद 1679 ई. मɅ Ĥकाͧशत हुआ था। इसͧलए Descartes कȧ वैæलेͪषक ÏयाͧमǓत 
को अɮͪवतीय अÛवषेक का Įेय ͧमला।

 Isaac Barrow  ने कातȸय ͪवͬधयɉ के Ĥयोग को Ǔतरèकृत ͩकया। Ûयटून ने वĐɉ के 
समीकरण £ात करने के ͧलए अ£ात गणुाकंो कȧ ͪवͬध का Ĥयोग ͩकया। उÛहɉन ेअनेक 
Ĥकार के Ǔनदȶशाकंɉ, Ģुवीय (Polar) और ɮͪवĢुवीय (bipolar) का Ĥयोग ͩकया।  

Leibnitz न े‘भजु’ (abcissa), ‘कोǑट’ (ordinate) और Ǔनदȶशाकं पदɉ (Coordinate), का 
Ĥयोग  ͩकया। L.Hospital (लगभग 1700 ई.) ने वæैलेͪ षक ÏयाͧमǓत पर एक मह×वपूण[ 
पाɫय पèुतक ͧलखी।

Clairaut (1729 ई.) न ेसव[Ĥथम दरूȣ सूğ को Ǒदया। यɮयͪप यह शɮुध Ǿप मेे ंथा 
उÛहɉने रैͨखक समीकरण का अतंःखडं Ǿप भी Ǒदया। Cramer (1750 ई.) ने औपचाǐरक Ǿप 
से दो Ǔनदȶशा¢ɉ को Ĥयोग करके वƣृ का समीकरण (y – a)2 + (b – x)2 = r Ǒदया। उÛहɉन ेउस 
समय मɅ वæैलेͪषक ÏयाͧमǓत का सवȾƣम Ĥèतुतीकरण Ǒदया। Monge (1781ई.) ने आधǓुनक 
ǒबदं ुĤवणता के Ǿप मɅ रेखा का समीकरण Ǔनàन Ĥकार से Ǒदया। 

y – y = a (x – x)

तथा दो रेखाओ ंके लबंवत होन ेका ĤǓतबधं  aa + 1 = 0 Ǒदया।
S.F. Lacroix  (1765-1843 ई.) Ĥͧसɮध पाɫय पुèतक लेखक थ,े लेͩकन उनका वæैलेͪषक 
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ÏयाͧमǓत मɅ योगदान कहȣं कहȣं ͧमलता है। उÛहɉने रेखा के समीकरण का दो ǒबदं ुǾप 

और (, ) से y = ax + b पर लबं कȧ लबंाई  बताया। उÛहोनɅ दो रेखाओ ंके 

मÚयèथ कोण का सğू tan    भी Ǒदया। यह वाèतव मɅ आæचय[जनक है ͩक 

वæैलेͪषक ÏयाͧमǓत के अÛवषेण के बाद इन मलूभतू आवæयक सूğɉ को £ात करने के ͧलए 

150 वषɟ स ेअͬधक इंतज़ार करना पड़ा। 1818 ई. मɅ C. Lame, एक ͧसͪवल इजंीǓनयर, न े

दो ǒबदंपुथɉ E = 0 और E= 0 के ĤǓतÍछेद ǒबदं ुसे जान ेवाले वĐ mE + mE = 0 को बताया। 

ͪव£ान एव ंगͨणत दोनɉ मɅ अनके मह×वपूण[ अÛवषेण शकुं पǐरÍछेदɉ स ेसबंंͬ धत हɇ। 

यनूाǓनयɉ ͪ वशषेकर Archimedes (287–212 ई.प.ू) और Apollonius (200 ई.प.ू) ने शकुं पǐरÍछेदɉ 

का अÚययन ͩकया। आजकल ये वĐ मह×वपूण[ उपĐम हɇ, िजससे बाéय अतंǐर¢ और 

परमाण ुकणɉ के åयवहार से सबंंͬ धत अÛवषेणɉ के ɮवारा अनके रहèयɉ का उɮघाटन हुआ है।

——


