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Mathematics is both the queen and the hand-maiden of 
all sciences – E.T. BELL

12.1 भूͧमका (Introduction)

हम जानते हɇ, ͩक ͩकसी तल मɅ िèथत एक ǒबदं ुकȧ िèथǓत 
Ǔनधा[रण के ͧ लए हमɅ उस तल मɅ दो परèपर लबं एव ंĤǓतÍछेǑदत 
रेखाओ ंसे लांǒबक दǐूरयɉ कȧ आवæयकता होती है। इन रेखाओ ं
को Ǔनदȶशां¢ और उन दो लाǒंबक दǐूरयɉ को अ¢ोें के साप¢े 
उस ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं (coordinate)  कहते हɇ। वाèतͪवक जीवन 
मɅ हमारा केवल एक तल मɅ िèथत ǒबदंओुं से हȣ सबंधं नहȣं रह 
जाता है। उदाहरणतः अतंǐर¢ मɅ फɅ के गए एक गɅद कȧ ͪवͧभÛन 
समय मɅ िèथǓत अथवा एक èथान से दसूरे èथान तक जाने के 
दौरान वायुयान कȧ एक ͪवͧशçट समय मɅ िèथǓत आǑद, को भी जान
ने कȧ आवæयकता प\ड़ती है।

इसी Ĥकार एक कमरे कȧ छत से लटकते हुए एक ͪवɮयुत 
बãब कȧ Ǔनचलȣ नोक अथवा छत के पंखे कȧ नोक कȧ िèथǓत 
का Ǔनधा[रण करने के ͧ लए हमɅ उन ǒबदंओुं कȧ दो परèपर लबं दȣवारɉ से दǐूरयाँ माğ हȣ पया[Üत 
नहȣं है बिãक उस ǒबदं ुकȧ, कमरे के फश[ से ऊँचाई, कȧ भी आवæयकता प\ड़ती है। अतः हमɅ 
केवल दो नहȣं बिãक तीन परèपर लाǒंबक तलɉ से लंबवत ्दǐूरयɉ को ǓनǾͪपत करने के ͧलए 
तीन सÉंयाओं कȧ आवæयकता होती है, जो ǒबदं ुकȧ दो परèपर लबं दȣवारɉ से दǐूरयाँ, तथा उस 
कमरे के फश[ से ऊँचाई को åयÈत करती हɇ। कमरे कȧ परèपर लंब दȣवारɉ तथा उस ¢ैǓतज 
का फश[ तीन परèपर ĤǓतÍछेǑदत करने वाले तल हɇ। इन परèपर ĤǓतÍछेǑदत करने वाले तलɉ 
से लबं दǐूरयɉ को åयÈत करने वालȣ तीन सÉंयाए ँउस ǒबदं ुके तीन Ǔनदȶशाकं तलɉ के सापे¢ 
Ǔनदȶशाकं कहलाते हɇ। इस Ĥकार अंतǐर¢ (space) मɅ िèथत एक ǒबदं ुके तीन Ǔनदȶशाकं होते हɇ। 
इस अÚयाय मɅ हम ǒğͪवमीय अतंǐर¢ मɅ ÏयाͧमǓत कȧ मूलभतू सकंãपनाओ ंका अÚययन करɅगे।

Leonhard Euler
 (1707-1783 A.D.)

ǒğͪवमीय ÏयाͧमǓत का पǐरचय
(Introduction to Three Dimensional Geometry)

अÚयाय
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12.2  ǒğͪवमीय अतंǐर¢ मɅ Ǔनदȶशां¢ और Ǔनदȶशांक-तल (Coordinate Axes and Coordinate 
Planes in Three Dimensional Space)
ǒबदं ुO पर ĤǓतÍछेǑदत करने वाले तीन परèपर लंब 
तलɉ कȧ कãपना कȧिजए (आकृǓत 12.1)। ये तीनɉ 
तल रेखाओ ंX'OX, Y'OY और Z'OZ पर ĤǓतÍछेǑदत 
करते हɇ िजÛहɅ Đमशः  x-अ¢, y-अ¢ और z-अ¢ 
कहत ेहɇ। हम èपçटतः देखते हɇ ͩक ये तीनɉ रेखाएँ 
परèपर लबं हɇ। इÛहɅ हम समकोͨणक Ǔनदȶशाकं Ǔनकाय 
कहत े हɇ। XOY, YOZ और ZOX, तलɉ को Đमशः 
XY-तल, YZ-तल, तथा ZX-तल, कहते हɇ। ये तीनɉ 
तल Ǔनदȶशांक तल कहलाते हɇ।

हम कागज के तल को XOY तल लेत े हɇ। 
और Z'OZ रेखा को तल XOY पर लंबवत लेते हɇ। 
यǑद कागज के तल को ¢ैǓतजतः रखɅ तो Z'OZ 
रेखा ऊÚवा[रतः होती है। XY-तल से OZ कȧ Ǒदशा 
मɅ ऊपर कȧ ओर नापी गई दǐूरयाँ धना×मक और OZ' कȧ Ǒदशा मɅ नीच ेकȧ ओर नापी गई 
दǐूरयाँ ऋणा×मक होती हɇ। ठȤक उसी Ĥकार ZX-तल के दाǑहने OY Ǒदशा मɅ नापी गई दǐूरयाँ 
धना×मक और ZX तल के बाएँ OY' कȧ Ǒदशा मɅ नापी गई दǐूरयाँ ऋणा×मक होती हɇ। YZ-
तल के सàमुख OX Ǒदशा मɅ नापी गई दǐूरयाँ धना×मक तथा इसके पीछे OX' कȧ Ǒदशा मɅ 
नापी गई दǐूरयाँ ऋणा×मक होती हɇ। ǒबदं ुO को Ǔनदȶशाकं Ǔनकाय का मूल ǒबदं ुकहत ेहɇ। तीन 
Ǔनदȶशाकं तल अतंǐर¢ को आठ भागɉ मɅ बांटते हɇ, इन अçटाशɉ के नाम XOYZ, X'OYZ, 
X'OY'Z, XOY'Z, XOYZ', X'OY'Z', X'OY'Z' और XOY'Z' हɇ। और िजÛहɅ Đमशः I, II, III, ...., 
VIII ɮवारा Ĥदͧश[त करते हɇ।

12.3  अंतǐर¢ मɅ एक ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं (Coordinates of a Point in Space)

अंतǐर¢ मɅ Ǔनिæचत Ǔनदȶशां¢ɉ, Ǔनदȶशांक तलɉ और मूल ǒबदं ुसǑहत Ǔनदȶशा¢ं Ǔनकाय के चयन 
के पæचात ् ्Ǒदए ǒबदं ुके तीन Ǔनदȶशाकं (x , y, z) को £ात करने कȧ ͪवͬध तथा ͪवलोमतः तीन 
संÉयाओं के ǒğǑदक (Triplet) Ǒदए जाने पर अतंǐर¢ मɅ 
संगत ǒबदं ु(x, y, z) के Ǔनधा[रण करने कȧ ͪवͬध कȧ अब 
हम ͪवèतार से åयाÉया करते हɇ। 

अंतǐर¢ मɅ Ǒदए गए ǒबदं ुP से XY-तल पर PM लंब 
खींचते हɇ िजसका पाद M है (आकृǓत 12.2)। तब M से 
x–अ¢ पर ML लंब खींͬ चए, जो उससे L पर ͧमलता 
है। मान लȣिजए OL=x, LM = y और PM = z तब (x,
y, z) ǒबदं ु P के Ǔनदȶशांक कहलाते हɇ। इसमɅ x,y, z 

को Đमशः ǒबदं ु P के x-Ǔनदȶशांक, y-Ǔनदȶशांक, तथा 
z-Ǔनदȶशांक कहते हɇ। आकृǓत 12.2 मɅ हम देखते हɇ ͩक ǒबदं ु

आकृǓत  12.1

आकृǓत 12.2
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P(x,y, z) अçटाशं XOYZ मɅ िèथत है, अतः x,y  और z सभी धना×मक हɇ।

यǑद P ͩकसी अÛय अçटाशं मɅ हो तो x, yऔर z के ͬचéन तदनुसार पǐरवǓत[त हो जाते हɇ। इस 

Ĥकार अतंǐर¢ मɅ िèथत ͩ कसी ǒबदं ुP कȧ संगतता 

वाèतͪवक सÉंयाओं के Đͧमत ǒğǑदक (x,y, z) से 

ͩकया जाता है।

ͪवलोमतः, ͩकसी ǒğǑदक (x, y, z) के 

Ǒदए जाने पर हम xके संगत x-अ¢ पर ǒबदं ु

L Ǔनधा[ǐरत करते हɇ। पुनःXY-तल मɅ ǒबदं ु M 

Ǔनधा[ǐरत करते हɇ, जहा ँइसके Ǔनदȶशांक (x, y) हɇ। 

Úयान दȣिजए ͩक LM या तो x-अ¢ पर लंब है 

अथवा y-अ¢ के समातंर है। ǒबदं ुM पर पहँुचने के पæचात ् ्हम XY-तल पर MP लंब खीचंते 

हɇ, इसपर ǒबदं ुP को z के संगत Ǔनधा[रण करत ेहɇ। इस Ĥकार Ǔनधा[ǐरत ǒबदं ुP के Ǔनदȶशांक 

(x,y, z) हɇ। अतः अतंǐर¢ मɅ िèथत ǒबदंओुं कȧ वाèतͪवक संÉयाओं के Đͧमत ǒğǑदक 

(x,y, z) स ेसदैव एकेक-संगतता रखत ेहɇ। 

ͪवकãपतः, अतंǐर¢ मɅ िèथत ǒबदं ुP से हम Ǔनदȶशाकं तलɉ के समांतर तीन तल खीचंते 
हɇ, जो x-अ¢, y-अ¢ और z-अ¢ को Đमशः A, B तथा C ǒबदंओुं पर ĤǓतÍछेǑदत करते हɇ 
(आकृǓत 12.3)। यǑद OA=x, OB=y तथा OC=z हो तो ǒबदं ुP के Ǔनदȶशाकं x,y  और z होते 
हɇ और इसे हम P(x,y, z,) के Ǿप मɅ ͧलखते हɇ। ͪवलोमतः x,y और z के Ǒदए जाने पर हम 
Ǔनदȶशा¢ंɉ पर ǒबदं ुA, B तथा C Ǔनधा[ǐरत करते हɇ। ǒबदं ुA, B तथा C से हम Đमशः YZ-तल, 
ZX-तल तथा XY-तल के समांतर तीन तल खीचंते हɇ। इन तीनɉ तलɉ को ADPF, BDPE तथा 
CEPF का ĤǓतÍछेदन ǒबदं ुèपçटतः P है, जो Đͧमत-ǒğǑदक (x,y z) के संगत है।

हम देखते हɇ ͩक यǑद अंतǐर¢ मɅ कोई ǒबदं ुP (x, y, z) है, तो YZ, ZX तथा XY तलɉ स ेलबंवत ्

दǐूरयाँ Đमशः x, y तथा z हɇ।

ǑटÜपणी  ǒबदं ु Oௗके Ǔनदȶशांक (0, 0, 0) हɇ। x-अ¢ पर िèथत ͩकसी ǒबदं ु के Ǔनदȶशांक 

(x, 0, 0) और YZ तल मɅ िèथत ͩकसी ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं (0, y, z) होते हɇ।

ǑटÜपणी  एक ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकंɉ के ͬ चéन उस अçटाशं को Ǔनधा[ǐरत करते हɇ िजसमɅ ǒबदं ुिèथत 

होता है। Ǔनàनͧलͨखत सारणी आठɉ अçटाशंɉ मɅ Ǔनदȶशाकंɉ के ͬचéन दशा[ती है।

आकृǓत 12.3
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सारणी 12.1

उदाहरण 1 आकृǓत 12.3 मɅ, यǑद P के Ǔनदȶशाकं (2, 4, 5) हɇ तो F के Ǔनदȶशांक £ात कȧिजए।
हल  ǒबदं ुF के ͧलए OY के अनुǑदश नापी गयी दरूȣ शूÛय है। अतः F के Ǔनदȶशांक (2, 0, 5) हɇ।
उदाहरण 2 वे अçटाशं £ात कȧिजए िजसमɅ ǒबदं ु(-3, 1, 2) और (-3, 1, -2) िèथत हɇ।
हल सारणी 12.1 से, ǒबदं ु(-3, 1, 2) दसूरे अçटाशं मɅ तथा ǒबदं ु(-3, 1, -2) छठे अçटांश मɅ 
िèथत हɇ।

Ĥæनावलȣ 12.1 

 1. एक ǒबदं ुx–अ¢ पर िèथत है। इसके y-Ǔनदȶशाकं तथा z-Ǔनदȶशाकं Èया हɇ?

 2. एक ǒबदं ुXZ–तल मɅ है। इसके y-Ǔनदȶशाकं के बारे मɅ आप Èया कह सकते हɇ?

 3. उन अçटाशंɉ के नाम बताइए, िजनमɅ Ǔनàनͧलͨखत ǒबदं ुिèथत हɇ।

  (1, 2, 3), (4, –2, 3), (4, –2, –5), (4, 2, –5), (– 4, 2, –5), (– 4, 2, 5), (–3, –1, 6) (–2, – 4, –7)

 4. ǐरÈत èथान कȧ पूǓत [ कȧिजएः

 (i) x-अ¢ और y-अ¢ दोनɉ एक साथ ͧमल कर एक तल बनाते हɇ, उस तल को   

_______ कहते हɇ।

 (ii) XY-तल मɅ एक ǒबदं ुके Ǔनदȶशांक _______ Ǿप के होते हɇ।

 (iii) Ǔनदȶशांक तल अतंǐर¢ को _______ अçटाशं मɅ ͪवभािजत करते हɇ।

12.4 दो ǒबदंओुं के बीच कȧ दरूȣ (Distance between Two Points)

ɮͪवͪवमीय Ǔनदȶशांक Ǔनकाय मɅ हमने दो ǒबदंओुं के बीच कȧ दरूȣ का अÚययन कर चुके हɇ। 

आइए अब हम अपने अÚययन का ͪवèतार ǒğͪवमीय Ǔनकाय के ͧलए करते हɇ।

मान लȣिजए, समकोͨणक अ¢ OX, OY तथा OZ के सापे¢ दो ǒबदं ुP(x
1
, y

1
, z

1
) तथा 

Q (x
2
, y

2
, z

2
) हɇ। 

   I II III IV V VI VII VIII

 x + – – + + – – +

 y + + – – + + – –

 z + + + + – – – –

अçट
ांश

Ǔनदȶश
ांक
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P तथा Q ǒबदंओुं से Ǔनदȶशांक तलɉ के 

समांतर तल खींͬ चए,िजससे हमɅ एेसा घनाभ 
ͧमलता है िजसका ͪवकण[ PQ है (देͨखए 
आकृǓत 12.4)

Èयɉͩक PAQ एक समकोण है अतः
PAQ मɅ,

PQ2 = PA2 + AQ2  ... (1)

 पुनः Èयɉͩक ANQ = एक समकोण, 
इसͧलए ANQ मɅ,
 AQ2 = AN2 + NQ2  ... (2)

 (1) और (2) स ेहमɅ ĤाÜत होता है, ͩक
PQ2 = PA2 + AN2 + NQ2

अब,   PA = y
2
 – y

1
, AN = x

2
 – x

1
 और NQ = z

2 
– z

1

इस Ĥकार, PQ2 = (x
2
 – x

1
)2 + (y

2
 – y

1
)2 + (z

2
 – z

1
)2

अतः PQ = 

यह दो ǒबदंओुं P(x
1
, y

1
, z

1
) और Q(x

2
, y

2
, z

2
) के बीच कȧ दरूȣ PQ के ͧलए सूğ है।

ͪवशेषतः यǑद x
1
 = y

1
 = z

1
 = 0, अथा[त ्ǒबदं ुP, मूल ǒबदं ुO हो तो 

 OQ = , 

िजससे हमɅ मूल ǒबदं ुOௗऔर ͩकसी ǒबदं ुQௗ(x
2
, y

2
, z

2
) के बीच कȧ दरूȣ ĤाÜत होती है।

उदाहरण 3 ǒबदंओुं P (1, -3, 4) और Q (-4, 1, 2) के बीच कȧ दरूȣ £ात कȧिजए।

हल  PQ ǒबदंओुं P (1,–3, 4) और Q (– 4, 1, 2) के बीच कȧ दरूȣ है।

 PQ  = 

  =   

  =    इकाई

आकृǓत 12.4

0

0
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उदाहरण 4 दशा[इए ͩक P (–2, 3, 5), Q (1, 2, 3) और R (7, 0, –1) सरेंख हɇ।

हल  हम जानते हɇ ͩक संरेख ǒबदं,ु एक हȣ रेखा पर िèथत होते हɇ।

यहा ँ PQ = 

 QR = 

और  PR = 

इस Ĥकार PQ + QR = PR

अतः ǒबदं ुP, Q और R संरेख हɇ। 

उदाहरण 5 Èया ǒबदं ुA (3, 6, 9), B (10, 20, 30) और C (25, – 41, 5) एक समकोण ǒğभुज के 
शीष[ हɇ?

हल दरूȣ-सूğ से हमɅ ĤाÜत होता है ͩक
 AB2 = (10 – 3)2 + (20 – 6)2 + (30 – 9)2

 = 49 + 196 + 441 = 686

 BC2 = (25 – 10)2 + (– 41 – 20)2 + (5 – 30)2

 = 225 + 3721 + 625 = 4571

 CA2 = (3 – 25)2 + (6 + 41)2 + (9 – 5)2

 = 484 + 2209 + 16 = 2709

हम पाते हɇ ͩक CA2 + AB2  BC2

अतः ABC एक समकोण ǒğभुज नहȣं है।

उदाहरण 6 दो ǒबदंओुं A तथा B के Ǔनदȶशाकं Đमशः (3, 4, 5) और (-1, 3, -7) हɇ। गǓतशील 
ǒबदं ुP के पथ का समीकरण £ात कȧिजए, जबͩक PA2 + PB2 = 2k2. 

हल माना गǓतशील ǒबदं ुP के Ǔनदȶशाकं (x, y, z) हɇ।
अब PA2  = (x – 3)2 + (y – 4)2 + ( z – 5)2

 PB2  = (x + 1)2 + (y – 3)2 + (z + 7)2

Ǒदए गए ĤǓतबÛध के अनुसार, PA2 + PB2 = 2k2, हमɅ ĤाÜत होता हैः
 (x – 3)2 + (y – 4)2 + (z – 5)2 + (x + 1)2 + (y

 
– 3)2 + (z + 7)2 = 2k2

या 2x2 + 2y2 + 2z2 – 4x – 14y + 4z = 2k2 – 109.
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Ĥæनावलȣ 12.2

 1. Ǔनàनͧलͨखत ǒबदं-ुयुÊमɉ के बीच कȧ दरूȣ £ात कȧिजएः 
 (i) (2, 3, 5) और (4, 3, 1) (ii) (–3, 7, 2) और (2, 4, –1)

 (iii) (–1, 3, – 4) और (1, –3, 4) (iv) (2, –1, 3) और (–2, 1, 3)

 2. दशा[इए ͩक ǒबदं ु(-2, 3, 5) (1, 2, 3) और (7, 0, -1) सरेंख हɇ।
 3. Ǔनàनͧलͨखत को स×याͪपत कȧिजएः 
 (i) (0, 7, –10), (1, 6, – 6) और (4, 9, – 6) एक समɮͪवबाहु ǒğभुज के शीष[ हɇ।

 (ii) (0, 7, 10), (–1, 6, 6) और (– 4, 9, 6) एक समकोण ǒğभुज के शीष[ हɇ।

 (iii) (–1, 2, 1), (1, –2, 5), (4, –7, 8) और (2, –3, 

4) एक समातंर चतुभु[ज के शीष[ हɇ।

 4. एेसे ǒबदंुओं के समुÍचय का समीकरण 
£ात कȧिजए जो ǒबदंु (1, 2, 3) और 
(3, 2, -1) से समदरूèथ हɇ।

 5. ǒबदंुओं Pௗसे बने समुÍचय का समीकरण £ात 
कȧिजए िजनकȧ ǒबदंओुं  A (4, 0, 0) और B 
(-4, 0, 0) से दǐूरयɉ का योगफल 10 है।

12.5  ͪवभाजन सूğ (Section Formula)

èमरण कȧिजए ɮͪवͪवमीय ÏयाͧमǓत मɅ हमने सीखा 
है ͩ क ͩ कस Ĥकार समकोͨणक कातȸय Ǔनकाय मɅ एक 
रेखा खडं को Ǒदए अनुपात मɅ अतंः ͪवभािजत करने वाले ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं £ात करते हɇ। अब 
हम इस संकãपना का ͪवèतार ǒğͪवमीय ÏयाͧमǓत के ͧलए करत ेहɇ।

मान लȣिजए अतंǐर¢ मɅ दो ǒबदं ुP(x
1
, y

1
, z

1
) व Q (x

2
, y

2
, z

2
) हɇ। माना R (x, y, z) रेखा 

खंड PQ को m : n अनुपात मɅ अंतः ͪवभािजत करता है। XY-तल पर PL, QM और RN लंब 
खींͬचए। èपçटतः PL 11 QM 11 RN हɇ तथा इन तीन लबंɉ के पाद XY–तल मɅ िèथत हɇ ǒबदं ु
L, M और N  उस रेखा पर िèथत हɇ जो उस तल और XY-तल के ĤǓतÍछेदन से बनती है। 
ǒबदं ुR  से रेखा LM के समांतर रेखा ST खींͬचए। ST रेखा खीचंे गए लंब के तल मɅ िèथत 
है तथा रेखा LP (ͪवèताǐरत) को S और MQ को T पर ĤǓतÍछेǑदत करती है। जसैा आकृǓत 
12.5 मɅ Ĥदͧश[त है।

आकृǓत 12.5
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èपçटतः चतु[भुज LNRS और NMTR समांतर चतु[भुज हɇ। ǒğभजुɉ PSR और QTR èपçटतः 

समǾप हɇ। इसͧलए

  = 
1

2

PR SP SL PL NR–PL

QR QT QM TM QM–NR

z z

z z


   

 

इस Ĥकार   z = 

ठȤक इसी Ĥकार XZ-तल और YZ-तल पर लंब खीचंने पर हमɅ ĤाÜत होता है,

nm

nxmx
x

nm

nymy
y








 1212 and  और 

अतः ǒबदं ुR जो ǒबदं ुP (x
1
, y

1
, z

1
) और Q (x

2
, y

2
, z

2
) को ͧमलाने वाले रेखा खंड को 

m : n के अनपुात मɅ अतंः ͪवभािजत करता है, के Ǔनदȶशाकं हɇ,


















nm

nzmz

nm

nymy

nm

nxmx 121212 ,,

यǑद ǒबदं ुR, रेखा खंड PQ को m : n अनुपात मɅ बाéय ͪवभािजत करता हो तो इसके 

Ǔनदȶशाकं उपयु[Èत सूğ मɅ n को -n से ͪवèथाͪपत करके ĤाÜत ͩकए जाते हɇ। इस Ĥकार R के 

Ǔनदȶशाकं हɉगɅ,

















nm

nzmz

nm

nymy

nm

nxmx 121212 ,,

िèथǓत 1 मÚय-ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं यǑद R, रेखाखंड PQ का मÚय-ǒबदं ुहै तो m : n = 1:1 रखने पर 

x = = और z =

ये P (x
1
, y

1
, z

1
) और Q (x

2
, y

2
, z

2
) को ͧमलाने वालȣ रेखा खडं के मÚय-ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं हɇ।

िèथǓत 2 रेखा खंड PQ को k : 1 के अनुपात मɅ अतंः ͪ वभािजत करने वाले ǒबदं ुR के Ǔनदȶशांक 

 रखन ेपर ĤाÜत ͩकए जा सकते हɇः


















k

zkz

k

yky

k

xxk

1
,

1
,

1
121212

यह पǐरणाम Ĥायः दो ǒबदंओुं को ͧमलाने वालȣ रेखा पर åयापक ǒबदं ुसबंधंी Ĥæनɉ के हल 
करन ेमɅ ĤयुÈत होता है।
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उदाहरण 7 ǒबदंओुं (1, -2, 3) और (3, 4, -5) को ͧमलाने से बने रेखा खडं को अनुपात 2ः3 
मɅ (i) अतंः (ii) बाéय ͪवभािजत करने वाले ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए।

हल (i) मान लȣिजए P (x, y, z), A (1, –2, 3) और B(3, 4, –5) को ͧमलाने वाले रेखा खंड को 
अंतः 2ः3 मɅ ͪवभÈत करता है। 
इसͧलए, , , और 

अतः अभीçट ǒबदं ु  है।

 (ii) मान लȣिजए P (x, y, z), A (1, –2, 3) और B(3, 4, –5) को ͧमलाने वाले रेखा खंड को 
बाéय अनुपात 2 : 3 मɅ बाéय ͪवभÈत करता है। 

इसͧलए, ,3
)3(2

)1)(3()3(2





x  14
)3(2

)2)(3()4(2





y

और   
19

)3(2

)3)(3()5(2





z
     

अतः अभीçट ǒबदं ु(–3, –14, 19). है।

उदाहरण 8 ͪवभाजन सूğ का Ĥयोग करके ͧसɮध कȧिजए ͩक ǒबदं ु(-4, 6, 10),  (2, 4, 6) और 
(14, 0, –2) संरेख हɇ।

हल मान लȣिजए A (– 4, 6, 10), B (2, 4, 6) और C(14, 0, – 2) Ǒदए गए ǒबदं ुहɇ। मान लȣिजए 
ǒबदं ुP, AB को k : 1 मɅ ͪवभािजत करता है। तो P के Ǔनदȶशांक हɇः

आइये अब हम जाचँ करɅ ͩक k के ͩकसी मान के ͧलए ǒबदं ुP, ǒबदं ुC के संपाती हɇ।

   रखने पर ĤाÜत होता है 

जब   हो तो 
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और   

इसͧलए C (14, 0, –2) वह ǒबदं ुहै जो AB को 3 : 2 अनुपात मɅ बाéय ͪवभÈत करता है और 
वहȣ P है। अतः A, B व C संरेख है।

उदाहरण 9 ǒğभुज िजसके शीष[ (x
1
, y

1
, z

1
), (x

2
, y

2
, z

2
) तथा (x

3
, y

3
, z

3
) हɇ। इसके कɅ ġक 

(Centroid) के Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए।

हल मान लȣिजए ABC एक ǒğभुज है िजसके शीष[ A, B, C के Ǔनदȶशाकं Đमशः (x
1
, y

1
, z

1
), 

(x
2
, y

2
, z

2
) तथा (x

3
, y

3
, z

3
), हɇ।

मान लȣिजए BC का मÚय-ǒबदं ुD है। इसͧलए D के Ǔनदेशांक हɇः

माना ǒğभुज का कɅ ġक G है जो मिÚयका AD को अतं 2 : 1 मɅ ͪवभाजन करता है। इसͧलए 
G  के Ǔनदȶशाकं हɇः

या  

उदाहरण 10 ǒबदंओुं (4, 8, 10) और (6, 10, -8) को ͧमलाने वाले रेखा खंड, YZ-तल ɮवारा 
िजस अनुपात मɅ ͪवभÈत होता है, उसे £ात कȧिजए।

हल मान लȣिजए YZ-तल ǒबदं ुP(x, y, z) पर, A (4, 8, 10) और B (6, 10, –8)  को ͧमलाने वाला 
रेखा खंड को k :1 मɅ ͪवभÈत करता है। तो ǒबदं ुP के Ǔनदȶशाकं हɇ;

Èयɉͩक P, YZ-तल पर िèथत है इसͧलए इसका x-Ǔनदȶशाकं शूÛय है। 
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अतः  

या  
इसͧलए  YZ-तल  AB को 2 : 3 के अनुपात मɅ बाéय ͪवभािजत करता है।

Ĥæनावलȣ 12.3

 1. ǒबदंओुं (-2, 3, 5) और (1, -4, 6) को ͧमलाने से बने रेखा खडं को अनुपात  (i) 2ः3 मɅ 
अंतः (ii) 2ः 3 मɅ बाéयतः ͪवभािजत करन ेवाले ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए।

 2. Ǒदया गया है ͩक ǒबदं ुP(3, 2, -4), Q(5, 4, -6) और R(9, 8, -10) सरेंख हɇ। वह अनुपात 
£ात कȧिजए िजसमɅ Q, PR को ͪवभािजत करता है।

 3. ǒबदंओुं (-2, 4, 7) और (3, -5, 8) को ͧमलाने वालȣ रेखा खंड, YZ-तल ɮवारा िजस 
अनुपात मɅ ͪवभÈत होता है, उसे £ात कȧिजए।

 4. ͪवभाजन सूğ का Ĥयोग करके Ǒदखाइए ͩक ǒबदं ुA(2, -3, 4), B(-1, 2, 1) तथा 

 सरेंख हɇ।

5. P(4, 2, -6) और Q(10, -16, 6) के ͧमलाने वालȣ रेखा खंड PQ को सम ǒğ-भािजत करने 
वाले ǒबदंओुं के Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए।

ͪवͪवध उदाहरण

उदाहरण 11 दशा[इए ͩक ǒबदं ुA (1, 2, 3), B (–1, –2, –1), C (2, 3, 2) और D (4, 7, 6) एक 
समांतर चतुभु[ज के शीष[ हɇ परंतु यह एक आयत नहȣं है।
हल यह दशा[ने के ͧलए ͩक ABCD एक समातंर चतुभु[ज है, हमɅ सàमुख भुजाओं को समान 
Ǒदखाने कȧ आवæयकता है।
 AB =  = = 6

 BC =  =  = 

 CD =  = 

 DA =  = 

Èयɉͩक AB = CD और BC = AD, इसͧलए ABCD एक समातंर चतुभु[ज है।
अब यह ͧसɮध करने के ͧलए ͩक ABCD आयत नहȣं है, हमɅ Ǒदखाना है ͩक इसके ͪवकण[  
AC और BD समान नहȣं हɇ, हम पाते हɇ ः
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 AC =  

 BD = .

Èयɉͩक AC  BD । अतः ABCD एक आयत नहȣं है।
ǑटÜपणी  ͪवकण[ AC तथा BD परèपर समɮͪवभािजत करते हɇ, के गुण का Ĥयोग करके 
भी ABCD को समातंर चतुभु[ज ͧसɮध ͩकया जा सकता है।

उदाहरण 12 ǒबदं ुP से बने समुÍचय का समीकरण £ात कȧिजए जो इस Ĥकार चलता है ͩक 
उसकȧ ǒबदंओु ंA(3, 4, -5) व B(-2, 1, 4) से दरूȣ समान है।
हल कोई ǒबदं ुP (x, y, z) इस Ĥकार है ͩक PA = PB

 अतः  

या  

या  10 + 6y – 18z – 29 = 0.

उदाहरण 13 एक ǒğभुज ABC का कɅ ġक (1, 1, 1) है। यǑद A और B के Ǔनदȶशांक Đमशः 
(3, –5, 7) व (–1, 7, –6) हɇ। ǒबदं ुC के Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए।
हल माना C के Ǔनदȶशांक (x, y, z) है और कɅ ġक Gௗके Ǔनदȶशांक (1, 1, 1) Ǒदए हɇ।

इसͧलए , या x = 1 

   ,  या y = 1 

 
  , या  z = 2.    

अतः C के Ǔनदȶशाकं (1, 1, 2) हɇ।
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अÚयाय 12 पर ͪवͪवध Ĥæनावलȣ

 1. समातंर चतभुु[ज के तीन शीष[ A(3, -1, 2) B(1, 2, -4) व C(-1, 1, 2) है। चौथ ेशीष[ 
D के Ǔनदȶशांक £ात कȧिजए।

 2. एक ǒğभुज ABC के शीषɟ के Ǔनदȶशांक Đमशः A(0, 0, 6) B(0, 4, 0) तथा 
C(6, 0, 0) हɇ। ǒğभुज कȧ मािÚयकाओ ंकȧ लबंाई £ात कȧिजए।

 3. यǑद ǒğभुज PQR का कɅ ġक मूल ǒबदं ुहै और शीष[ P(2a, 2, 6), Q(-4, 3b -10) और R(8, 
14, 2c) हɇ तो a, b और c का मान £ात कȧिजए।

 4. y-अ¢ पर उस ǒबदं ु के Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए िजसकȧ ǒबदं ु P(3, -2, 5) से दरूȣ 
5  है।

 5. P(2, -3, 4) और Q(8, 0, 10) को ͧमलाने वालȣ रेखाखडं पर िèथत एक ǒबदं ुR का 
x-Ǔनदȶशांक 4 है। ǒबदं ुR के Ǔनदȶशाकं £ात कȧिजए।

(संकेत मान लȣिजए R, PQ को k : 1 मɅ ͪवभािजत करता है। ǒबदं ुR के Ǔनदȶशाकं 

  हɇ।)

 6. यǑद ǒबदं ुA और B Đमशः (3, 4, 5) तथा (-1, 3, -7) हɇ। चर ǒबदं ुP ɮवारा Ǔनͧम[त 
समुÍचय से संबͬधत समीकरण £ात कȧिजए, जहाँ PA2 + PB2 = k2 जहाँ k अचर है।

सारांश

 ǒğͪवमीय ÏयाͧमǓत के समकोͨणक कातȸय Ǔनदȶशाकं Ǔनकाय मɅ Ǔनदȶशां¢ तीन परèपर 
लंबवत ्रेखाएँ होती हɇ।

 Ǔनदȶशा¢ंɉ के युÊम, तीन तल Ǔनधा[ǐरत करते हɇ िजÛहɅ Ǔनदȶशां¢ तल XY-तल, YZ-
तल व ZX-तल कहते हɇ।

 तीन Ǔनदȶशा¢ं तल अतंǐर¢ को आठ भागɉ मɅ बाँटते हɇ िजÛहɅ अçटांश कहत ेहɇ। 
 ǒğͪवमीय ÏयाͧमǓत मɅ ͩकसी ǒबदं ुP के Ǔनदȶशाकंɉ को सदैव एक ǒğǑदक (x, y, z) के 

Ǿप मɅ ͧलखा जाता है। यहा ँx, YZ-तल से, y, ZX तल से व z, XY तल से दरूȣ है।
 (i) x-अ¢ पर ͩकसी ǒबदं ुके Ǔनदȶशांक (x, 0, 0) हɇ।
 (ii) y-अ¢ पर ͩकसी ǒबदं ुके Ǔनदȶशांक (0, y, 0) हɇ।
 (iii) z-अ¢ पर ͩकसी ǒबदं ुके Ǔनदȶशाकं (0, 0, z) हɇ।
 दो ǒबदंओु ं P(x

1
, y

1
, z

1
) तथा Q (x

2
, y

2
, z

2
) के बीच का दरूȣ सूğ हैः
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 दो ǒबदंओुं P (x
1
 y

1
 z

1
) तथा Q (x

2
, y

2
, z

2
) को ͧमलाने वाले रेखा खंड को m : n अनुपात 

मɅ अतंः और बाéयः ͪवभािजत करने वाले ǒबदं ुR के Ǔनदȶशाकं Đमशः 
 

  हɇ।

 दो ǒबदंओुं P(x
1
, y

1
, z

1
) और Q(x

2
, y

2
, z

2
) को ͧमलाने वाले रेखा खंड PQ के मÚय-ǒबदं ु

के Ǔनदȶशाकं हɇः 
    

 एक ǒğभजु िजसके शीषɟ के Ǔनदȶशाकं (x
1
, y

1
, z

1
),  (x

2
, y

2
, z

2
) और (x

3
, y

3
, z

3
) हɇ, के 

कɅ ġक के Ǔनदȶशाकं हैः 

 .

एेǓतहाͧसक पçृठभूͧम

1637 ई॰ मɅ वæैलेͪषक ÏयाͧमǓत के जनक Rene' Descartes (1596—1650 A.D.) ने तलȣय 
ÏयाͧमǓत के ¢ेğ मɅ उãलेखनीय काय[ ͩकया, इनके सहआͪवçकारक Piarre Fermat 

(1601—1665 A.D.) और La Hire (1640—1718 A.D.) ने भी इस ¢ेğ मɅ काय[ ͩकया। 
यɮयͪप इन लोगɉ के कायɟ मɅ ǒğͪवमीय ÏयाͧमǓत के सबंधं मɅ सुझाव है, परंतु ͪवशद 
ͪववेचन नहȣं है। Descartes को ǒğͪवमीय अतंǐर¢ मɅ ǒबदं ुके Ǔनदȶशांको के ͪवषय मɅ 
जानकारȣ थी परंतु उÛहɉने इसे ͪवकͧसत नहȣं ͩकया।

1715 ई॰ मɅ J. Bernoulli (1667—1748 A.D.) ने Leibnitz को ͧलखे पğ मɅ तीन 
Ǔनदȶशांक तलɉ का पǐरचय उãलेͨखत है िजस ेहम आज Ĥयोग कर रहे हɇ।

सव[Ĥथम सन 1700 ई॰ मɅ ĥɅ च एेकेडमी को Ĥèतुत ͩकए गए Antoinne Parent 

(1666—1716 A.D.) के लेख मɅ वैæलेͪषक ठोस ÏयाͧमǓत के ͪवषय मɅ ͪवèततृ ͪववचेन है।
L. Euler, (1707—1783 A.D.) ने सन ्1748 मɅ Ĥकाͧशत अपनी पुèतक ‘ÏयाͧमǓत 

का पǐरचय’ के दसूरे खडं के पǐरͧशçट के 5वɅ अÚयाय मɅ ǒğͪवमीय Ǔनदȶशांक ÏयाͧमǓत 
का सुåयविèथत एवं Đमबɮध वण[न Ĥèतुत ͩकया।

उÛनीसवीं शताÞदȣ के मÚय के बाद हȣ ÏयाͧमǓत का तीन से अͬधक आयामɉ 
मɅ ͪवèतार ͩकया गया, िजसका सवȾƣम Ĥयोग Einstein के सापे¢वाद के ͧसɮधांत मɅ 
èथान-समय अनुĐमण (Space-Time Continuum) मɅ ġçटåय है।

——


