
“ஆர்க்கிமிடிஸ், நியூட்டன், காஸ் ப�ான்்ற பேன்்ேப�ற்ற 
கணிதவியலாளர்கள், பகாட�ாடு ேறறும் �யன்�ாடுகள்

இரண்டி்ையும் எபப�ாதும் சே அளவில் இ்ைதபத பசயல்�ட்டைர்“
- ப�லிக்ஸ் க்்ளன்

1.1 அறிமுகம் (Introduction)
	 	அன்றாட	உலகியல்	பிரச்சனைகளின	கணிதவியல்	மறாதிரிகள்,	நேரியியல்	
்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்புகளறாக	 உருவறாகின்ை.	 இவறன்த்	 தீரப்்தறகு	
அணிகள்	 இனறியனமயறாததறாகவும்	 தவிர்கக	 முடியறாதனவகளறாகவும்	
அனமகின்ை.	 கணித	 நமனதகள்	 கறாஸ்,	 ந�றாரடன,	 நகய்லி	 மறறும்	
ஹறாமில்டன	 ந்றான்வரகள்	 நேரியல்	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்பிறகறாை	
தீரவுகனள	ஆய்வு	த்சய்வதறகறாக	அணிநகறாட்்றாடுகனள	உருவறா்ககிைறாரகள்.	
	 இப்்றாடப்்குதியில்	 அணிகள்	 மறறும்	 அணி்கநகறானவகனளப்	
்யன்டுத்தி	நேரியியல்	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பிறகறாை	தீரவுகனள்க	கறாண	
சில	முன்களில்	குறிப்்றாக	(i)		 நேரமறாறு	 அணிகறாணல்	 முன்,	 
(ii) கிநரமரின	 விதி,	  (iii) கறாஸ்ஸியன	 நீ்ககல்	 முன்	 (iv) தர	 முன்	
ஆகிய	 ேறானகு	முன்கனளப்	 ்றறி	 ்யில	இரு்ககிந்றாம்.	 இம்முன்கனள	
அறிந்து	 தகறாள்வதறகு	 முன	 பினவருவைவறன்	 அறிமுகப்்டுத்த	
உள்நளறாம்	 : (i) அபூசசியமற்	 நகறானவ	 அணியின	 நேரமறாறு,	 

(ii) ஓர	 அணியின	 தரம்,	 	 (iii) அணியின	 நினர	 மறறும்	 நிரலு்ககுரிய	
ததறாட்ககநினல	 உருமறாற்ஙகள்	 மறறும்	 (iv) நேரிய	 ்சமன்றாட்டுத்	
ததறாகுப்பிறகுரிய	 ஒருஙகனமவுத்தனனம	 ்றறியும்	 அறிந்து	 தகறாள்ள	
உள்நளறாம்.

 கற்றலின் ந�ோககஙகள்

இப்்றாடப்்குதினய	நின்வறாக	கற்பின	பினவருவைவறன்	மறாணவரகள்	அறிந்திருப்்ர
	●	 நேரியச	்சமன்றாடுகனளத்	தீரப்்தறகுரிய	வழிமுன்	த்சய்து	கறாட்டுதல்
  -	 ஒரு	்சதுர	அணியின	ந்சரப்பு
  -	 பூசசியமற்	நகறானவ	அணியின	நேரமறாறு
  -	 ததறாட்ககநினல	நினர	மறறும்	நிரல்	த்சயலிகள்
  -	 ஏறு்டி	வடிவம்
  -	 ஓர	அணியின	தரம்
	●	 நினர	த்சயலிகள்	மூலம்	ஒரு	பூசசியமற்	நகறானவ	அணி்ககு	நேரமறாறு	அணி	
		 கறாணுதல்
	●	 நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்புகனள	தீரப்்தறகறாை	நுட்்ஙகனள	எடுத்து்ககறாட்டுதல்
  -	 நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன்
  -	 கிரறாமரின	விதி
  -	 கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்
	●	 நேரிய	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பின	ஒருஙகனமவு	தனனமனய	ஆரறாய்தல்

	 ●	 ்சமப்்டித்தறாை	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பின	தவளிப்்னடயற்	தீரவுகனள	ஆரறாய்தல்

கார்ல் பரீடரிச் காஸ்
(1777-1855)  

த�ரமறானிய,	கணித
மறறும்	

இயறபியல்	நமனத
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2XII - கணிதவியல்

1.2 பூச்சியமற்ற நகோவை அணியின் ந�ரமோறு
        (Inverse of a Non-Singular Square Matrix)
 ஒரு	 ்சதுர	 அணியின	 அணி்கநகறானவ	 மதிப்பு	 பூசசியதமனில்	 அவவணியினை	 பூசசிய	 நகறானவ	
அணி	எனறும்	மறறும்	ஒரு	்சதுர	அணி்கநகறானவயின	மதிப்பு	பூசசியமற்ததனில்,	அவவணியினை	
அபூசசியமற்	 நகறானவ	 அணி	 எனறும்	 அனைப்ந்றாம்	 என்னத	 நினைவுகூறுநவறாம்.	 	 அணிகளின	
தின்சயிலி	த்ரு்ககம்,	ஒர	அணினய	மறத்றாரு	அணியறால்	த்ரு்ககுதல்	மறறும்	அணிகளின	கூடுதல்	
்றறி	முனந்	்டித்துள்நளறாம்.	ஆைறால்	ஒர	அணினய	மறத்றாரு	அணியறால்	வகுப்்தறகறாை	விதினய	
உருவறா்கக	இயலறாது.	ஏதைனில்	அணியறாைது	எணகளறால்	உருவறாை	ஓர	அனமப்பு	மறறும்	அணி்ககு	
எண	மதிப்பு	கினடயறாது.	A  என்	அணியின	வரின்ச	n 	எனில்	அவவணியறாைது		n  நினரகளும்	மறறும்	
n  நிரல்களும்	உனடய	அணியறாக்க	கருதுநவறாம்.

 x ¹ 0 	 என்	 தமய்தயணணிறகு	 	 y
x

=







1 	 என்	 ஒரு	 தமய்தயணனண	 xy yx= =1 	 என்வறாறு	

கறாணலறாம்.		 y ஆைது	 x -ன	நேரமறாறு	(அல்லது	 x -ன	தனலகீழி)	எை	அனை்ககப்்டும்.	இநதந்றானறு		
A  என்	ஓர	அணி்ககு	 B  என்	அணி	 AB BA I= = ,  எனுமறாறு	B	 கறாண	வினைகிந்றாம்.	இஙகு	 I  
என்து	அலகு	அணியறாகும்.	 இப்்குதியில்	 பூசசியமற்	 நகறானவ	உனடய	 ்சதுர	அணி்ககு	 நேரமறாறு	
வனரயறுத்து	அப்பூசசியமற்	அணி்கநகறானவ	அணி்ககு	ஒநர	ஒரு	நேரமறாறு	தறான	உணடு	எை	நிரூபி்கக	
உள்நளறாம்.	 நமலும்	 நேரமறாறு	 அணிகளின	 ்ணபுகள்	 ்றறியும்	 ்யில	 உள்நளறாம்.	 இவறன்ப்	
்டிப்்தறகு	ஒரு	்சதுர	அணியின	ந்சரப்பு	அணி	நதனவப்்டுகி்து.	

1.2.1 ஒரு சதுர அணியின் நசரப்பு அணி (Adjoint of a Square Matrix)
 ஒரு	 ்சதுர	 அணியின	 ந்சரப்பு	 அணி	 வனரயறுப்்தறகு	 முன	 ஒரு	 ்சதுர	 அணியில்	 உள்ள	
உறுப்புகளு்ககும்	அதன	இனண்ககறாரணி	உறுப்புகளு்ககும்	உள்ள	்ணன்	நினைவு	கூறுநவறாம்.		 A  

என்	்சதுர	அணியின	வரின்ச	 n 	எனக.	இவவணியின	அணி்கநகறானவனய	 A 	அல்லது	det( )A எனறு	

குறிப்பிடுநவறாம்.	 A. -இல்	 i வது	நின்யும்	 j வது	நிரலும்	்சந்தி்ககும்	இடத்தில்	உள்ள	உறுப்பு	 aij  எனக.			 

i வது	 நினரயும்	 j வது	 நிரலும்	 நீ்கக்க	 கினடப்்து	 ( )n −1 	 வரின்சயுனடய	 ஒரு	 உ்	 அணியறாகும்.	 இந்த	 
உ்அணியின	 அணி்கநகறானவ	 மதிப்்றாைது	 aij -ன சிற்றணிக்பகா்ையறாகும்.	 இனத	 Mij  
எை்ககுறிப்பிடுநவறாம்.	Mij 	மறறும்	 ( )− +1 i j  -ன	த்ரு்ககற்லன	 aij -ன	இனண்ககறாரணியறாகும்.	இனத	

Aij 	எனறு	குறிப்பிடுநவறாம்.	இவவறா்றாக	aij -ன் இ்ைக்காரணி A Mij
i j

ij== −− ++( ) .1

 ஒரு	 ்சதுர	 அணியிலுள்ள	 உறுப்புகனளயும்	 அவறறின	 	 இனணகறாரணி	 உறுப்புகனளயும்		
இனண்ககும்	ஒரு	மு்ககிய	்ண்றாைது,	அவவணியின	அணி்கநகறானவயில்	ஏநதனும்	ஒரு	நினரயின	
உறுப்புகள்	 மறறும்	 அவறறின	 ஒத்த	 இனண்க	 கறாரணிகளின	 த்ரு்ககற்லனின	 கூடுதலறாைது	
அவவணி்கநகறானவயின	 மதிப்பிறகுச	 ்சமமறாகும்.	 நமலும்	 ஏநதனும்	 ஒரு	 நினரயின	 உறுப்புகள்	
மறறும்	நவந்நதனும்	நினர	உறுப்புகளின	ஒத்த	இனண்ககறாரணிகளின	த்ரு்ககற்லனின	கூடுதல்	
பூசசியமறாகும்.		அதறாவது,

a A a A a A
A i j

i ji j i j in jn1 1 2 2 0
++ ++ ++ ==

==
≠≠







   ,  
      ,  

இஙகு	 A  என்து	ஒரு	்சதுர	அணியின	அணி்கநகறானவ	மதிப்்றாகும்.	 	இனத	 A -ன	அணி்கநகறானவ	

எை	 அனைப்ந்றாம்.	 	 A 	 என்து	 ஒரு	 தமய்தயண.	 இது	 குன்மதிப்்றாகவும்	 இரு்ககலறாம்.	

எடுத்து்ககறாட்டறாக.		
2 1 1
1 1 1
2 2 1

2 1 2 1 1 2 1 2 2 2 1 0 1= − − − + − = − + + = −( ) ( ) ( ) .
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3 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

ைவரயவ்ற 1.1
 A 	 என்து	 n 	 வரின்சயுனடய	ஒரு	 ்சதுர	அணி	எனக.	 A -ல்	உள்ள	ஒவதவறாரு	 	 aijனயயும்	

அதறதகறாத்த	 இனண்ககறாரணி	 Aijஆல்	 மறாற்்க	 கினடப்்து	 A -ன	 இனண்ககறாரணி	 அணி	 எை	
வனரயறு்ககப்்டுகி்து.			 A -ன	இனண்ககறாரணி	அணியின	நினர	நிரல்	மறாறறு	அணி A-ன	ந்சரப்பு	

அணி	எை	வனரயறு்ககப்்டுகி்து.	இனத	adj A 	எை்ககுறிப்பிடுநவறாம்.

குறிப்பு

 இஙகு	adj A 	என்துn  வரின்சயுனடய	ஒரு	்சதுர	அணி	மறறும்	adj A A Mij

T i j
ij

T
==   == −− 

++( ) .1
 மூனறு	வரின்ச	 உனடய	ஒரு	்சதுர	அணி	 Aயின	ந்சரப்பு	அணியறாைது,

             adj A
M M M
M M M
M M M

A AT

==
++ −− ++
−− ++ −−
++ −− ++

















==
11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 112 13

21 22 23

31 32 33

11 21 31

12 22 32

13

A
A A A
A A A

A A A
A A A
A A

T
















==

223 33A

















.

நேற்றம் 1.1

 ஒவதவறாரு	nவரின்சயுனடய	்சதுர	அணி	 A -விறகும், A A A A A In( ) ( ) .adj adj = =  

நிரூபணம் 

 A
a a a
a a a
a a a

=
















11 12 13

21 22 23

31 32 33

எை	 எடுத்து்கதகறாள்நவறாம்.	 இத்நதற்த்னத	 ஒரு	 3 3× ்சதுர	 அணினய்க		

தகறாணடு	நிரூபிப்ந்றாம்.	இனண்ககறாரணிகளின	்ணபின்டி,
a A a A a A A a A a A a A a A11 11 12 12 13 13 11 21 12 22 13 23 11 30+ + = + + =, ,       11 12 32 13 33

21 11 22 12 23 13 21 21 22

0

0

+ + =

+ + = +

a A a A

a A a A a A a A a A

;

,      222 23 23 21 31 22 32 23 33

31 11 32 12 33 13

0+ = + + =

+ +

a A A a A a A a A

a A a A a A

, ;  

== + + = + + =0 031 21 32 22 33 23 31 31 32 32 33 33, ,          a A a A a A a A a A a A AA .

நமநல	உள்ள	்சமன்றாடுகனளப்	்யன்டுத்த்க	கினடப்்து

 A A( )adj =  
a a a
a a a
a a a

A A A
A A A
A

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 21 31

12 22 32

13















 AA A23 33

















 =  
A

A
A

A A I
0 0

0 0
0 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

3

















=
















=   … (1)

 ( )adjA A =
A A A
A A A
A A A

a a a
a a a
a

11 21 31

12 22 32

13 23 33

11 12 13

21 22 23

31















 aa a32 33

















 =  
A

A
A

A A I
0 0

0 0
0 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

3

















=
















= ,  … (2)

	 இஙகு	 I3   என்து	3	வரின்சயுனடய	ஒரு	அலகு	அணி	ஆகும். 

 ்சமன்றாடு	(1) மறறும்	(2)-லிருந்து	கினடப்்து,	 A A A A A I( ) ( ) .adj adj = = 3

குறிப்பு

 A  என்து	 nவரின்சயுனடய	பூசசிய்கநகறானவ	அணி	எனில்	 A = 0 . எைநவ

 A A A A On( ) ( ) ,adj adj = =  இஙகு	On   என்து	 nவரின்சயுனடய	பூசசிய	அணி	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 1.1

 A =
−

− −
−

















8 6 2
6 7 4

2 4 3
	எனில் A A A A A I( ) ( ) | |adj adj   = = 3 	என்னதச	்சரி்றார்கக.
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தீரவு

   | |A  =  
8 6 2
6 7 4

2 4 3
8 21 16 6 18 8 2 24 14 40 60 20 0

−
− −

−
= − + − + + − = − + =( ) ( ) ( ) .

ந்சரப்பு	அணியின	வனரயன்ப்்டி	கினடப்்து

                                       
adj A =

− − − + −
− − + − − − +

−

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

21 16 18 8 24 14
18 8 24 4 32 12

24 14 −− − + −

















=














( ) ( )
.

32 12 56 36

5 10 10
10 20 20
10 20 20

T

எைநவ,

  A A( )adj  =  

8 6 2
6 7 4

2 4 3

5 10 10
10 20 20
10 20 20

−
− −

−

































   =  

40 60 20 80 120 40 80 120 40
30 70 40 60 140 80 60 140 80

10

− + − + − +
− + − − + − − + −

− 440 30 20 80 60 20 80 60

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 3

+ − + − +

















=
















= =I A II3,

 இநதந்றால்,	ேம்ககு்க	கினடப்்து

  ( )adj A A  =  

5 10 10
10 20 20
10 20 20

8 6 2
6 7 4

2 4 3

















−
− −

−

















   =  

40 60 20 30 70 40 10 40 30
80 120 40 60 140 80 20 80 60
80 120

− + − + − − +
− + − + − − +
− ++ − + − − +

















=
















= =
40 60 140 80 20 80 60

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 3I A II3.

  எைநவ,		 A A( )adj  =  ( )adj A A A I= 3  என்து	்சரி்றார்ககப்்ட்டது.

1.2.2  ஒரு சதுர அணியின் ந�ரமோறு அணி (Definition of inverse matrix of a square matrix)
 ஒரு	்சதுர	அணியின	நேரமறாறு	அணினய	வனரயறுப்ந்றாம்.

ைவரயவ்ற 1.2
    A  என்து	ஒரு	n 		வரின்சயுனடய	்சதுர	அணி	எனக.	 AB BA In= = 	எனுமறாறு	B 	என்	ஒரு	்சதுர	

அணி	இருப்பின,	B ஆைது	 A -இன	நேரமறாறு	அணி	எைப்்டும்.

  நேற்றம் 1.2

 ஒரு	்சதுர	அணி்ககு	நேரமறாறு	இருப்பின	அது	ஒருனமத்தனனம	வறாய்ந்ததறாகும்.
நிரூபணம்
 A  என்து	நேரமறாறு	கறாணத்த்கக	n  வரின்சயுனடய	ஓர	அணி	எனக.		முடியுமறாைறால்	B மறறும்C  
என்	இரு	அணிகள்	 A -இன	 நேரமறாறு	எை்கதகறாள்நவறாம்.	வனரயன்ப்்டி	 AB BA In= = மறறும்

AC CA In= = ஆகும். 
 இச்சமன்றாடுகனளப்	்யன்டுத்துவதன	மூலம்	கினடப்்து

                                    C CI C AB CA B I B Bn n= = = = =( ) ( ) .  
 எைநவ	நேரமறாறு	ஒருனமத்தனனம	வறாய்ந்ததறாகும்.
 குறியீடு: A -இன	நேரமறாறு A−1 	எை்ககுறிப்பிடப்்டுகின்து.
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குறிப்பு

 AA A A In
− −= =1 1 .

  நேற்றம்1.3
 A  என்து	 nவரின்சயுனடய	 ்சதுர	 அணி	 எனக.	 A−1கறாண்தறகுத்	 நதனவயறாை	 மறறும்	
ந்றாதுமறாை	நி்ந்தனையறாைது,	 A  பூசசியமற்	நகறானவ	அணியறாக	இரு்கக	நவணடும்.

நிரூபணம்

 A 	என்	அணி்ககு	 A−1 	கறாண	முடியும்	எனக.	எைநவ	 AA A A In
− −= =1 1 .

 அணி்கநகறானவகளின	த்ரு்ககல்	விதினயப்	்யன்டுத்த்க	கினடப்்து,

 det( ) det( )det( ) det( )det( ) det( ) .AA A A A A In
− − −= = = =1 1 1 1 	எைநவ, A A= ≠det( ) .0

 எைநவ	 A  ஆைது	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணியறாக	இரு்ககும்.	
 மறுதனலயறாக,	 A  என்து	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனக.	எைநவ	 | |A ¹0 .
 நதற்ம்	1.1 மூலம்	கினடப்்து	 A A A A A In(adj ) (adj ) .  = =

 இச்சமன்றாட்னட	 A ஆல்	வகு்கக்க	கினடப்்து,	 A
A

A
A

A A In
1 1adj adj 









 =









 = .

 இதன	மூலம்,	 AB BA In= = 	எனுமறாறு	B
A

A=
1 adj  	என்	அணி	கறாண	முடிகி்து.

 எைநவ,	 A -இன	நேரமறாறு	 A
A

A−− ==1 1 adj 	ஆகும்.

குறிப்புவர 

 பூசசிய்கநகறானவ	 அணியின	 அணி்கநகறானவ	 மதிப்பு	 0.	 எைநவ	 பூசசிய்க	 நகறானவ	 அணி்ககு	
நேரமறாறு	கறாண	இயலறாது.
எடுத்துககோட்டு 1.2

 A
a b
c d

=








 	என்	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி்ககு	 A−1 	கறாணக.

தீரவு

 முதலில்	ந்சரப்பு	அணி	கறாணந்றாம்.

	 வனரயன்ப்்டி,	 adj A
M M
M M

d c
b a

d b
c a

T T

=
+ −
− +









 =

−
−









 =

−
−











11 12

21 22

.

 A  ஆைது	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி,	எைநவ	 A ad bc= − ≠ 0.

 A
A

A− =1 1 adj ,  என்தறால்	 A
ad bc

d b
c a

− =
−

−
−











1 1 .

எடுத்துககோட்டு 1.3

   
2 1 3
5 3 1
3 2 3

−
−
−
















	என்	அணியின	நேரமறாறு	கறாணக.

தீரவு

 A  =  
2 1 3
5 3 1
3 2 3

−
−
−

















 எனக.  | | ( ) ( ) ( ) .A =
−

−
−

= + − + − = − ≠
2 1 3
5 3 1
3 2 3

2 7 12 3 1 1 0

எைநவ, A−1  கறாண	இயலும்.
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 adj A  =  

+ −
−
−

+
−
−

−
−

+
−

−
−

−

+
−

−
−

+
−

−

 3 1
2 3

5 1
3 3

5 3
3 2

1 3
2 3

2 3
3 3

2 1
3 2

1 3
3 1

2 3
5 1

2 1
5 3























=
−
−

− −

















=
−

T

T7 12 1
9 15 1
10 17 1

7 9 10
12 115 17

1 1 1
−

− −
















.

 எைநவ, A−1  =  
1 1

1

7 9 10
12 15 17

1 1 1

7 9 10
12 15 1

| |
( )

( )A
Aadj =

−

−
−

− −

















=
− −
− − 77

1 1 1−

















 .

1.2.3 ந�ரமோறு அணிகளின் பண்புகள் (Properties of inverses of matrices)

 நேரமறாறு	 கறாணத்த்கக	 அணிகளின	 ்ணபுகள்	 சிலவறன்யும்	 அதில்	 ஒரு	 சில	 ்ணபுகனளயும்	
நிரூபி்கக	உள்நளறாம்.

  நேற்றம் 1.4
 A  என்து	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனில்

       (i) A
A

− =1 1

   
(ii) A AT T( ) = ( )− −1 1  (iii) λ

λ
A A( ) =− −1 11 , இஙகு	λ என்து	பூசசியமற்	தின்சயிலி.

நிரூபணம்

 A  என்து	 பூசசியமற்்க	 நகறானவ	அணி	எனக.	 எைநவ	 A ¹ 0  மறறும்	 A−1 	 கறாண	இயலும்.	
வனரயன்ப்்டி, 
                                        AA A A In

− −= =1 1 .    …(1)

 (i) ்சமன்றாடு	(1)	மூலம்	கினடப்்து	 AA A A In
− −= =1 1 .

  அணி்கநகறானவயின	த்ரு்ககல்	விதினயப்	்யன்டுத்த	 A A In
− = =1 1.

  எைநவ, A
A

− =1 1

 (ii) ்சமன்றாடு	(1)-இலிருந்து, AA A A I
T T

n
T− −( ) = ( ) = ( )1 1 .

  நினர	நிரல்	அணியின	வரின்சமறாறறு	விதிப்்டி,	 A A A A I
T T T T

n
− −( ) = ( ) =1 1 .

  எைநவ, A AT T( ) = ( )− −1 1 .

 (iii) λ  என்து	பூசசியமற்	தின்சயிலி	ஆதலறால்	்சமன்றாடு	(1)-இலிருந்து, 

  λ
λ λ

λA A A A In( )





 = 






( ) =− −1 11 1 .

  எைநவ, λ
λ

A A( ) =− −1 11 .

  நேற்றம் 1.5  (இடது நீககல் விதி)

       A B, மறறும்	 C என்ை	 nவரின்சயுனடய	்சதுர	அணிகள்	எனக.	 A  என்து	பூசசியமற்்க	

நகறானவ	அணி	மறறும்	 AB AC= எனில்,	B C= .
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நிரூபணம்

 A  ஆைது	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி.	எைநவ	 A−1கறாண	இயலும்	மறறும்	 AA A A In
− −= =1 1 .  

AB AC= -இன	 இருபு்மும்	 முனபு்மறாக	 A−1-ஆல்	 த்ரு்கக்க	 கினடப்்து	 A AB A AC− −=1 1( ) ( ).  
அணிப்த்ரு்ககலின	ந்சரப்பு	மறறும்	அணியின	நேரமறாறு	்ணன்ப்	்யன்டுத்த	ேம்ககு்க	கினடப்்து		
B C= .

நேற்றம் 1.6  (ைலது நீககல் விதி)

 A B, 	 மறறும்	 C 	 என்ை	 n 	 வரின்சயுனடய	 ்சதுர	அணிகள்	 எனக.	 A  என்து	 பூசசியமற்	

நகறானவ	அணி	மறறும்	BA CA=  எனில்,	B C= .

நிரூபணம்

 A  ஆைது	பூசசியமற்	 நகறானவ	அணி.	 எைநவ	 A−1கறாண	இயலும்	மறறும்	 AA A A In
− −= =1 1 .  

BA CA= -யின	 இருபு்மும்	 பினபு்மறாக	 A−1-ஆல்	 த்ரு்கக்க	 கினடப்்து	 ( ) ( ) .BA A CA A− −=1 1  
அணிப்த்ரு்ககலின	ந்சரப்பு	மறறும்	அணியின	நேரமறாறு	்ணன்ப்	்யன்டுத்த	ேம்ககு்க	கினடப்்து	
B C= .
குறிப்பு

 A  ஆைது	பூசசிய்கநகறானவ	அணி	மறறும்	 AB AC=  அல்லது	 BA CA= ,எனில்	 B -யும்	 C -யும்	

்சமமறாக	இரு்கக	நவணடியது	இல்னல.	எடுத்து்ககறாட்டறாக,

 A B=








 =

−









1 1
2 2

1 1
0 1

, 	மறறும்	C =
−









0 1
1 1

எை்கதகறாள்க. 

 இஙகு	 A = 0 	மறறும்	 AB AC= ஆைறால்	B C¹ 	என்து	குறிப்பிடத்த்ககது.

  நேற்றம் 1.7  (ந�ரமோறுகளின் ைரிவச மோறறு விதி)

 A  மறறும்	 B  என்ை	ஒநர	வரின்சயுனடய	பூசசியமற்	நகறானவ	அணிகள்	எனில்	அவறறின	
த்ரு்ககற்லன	 AB -யும்	பூசசியமற்	நகறானவ	அணியறாகும்	மறறும்	 ( ) .AB B A− − −=1 1 1

நிரூபணம்

 A  மறறும்	 B  என்ை	 nவரின்சயுனடய	 பூசசியமற்	 நகறானவ	 அணிகள்	 எனக.	 எைநவ

| | , ,A B¹ ¹0 0 	எைநவ	 A-1மறறும்	 B-1கறாணமுடியும்	மறறும்	அனவகள்	 n  வரின்சயுனடயைவறாக	
இரு்ககும்.	நமலும்	ABமறறும்	B A− −1 1 -களின	த்ரு்ககற்லனகள்	n  வரின்சயுனடயைவறாக	இரு்ககும்.  
அணி்கநகறானவகளின	 த்ரு்ககற்லன	 விதிப்்டி	 கினடப்்து	 AB A B= ≠| || | .0 	 எைநவ	 
AB -யும்	பூசசியமற்	நகறானவ	அணியறாகும்	மறறும்		

( )( ) ( ( )) ( ) ;

( )( ) (

AB B A A BB A AI A AA I

B A AB B
n n

− − − − − −

− −

= = = =

=

1 1 1 1 1 1

1 1 −− − − −= = =1 1 1 1( )) ( ) .A A B B I B B B In n

 எைநவ	 ( ) .AB B A− − −=1 1 1

 நேற்றம் 1.8 (இரட்டிப்பு ந�ரமோறு விதி)

 A  என்து	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனில்	 A-1-யும்	பூசசியமற்	நகறானவ	அணி	மறறும்	 
( ) .A A− − =1 1

நிரூபணம்

 A  என்து	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனக.	எைநவ	 A ¹ 0 	மறறும்	 A−1கறாண	இயலும். 
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8XII - கணிதவியல்

 A
A

A− −= ≠ ⇒1 11 0
 
	ஆைது	பூசசியமற்	நகறானவ	அணியறாகும்	மறறும் AA A A I− −= =1 1 .

 AA I AA I A A I− − − − − −= ⇒ ( ) = ⇒ ( ) =1 1 1 1 1 1 .  ... (1)

 (1)-ன	இருபு்மும்	 A -ஆல்	பினபு்மறாக	த்ரு்கக்க	கினடப்்து	 A A− −( ) =1 1
.

   நேற்றம் 1.9
 A  என்து	 nவரின்சயுனடய	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனில்

 (i) adj  adjA A
A

A( ) = ( ) =− −1 1 1  (ii) adj A A n= −| | 1

 (iii) adj adj  A A An( ) = −| | 2   (iv) adj adj( ) ( )λ λA An= −1 λ என்து	பூசசியமற்	தின்சயிலி

 (v) adj adj( ) ( )A A n= −1 2

  (vi) ( )adj adjA AT T= ( )  

நிரூபணம்

	   A  என்து	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	ஆதலறால்	 A ¹ 0 . எைநவ

 (i) A
A

A A A A
A

AA A A− − − − −−= ⇒ ⇒ = ( ) = (=1 1 1 1 111 1
| |

( ) ( )
| |

| |adj adj adj   )) =
−1 1

| |A
A .

  A -விறகு	்தில் A−1-ஐ adj A A A= −1-ல்	பிரதியிட, adj A A A
A

A− − − −( ) = ( ) =1 1 1 1 1 .

  எைநவ	கினடப்்து adj  adjA A
A

A( ) = ( ) =− −1 1 1 .

 (ii) A A A A A In( ) ( ) | |adj adj   = =  ⇒  det adj det adj  detA A A A A In( ) ( ) | |( ) = ( ) = ( )  

    ⇒  A A A A An nadj  adj = ⇒ = −| | | | 1 .

 (iii)  B என்து	n	வரின்சயுனடய	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனில்	

B B B B B In( ) ( ) | | .adj adj   = =

  B A= adj 	எைப்பிரதியிட்க	கினடப்்து,	 adj adj adj  adj A A A In( ) ( ) =( ) | | .

  adj A A n= −| | 1 	ஆதலறால், adj adj adj  A A A In
n( ) ( ) = −( ) | | .1

  இருபு்மும்	 Aஆல்	முனபு்மறாக	த்ரு்கக்க	கினடப்்து	
  A A A A A In

nadj adj adj  ( ) ( )( )( ) = ( )−| | .1

  அணிப்த்ரு்ககலின	ந்சரப்பு	விதினயப்	்யன்டுத்த்க	கினடப்்து,

  A A A A A In
nadj adj(adj  ( )( )( ) = ( )−) | | 1 .

  எைநவ	 A I A A An
n( ) ( )( ) = −adj adj  | | .1 	அதறாவது	 adj adj  A A An( ) = −| | .2

 (iv) A -விறகு	 λA  எை		 adj( )A A A= −1  என்தில்	பிரதியிட்க	கினடப்்து

  adj adj( ) ( ) ( )λ λ λ λ
λ

λ λA A A A A A A An n n= = = =− − − − −1 1 1 1 11 .

 (v) (iii)-ன்டி	 adj adj A A An( ) = −| | 2 . இருபு்மும்	அணி்கநகறானவ	கறாண்க	கினடப்்து

   adj adj( ) | | | | | |( ) ( )A A A A A A An n n n n n= = ( ) = =− − − + −2 2 2 1 12 2

.
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9 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 (vi) A -விறகு	்தில் AT  எை	 A
A

A− =1 1
| |

adj  என்தில்	பிரதியிட்க	கினடப்்து,

A
A

AT
T

T( ) = ( )−1 1
| |

adj . எைநவ 

adj  adj A A A A A A A A
A

AT T T T T( ) = ( ) = ( ) = ( ) =










− − −| | | | | | | |
| |

1 1 1 1
TT

TA= ( )adj .

குறிப்பு

 A  என்து	3	வரின்சயுனடய	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனில்	 | |A ¹ 0 . 	 நதற்ம்	1.9 (ii)்டி	

கினடப்்து	 adjA A=| |2  மறறும்	 adj A 	ஆைது	மினக.	எைநவ	 A A= ± adj .

 எைநவ	 A
A

A−− == ±±1 1
adj 

adj .

 நமலும்	நதற்ம்	1.9 (iii)்டி	கினடப்்து, A
A

A= ( )1 adj adj .

 எைநவ,	 A  ஆைது	3	்டி	வரின்சயுனடய	பூசசியமற்்க	நகறானவ	எனில்	, A
A

A== ±± (( ))1
adj 

adj adj .

எடுத்துககோட்டு 1.4

 A  என்து	ஒறன்	வரின்சயுனடய	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனில்	 adj A  என்து	மினக	எை	
நிறுவுக.

தீரவு

 A  என்து	2 1m + வரின்சயுனடய	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனக.	இஙகு	m = 0 1 2, , , எைநவ

A ¹ 0  மறறும்	நதற்ம்	1.9 (ii)	்டி	கினடப்்து	 adj A A Am m= =+ −| | | | .( )2 1 1 2  

 | |A m2  என்து	எப்த்றாழுதும்	மினக,	எைநவ	 adj A  ஆைது	மினக.

எடுத்துககோட்டு 1.5

  adj( )A =
−

−
















7 7 7
1 11 7

11 5 7
எனில்,		 A -ஐ்க	கறாணக.

தீரவு

 adj( ) ( ) ( ) ( ) .A =
−

− = − − − − − − − = >
7 7 7
1 11 7

11 5 7
7 77 35 7 7 77 7 5 121 1764 0  

 எைநவ

   A
A

A= ± ( )1
adj 

adj adj  =  ±
+ − − − − + − −
− + + + − −
+

1
1764

77 35 7 77 5 121
49 35 49 77 35 77
4

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( 99 77 49 7 77 7+ − − + +















) ( ) ( )

T

 

    =  ±
−

−
−

















= ±
−

−
−









1
42

42 84 126
84 126 42

126 42 84

1 2 3
2 3 1
3 1 2

T








 .
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எடுத்துககோட்டு 1.6

 adj A =
−















1 2 2
1 1 2
2 2 1

,  எனில்	 A−1-ஐ்க	கறாணக.

தீரவு

   adj A  =  
−

=
1 2 2

1 1 2
2 2 1

9  .

   எைநவ	 A
A

A− = ±1 1
adj

adj
( )

( )  =  ±
−















= ±
−















1
9

1 2 2
1 1 2
2 2 1

1
3

1 2 2
1 1 2
2 2 1

 .

எடுத்துககோட்டு 1.7

 A  என்து	்சமசசீர	அணி	எனில்	 adj  A ்சமசசீர	அணி	எை	நிறுவுக.

தீரவு

 A  என்து	்சமசசீர	அணி	எனக.	எைநவ	 A AT =  மறறும்	நதற்ம்	1.9  (vi)்டி	கினடப்்து

 
adj adj adj adj adj  A A A A AT T T( ) = ( ) ⇒ = ( ) ⇒ ஆைது	்சமசசீரறாகும்.

  நேற்றம்  1.10 

 A  மறறும்	B  என்ை	 nவரின்சயுனடய	பூசசியமற்	நகறானவ	அணிகள்	எனில்

                                                          adj adj  adj( ) ( )( ).AB B A=

நிரூபணம்

 A -விறகு	்தில்	 AB 	எை adj( )A =  A A−1 -ல்	பிரதியிட

 adj( )AB  =  | | ( ) | | | | adj( ) adj( )AB AB B B A A B A− − −= ( )( ) =1 1 1 .

எடுத்துககோட்டு 1.8

 A =










2 9
1 7 	எனில்	 A AT T( ) = ( )− −1 1 என்	்ணன்	்சரி்றார்கக.

தீரவு

    A  =   ( )( ) ( )( )2 7 9 1 14 9 5− = − = . எைநவ, A− =
−

−








 =

−

−



















1 1
5

7 9
1 2

7
5

9
5

1
5

2
5

 .

   எைநவ, A
T−( )1  =  

7
5

1
5

9
5

2
5

1
5

7 1
9 2

−

−



















=
−

−








  . ... (1)

   AT  =  
2 1
9 7









 .	எைநவ  AT = − =( )( ) ( )( )2 7 1 9 5 .

   AT( )−1
 =  1

5
7 1
9 2

−
−









  . ... (2)

(1) மறறும்	(2)-லிருந்து	கினடப்்து, A
T−( )1 =  AT( )−1

. எைநவ	தகறாடுத்துள்ள	்ணபு	்சரி்றார்ககப்்ட்டது.
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எடுத்துககோட்டு 1.9

 A B=
−







 =

− −
−











0 3
1 4

2 3
0 1

, 	எை்கதகறாணடு	 ( )AB B A− − −=1 1 1 	என்னதச	்சரி்றார்கக.

தீரவு

   AB  =  
0 3
1 4

2 3
0 1

0 0 0 3
2 0 3 4

0 3
2 7

−









− −
−









 =

+ +
− + − −









 =

− −










   AB( )−1  =  1
0 6

7 3
2 0

1
6

7 3
2 0( )+

− −







 =

− −







  … (1)

   A−1  =  1
0 3

4 3
1 0

1
3

4 3
1 0( )+ −









 =

−










   B−1  =  1
2 0

1 3
0 2

1
2

1 3
0 2( )−

−
−









 =

−
−











   B A− −1 1  =  1
2

1 3
0 2

1
3

4 3
1 0

1
6

7 3
2 0

−
−









 −









 =

− −







 . … (2)

 அணிகள்	(1) மறறும்	(2) ்சமம்.	எைநவ	 ( )AB B A− − −=1 1 1  என்து	்சரி்றார்ககப்்ட்டது.

எடுத்துககோட்டு  1.10

 A =










4 3
2 5

 எனில்,	 A xA yI O2
2 2+ + = 	 எனுமறாறு	 x  மறறும்	 y -ஐ	 கறாணக.	இதிலிருந்து A−1  

கறாணக.

தீரவு

   A2  =  
4 3
2 5

4 3
2 5

22 27
18 31



















 =









  , 

   A xA yI O2
2 2+ + =  ⇒  

22 27
18 31

4 3
2 5

1 0
0 1

0 0
0 0









 +









 +









 =









x y

    ⇒  
22 4 27 3

18 2 31 5
0 0
0 0

+ + +
+ + +









 =











x y x
x x y

 .

 இதிலிருந்து	ேம்ககு்க	கினடப்்னவ	22 4 0 31 5 0 27 3 0+ + = + + = + =x y x y x, ,  மறறும்	18 2 0+ =x .

 எைநவ	 x = −9  மறறும் y =14 .	பினபு	ேம்ககு்க	கினடப்்து	 A A I O2
2 29 14− + = .

 இச்சமன்றாட்டின	இருபு்மும்	 A-1-ஆல்	த்ரு்கக்க	கினடப்்து	 A I A O− + =−9 142
1

2.  

 இதிலிருந்து	கினடப்்து

 
A I A− = −( ) =









 −



















 =

−
−




1

2
1

14
9 1

14
9

1 0
0 1

4 3
2 5

1
14

5 3
2 4




 .
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1.2.4 ைடிைக கணிேத்தில் அணிகளின் பயன்போடுகள்
         (Application of matrices to Geometry)
 வடிவ்க	கணிதத்தில்,		அணிகளின	்யன்றாடுகளில்	ஒரு	சி்ப்பு	வனகயறாை	பூசசியமற்்க	நகறானவ	
அணிகள்	்ரவலறாக	 ்யன்டுத்தப்்டுகி்து.	 எளினமனய்க	 கருத்தில்	தகறாணடு,	 ேறாம்	இரு	 ்ரிமறாண	
்குமுன்	வடிவ்க	கணிதத்னத	மட்டும்	இஙகு	கருதுநவறாம்.
 ஆதினய	 O  எைவும்	 x O x'  மறறும்	 y Oy'  என்வறன்	
முன்நய	 x -அச்சறாகவும்	 y -அச்சறாகவும்	 தகறாள்நவறாம்.	 ஆய	
தளத்தில்	 P  என்து	 ( , )x y ஆயத்ததறானலவுகளறாக்க	 தகறாணட	
புள்ளி	எனக.	 x -அசன்சயும்	 y -அசன்சயும்	ஆதினயப்	த்றாருத்து	θ  
நகறாணத்திறகு	 ்டத்தில்	 உள்ளவறாறு	 சுைற்ப்்டுகி்து	 எனக.	
X OX'  மறறும்	Y OY'  என்ை	முன்நய	புதிய	 X -அசசு	மறறும்	
Y -அசசு	 எனக.	 ( , )X Y  என்து	 புதிய	 அசசில்	 P -ன	
ஆயத்ததறானலவுகள்	எனக.	்டம்	1.1-லிருந்து	ேறாம்	த்றுவது,

 x  =  OL ON LN X QT X Y= − = − = −cos cos sinθ θ θ ,

 y  =  PL PT TL QN PT X Y= + = + = +sin cosθ θ .

 இச்சமன்றாடுகள்	ஓர	ஆய	அசசுத்	 ததறானலவு	முன்யினை	மறத்றாரு	ஆய	அசசுத்	 ததறானலவு	
முன்யறாக	 மறாற்	 வழி	 வகு்ககின்ை.	 நமறகறாணும்	 இரு	 ்சமன்றாடுகனள	 பினவரும்	 அணி	
வடிவனமப்பில்	எழுதலறாம்.

 
x
y









  =  

cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

−



















X
Y

 . 

 W  =  
cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

−







 எனக.	பினபு 

x
y

W
X
Y









 =









  மறறும் W = + =cos sin2 2 1θ θ 	ஆகும்.

 எைநவ, W -்ககு	நேரமறாறு	அணி	உள்ளது	மறறும்	 W − =
−











1 cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

. இஙகு	  W WT− =1  

எனறிருப்்னத்க	கவனி்ககவும்.	நேதரதிர	உருமறாற்த்தினைப்	பினவருமறாறு	த்்லறாம்.

 
X
Y









  =  W

x
y

x
y

x y
x

− 







 =

−


















 =

−1 cos sin
sin cos

cos sin
si

θ θ
θ θ

θ θ
nn cosθ θ+









y

. 

 
இவவறா்றாக X x y= −cos sinθ θ , Y x y= +sin cosθ θ

 என்	 உருமறாற்த்தினைப்	 த்றுகிந்றாம்.	 இந்த	 உருமறாற்ம்	 	 கனிணி ை்ர�்ட நுட�ததில் 

்யன்டுத்தப்்டுகி்து.	 இப்்யன்றாட்டினை	 W =
−









cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

	 என்	 அணி	 நிரணயி்ககின்து.	

அணி	W  ஆைது	W WT− =1 ; 	அதறாவது	WW W W IT T= = 	என்	சி்ப்புப்	்ணபினைப்	த்றறுள்ளனத	

அறிக.

ைவரயவ்ற 1.3

 ஒரு	்சதுர	அணி	 A -்ககு	 AA A A IT T= =  எனில்,	 Aஆைது	பசங்குதது அணி	எைப்்டும்.

குறிப்பு

 ஒரு	அணி	 A 	என்து	  பசங்குதது அணியறாக	இருப்்தறகுத்	நதனவயறாை	மறறும்	ந்றாதுமறாை	
நி்ந்தனையறாததனில்	 A  பூசசியமற்	 நகறானவ	 அணியறாகவும்	 மறறும்	 A AT−− ==1 எைவும்	 இரு்கக	
நவணடும்.

q
O

X
T

L′x

P

Q

x

R

Y

′y

y

′Y

′X

M

N

q

்டம்	1.1
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13 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

எடுத்துககோட்டு  1.11

 
cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

−







  என்து	த்சஙகுத்து	அணி	எை	நிறுவுக.

தீரவு

 A =
−









cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

. பினபு, AT
T

=
−







 =

−










cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

	.

எைநவ

   AAT  =  
cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

−







 −











    =  
cos sin cos sin sin cos

sin cos cos sin sin cos

2 2

2 2

θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ

+ −
− +









 =









 =

1 0
0 1 2I  .

 இநதந்றால் A AT = I2 . 	எைநவ	 AAT = A AT = I2 ⇒   A  ஆைது	த்சஙகுத்து	அணியறாகும்.

எடுத்துககோட்டு 1.12 

 A
a

b
c

=
−
−

















1
7

6 3
2 6

2 3
 என்து	த்சஙகுத்து	அணி	எனில் a b,  மறறும்	 cகளின	மதிப்ன்்க	கறாணக.	

இதிலிருந்து	 A−1-ஐ்க	கறாணக.
தீரவு

 A  என்து	த்சஙகுத்து	அணி.	எைநவ,	 AA A AT T= = I3 . எைநவ	ேறாம்	த்றுவது

 AAT  =  I3 ⇒
1
7

6 3
2 6

2 3

1
7

6 2
3 2

6 3

−
−

















− −
















a
b

c

b
c

a
=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

















  ⇒  
45 6 6 6 12 3 3

6 6 6 40 2 2 18
12 3 3 2 2 18

2

2

2

+ + + − +
+ + + − +
− + − +

a b a c a
b a b b c

c a b c c ++















13
=  49

1 0 0
0 1 0
0 0 1

















  ⇒  

45 49
40 49
13 49

6 6 6 0
12 3 3 0
2 2 18 0

2

2

2

+ =

+ =

+ =
+ + =
− + =
− + =









a
b
c
b a

c a
b c

























 ⇒
a b c
a b a c b c

2 2 24 9 36
1 4 9

= = =
+ = − − = − − = −









, , ,
, ,

 ⇒ a b c= = − =2 3 6, , .

 எைநவ	ேம்ககு்க	கினடப்்து, A =
−

− −
















1
7

6 3 2
3 2 6

2 6 3
 மறறும்	 A AT− = =

−
− −

















1 1
7

6 3 2
3 2 6

2 6 3
.
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14XII - கணிதவியல்

1.2.5 சஙநகே மமோழியியலில் அணிகளின் பயன்போடுகள்
          (Application of matrices to  Cryptography)
 பூசசியமற 	் அணிகளின	 ஒரு	 மு்ககியமறாை	 ்யன்றாடு	 சங்பகத    
போழியியலில்  (Cryptography)	 உள்ளது.	 ்சஙநகத	 தமறாழியியல்	 	 என்து	இரு	
ே்ரகளினடநய	 மற்வரகளு்ககுப்	 புரியறாத	 வணணம்	 ேனடத்றும்	 தகவல்	
்ரிமறாற்மறாகும்.	 ்சஙநகத	 தமறாழியறா்ககமும்	 தமறாழி	 மறாற்மும்	 எை	 இரு	
கறாரணிகனள	அடிப்்னடயறாக்க	தகறாணடது.		சங்பகத போழியாக்கம் (Encryption) 
என்து	அனைவரு்ககும்	புரியும்	தமறாழியில்	உள்ள	தகவனல	எளிதில்	புரியறாத	வணணம்	(்சஙநகத	தமறாழி)	
ஆ்ககுதலறாகும்.	மறா்றாக,	்சஙநகத	தமறாழியறா்ககப்்ட்ட	தகவனல	மீணடும்	அனைவரு்ககும்	புரியும்	தமறாழியில்	
மறாறறுவது	 போழிோற்றம் (Decryption) ஆகும்.	 ்சஙநகத	 தமறாழியறா்ககமும்	 மறறும்	 தமறாழி	 மறாற்மும்	
தகவனல	 அனுப்பு்வரு்ககும்	 த்று்வரு்ககும்	 இனடநய	 ஒரு	 இரகசிய	 முன 	் நதனவப்்டுகி்து.	 இந்த	
இரகசிய	முன 	்்சஙநகத	விள்கக்க	குறிப்பு	எைப்்டும்.

	 இந்த	இரகசியத்னத	 சாவி	 என்றாரகள்.	 தகவனல	அனுப்பு்வர	 ்சஙநகத	 தமறாழியறா்ககம்	 த்சய்ய	
பூசசியமற்	 அணினயப்	 ்யன்டுத்துவது	 ஒரு	 முன்யறாகும்.	 தகவனலப்	 த்று்வர	 தகவனல	
தமறாழிமறாற்ம்	 த்சய்ய	 நேரமறாறு	 அணினயப்	 ்யன்டுத்துகி்றார.	 ்சஙநகத	 தமறாழியறா்ககத்திறகுப்	
்யன்டுத்தப்்டும்	அணி சங்பகத போழியாக்க அணி (Encoding matrix) எைவும்	 தமறாழிமறாற்ம்	
த்சய்யப்	் யன்டும்	அணி	சங்பகத போழி ோற்ற அணி (Decoding matrix) எைவும்	அனை்ககப்்டுகி்து.

 ்சஙநகத	தமறாழியறா்ககனலயும்	்சஙநகத	தமறாழிமறாற்னலயும்	விள்கக	எடுத்து்ககறாட்டு	ஒனறினை்க	
கறாணந்றாம்.	 அனுப்பு்வரும்	த்று்வரும்	மூலத்	தகவல்களு்ககு	ஆஙகில	எழுத்துகள்	A to Z மட்டும்	
்யன்டுத்துவதறாக்க	தகறாள்நவறாம்.

	 ஆஙகில	 எழுத்துகனள	முன்நய	 1-26 எணகளு்ககு	 ஒது்ககிடுவதறாகவும்,	 தவறறிடத்னத்க	 குறி்கக	
0	 ்யன்டுத்துவதறாகவும்	 தகறாள்க.	 அனுப்பு்வர	 தைது	 சுயவிருப்்த்தின	 அடிப்்னடயில்	 ஒரு	
மூவரின்ச	பூசசியமற்	நகறானவ	அணினய	பிந்னதய	த்ரு்ககலு்ககறாக	ஒரு	்சஙநகத	தமறாழி	்சறாவியறாக	
்யன்டுத்துகி்றார.	 அனுப்பியவர	 ்யன்டுத்திய	 அவவணியின	 நேரமறாறறு	 அணியின	 பிந்னதயப்	
த்ரு்ககலறாகப்		த்று்வர	்யன்டுத்துகி்றார.

	 ்சஙநகத	தமறாழியறா்ககுதலு்ககறாகப்	்யன்டுத்தப்்டும்	அணி

                                                        A =
−
−

















1 1 1
2 1 0
1 0 0

	எனக.

 அனுப்்ப்்டும்	த்சய்தி	“WELCOME”	எனக.	மூவரின்ச	தகறாணட	பூசசியமற்	்சதுர	அணினயப்	
பிந்னதயப்	 த்ரு்ககலு்ககறாகப்	 ்யன்டுத்தப்்டுவதறால்	 அனுப்்ப்்டும்	 த்சய்தி	 3	 அளவுள்ள	
துணடுகளறாக	(WEL), (COM), (E), எை	பிரி்ககப்்ட்டு	1 3´ 	வரின்சயுள்ள	நினரயணிகளறாக,

[23 5 12],[3 15 13],[5 0 0]	எை	மறாற்ப்்டுகின்து.

 இறுதியறாகப்	த்்ப்்ட்ட	நினரயணியில்	இரு	பூசசியஙகனள	ேறாம்	ந்சரத்துள்ளனத்க	கவனி்ககவும்.	 
5 -ஐ	முதல்	உறுப்்றாக்க	தகறாணட	ஒரு	நினரயணிப்	த்்நவணடும்	என்நத	இதன	கறாரணமறாகும்.																																							

	 ஒவதவறாரு	 நினரயணியுடன	 ்சஙநகத	 தமறாழியறா்ககு	 அணியறால்	 பிந்னதயப்	 த்ரு்ககல்	 த்சய்ய	
த்சய்தியினைப்	பினவருமறாறு	்சஙநகத	நினரயணிகளறாக	குறிமறாற்ம்	நிகழ்கி்து:										            
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15 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 சங்பகத போழியாக்கப�்டாத சங்பகத சங்பகத போழியாக்கப�ட்ட
 நி்ரயணி போழியாக்கும் அணி நி்ரயணி

 23 5 12  [ ]  
1 1 1
2 1 0
1 0 0

−
−

















 =  [ ];45 28 23   −

 3 5 13 1  [ ]  
1 1 1
2 1 0
1 0 0

−
−

















 =  [ ];46 18 3   −

 5  0  0[ ]  
1 1 1
2 1 0
1 0 0

−
−

















 =  [ ].5 5     5−

 எைநவ	்சஙநகத	தமறாழியறா்ககப்்ட்ட	த்சய்தி [ ] [ ] [ ]45 28 23 46 18 3 5 5           5− − − 	ஆகும்.
	 த்று்வர	நேரமறாறு	்சறாவியறால்	(A-ன	நேரமறாறின	பிந்னதயப்	த்ரு்ககலறால்)	்சஙநகத	தமறாழிமறாற்ம்	
த்சய்கின்றார.
 ்சஙநகத	தமறாழிமறாற்த்திறகறாை	அணி

                                             A
A

A− = = −
−

















1 1
0 0 1
0 1 2
1 1 1

adj .

 த்று்வர	 ்சஙநகத	 தமறாழியறா்ககப்்ட்டச	 த்சய்தியினைப்	 பினவருமறாறு	 ்சஙநகத	 தமறாழிமறாற்ம்	
த்சய்கி்றார:

 சங்பகத போழியாக்கப�ட்ட போழி ோற்றததின் சங்பகத போழி ோற்றம்
 நி்ரயணி அணி பசயயப�ட்ட நி்ர

 45 28 23   −[ ]  
0 0 1
0 1 2
1 1 1

−
−

















 =  [ ];23  5  12

 [ ]46 18 3   −  
0 0 1
0 1 2
1 1 1

−
−
















 =  3 5 13 1  [ ];

 [ ]5 5     5−  
0 0 1
0 1 2
1 1 1

−
−
















 =  5  0  0[ ].

 ்சஙநகத	தமறாழி	மறாற்ம்	த்சய்யப்்ட்ட	நினர	அணிகளின	வரின்ச	பினவருமறாறு

 23 5 12 3 15 13 5 0 0      [ ] [ ] [ ], , .

 எைநவ,	1 - 26 ்ககுச	்சரியறாை	ஆஙகில	எழுத்துகளறால்	த்றாருத்த,	த்று்வர	தறாம்	த்ற்	்சஙநகத	
த்சய்தியினை		 “WELCOME”	எைப்	்டி்ககி்றார.
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பயிறசி 1.1
 1.  பினவரும்	அணிகளு்ககுச	ந்சரப்பு	அணி	கறாணக:

   (i) 
−









3 4
6 2

    (ii) 
2 3 1
3 4 1
3 7 2

















    (iii)  1
3

2 2 1
2 1 2

1 2 2
−

−

















 2.  பினவரும்	அணிகளு்ககு	நேரமறாறு	(கறாண	முடியுதமனில்)	நேரமறாறு	கறாணக:

   (i) 
−

−










2 4
1 3

    (ii)   
5 1 1
1 5 1
1 1 5

















    (iii)  
2 3 1
3 4 1
3 7 2

















 3. F ( )
cos sin

sin cos
α

α α

α α
=

−

















0
0 1 0

0
	எனில்,	 F F( ) ( )α α[ ] = −−1

எை்ககறாட்டுக.

 4. A =
− −











5 3
1 2

	எனில்,	 A A I O2
2 23 7− − = 	எை்ககறாட்டுக.	இதன	மூலம்	 A−1 	கறாணக.

 5. A =
−

−

















1
9

8 1 4
4 4 7
1 8 4

	எனில்,	 A AT− =1 	எை	நிறுவுக.

 6. A =
−

−










8 4
5 3

	எனில்	 A A A A A I( ) ( )adj adj = = 2 	என்னதச	்சரி்றார்கக.

 7. A =










3 2
7 5

	மறறும்	B =
− −









1 3
5 2

	எனில்	 ( )AB B A− − −1 1 1=  என்னதச	்சரி்றார்கக .

 8. adj( )A =
−

− −
−

















2 4 2
3 12 7
2 0 2

எனில்	 A -ஐ	கறாணக.	

 9. adj( )A =
−

−
−

















0 2 0
6 2 6
3 0 6

எனில்	 A−1  -ஐ	கறாணக.

 10. adj A =
−

















1 0 1
0 2 0
1 0 1

 எனில்	 adj adj( ( ))A  -ஐ	கறாணக.

 11. A
x

x
=

−










1
1

tan
tan

	எனில்  A A
x x
x x

T − =
−









1 2 2
2 2

cos sin
sin cos

	எை்ககறாட்டுக.

 12. A
5 3
1 2

14 7
7 7− −









 =









  எனில்	 A -ஐ	கறாணக.	
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 13.  A B=
−







 =

−









1 1
2 0

3 2
1 1

,   ,  C =










1 1
2 2

	மறறும்	 AXB C=   எனில்	 X 	என்	அணினய்க	

கறாணக.	

 14. A =
















0 1 1
1 0 1
1 1 0

	எனில்	 A A I− = −( )1 21
2

3 	எை்ககறாட்டுக.

 15. 
− −









1 1
2 1

 என்	அணினய	பிந்னதயப்	த்ரு்ககல்	்சஙநகத	தமறாழியறா்கக	அணியறாக்க	தகறாணடு	

2 3 20 4−[ ][ ] 	எனறு	த்்ப்்ட்டச	த்சய்தினய	
− −









1 1
2 1

 -ன	நேரமறாறு	அணியின	பிந்னதயப்	

த்ரு்ககற	்சறாவியறாக்க	தகறாணடு	்சஙநகத	தமறாழி	மறாற்ம்	த்சய்க.	இஙகு	ஆஙகில	எழுத்துகள்	
A Z− -்ககு	முன்நய	எணகள்	1-26ஐயும்,	கறாலியிடத்திறகு	எண	 0ஐயும்	த்றாருத்தி	்சஙநகத	
தமறாழியறா்ககம்	மறறும்	தமறாழிமறாற்ம்	த்சய்க.

1.3  ஓர அணியின் மீேோன மேோடககநிவல உருமோற்றஙகள்
         (Elementary Transformations of a Matrix)
 ததறாட்ககநினல	நினர	த்சயலிகள்	மறறும்	ததறாட்ககநினல	நிரல்	த்சயலிகள்	என்னை்ககப்்டும்	
சில	த்சயலிகள்	(operations) நமறதகறாள்வதன	மூலம்	ஓர	அணினய	பிறிநதறார	அணியறாக	மறாற்லறாம்.	

1.3.1 மேோடககநிவல நிவர மறறும் நிரல் மசயலிகள் (Elementary row and column operations)
 ஓர	அணியில்	ததறாட்ககநினல	நினர	(நிரல்)	த்சயலிகளறாவை:

 (i) ஏநதனும்	இரு	நினரகனள	(நிரல்கனள)	்ரிமறாற்ம்	த்சய்தல்.

 (ii) ஓர	அணியில்	உள்ள	ஒரு	நினரயில்	(நிரலில்)	உள்ள	ஒவதவறாரு	உறுப்ன்யும்	ஒரு	பூசசியமற்	
தின்சயிலியறால்	த்ரு்ககி	அநத	நினரயில்	திரும்்ப்	பிரதியிடல்.

 (iii) ஓர	அணியில்	உள்ள	ஒரு	நினரயில்	(நிரலில்)	உள்ள	ஒவதவறாரு	உறுப்புடன	ஒரு	பூசசியமற்	
நினரயில்	(நிரலில்)	உள்ள	ஒத்த	உறுப்பின	ஒரு	பூசசியமற்	தின்சயிலி	த்ரு்ககற	்லனை்க	
கூட்டுதல்.

 ஒரு	அணியின	ததறாட்ககநினல	நினர	 த்சயலிகள்	மறறும்	நிரல்	 த்சயலிகனள	ததறாட்ககநினல	
உருமறாற்ம்	எனகிந்றாம்.
	 பினவருவை	 ஓர	 அணியில்	 ேறாம்	 ்யன்டுத்தும்	 ததறாட்ககநினல	 நினர	 உருமறாற்ஙகளின	
குறியீடுகள்	ஆகும்.
 (i) iவது  மறறும்	jவது  நினரகனள	்ரிமறாற்ம்	த்சய்யப்்டுவனதR Ri j↔ 	எை்ககுறி்ககினந்றாம்.

 (ii) iவது நினரயில்	 உள்ள	 ஒவதவறாரு	 உறுப்ன்யும்	 λ 	 என்	 பூசசியமற்	 மறாறிலியறால்	
த்ரு்ககப்்டுவனத	R Ri i→ λ 	எை	குறி்ககினந்றாம்.

 (iii) iவது 	 நினரயுடன	 jவது நினரனய	 பூசசியமற்	 மறாறிலி	 λ -ஆல்	 த்ரு்ககி்க	 கூட்டுவனத

R R Ri i j→ + λ 	எை்ககுறி்ககினந்றாம்.

 இநதந்றான்	குறியீடுகனளத்	ததறாட்ககநினல	நிரல்	மறாற்ஙகளு்ககும்	்யன்டுத்துகிந்றாம்.

ைவரயவ்ற 1.4

 A ,	 B என்	இரு	ஒநர	வரின்சயுனடய	அணிகளில்	ஏதறாவது	ஓர	அணினய	ததறாட்ககநினல	
உருமறாற்ஙகள்	மூலம்	 	 மற்	அணியறாகப்	 த்்	முடியுதமனில்,	 Aயும்	 B யும்	 ்சமறாை	அணிகள்	
(equivalent matrices) என்னை்ககப்்டும்.	 A 	 ஆைது	 B -்ககுச	 ்சமறாை	அணி	என்னத	 A B  
எனறு	குறியீட்டில்	எழுதுநவறாம்.
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18XII - கணிதவியல்

 எடுத்து்ககறாட்டறாக, A =
−

−
− −

















1 2 2
1 1 3

1 1 4
	என்	அணினய	எடுத்து்கதகறாள்நவறாம்.

 A  என்	 அணியில்	 R R R2 2 1→ + 	 என்	 ததறாட்ககநினல	 நினர	 த்சயலி	 மூலம்	 கினட்ககும்	
அணினய		B  எனக.		B -ன	இரணடறாவது	நினரயறாைது	A -ன	இரணடறாவது	மறறும்	முதல்	நினரகளின	

கூடுதலறாகும்.

 எைநவ	 A  B =
−
−
− −

















1 2 2
0 1 5
1 1 4

.

 நமநல	உள்ள	ததறாட்ககநினல	நினர	உருமறாற்த்னத	பினவருமறாறு	எழுதலறாம்: 

 

1 2 2
1 1 3

1 1 4

1 2 2

1 1 4
0 1 52 2 1

−
−

− −

















 →
−

− −













−→ +R R R


.  

குறிப்பு

 தகறாடுத்துள்ள	 அணினய	 ததறாட்ககநினல	 உருமறாற்ம்	 த்சய்து	 த்றும்	 அணியறாைது	
தகறாடுத்துள்ள	அணி்ககுச	்சமமறாக	இரு்கக	நவணடியதில்னல.

1.3.2 நிவர-ஏறுபடி ைடிைம் (Row-Echelon form)
 ததறாட்ககநினல		நினர	உருமறாற்ஙகனளப்	் யன்டுத்தி	தகறாடு்ககப்்ட்ட	அணியினை	நினர-ஏறு்டி	
வடிவம்	எனும்	எளிதறாை	வடிவில்	மறாற்ம்	த்சய்ய	முடியும்.	இவவடிவத்தில்	அனைத்து	உறுப்புகளும்	
பூசசியஙகளறாகப்	த்ற்	நினரகள்	இரு்ககலறாம்.	அவவறாறு	அனைத்து	உறுப்புகளும்	பூசசியமறாக	உள்ள	
நினரயினை	 பூசசிய	 நினர	 எனகிந்றாம்.	 ஒரு	 நினரயில்	 ஏநதனும்	 ஓர	 உறுப்பு	 பூசசியமற்ததனில்,	
அந்நினரயினை	அபூசசிய	நினர	(non-zero row) 	எனகிந்றாம்.

 எடுத்து்ககறாட்டறாக	  
6 0 1
0 0 1
0 0 0

−














	 என்	 அணியில்	 R1 	 மறறும்	 R2 	 அபூசசிய	 நினரகளறாகும்.	 R3  

ஆைது	பூசசிய	நினரயறாகும்.

ைவரயவ்ற 1.5

  E 	என்	பூசசியமற்	அணியறாைது	ஏறு்டி	வடிவில்	இரு்கக	நவணடுதமனில்,
 (i) E -ன	பூசசிய	நினரகள்	அனைத்தும்	 E -ன	அபூசசிய	நினரகளு்ககு	கீழ்	இரு்கக	நவணடும்.
 (ii) E -ல்	ஏநதனும்	 i வது 	நினரயில்	முதல்	பூசசியமற்	உறுப்்றாைது		jவது 	நிரலில்	அனமந்தறால்	

i வது நினரயில்	உள்ள	முதல்	பூசசியமற்	உறுப்பிறகு்க	கீழ்	வரும்	 	 	 jவது நிரலில்	உள்ள	
அனைத்து	உறுப்புகளும்	பூசசியஙகளறாக	இரு்கக	நவணடும்.

 (iii) iவது நினரயில்	 உள்ள	முதல்	 பூசசியமற்	 உறுப்்றாைது	 ( )i+1 வது	நினரயில்	 உள்ள	முதல்	
பூசசியமற்	உறுப்பிறகு	இடதுபு்த்தில்	அனமய	நவணடும்.

குறிப்பு

 ஓர் அணியில் அ்ைதது பூச்சிய நி்ரகளும் அணியின் அடிப�குதி நி்ரகளாக அ்ேந்து, 
எந்தபைாரு கீழைரி்ச-நி்ரயின் முதல் பூச்சியேற்ற உறுப�ாைது அந்நி்ரக்கு பேலாக அ்ேந்த 
நி்ரகள் ஒவபைான்றின் முதல் பூச்சியேற்ற உறுபபிறகு ைலதுபு்றோக அ்ேந்தால் அவைணியாைது 
நி்ர-ஏறு�டி ைடிவில் இருக்கும்.
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19 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 பினவரும்	அணிகள்	நினர-ஏறு்டி	வடிவத்தில்	உள்ளை	: (i) 
0 1 1
0 0 3
0 0 0

















,   (ii) 
1 0 1 2
0 0 2 8
0 0 0 6

−















 

 அணி	(i)-ஐ	கருத்தில்	தகறாள்நவறாம்.	கனடசி	நினரயிலிருந்து	ஒவதவறாரு	நினரயறாக	நமல்	நினர்ககுச	
த்சல்நவறாம்.	 மூன்றாவது	 நினரயறாைது	 அபூசசிய	 நினரயறாகும்.	 இரணடறாவது	 நினரயில்	 முதல்	
பூசசியமற்	 உறுப்்றாைது	மூன்றாவது	நிரலில்	அனமந்துள்ளது.	 நமலும்	இந்த	 உறுப்்றாைது,	முதல்	
நினரயில்	இரணடறாவது	நிரலிலுள்ள	முதல்	பூசசியமற்	உறுப்பிறகு	வலதுபு்த்தில்	உள்ளது.		எைநவ	
இவவணியறாைது	ஏறு்டி	வடிவத்தில்	உள்ளது.	
 அணி	(ii)-ஐ	கருத்தில்	தகறாள்நவறாம்.	கனடசி	நினரயிலிருந்து	ஒவதவறாரு	நினரயறாக	நமல்	நினர்ககுச	
த்சல்நவறாம்.	எல்லறா	நினரகளும்	அபூசசிய	நினரகளறாகும்.	மூன்றாவது	நினரயில்	முதல்	பூசசியமற்	
உறுப்்றாைது	 ேறானகறாவது	 நிரலில்	 உள்ளது.	 இப்பூசசியமற்	 உறுப்்றாைது	 இரணடறாவது	 நினரயில்	
மூன்றாவது	 நிரலில்	 உள்ள	முதல்	 பூசசியமற்	 உறுப்பிறகு	 வலதுபு்த்தில்	 உள்ளது.	 இரணடறாவது	
நினரயில்	உள்ள	முதல்	பூசசிய	உறுப்்றாைது	மூன்றாவது	நிரலில்	உள்ளது.	இப்பூசசியமற்	உறுப்்றாைது	
முதல்	நினரயில்	மறறும்	முதல்	நிரலில்	உள்ள	முதல்	பூசசியமற்	உறுப்பிறகு	வலதுபு்த்தில்	உள்ளது.	
எைநவ	இது	ஏறு்டி	வடிவத்தில்	உள்ளது.
 பினவரும்	அணிகள்	நினர-ஏறு்டி	வடிவத்தில்	இல்னல	:

 (i) 
1 2 0
0 0 5
0 1 0

−















, (ii) 
0 3 2
5 0 0
3 2 0

−















.

  அணி	(i)-ஐ	கருதுநவறாம்.	மூன்றாவது	நினரயில்	முதல்	பூசசியமற 	்உறுப்்றாைது	இரணடறாவது	நிரலில்	
உள்ளது	மறறும்	இப்பூசசியமற 	்உறுப்்றாைது	இரணடறாவது	நினரயில்	மூன்றாவது	நிரலில்	உள்ள	முதல்	
பூசசியமற 	்உறுப்பிறகு	இடதுபு்த்தில்	உள்ளது.	எைநவ	இந்த	அணி	ஏறு்டி	வடிவத்தில்	இல்னல.	
 அணி	(ii)-ஐ	கருதுநவறாம்.	இரணடறாவது	நினரயில்	முதல்	நிரலில்	உள்ள	பூசசியமற்	உறுப்்றாைது	
முதல்	நினரயில்	இரணடறாவது	நிரலில்	உள்ள	பூசசியமற்	உறுப்பிறகு	இடதுபு்த்தில்	உள்ளது.	எைநவ	
இந்த	அணி		ஏறு்டி	வடிவத்தில்	இல்னல.

aij m n
  ×  

 என்்ற அணிவய ஏறுபடிை அணியோக சுருககும் முவ்ற

Method to reduce a matrix aij m n
  ×  

 to a row-echelon form

�டி 1
	 முதல்	நினரயினை	ஆய்வு	த்சய்க.	முதல்	நினரயறாைது	பூசசிய	நினர	எனில்	முதல்	நினரனய		கீழ்	
உள்ள	அபூசசிய	நினரயுடன	இடமறாற்	நவணடும்.	 	 a11 0¹ 	 	எனில்	்டி	2-்ககுச	த்சல்ல	நவணடும்.	
அப்்டி	இல்னலதயனில்	முதல்	நினரனய	முதல்	நிரலில்	பூசசியமற்	உறுப்்றாக	உள்ள	கீழ்	நினரயுடன	
இடமறாற்	நவணடும்.	முதல்	நினர்ககு	கீநை	உள்ள	நினரயில்,	முதல்	நிரலில்	பூசசியமற்	உறுப்பு	இல்னல	
எனில்	 a12  பூசசியமற்	உறுப்்றா	எை	ஆரறாய	நவணடும்.	  a12  ஆைது	பூசசியமற்	உறுப்பு	எனில்	்டி	 
2 -ஐ	்யன்டுத்த	நவணடும்.		அப்்டி	இல்னலதயனில்	முதல்	நினரனய	அதறகு	கீநை	உள்ள	ஏநதனும்	
ஒரு	 நிரலில்	 உள்ள	 இரணடறாவது	 நிரலில்	 பூசசியமற்	 உறுப்்றாக	 உள்ள	 நினரயுடன	 இடமறாற்	
நவணடும்.	முதல்	நினர்ககு	கீநை	வரும்	எந்த	ஒரு	நினரயிலும்	இரணடறாவது	நிரலில்	பூசசியமற்	உறுப்பு	
இல்னல	எனில்	a13  பூசசியமற்தறா	எை	ஆரறாய	நவணடும்.	இநத	முன்னயப்	பின்றறி	முதல்	நினரயில்	
பூசசியமற்	 உறுப்பு	 கினட்ககும்	 வனர	 ததறாடர	 நவணடும்.	 இம்முன்யினை	 சுழுமு்ையாக்கல் 
(pivoting) எனந்றாம்.	முதல்	நினரயில்	உள்ள	முதல்	பூசசியமற்	உறுப்பு	முதல் நி்ரயின் சுழுமு்ை 
(pivot) எைப்்டும்.

Chapter 1 Matrices.indd   19 05-02-2020   15:58:25



20XII - கணிதவியல்

�டி 2
	 முதல்	 நினரயிலுள்ள	 சுழுமுனை்ககு்க	 கீழ்வரும்	 அனைத்து	 உறுப்புகனளயும்	 ததறாட்ககநினல	
உறுமறாற்ஙகள்	தகறாணடு	பூசசியமறா்கக	நவணடும்.

�டி 3
	 அடுத்த	நினரயினை	முதல்	நினரயறாக்க	தகறாணடு	் டி	: 1 மறறும்	் டி	:2 	இவறன்	அதன	கீழ்	உள்ள	
நினரகனள்க	 தகறாணடு	 த்சயற்டுத்தவும்.	 அனைத்து	 நினரகளும்	 முடியும்	 வனர	 இசத்சயல்முன்	
மீணடும்	மீணடும்	த்சயற்டுத்த	நவணடும்.

எடுத்துககோட்டு 1.13
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 என்	அணினய	நினர	ஏறு்டி	வடிவத்திறகு	மறாறறுக.

தீரவு
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குறிப்பு
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	 இதுவும்	தகறாடுத்துள்ள	அணி்ககு	நினர-	ஏறு்டி	வடிவமறாகும்.	எைநவ	நினர-ஏறு்டி	வடிவமறாைது	
ஒருனம	தனனமயற்து.

 எடுத்துககோட்டு 1.14
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    என்	அணினய	நினர-ஏறு்டி	வடிவத்திறகு	மறாறறுக.

தீரவு
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1.3.3 ஓர அணியின் ேரம் (Rank of a Matrix)

 ஓர	 அணியின	 அணித்தரத்னத	 வனரயறு்கக	 உ்அணி	 மறறும்	 சிற்ணி்கநகறானவ	 ்றறி	
ததரிந்திருத்தல்	அவசியமறாகும்.
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 A  என்து	ஏநதனும்	ஓர	அணி	எனக.	இதிலிருந்து	சில	நினரகனளயும்,	நிரல்கனளயும்	நீ்ககுவதறால்	
கினட்ககும்	 அணி	 A -இன	 ஓர	 உ்அணியறாகும்.	 ஓர	 அணிநய	 தை்ககுத்தறாநை	 உ்அணியறாகும்.	
ஏதைனில்	அவவணியிலிருந்து	 பூசசிய	 எணணி்கனக	 நினரகனளயும்	 மறறும்	 பூசசிய	 எணணி்கனக	
நிரல்கனளயும்	நீ்ககுவதறால்	கினட்ககப்	த்றுவதறாகும்.	ஒரு	்சதுர	உ்அணியின	அணி்கநகறானவ	மதிப்பு	
சிற்ணி்கநகறானவயறாகும்.

ைவரயவ்ற 1.6
 ஓர	அணி A -இன	தரம்	என்து	அதன	பூசசியமற்	சிற்ணி்க	நகறானவகளின	உச்ச	வரின்சயறாகும்.	
A -இன	 தரத்னத	 ρ( )A 	 எை்ககுறிப்பிடுவர.	 ஒரு	 பூசசிய	 அணியின	 தரம்	 ஆைது	 பூசசியம்	 எை	
வனரயறு்ககப்்டும்.

குறிப்பு

 (i) ஓர	அணியில்	குன்ந்தது	ஒரு	பூசசியமற்	உறுப்பு	இருப்பின	 ρ( ) .A ≥1
 (ii) அலகு	அணி	 In  -ன	தரம்	 n 	ஆகும்.

 (iii) A  என்	அணியின	தரம்	 r 	எனில் A -ல்	குன்ந்த்ட்்சம்	ஒரு r  வரின்சயுனடய	பூசசியமற்	
சிற்ணி்கநகறானவயறாவது	 இடம்த்றறிருத்தல்	 நவணடும்	 மறறும்	 A -ன	 ஒவதவறாரு	 r +1  
வரின்ச	மறறும்	அனதவிட	அதிகமறாை	வரின்ச	தகறாணட	சிற்ணி்க	நகறானவகளின	மதிப்புகள்	
பூசசியஙகளறாகியிருத்தல்	நவணடும்.

 (iv) A -ன	வரின்ச	m n× 	எனில்	 ρ( ) , ,A m n m n≤  min{ } = 	களில்	குன்ந்த	எண.

 (v) n 	வரின்சயுனடய	ஒரு	்சதுர	அணி்ககு	நேரமறாறு	கறாணத்	நதனவயறாை	மறறும்	ந்றாதுமறாை	

நி்ந்தனை	 ρ( ) .A n=

எடுத்துககோட்டு 1.15

 பினவரும்	அணிகளு்ககு	அணித்தரம்	கறாணக	:   (i) 
3 2 5
1 1 2
3 3 6















   

(ii) 
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− − −
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தீரவு

 (i) A =
















3 2 5
1 1 2
3 3 6

	எனக.	 A 	ஆைது	 3 3× 	வரின்சயுனடய	அணி.	எைநவ ρ( ) min ,A ≤ { } =3 3 3 .  

	 	 உச்ச	சிற்ணி்கநகறானவயின	வரின்ச	 3 . 
  A -விறகு	ஒநர	ஒரு	3	வரின்சயுனடய	சிற்ணி்கநகறானவதறான	உணடு.	அதன	மதிப்பு

  
3 2 5
1 1 2
3 3 6

3 6 6 2 6 6 5 3 3 0= − − − + − =( ) ( ) ( ) . எைநவ, ρ( )A < 3 .

  அடுத்து	2	வரின்சயுனடய	சிற்ணி்கநகறானவ	நதரவு	த்சய்நவறாம்.	அதில்	ஒரு	2	வரின்சயுனடய	

சிற்ணி்கநகறானவ	 
3 2
1 1

3 2 1 0= − = ≠ . எைநவ ρ( )A = 2 .

 (ii) A = − − −
−

−
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1
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1

2
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2

   	எனக. A  ஆைது	3 4× 	வரின்சயுனடய	அணி.	

	 	 எைநவ	 ρ( ) min ,A ≤ { } =3 4 3 . 
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  உச்ச	சிற்ணி்கநகறானவயின	வரின்ச	3 .	அனவ

  
4 3 1
3 1 2

6 7 1
− − −

−
 = 0 ;

4 3 2
3 1 4

6 7 2

−
− − =0;

4 1 2
3 2 4

6 1 2

−
− −

−
=0; 

3 1 2
1 2 4

7 1 2

−
− −

−
=0.

  எைநவ, ρ( )A < 3 	 அடுத்து	 2-ஆம்	 வரின்சயின	 பூசசியமற்	 சிற்ணி்கநகறானவ	 ஏநதனும்	

ஒனறு	 A 	உள்ளதறா	எைப்்றாரப்ந்றாம்.	இது	்சறாத்தியமறாகும்,

  ஏதைனில்	
4 3
3 1

4 9 5 0
− −

= − + = ≠ . 

  எைநவ, ρ( )A = 2 .

குறிப்புவர

 ஓர	 அணியின	 வரின்ச	 அதிகமறாக	 இரு்ககும்	 ்ட்்சத்தில்,	 பூசசியமற்	 சிற்ணி்கநகறானவகளின	
உச்ச	 வரின்ச	 நதடி	 அணியின	 தரம்	 கறாண்து	 எளிதல்ல.	 அணித்தரம்	 கறாண்தறகு	 நவறு	 ஒரு	
எளினமயறாை	முன்	உள்ளது.		இம்முன்யில்	அணியின	வரின்ச	அதிகமறாக	இருந்தறாலும்	அணித்தரம்	
கறாண்து	எளியது.	இம்முன்யறாைது	ஒரு	அணியின	நினர-ஏறு்டி	வடிவத்திறகு	்சமமறாை	அணியின	
அணித்தரம்	 கறாண்தறாகும்.	 ஓர	 அணியறாைது	 நினர-ஏறு்டி	 வடிவில்	 இருப்பின	 அதன	 முதனனம	
மூனலவிட்ட	உறுப்புகளு்ககு	கீழ்	உள்ள	அனைத்து	உறுப்புகளும்	பூசசியஙகளறாகும்.	 (இது	 a a11 12, ,
என்	நினலகளில்	உள்ள	மூனலவிட்ட	உறுப்பு்ககனள	ந்சர்ககும்	நகறாடறாகும்).
	 எைநவ	ஒரு	சிற்ணி்கநகறானவயின	மதிப்பு	பூசசியம்	அல்லது	பூசசியம்	இல்னல	எை்க	கறாண்து	
எளியது.	இதன	மூலம்	அணித்தரம்	கறாண்து	எளியது.

எடுத்துககோட்டு 1.16

 பினவரும்	ஏறு்டி	வடிவத்திலுள்ள	அணிகளு்ககு	அணித்தரம்	கறாணக :

  (i) 
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 (ii) 
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  (iii) 
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தீரவு

 (i) A =
−
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0 7
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	எனக.	 A -ஆைது	3 3×  வரின்சயுனடய	அணி	மறறும் ρ( )A ≤ 3

  மூன்றாம்	வரின்சயுனடய	சிற்ணி்கநகறானவ A =
−

= = ≠
2

3
1

0 7
0 1
0 0

2 3 1 6 0( )( )( ) .  

  எைநவ, ρ( )A = 3 .

  

எைபை இங்கு மூன்று அபூச்சிய நி்ரகள் உள்ளை என்�்தக் கூர்ந்து ப�ாக்குக.

 (ii) A =
− −















2 2 1
0 5 1
0 0 0

	எனக.	 A  ஆைது	3 3×  வரின்சயுனடய	அணி	எைநவ	 ρ( )A ≤ 3 .

Chapter 1 Matrices.indd   22 05-02-2020   15:58:39



23 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

  மூன்றாம்	வரின்சயுனடய	சிற்ணி்கநகறானவ	 A =
−

= − =
−2

5
0

2 1
0 1
0 0

2 5 0 0( )( )( ) . 

  எைநவ ρ( )A ≤ 2 .

  ்ல	 இரணடறாம்	 வரின்சயுனடய	 சிற்ணி்கநகறானவகள்	 உள்ளை.	 அவறறுள்	 ஒனறு
−

= − = − ≠
2 2

0 5
2 5 10 0( )( ) .   எைநவ, ρ( )A = 2 .

  இங்கு இரண்டு அபூச்சிய நி்ரகள் உள்ளை என்�்த ப�ாக்குக.  மூன்்றாைது நி்ர 
பூச்சிய நி்ரயாகும்.

 (iii) A =
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     	எனக.	 A  ஆைது	 4 3×  வரின்சயுனடய	அணியறாகும்	மறறும்	 ρ( )A ≤ 3 .

  அனைத்து	 மூன்றாம்	 வரின்சயுனடய	 சிற்ணி்க	 நகறானவகளின	 மதிப்பு	 0 ஆகும்.	 எைநவ	

ρ( )A < 3 .

  கனடசி	 இரு	 நினரகள்	 பூசசிய	 நினரகளறாகும்.	 நின்ய	 இரணடறாம்	 வரின்சயுனடய	

சிற்ணி்கநகறானவகள்	 உள்ளை.	 அவறறுள்	 ஒனறு	
6 0
0 2

6 2 12 0= = ≠( )( ) . எைநவ, 

ρ( )A = 2 .

  இரண்டு அபூச்சிய நி்ரகள் உள்ளை என்�்த ப�ாக்குக. மூன்்றாைது ேறறும் 
�ான்காைது நி்ரகள் பூச்சிய நி்ரகளாகும்.

  நமல்	 உள்ள	 எடுத்து்ககறாட்டுகளிலிருந்து,	 ஏறு்டி	 வடிவிலுள்ள	 ஓர	 அணியின	
அணித்தரமறாைது	 அபூசசிய	 நினரகளின	 எணணி்கனக்ககுச	 ்சமம்	 எை்ககறாணகிந்றாம்.	
இதனைப்	பினவரும்	நதற்மறாக	நிரூ்ணமில்லறாமல்	கூறுநவறாம்.

 நேற்றம் 1.11
 நினர	ஏறு்டி	வடிவிலுள்ள	ஓர	அணியின	அணித்தரம்		அபூசசிய		நினரகளின	எணணி்கனகயறாகும்.	

	 இதனைப்	பினவரும்	நதற்மறாக	நிரூ்ணமில்லறாமல்	கூறுநவறாம்.

நேற்றம் 1.12
 அபூசசிய	 அணியின	 தரமறாைது	 அதன	 ஏறு்டி	 வடிவத்தில்	 உள்ள	 அபூசசிய	 நினரகளின	
எணணி்கனக்ககுச	்சமம்.

எடுத்துககோட்டு 1.17

 
1 2 3
2 1 4
3 0 5
















	என்	அணினய	ஏறு்டி	வடிவத்திறகு	மறாறறி	அணித்தரம்	கறாணக.
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தீரவு

 A =
















1 2 3
2 1 4
3 0 5

எனக.	ததறாட்கக	நினல	நினர	த்சயலிகள்	்யன்டுத்த்க	கினடப்்து

 

A
R R R
R R R R R R

2 2 1

3 3 1 3 3 2

2
3 2

1 2 3
0 3 2
0 6 4

→ −
→ − → − →

















− −
− −

 → − −
















1 2 3
0 3 2
0 0 0

.

 கனடசி	 ்சமறாை	 அணி	 ஏறு்டி	 வடிவத்தில்	 உள்ளது	 மறறும்	 இரணடு	 அபூசசிய	 நினரகனளப்	
த்றறுள்ளது.		எைநவ	 ρ( ) .A = 2  

எடுத்துககோட்டு 1.18

 
2
3

6

2
4
2

4
2
1

3
1

7
−

−
−
−

−
















    என்	அணினய	ஏறு்டி	வடிவில்	மறாறறி	அணித்தரம்	கறாணக.

தீரவு

 தகறாடுத்துள்ள	அணினய Aஎனக.	ததறாட்கக	நினல	நினரச	த்சயலிகனளப்	் யன்டுத்த்க	கினடப்்து

 

A R R= −
−

−
−

−
















 →
−

−
− −→

2
3

6

2
4
2

4
2
1

3
1

7

2

6

2

2

4

1
6 8 42 22          

3

7

2 2 4 3
2 0 2 8 7

0 8 13

2 2 1

3 3 1

3
3−

















 →
−

−

→ +
→ −

R R R
R R R

−−















2

.

            R R R R3 3 2 34
2
0

2
2

4
8

3
7

0 0 45 30

→ − → →
−













− −

RR3 15
2
0

2
2

4
8

3
7

0 0 3 2

÷ − →
−















( )    .

 கனடசி	்சமறாை	அணியறாைது	நினர-ஏறு்டி	வடிவில்	உள்ளது	மறறும்		மூனறு	அபூசசிய	நினரகனள		
உனடயது.	எைநவ, ρ( )A = 3 .

 ததறாட்கக	நினல	நினரச	த்சயலிகள்	ஓர	அணியின	மீது	த்சயல்்டுத்துவது	என்து	அந்த	அணினய	
முனபு்மறாக	ஒரு	சி்ப்பு	வனக	(special class)	அணிகளறால்	த்ரு்ககுவதறாகும்.	அந்த	அணிகள்	ததறாட்கக	
நினல	அணிகள் (Elementary matrices)	எைப்்டும். 

ைவரயவ்ற 1.7
 ஓர	அலகு அணியில் ஒநர	ஒரு	 ததறாட்கக	 நினல	உருமறாற்த்திைறால்	கினட்ககும்	அணினய	
ததறாட்கக	நினல	அணி	எை	வனரயறு்ககப்்டுகி்து.

குறிப்புவர

 மூனறு	வரின்சயுனடய	அணிகளு்ககறாை	ததறாட்கக	நினல	அணிகள்	எல்லறாம்	 	3 வரின்சயுனடய	
்சதுர	 அணிகளறாகும்.	 அவவணிகள்	 ஓர	 அலகு	 அணி	 I3-இல்	 ஒநர	 ஒரு	 ததறாட்கக	 நினல	 நினர	
த்சயலிகனள	த்சயல்்டுத்துவதறால்	கினடப்்தறாகும்.	தகறாடுத்துள்ள	அணி	 A-இல்	த்சயல்்டுத்தப்்டும்	
ஒவதவறாரு	 ததறாட்கக	நினல	நினர	 த்சயலிகளும்	  A-இன	முனபு்மறாக	 ததறாட்கக	நினல	அணியறால்	
த்ரு்கக்க	 கினடப்்தறாகும்.	 இநதந்றால்	  A-இல்	 த்சயல்்டுத்தப்்டும்	 ஒவதவறாரு	 ததறாட்கக	 நினல	
நிரல்	த்சயலிகளும்	 A-இன	பினபு்மறாக	ததறாட்கக	நினல	அணியறால்	த்ரு்கக்க	கினடப்்தறாகும்.	இந்த	
அத்தியறாயத்தில்	ததறாட்கக	நினல	நினரச	த்சயலிகள்	மட்டுநம	ேறாம்	்யன்டுத்துநவறாம்.
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 எடுத்து்ககறாட்டறாக	 A
a a a
a a a
a a a

=
















11 12 13

21 22 23

31 32 33

	ஐ்க	கருதுக

 A -ன	மீது	 R R R2 2 3→ + λ  	என்	நினர	உருமறாற்த்தினைச	த்சயல்்டுத்துநவறாம்	எனக.	இஙகு

λ ≠ 0  என்து	ஒரு	மறாறிலி.	பினபு	கினடப்்து,

 A
a a a

a a a
a a a a a aR R R2 2 3

11 12 13

31 32 3

21 31 22 32 23 33
→ + → + + +λ λ λ λ

33
















.                       ….(1)

 இம்மறாற்த்தினைப்	பினவருமறாறு	ததறாட்ககநினல	அணியினை்க	தகறாணடும்	த்்லறாம்.	

 
1 0 0
0 1
0 0 1

λ
















 என்து	ததறாட்கக	நினல	அணி.	ஏதைனில்,	
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0

0 0 1
0 12 2 3

















 →
















→ +R R Rλ λ .

A -யின	முனபு்மறாக 
1 0 0
0 1
0 0 1

λ















	-ஆல்	த்ரு்கக,	ேம்ககு்க	கினடப்்து,

 

1 0 0
0 1
0 0 1

11 12 13

21 22 23

31 32 33

λ
































=
a a a
a a a
a a a

a111 12 13

21 31 22 32 23 33

31 32 33

a a
a a a a a a

a a a
+ + +

















λ λ λ .               ... (2)

 (1) மறறும்	 (2) இவற்றால் A AR R R2 2 3

1 0 0

0 0 1
0 1→ + →

















λ λ 	எை	அறிகி்றாம்.

 எைநவ,	A -ன	மீது	R R R2 2 3→ + λ  என்	ததறாட்ககநினல	உருமறாற்த்தறால்	ஏற்டும்	வினளவறாைது	

Aஐ	
1 0 0
0 1
0 0 1

λ















	 என்	 ததறாட்கக	 நினல	 அணியறால்	 முனபு்மறாகப்	 த்ரு்ககுவதறால்	 கினட்ககும்	

அணியறாகும்.
	 இவவறாந்,	பினவருவைவறன்்க	கறாட்ட	முடியும்:

 (i) R R2 3↔  என்	ததறாட்கக	நினல	உருமறாற்ம்	த்சயற்டுத்துவதறால்	ஏற்டும்	வினளவறாைது	 

A -ஐ	
1 0 0
0 0 1
0 1 0

















 	என்	ததறாட்ககநினல	அணியறால்	முனபு்மறாகப்	த்ரு்ககுவதறால்	கினட்ககும்	

அணியறாகும்.

 (ii) A -ன	 மீது	 R R2 2→ λ  என்	 ததறாட்கக	 நினல	 உருமறாற்த்தறால்	 ஏற்டும்	 வினளவறாைது	 

A -	ஐ	 
1 0 0
0 0
0 0 1

λ
















 என்		ததறாட்கக	நினல	அணியறால்	முனபு்மறாகப்	த்ரு்ககுதறால்	கினட்ககும்	

அணியறாகும்.
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 நிரூ்ணமினறி	பினவரும்	முடினவ்க	கூறுநவறாம்:

 நேற்றம் 1.13
 ஒரு	 வரின்ச்ககிரமமறாை	 ததறாட்ககநினலச	 த்சயலிகனள்க	 தகறாணடு	 ஒவதவறாரு	 பூசசியமற்	
நகறானவ	அணியினை	ஓர	அலகு	அணியறாக	உருமறாற்ம்	த்சய்யலறாம்.

 நமறகறாணும்	நதற்த்தினை	விள்கக	 A =
−









2 1
3 4

	என்		அணியினை்க	கருதுக.

 இஙகு	 A = + = ≠12 3 15 0. 	எைநவ A 	ஆைது	பூசசியமற்	அணி்கநகறானவ	அணியறாகும்.	 A -ஐ	

I2 -ஆக	ஒரு	வரின்ச்ககிரமமறாை	ததறாட்ககநினல	நினர	த்சயலிகளறால்	மறாறறுநவறாம்.

	 முதற்டியறாக.	 A -ன		 a11 ஐ	 1	எை	மறாறறுவதறகறாை	நினர	மறாறறிகனளத்	நதடுநவறாம்.

	 இதறகுத்	 நதனவயறாை	 ததறாட்ககநினல	 உருமறாற்ம்	 R R1 1
1
2

→ 





 	 ஆகும்.	 	 இதறதகறாத்த	

ததறாட்ககநினல	அணி	 E1

1
2

0

0 1
=















 ஆகும்.	

	 பினபு,	ேம்ககு்க	கினடப்்து,	E A1
1
2

0

0 1

2 1
3 4

1 1
2

3 4
=















−







 =

−












.  

 அடுத்தறாக	E A1 	என்	அணியின	a11 -றகு்க	கீழுள்ள	அனைத்து	உறுப்புகனளப்	பூசசியமறா்ககுநவறாம்.	

இந்த	விள்கக	எடுத்து்ககறாட்டில்		a21 	என்	உறுப்பு	மட்டுநம	உள்ளது.	இதறகுத்	நதனவயறாை	ததறாட்கக	

நினல	உருமறாற்ம்	 R R R2 2 13→ + −( )   ஆகும்.

	 இதறதகறாத்த	ததறாட்கக	நினல	அணி	 E2

1 0
3 1

=
−









  	ஆகும்.

 பினபு,	ேம்ககு்க	கினடப்்து	E E A2 1

1 0
3 1

1 1
2

3 4

1 1
2

0 11
2

( ) =
−











−













=
−

















.

 அடுத்தறாக,	 E E A2 1( )-இல்	 உள்ள	 a22  -ஐ	  1-ஆக	 மறாற்	 நவணடும்.	 இதறகுத்	 நதனவயறாை	

ததறாட்கக	நினல	உருமறாற்ம்	R R2 2
2

11
→ 






  ஆகும்.	

	 இதறதகறாத்த	ததறாட்கக	நினல	அணியறாைது	 E3

1 0

0 2
11

=













	ஆகும்.
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 பினபு	ேம்ககு்க	கினடப்்து	E E E A3 2 1

1 0

0 2
11

1 1
2

0 11
2

1 1
2

0 1
( )( ) =















−

















=
−












.

 முடிவறாக,	 E E E A3 2 1( )( ) -ன	 a12 -ஐ	பூசசியமறா்ககுநவறாம்.	இதறகுத்	நதனவயறாை	ததறாட்ககநினல	

நினர	மறாற்ம்	 R R R1 1 2
1
2

→ + 





 	ஆகும்.	இதறதகறாத்த	ததறாட்ககநினல	அணி		 E4

1 1
2

0 1
=














	ஆகும்.

 பினபு,	ேம்ககு்க	கினடப்்து,	E E E E A I4 3 2 1 2
1 1

2
0 1

1 1
2

0 1

1 0
0 1

( )( )( ) =














−













=








 = .

 நமல்	உள்ள	ததறாடரசசியறாக	உள்ள	ததறாட்கக	நினல	உருமறாற்ஙகனள	பினவருமறாறு	எழுதுநவறாம்.

 

எடுத்துககோட்டு 1.19

 
3 1 4
2 0 1
5 2 1

−
















 என்து	 பூசசியமற்	 அணி்கநகறானவ	 அணி	 எை்ககறாட்டுக	 மறறும்	 இவவணினய	

ததறாட்கக	நினல	உருமறாற்ஙகள்	மூலம்	அலகு	அணியறாக	மறாறறுக.

தீரவு

 A = −
















3 1 4
2 0 1
5 2 1

	எனக. A = + − + + − = − + = ≠3 0 2 1 2 5 4 4 0 6 7 16 15 0( ) ( ) ( ) .  எைநவ, A 	ஆைது	

பூசசியமற்	அணி்கநகறானவ	அணியறாகும்.

      

3 1 4
2 0 1
5 2 1

2 0 1
5 2 1

1
1
3

4
3

1 1

1
3− −

















 →





















→R R RR R R R R R2 2 1 3 3 12 5

1
1
3

4
3

0
2
3

11
3

0
1
3

17
3

→ − → − →










− −

−

,   

















 →












→ −







−

R R2 2

3
2

1
1
3

4
3

0
1
3

17
3

0 1
11
2















    

R R R R R R1 1 2 3 3 2

1
3

1
3

1 0 1
2

0 1 11
2

0 0 15
2

→ − → −
 →













−

−

, 













 →

−
















→ −






R R3 3

2
15

1 0 1
2

0 1 11
2

0 0 1







 →
















→ + → −R R R R R R1 1 3 2 2 3

1
2

11
2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

,
..

A
R R

R R R
=

−


 


 −







 →














→
→ + −2 1

3 4
3 4

1
1

2
1 1

2 2 1

1

2 3( ) →



















 →







−
−



 


→1

1

2 1
1

2
0

11

2
0 1

2 2

2

11
R R 






 → 





→ +

 


R R R

1 1 2

1

2 1 0

0 1
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1.3.4  கோஸ் - ந�ோரடன் முவ்ற (Gauss-Jordan Method)

 A  என்து	பூசசியமற்்க	நகறானவயுனடய	மறறும் n 	வரின்சயுனடய	்சதுர	அணி	எனக.	 B  என்து	

A -இன	நேரமறாறு	எனக.	எைநவ	 AB BA In= = . அலகு	அணி	 In , -இன	்ணபின்டி	 A I A AIn n= = .

 A = I An 	என்னத்க	கருதுநவறாம்    …(1)

 A  ஆைது	பூசசியமற்	நகறானவ	அணி.	ஆதலறால்	்சமன்றாடு	 (1)-இன	இருபு்மும்	முனபு்மறாக	
ததறாட்கக	 நினல	 அணிகளின	 ஒழுஙகு	 வரின்சயினை்க	 தகறாணடு	 (நினர	 த்சயலிகள்)	 இருபு்மும்		
முனபு்மறாகப்	த்ரு்ககிைறால்	்சமன்றாடு	 (1)-இன	இடதுபு்ம்	உள்ள	 A  ஆைது	அலகு	அணி	 Inஆக	
உருமறாறும்	மறறும்	அநத	ததறாட்கக	நினல	அணிகளின	ஒழுஙகு	வரின்ச		(நினரச	த்சயலிகள்)	்சமன்றாடு	
(1)-இல்	வலதுபு்முள்ள	 In -ஐ	  B  என்	அணியறாக	உருமறாறறும்.	எைநவ	்சமன்றாடு	 (1) ஆைது

I BAn = 	எை	உருமறாறும்.	எைநவ	 A -இன	நேரமறாறு	 B  ஆகும்.		அதறாவது	 A B− =1 .

குறிப்பு

 E E Ek1 2, , ,  என்	 ததறாட்கக	 நினல	 அணிகள்	 (நினரச	 த்சயலிகள்)	 ஒழுஙகு	 வரின்ச	

E E E A Ik n 2 1( ) =  என்வறாறு	இருப்பின,	 A E E Ek
− =1

2 1
	ஆகும்.

 ததறாட்கக	நினலச	த்சயலிகள்	மூலம்	 A  என்	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணினய	 In  வடிவத்திறகு	

உருமறாறறுவது		காஸ்-ப�ார்்டன் மு்்றயாகும். கறாஸ்-ந�றாரடன	முன்	மூலம்	 A−1 	கறாண	்டிகள்	

கீநை	தகறாடு்ககப்்ட்டுள்ளை: 
�டி 1
 அணி	A -இன	வலதுபு்ம்	அலகு	அணி	 In -ஐ	ந்சரத்து	 A In|[ ] 	என்	விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணினய	

உருவறா்கக	நவணடும்.
�டி 2
 E E Ek1 2, , , 	என்	ததறாட்கக	நினல	அணிகள்	(நினரச	த்சயலிகள்)	 E E E A Ik n 2 1( ) = 	என்வறாறு	
கறாணக.
 E E Ek1 2, , , 	 என்ைவறன்	 வரின்ச	 மறா்றாமல்	 A In|[ ] 	 மீது	 த்சயல்்டுத்துக.	 பினபு,	

E E E A E E E Ik k n 2 1 2 1( ) ( ) | 	எை்க	கினட்ககி்து.	அதறாவது, I An | .− 
1

எடுத்துககோட்டு 1.20

 A =
−











0 5
1 6

	 என்	 பூசசியமற்்க	 நகறானவ	 அணி்ககு	 கறாஸ்-ந�றாரடன	 நீ்ககல்	 முன்	 மூலம்	

நேரமறாறு	கறாணக.

தீரவு 

 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணியின	மீது	கறாஸ்-ந�றாரடறான	முன்யினைப்	்யன்டுத்த,
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 எைநவ	 A− =
−







 =

−









1 6 5 1
1 5 0

1
5

6 5
1 0

( / )
( / )

.

எடுத்துககோட்டு 1.21

        A =
















2 1 1
3 2 1
2 1 2

 என்	அணி்ககு	கறாஸ்-ந�றாரடன	நீ்ககல்	முன்னய	்யன்டுத்தி	நேரமறாறு	கறாணக.

தீரவு

 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணியின	மீது	கறாஸ்-ந�றாரடறான	முன்னயப்	் யன்டுத்த,	ேம்ககு்க	கினடப்்து,

 

A I
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0
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[ ] =
















 →
→
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0
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R R R
R R R
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3 3 1

3
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0 0 1

→ −
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3 2 0   
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1
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1 0 1 2 1 0
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11 3

2 2 3

1 0 0 3 1 1
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−
→ + →

−

















−
− −R

R R R      .

 எைநவ, A− =
− −

−
−

















1

3 1 1
4 2 1
1 0 1

.

பயிறசி 1.2
 1. பினவரும்	அணிகளு்ககு	சிற்ணி்கநகறானவனய	்யன்டுத்தி	அணித்தரம்	கறாணக:

   (i) 
2 4
1 2

−
−









  (ii) 

−
−
−

















1
4
3

3
7
4

 
 

  
  

 (iii) 
1
3

2
6

1
3

0
1

   
−
−

−
−









  (iv) 

1 2 3
2 4 6
5 1 1

−
−
−

















   (v) 
0 1 2 1
0 2 4 3
8 1 0 2

















 

 2. பினவரும்	அணிகளு்ககு	ஏறு்டி	வடிவத்னதப்	்யன்டுத்தி	அணித்தரம்	கறாணக	:

   (i) 
1
2
5

1
1
1

1
3
7

3
4

11
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−

















 (ii) 

1
3
1
1

2
1
2
1

1
2
3
1

  
−
−
−

−

















 (iii) 
3 8 5 2
2 5 1 4
1 2 3 2

−
−

− −

















 

 3. பினவரும்	அணிகளு்ககு	கறாஸ்-ந�றாரடன	நீ்ககல்	முன்னயப்	்யன்டுத்தி	நேரமறாறு	கறாணக:

  (i) 
2 1
5 2

−
−









  (ii) 

1 1 0
1 0 1
6 2 3

−
−

− −

















 (iii) 
1 2 3
2 5 3
1 0 8
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1.4 அணிகளின் பயன்போடுகள் : ந�ரியச் சமன்போடுகளின் 

     மேோகுப்பிறகோன தீரவு கோணுேல்

        (Applications of Matrices: Solving System of Linear Equations)
 அணிகள்	 மறறும்	 அணி்கநகறானவகளின	 ஒரு	 மு்ககியமறாை	 ்யன்றாடு	 யறாததனில்	 நேரியச	
்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்பிறகு	 தீரவு	 கறாண்தறாகும்.	 உயிரியில்,	 நவதியியல்,	 வணிகவியல்,	
த்றாருளறாதறாரம்,	இயறபியல்	மறறும்	த்றாறியியல்	ஆகியவறறில்	நிகழும்	்ல	நிகழ்வுகள்	மறாதிரியில்	
நேரியில்	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்புகள்	உருவறாகின்ை.	எடுத்து்ககறாட்டறாக,	சுறறு்க	நகறாட்்றாட்டின	(circuit 
theory)	் குப்்றாய்வு	உள்ளீடு-தவளியீடு	மறாதிரிகளின	் குப்்றாய்வு	மறறும்	நவதியியல்	எதிரவினைகள்	
ஆய்வு	த்சய்வதறகு	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பின	தீரவுகள்	நதனவப்்டுகின்ை.

1.4.1 ந�ரியச் சமன்போடுகளின் மேோகுப்வப அவமத்ேல்

         (Formation of a System of Linear Equations)
 ஒரு	எளிய	ேனடமுன்	கண்ககின	கணித	மறாதிரினய	உருவறா்ககுவதன	மூலம்	நேரியல்	்சமன்றாட்டுத்	
ததறாகுப்பின	த்றாருனள	புரிந்து	தகறாள்ளலறாம்.

 A, B, C	என்	மூனறு	ே்ரகள்	ஒரு	சி்ப்்ஙகறாடி்ககு	ஒநர	வணிகச	சினைம்	 (brand)	உள்ள	அரிசி	
மறறும்	 ்சர்ககனர	 வறாஙகச	 த்சல்கின்ைர.	 ே்ர	  A, 5 கிநலறாகிரறாம்	அரிசி	 மறறும்	 3 கிநலறாகிரறாம்	
்சர்ககனர	வறாஙகி	 ` 440	 த்சலுத்துகின்றார.	 ே்ர	 B,  6 கிநலறாகிரறாம்	அரிசி	 மறறும்	 2 கிநலறாகிரறாம்	
்சர்ககனர	 வறாஙகி	 ` 400	 த்சலுத்துகின்றார.	 ே்ர	 C, 8 	 கிநலறாகிரறாம்	அரிசி	 மறறும்	 5 கிநலறாகிரறாம்	
்சர்ககனர	 வறாஙகி	 ` 720	 த்சலுத்துகின்றார.	 ஒரு	 கிநலறாகிரறாம்	அரிசியின	வினல,	 ஒரு	 கிநலறாகிரறாம்	
்சர்ககனரயின	வினலனய்க	கண்ககிடுவதறகறாை	கணித	மறாதிரினய	உருவறா்ககுநவறாம்.	ஒரு	கிநலறாகிரறாம்	
அரிசியின	வினல	` x 	எனக.	ஒரு	கிநலறாகிரறாம்	்சர்ககனரயின	வினல	` y  எனக.	ே்ர	A, 5 கிநலறாகிரறாம்	
அரிசி	மறறும்	3 கிநலறாகிரறாம்	்சர்ககனர	வறாஙகி	` 440 	த்சலுத்தியதறால்	ேம்ககு்க	 5 3 440x y+ = 	என்	
்சமன்றாடு	கினட்ககி்து.	இவவறாந்	ே்ர	 B மறறும்	C	இவரகனள்க	தகறாணடு	முன்நய	6 2 400x y+ =  
மறறும்	  8 5 720x y+ = 	 என்	 ்சமன்றாடுகள்	 கினட்ககின்ை.	 எைநவ	 x  மறறும் y  இவறன்்க	
கறாண்தறகறாை	கணிதவியல்	மறாதிரி

5 3 440x y+ = ,  6 2 400x y+ = ,  8 5 720x y+ = .
குறிப்பு

 நமநல	 உள்ள	 எடுத்து்ககறாட்டில்,	 ஒரு	 ்சமன்றாட்னட	 நின்வு	 த்சய்யும்	 	 x  மறறும்	 y -இன	
மதிப்புகள்	மற்		இரு	்சமன்றாடுகனளயும்	நின்வு	த்சய்ய	நவணடும்.	நவறு	வனகயில்	கூறுநவறாமறாயின	 
x  மறறும் y -இன	 மதிப்புகள்	 ஒநர	 ்சமயத்தில்	 அனைத்துச	 ்சமன்றாடுகனளயும்	 நின்வு	 த்சய்ய 
நவணடும்.	இந்த	 x  மறறும்	 y -இன	மதிப்புகள்	நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பின	தீரவுகளறாகும்.	
இச்சமன்றாடுகள்	 x  மறறும்	y -இல்	அனமந்த	ஒரு்டிச	்சமன்றாடுகளறாகும்.	எைநவ	இச்சமன்றாடுகள்	
மதிப்பிட	 நவணடிய	 மறாறிகள்	 	 x  மறறும்	 y -ல்	 அனமந்த	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்பு	 எை	
அனை்ககப்்டும்.	 இனவ	 ஒநர	 ்சமயத்தில்	 (simultaneous)	 அனமந்த	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகளறாகும்.	
ததறாகுப்்றாைது	மூனறு	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகனளயும்	  x  மறறும் y 	 என்	இரு	மதிப்பிட	 நவணடிய	
மறாறிகனள்க	 தகறாணடதறாகும்.	 இச்சமன்றாடுகள்	 இரு	 ்ரிமறாண	 ்குமுன்	 வடிவியலில்	
நேர்கநகறாடுகனள்க	 குறி்ககின்ை.	 இப்்குதியில்	 அணிகனள்க	 தகறாணடு	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	
ததறாகுப்புகளு்ககு	தீரவு	கறாணும்	முன்னய	உருவறா்ககுநவறாம்.

1.4.2 ந�ரியச் சமன்போட்டுத் மேோகுப்பின் அணி ைடிைம்

         (System of Linear Equations in Matrix Form)
 m ்சமன்றாடுகள்	 மறறும்	 n  மறாறிகளறால்	 அனமந்த	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்பின	

வடிவமறாைது:
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a x a x a x a x b
a x a x a x a x b

n n

n n

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

+ + + + =
+ + + + =





,
,

     



                             
a x a x a x am m m m1 1 2 2 3 3+ + + + nn n mx b= ,

 … (1)

இஙகு	 a i m j nij , , , , ; , , ,= =1 2 1 2    என்னவ	 	 தகழு்ககள்	 மறறும்	 b k mk , , , ,=1 2   என்னவ	

மறாறிலிகள்.	எல்லறா	 	 bk -களும்	பூசசியம்	எனில்	நமல்	உள்ள	ததறாகுப்்றாைது	சே�டிததாை, ப�ரியச்  
சேன்�ாடுகளின் பதாகுபபு (homogenous system of  linear equations) 	எைப்்டும்.	அவவறாறு	இல்லறாமல்	
ஏநதனும்	 ஒரு	 bk ஆைது	 பூசசியம்	 இல்னல	 எனில்	 ததறாகுப்்றாைது	 அசே�டிததாை ப�ரியச் 
சேன்�ாடுகளின் பதாகுபபு  (non-hogenous system of  linear equations)  எைப்்டும்.	α α α1 2, ,  ,  n  
முன்நய	 x x xn1 2,  ,  ,  	 	இவறறின	மதிப்புகளறாக	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பு	(1)-ல்	உள்ள	ஒவதவறாரு	
்சமன்றாட்னடயும்	 நின்வு	 த்சய்தறால்,	 	 α α α1 2,  ,  ,  n( ) என்	 n −வரின்சயறாைது	 (1)-இன	 தீரவு		
எைப்்டும்.	இச்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பு	(1)-ஐ		பினவருமறாறு	அணிவடிவில்	எழுதலறாம்.	

 x x x xn1 2 3,  ,  ,   , 
-ன	 தகழு்ககளறால்	 A

a a a a
a a a a

n

n=

11 12 13 1

21 22 23 2

          
          
       





        
        

 

a a a am m m mn1 2 3



















 	 என்	 m n×  	 அணினய	

உருவறா்ககுநவறாம்.		 A -ன	முதல்	நினரயறாைது	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பில்	உள்ள	முதல்	்சமன்றாட்டின	 

x x x xn1 2 3,  ,  ,   ,  	என்	தகழு்ககளறால்	அனமந்தனவ.	இநதந்றால்	மற்	நினரகளும்	அனமந்துள்ளை.	

முதல்	 நிரலில்	 உள்ள	 உறுப்புகள்	 அனைத்து	 m 	 ்சமன்றாடுகளின	 வரின்சப்்டி	 x1 	 தகழு்ககளறாக	

அனமந்துள்ளை.

 X

x
x

xn
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1

2



 மறறும்	 B

b
b

bm

=



















1

2



 என்னவ	 x x x xn1 2 3,  ,  ,   , 
	 என்	மறாறிகளறால்	உருவறாை	 n×1 

மறறும்	b b b bm1 2 3,  ,  ,   , 
	என்	மறாறிலிகளறால்	உருவறா்ககப்்ட்ட	m×1 நிரல்	அணிகள்	எனக.

 

AX

a a a a
a a a a

n

n=

11 12 13 1

21 22 23 2

          
          
      

�
�

� � �      
        

� �
�

�
a a a a

x
x
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 AX B=  என்து	அணிகனள்க	தகறாணட	அணிச்சமன்றாடறாகும்	மறறும்	இனத	நேரிய	்சமன்றாட்டுத்	

ததறாகுப்பு	 (1)-இன	அணி	வடிவம்	எை	அனை்ககப்்டும்.	அணி	 A  என்து	ததறாகுப்பின	பகழு அணி 

எைப்்டும்.	மறறும்	

a a a a b
a a a a b

n

n

11 12 13 1 1

21 22 23 2

          
          

�
� 22

1 2 3

� � � � � �
�

            
        a a a a bm m m mn m

 	என்து	ததறாகுப்பின விரிவு�டுததப�ட்ட (augmented 

matrix) அணி எைப்்டும்.	இந்த	விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணினய		 A B|[ ]  எை்க	குறிப்பிடுநவறாம்.
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32XII - கணிதவியல்

	 எடுத்து்ககறாட்டறாக,.	

 2 3 5 7 0 7 2 3 17 6 3 8 24 0x y z y z x x y z+ − + = + − = − − + =, ,  என்	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	

ததறாகுப்பின	அணி	வடிவமறாைது
2 3 5
3 7 2

6 3 8

7
17
24

−
−

− −

































=
−

−

















x
y
z

.

1.4.3 ந�ரியச் சமன்போட்டுத் மேோகுப்பின் தீரவுகள்

         (Solution to a System of Linear equations)
 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்பின	 தீரவின	 இயல்ன்	 பினவரும்	 நினலகளின	மூலம்	 அறிந்து	
தகறாள்ளலறாம்: 

நி்ல (i)
 பினவரும்	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்ன்்க	
கருத்தில்	தகறாள்நவறாம்.
   2x y−  =  5 , ... (1)
   x y+ 3  =  6 . ... (2)

 
இந்த	 இரு	 ்சமன்றாடுகள்	 இரு்ரிமறாை	 ்குமுன்	

வடிவியலில்	 இரட்னட்க	 நகறாடுகனள்க	 குறி்ககின்ை.	
(்டம்		1.2-ஐ	்றார்கக). (1)-லிருந்து	ேறாம்	த்றுவது

     x  =  5
2
+ y . ... (3)

 (3)-ஐ	 (2)-ல்	பிரதியிட்டுச	சுரு்கக்க	கினடப்்து y =1.

 y =1	எை	 (1)-ல்	பிரதியிட்டுச	சுரு்கக்க	கினடப்்து 

x = 3 .

 x = 3  மறறும் y =1	்சமன்றாடுகள்	(1) மறறும்	(2) நின்வு	த்சய்கின்ை.

 அதறாவது	(1)-ன் தீர்ைாைது (2)-க்கும் தீர்ைாகி்றது. 

 எைநவ	இத்ததறாகுப்ன்	ஒருஙகனமவு	உனடயது	மறறும்	ததறாகுப்பிறகு	ஒநர	ஒரு	தீரவு	 ( , )3 1 எை்க	

கூறுகிந்றாம்..

 புள்ளி	( , )3 1 	என்து	நகறாடுகள்	 2 5x y− =  மறறும்	x y+ =3 6 	தவட்டி்க	தகறாள்ளும்	புள்ளியறாகும்.

நி்ல (ii)
 பினவரும்	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	கருத்தில்	தகறாள்நவறாம்.

  3 2x y+  =  5 ,  ... (1)
  6 4x y+  =  10  ... (2)

 ்சமன்றாடு	(1)-லிருந்து	கினடப்்து	

  x  =  5 2
3
− y   ... (3)

 (3)-ஐ  (2)-ல்	பிரதியிட்டுச	சுரு்ககிைறால்	ேறாம்	த்றுவது	0 = 0 .

�்டம் 1.2
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=
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33 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 இதிலிருந்து	 	 ேறாம்	 அறிவது	 ்சமன்றாடு	 (2) ஆைது	
்சமன்றாடு	  (1) -ன	 ததறாட்ககநினல	 உருமறாற்மறாகும்.	
்சமன்றாடு	 (2)-ஐ  2 -ஆல்	வகு்கக்க	கினடப்்து	்சமன்றாடு	
(1) ஆகும்.	 எைநவ	 ஒநர	 ஒரு	 ்சமன்றாடு	 (1)-ஐ	
னவத்து்கதகறாணடு x  மறறும்	 y -்ககு	ஒநர	ஒரு	தீரவு	கறாண	
இயலறாது.

 எைநவ	 y t= 	 என்	மதிப்ன்	 ேறாம்	எடுத்து்கதகறாள்ள	
நவணடிய	 நிரப்்ந்தத்திறகு	 உள்ளறாகிந்றாம்.	 பினபு		

x t
=

−5 2
3

. இஙகு	 t  என்து	ஒரு	தமய்	எண.	்சமன்றாடுகள்	

(1) மறறும்	 (2) ஒநர	ஒரு	நகறாட்னட	 (ஒனறின	மீது	ஒனறு	
அனமயும்	நகறாடுகள்)	இரு	்ரிமறாை	்குமுன்	வடிவியலில்	
குறி்ககின்ை.	.  (்டம்	1.3-ஐ	் றார்கக).	எைநவ	ததறாகுப்்றாைது	
ஒருஙகனமவு	உனடயது		மறறும்	(1)-ன	தீரவுகள்	 (2)-்ககு	

தீரவுகளறாகும்.	 மறறும்	 t 	 எந்த	 ஒரு	 தமய்தயண	 மதிப்ன்ப்	 த்றுவதறால்	 ததறாகுப்பிறகு	 எணணற்	

தீரவுகள்	உணடு. 

நி்ல (iii)
 பினவரும்	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்ன்	
கருத்தில்	தகறாள்நவறாம்.
   4x y+  =  6 ,  ... (1)

   8 2x y+  =  18 . ... (2)

 ்சமன்றாடு	(1)-லிருந்து	ேறாம்	த்றுவது

   x  =  6
4
− y   ... (3)

 (3)-ஐ	  (2)-ல்	 பிரதியிட்டுச	 சுரு்கக்க	 கினடப்்து 
12 =18 .

 இது	ஒரு	முரண்றாடறாை	முடிவு	ஆகும்.	இதிலிருந்து	
ேறாம்	 அறிவது	 யறாததனில்	 ்சமன்றாடு	 (2) ஆைது	
்சமன்றாடு	 (1)	 உடன	 ஒருஙகனமவற்து.	 எைநவ	 
(1)-ன	தீரவுகள்	 (2)-்ககு	தீரவறாகறாது.
 எைநவ	 ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவு	 அற்து.	 மறறும்	 ததறாகுப்பிறகு	 தீரவு	 கினடயறாது.	
இச்சமன்றாடுகள்	 இரு்ரிமறாை	 ்குமுன்	 வடிவியலில்	 இரு	 இனண	 நேர்கநகறாடுகனள	 (ஒனறின	
மீது	 ஒனறு	 அனமயறாத)	 குறி்ககின்ை.	 (்றார்கக	 ்டம்	 1.4).	 ஒனறின	 மீது	 ஒனறு	 அனமயறாத	 இரு	
இனண்கநகறாடுகள்	எப்த்றாழுதும்	தமய்	புள்ளியில்	்சந்திப்்து	இல்னல	எை	ேறாம்	அறிநவறாம்.
குறிப்பு 

 (1) ததறாகுப்பில்	 உள்ள	 ஏநதனும்	 இரு	 ்சமன்றாடுகனள	 இடம்	 மறாறறிைறால்	 ததறாகுப்பிறகறாை	
தீரவுகளில்	மறாற்ம்	ஏற்டறாது.	

 (2) ஒரு	 பூசசியமற்	 மறாறிலியறால்	 ததறாகுப்பில்	 உள்ள	 ஒரு	 ்சமன்றாட்னடப்	 த்ரு்ககி	 மறாறறி	
அனமத்தறால்	ததறாகுப்பிறகறாை	தீரவுகளில்	மறாற்ம்	ஏற்டறாது.

 (3)  நேரியச	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்பின	எந்ததவறாரு	்சமன்றாட்டினை,	அச்சமன்றாட்டுடனும்,	
அத்ததறாகுப்பின	 பிறிததறாரு	 ்சமன்றாட்டின	 பூசசியமில்லறா	 எணணின	 த்ரு்ககற்லனை்க	
கூட்டிப்	பிரதியிடல்	அத்ததறாகுப்பின	தீரவினை	மறாற்றாது.
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34XII - கணிதவியல்

ைவரயவ்ற1.8
 ஒரு	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்்றாைது	 குன்ந்தது	 ஒரு	 தீரவு	 த்றறிருந்தறால்,	
ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவுனடயது	 எைப்்டும்.	 	 ஒரு	 தீரவு	 கூட	 த்்வில்னலதயனில்	
ததறாகுப்்றாைது	ஒருஙகனமவற்து	எைப்்டும்.

குறிப்புவர

 நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பில்	உள்ள	்சமன்றாடுகளின	எணணி்கனக்ககு	மதிப்பிட	நவணடிய	
மறாறிகளின	எணணி்கனக்ககுச	்சமம்	எனில்	தகழு்ககளின	அணி	 A 	ஆைது	்சதுர	அணியறாக	இரு்ககும்.	
நமலும்	 A 	ஆைது	பூசசியமற்	நகறானவ	அணியறாகவுமிருப்பின	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பிறகுப்	
பினவரும்	முன்களில்	ஏநதனும்	ஒரு	முன்யில்	தீரவு	கறாணலறாம்.	(i) நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன், 
(ii) கிரறாமரின	விதி,  (iii) கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்

1.4.3 (i) ந�ரமோறு அணி கோணல் முவ்ற (Matrix Inversion Method)

 நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பில்	உள்ள	தகழு்ககளின	அணியறாைது	்சதுர	அணியறாகவும்	மறறும்	
பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணியறாகவும்	இருப்பின	இம்முன்னய	்யன்டுத்த	இயலும்.

   AX  =  B , … (1)
என்	்சமன்றாட்னட்க	கருதுநவறாம்.	இஙகு A  என்து	்சதுர	மறறும்	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணியறாகும்.	
A  என்து	 பூசசியமற்்க	 நகறானவ	அணி	ஆதலறால்	 A−1  கறாண	இயலும்	 மறறும்	 A A AA I− −= =1 1 .   
(1)-இன	 இருபு்மும்	 முனபு்மறாக	  A−1ஆல்	 த்ரு்கக்க	 கினடப்்து	 A AX A B− −( ) =1 1 . 	 அதறாவது	

A A X A B− −( ) =1 1 .

 எைநவ	ேறாம்	த்றுவது	 X A B= −1 .

எடுத்துககோட்டு 1.22
 பினவரும்	நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன்னய	்யன்டுத்தி	
தீர்கக: 
 5 2 3 3 2 5x y x y+ = + =,  .
தீரவு

 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவம்	 AX =  B , 	இஙகு	 A X
x
y
B=









 =









 =











5 2
3 2

3
5

, ,  .

 A =  
5 2
3 2

10 6 4 0= − = ≠ .	எைநவ A−1 	கறாண	இயலும்.	மறறும் A−1 =
1
4

2 2
3 5

−
−









 . 

 X A B= −1 	என்	சூத்திரத்னதப்	்யன்டுத்த்க	கினடப்்து

 

x
y









 =  1

4
2 2
3 5

3
5

1
4

6 10
9 25

1
4

4
16

4
4

1
−

−


















 =

−
− +









 =

−







 =

−

66
4

1
4



















=
−







 .

 

எைநவ	தீரவறாைது	 x y= − =( )1 4, .

எடுத்துககோட்டு 1.23
 பினவரும்	நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன்னய	்யன்டுத்தி	
தீர்கக: 

 2 3 3 5 2 4 3 2 31 2 3 1 2 3 1 2 3x x x x x x x x x+ + = − + = − − − =, , .     

Chapter 1 Matrices.indd   34 05-02-2020   15:59:47



35 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

தீரவு

 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவம் AX B= .

  இஙகு A  =  
2 3 3
1 2 1
3 1 2

5
4

3

1

2

3

−
− −

















=
















= −
















, ,X
x
x
x

B .

  A  =  
2 3 3
1 2 1
3 1 2

2 4 1 3 2 3 3 1 6 10 15 15 40 0−
− −

= + − − − + − + = + + = ≠( ) ( ) ( ) . 

 எைநவ A−1  கறாண	இயலும்	மறறும்

  A−1  =  1 1
40

4 1 2 3 1 6
6 3 4 9 2 9

3
A

A( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
(

adj =
+ + − − − + − +

− − + + − − − − −
+ + 66 2 3 4 3

1
40

5 3 9
5 13 1
5 11 7) ( ) ( )− − + − −

















= −
−

















T

 X A B= −1 	என்	சூத்திரத்னதப்	்யன்டுத்த்க	கினடப்்து

  
x
x
x

1

2

3

















  =  1
40

5 3 9
5 13 1
5 11 7

5
4
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1
40

25 12 27
25 52−

−
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=
− +
+ + 33

25 44 21

1
40

40
80
40

1
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1− −

















=
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 .

 எைநவ	தீரவறாைது	 x x x1 2 31 2 1= = = −( ), , .

எடுத்துககோட்டு 1.24

 A =
−
−

− −

















4 4 4
7 1 3

5 3 1
 மறறும்	 B =

−
− −

















1 1 1
1 2 2
2 1 3

 எனில்	த்ரு்ககற்லன AB  மறறும்BA 	கறாணக.	

இதன	மூலம்	 x y z x y z x y z− + = − − = + + =4 2 2 9 2 3 1, , 	என்	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்த்	

தீர்ககவும்.
தீரவு

 AB  =  
−
−

− −
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− −
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− + + − + −4 4 4

7 1 3
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1 2 2
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= I . 

 எைநவ	ேறாம்	த்றுவது	 AB BA I= = 8 3.அதறாவது	, 1
8

1
8 3A B B A I






 = 






 = . 	எைநவ, B A− =1 1

8
.

 தகறாடுத்துள்ள	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	அணி	வடிவில்	எழுத்க	கினடப்்து
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எைநவ	தீரவறாைது	 ( , , ).x y z= = − = −3 2 1

பயிறசி 1.3

 1. பினவரும்	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்புகனள	நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன்யில்	தீர்கக:

   (i) 2 5 2 2 3x y x y+ = − + = −,    (ii) 2 8 2 2x y x y− = + = −,   3

   (iii) 2 3 9 9 3 1x y z x y z x y z+ − = + + = − − = −, ,  

   (iv) x y z x y z x y z+ + − = − + − = + + =2 0 4 5 31 0 2 2 13, , 6  5

 2.  A =
−

−
−

















5 1 3
7 1 5
1 1 1

 	மறறும்	B =
















1 1 2
3 2 1
2 1 3

 	எனில்	த்ரு்ககற்லன AB  மறறும்	BA 	கறாணக.	

இதன	 மூலம் x y z x y z x y z+ + = + + = + + =2 1 3 2 7 2 3 2, , 	 என்	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	

ததறாகுப்ன்த்	தீர்ககவும்.
 3. ஒருவர	 ஒரு	 குறிப்பிட்ட	 மறாத	 ஊதியத்தில்	 ஒரு	 ்ணியில்	 அமரத்தப்்டுகி்றார.	 ஒவதவறாரு	

ஆணடும்	ஒரு	நினலயறாை	ஊதிய	உயரவு	 	அவரு்ககு	வைஙகப்்டுகி்து.	3	ஆணடுகளு்ககுப்	
பி்கு	அவர	த்றும்	ஊதியம்		̀  19,800 	மறறும்	9 	ஆணடுகளு்ககுப்	பி்கு	அவர	த்றும்	ஊதியம்	
` 23,400 	எனில்	அவருனடய	ஆரம்்	ஊதியம்	மறறும்	ஆணடு	உயரவு	எவவளவு	என்னத்க	
கறாணக.	(நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன்யில்	இ்ககண்கனகத்	தீர்கக.)

 4. 4 ஆடவரும்	 4	 மகளிரும்	 ந்சரந்து	 ஒரு	 குறிப்பிட்ட	 நவனலனய	  3 ேறாட்களில்	 த்சய்து	
முடிப்்றாரகள்.	அநத	நவனலனய	2 ஆடவரும்	5 மகளிரும்	ந்சரந்து	4 ேறாட்களில்	முடிப்்றாரகள்	
எனில்	அவநவனலனய	ஓர	ஆடவர	மறறும்	ஒரு	மகளிர	தனித்தனியறாக	த்சய்து	முடிப்்தறகு	
எத்தனை	ேறாட்களறாகும்?	

 5. A B,  மறறும்	C  என்	த்றாருட்களின	வினல	ஓர	அலகிறகு	முன்நய	` x y,  மறறும்	 z  ஆகும்.	

P  என்வர	 B -ல்	4 அலகுகள்	வறாஙகி,	 A-ல் 2 அலனகயும்	C -ல்	5 அலனகயும்	விறகி்றார.	Q  

என்வர	C -ல்	2 அலகுகள்	வறாஙகி	 A-ல் 3 அலகுகள்	மறறும்	 B -ல்	1	அலனகயும்	விறகி்றார.	

R  என்வர	A-ல்	1 அலனக	வறாஙகி,	B -ல்	3 அலனகயும்	C 	அலகில்	ஒரு	அலனகயும்	விறகி்றார.	

இவவணிகத்தில்	 P Q,  மறறும்	 R  முன்நய	` 15,000, ` 1,000 மறறும்	` 4,000 	வருமறாைம்	

ஈட்டுகின்ைர	 எனில்	 A B, மறறும்	 C 	 த்றாருட்களின	ஓரலகு	வினல	 எவவளவு	 என்னத்க	

கறாணக.	(நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன்யில்	இ்ககண்கனகத்	தீர்கக.)

1.4.3 (ii) கிரோமரின் விதி (Cramer’s Rule)
 நேரியல்	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்பில்	 உள்ள	 தகழு்ககள்	 அணியறாைது	 ்சதுர	 அணியறாகவும்	
பூசசியமற்	அணி்கநகறானவ	அணியறாகவம்	இருந்தறால்	மட்டுநம	இம்முன்னய	்யன்டுத்த	இயலும்.	
இம்முன்னய	பினவரும்	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பின	மூலம்	விவரிப்ந்றாம்.

a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33

+ + =
+ + =
+ +

,
,

33 3= b ,
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இஙகு	தகழு்ககள்	அணியறாைது,	 	 	 	 	 	

a a a
a a a
a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

   
  
  

















   பூசசியமற்	 	 	 	 நகறானவ	 	 	 	அணி.	 	 	 	 எைநவ	

a a a
a a a
a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0
   
  
  

¹ .

  D  =
a a a
a a a
a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

   
  
  

 	எனக. 

 x1D  =  x
a a a
a a a
a a a

a x a a
a x1

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 1 12 13

21 1

   
  
  

     
=      

    
  = 

+ +      
a a

a x a a

a x a x a x a a

22 23

31 1 32 33

11 1 12 2 13 3 12 13

aa x a x a x a a
a x a x a x a a

b

21 1 22 2 23 3 22 23

31 1 32 2 33 3 32 33

+ +     
+ +     

 =
11 12 13

2 22 23

3 32 33

1

     
    
    

a a
b a a
b a a

= ∆

  D  ¹  0  ஆதலறால்,  ேறாம்	த்றுவது	 x1
1=

∆
∆

 .

 இநதந்றால்,	ேறாம்	த்றுவது	

 x2  =    ∆
∆

=
∆
∆

2
3

3, x , இஙகு	∆ = ∆ =2

11 1 13

21 2 23

31 3 33

3

11 12 1

21 22

a b a
a b a
a b a

a a b
a a b

   
  
  

   
  , 22

31 32 3a a b  
.

இவவறா்றாக,	 கிராேரின் விதியாைது x1  =     ∆
∆

=
∆
∆

=
∆
∆

1
2

2
3

3, , ,x x  

  இங்கு D =  
a a a
a a a
a a a

b a a
b a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1

1 12 13

2 22 2

   
  
  

,
   
  ∆ = 33

3 32 33

2

11 1 13

21 2 23

31 3 33

3

11 1

b a a

a b a
a b a
a b a

a a

  

   
  
  

  
, ,∆ = ∆ =

22 1

21 22 2

31 32 3

 
  
  

b
a a b
a a b

.

குறிப்பு

 D-ல்	உள்ள	முதல்	நிரலில்	உள்ள	உறுப்புகளறாை		 a a a11 21 31, , களு்ககுப்	்தில்	முன்நய	b b b1 2 3, ,  
கனளப்	பிரதியிட்க	கினடப்்து	D1 .

 D-ல்	உள்ள	இரணடறாவது	நிரலில்	உள்ள	உறுப்புகளறாை	 a a a12 22 32, , களு்ககுப்	்தில்	முன்நய
b b b1 2 3, , கனளப்	பிரதியிட்க	கினடப்்து	D2 	ஆகும்.

 D-ல்	 உள்ள	மூன்றாவது	 நிரலில்	 உள்ள	உறுப்புகளறாை	 a a a13 23 33, , களு்ககுப்	 ்தில்	முன்நய
b b b1 2 3, , கனளப்	பிரதியிட்க	கினடப்்து	 D3 ஆகும்.

 ∆ = 0 	எனில்	கிரறாமரின	விதினய	்யன்டுத்த	இயலறாது.

எடுத்துககோட்டு 1.25

 x x x x x x x1 2 1 2 3 2 33 2 3 4 17 2 7− = + + = + =, , என்	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்ன்த்	
தீர்ககவும்.

தீரவு

 பினவரும்	அணி்கநகறானவகளின	மதிப்ன்	முதலில்	கறாணந்றாம்.
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= 24.

 கிரறாமரின	விதிப்்டி	 x x x1
1

2
2

3
12
6

2 6
6

1
6

4=
∆
∆

= = =
∆
∆

=
−

= − = =
     24, , .

 எைநவ	தீரவறாைது	 ( , , )x x x1 2 32 1 4= = − = .

எடுத்துககோட்டு 1.26  

 T20 ஆட்டதமறானறில்	கனடசி	ஓவரில்	1 ்ந்து	மட்டும்	வீ்சப்்ட	நவணடிய	

நினலயில்	 ஓர	 அணியறாைது	 6 ரனகள்	 (ஓட்டஙகள்)	 த்ற்றால்	 மட்டுநம	
தவறறி	த்றும்	நினலயில்	இருந்தது.	கனடசி	் ந்து	மட்னடயரு்ககு		வீ்சப்்ட்டது.	
அவர	அதனை	மிக	உயரம்	த்சல்லுமறாறு	அடி்ககி்றார.	்ந்தறாைது	த்சஙகுத்து	
தளத்தில்	த்சன்	் றானத	அத்தளத்தில்	 y ax bx c= + +2  என்	்சமன்றாட்டின்டி	
உள்ளது.	 ்ந்தறாைது	 ( , ), ( , ), ( , )10 8 20 16 40 22 	 என்	 புள்ளிகள்	 வழியறாகச	 த்சல்கி்து	 எனில்	
அவவணியறாைது	ஆட்டத்னத	தவன்தறா	என்னத	முடிவு	த்சய்யலறாமறா?	உைது	வினடயினை	கிரறாமர	
விதினய்க	தகறாணடு	நியறாயப்்டுத்துக.	 (எல்லறா	ததறானலவுகளும்	மீட்டர	அளவில்	உள்ளை.	 ்ந்து	
த்சன்	 ்றானதயின	 தளமறாைது	 மிகத்ததறானலவில்	 உள்ள	 எல்னல்க	 நகறாட்டினை	 ( , )70 0 	 என்	
புள்ளியில்	்சந்தி்ககும்)

தீரவு

 y ax bx c= + +2  என்	்றானதயறாைது	 ( , ), ( , ), ( , )10 8 20 16 40 22 	என்	புள்ளிகள்	வழிச	த்சல்கி்து.	

ஆதலறால்	 100 10 8 400 20 16 1600 40 22a b c a b c a b c+ + = + + = + + =, ,  என்	 ்சமன்றாடுகள்	

கினட்ககின்ை.	கிரறாமரின	விதினய	்யன்டுத்த	பினவருவைவறன்்க	கறாணந்றாம்.

  D  =  
100 10 1
400 20 1

1600 40 1
1000

1 1 1
4 2 1

16 4 1
1000 2 12 16 6000= = − + − = −[ ] ,

 D1  =  
8

16
22

10 1
20 1
40 1

20
4 1 1
8 2 1
11 4 1

20 8 3 10 100= = − + + =[ ] ,

 D2  =  
100 1
400 1

1600 1
200

1 4 1
4 8 1

16 11 1
200 3 48 84 7800

8
16
22

= = − + − = −[ ] ,

 D3  =  
100 10
400 20

1600 40
2000

1 1 4
4 2 8

16 4 11
2000 10 84 64 2000

8
16
22

= = − + − =[ ] 00 .

 கிரறாமரின	விதிப்்டி, a  =  ∆
∆

= − =
∆
∆

= = = =
∆
∆

= − = − = −1 2 31
60

7800
6000

78
60

13
10

20000
6000

20
6

1, ,b c 00
3

.

 எைநவ	்றானதயின	்சமன்றாடு	 y = − + −
1
60

13
10

10
3

2x x .
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39 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 x = 70 	எனில்	 y = 6எை்க	கினட்ககி்து.	எைநவ	்ந்தறாைது	எல்னல்கநகறாட்டிறகு	நேர	நமலறாக	 
6 மீ	உயரத்தில்	த்சல்கி்து	மறறும்	எல்னல்க	நகறாட்டின	அருகில்	உள்ள	ஆட்ட்ககறாரர	எகிறி்க	குதித்துப்	
பிடி்கக	முயன்றாலும்	அவரறால்	அப்்ந்தினைப்	பிடி்கக	இயலறாது.	எைநவ	அப்்ந்து	மிகப்த்ரிய	6 ஆகச	
த்சன்து	மறறும்	அவவணி	ஆட்டத்தினை	தவன்து.	

பயிறசி 1.4
 1. பினவரும்	நேரியச	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்ன்	கிரறாமரின	விதிப்்டி	தீர்கக:  
   (i) 5 2 16 0 3 7 0x y x y− + = + − =,

   (ii) 3 2 12 2 3 13
x

y
x

y+ = + =,  

   (iii) 3 3 11 2 2 9 3 2 25x y z x y z x y z+ − = − + = + + =, ,  4

   (iv) 3 4 2 1 0 1 2 1 2 0 2 5 4 1 0
x y z x y z x y z

− − − = + + − = − − + =, ,

 2.  ஒரு	ந்றாட்டித்	நதரவில்	ஒவதவறாரு	்சரியறாை	வினட்ககும்	ஒரு	மதிப்த்ண	வைஙகப்்டுகி்து.	

ஒவதவறாரு	 தவ்றாை	 வினட்ககும்	 1
4

 மதிப்த்ண	 குன்்ககப்்டுகி்து.	 ஒரு	 மறாணவர	 100 

நகள்விகளு்ககுப்	 ்திலளித்து	 80 மதிப்த்ணகள்	 த்றுகி்றார	 எனில்	 அவர	 எத்தனை	
நகள்விகளு்ககுச	 ்சரியறாக	 ்தில்	 அளித்திருப்்றார?	 (கிரறாமரின	 விதினயப்	 ்யன்டுத்தி	
இ்ககண்கனகத்	தீர்ககவும்).

 3. நவதியறாளர	 ஒருவரிடம்	 50% அமிலத்தனனம	 தகறாணட	 ஒரு	 கனர்சலும்	 மறறும்	 25% 
அமிலத்தனனம	 தகறாணட	 மறத்றாரு	 கனர்சலும்	 உள்ளது.	 அவர	 10 லிட்டர	 கனர்சலில்	
40% அமிலத்தனனம	 உள்ளவறாறு	 ஒரு	 கனர்சனல	 உருவறா்கக	 இருவனக்க	 கனர்சல்கள்	
ஒவதவறானறிலிருந்தும்	 எத்தனை	 லிட்டர	 ந்சர்கக	 நவணடும்?	 (இ்ககண்கனக	 கிரறாமரின	
விதினயப்	்யன்டுத்தித்	தீர்கக).

 4. ஒரு	மீன	ததறாட்டினய	்ம்பு	A மறறும்	்ம்பு		B 	என்ை	ஒன்றாகச	ந்சரந்து	10 நிமிடஙகளில்	
நீனர	 நிரப்பும்.	 ்ம்பு	 B 	 ஆைது	 நீனர	 உள்நள	அல்லது	 தவளிநய	 ஒநர	 நவகத்தில்	அனுப்்	
இயலும்.	எதிர்றாரறாதவிதமறாக	்ம்பு	B ஆைது	நீனர	தவளிநய	அனுப்பிைறால்	ததறாட்டி	நிரம்்	
30 நிமிடஙகள்	ஆகும்	எனில்	ஒவதவறாரு	்ம்பும்	ததறாட்டினய	தனித்தனியறாக	நிரப்்	எவவளவு	
கறாலம்	எடுத்து்க	தகறாள்ளும்?		(கிரறாமரின	விதினயப்	்யன்டுத்தி	தீர்ககவும்).

 5. ஒரு	குடும்்த்திலுள்ள	மூனறு	ே்ரகள்	இரவு	உணவு	்சறாப்பிட	ஓர	உணவகத்திறகுச	த்சன்ைர.	
இரு	நதறான்சகள்,	மூனறு	இட்லிகள்	மறறும்	இரு	வனடகளின	வினல	` 150. 	இரு	நதறான்சகள்,	
இரு	 இட்லிகள்	 மறறும்	 ேறானகு	 வனடகளின	 வினல	 ` 200. 	 ஐந்து	 நதறான்சகள்,	 ேறானகு	
இட்லிகள்	மறறும்	இரணடு	வனடகளின	வினல	` 250. அ்ககுடும்்த்திைரிடம்	` 350 இருந்தது	
மறறும்	அவரகள்	மூனறு	நதறான்சகள்,	ஆறு	இட்லிகள்	மறறும்	ஆறு	வனடகள்	்சறாப்பிட்டைர.	
அ்ககுடும்்த்திைர	 ்சறாப்பிட்ட	 த்சலவிறகறாை	 ததறானகனய	 அவரகளிடமிருந்த	 ்ணத்னத்க	
தகறாணடு	த்சலுத்த	முடியுமறா?	(உமது	வினடனய	கிரறாமரின	விதி்கதகறாணடு	நிரூபி)

1.4.3 (iii) கோஸ்ஸியன் நீககல் முவ்ற (Gaussian Elimination Method)

 
நேரியச	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்பில்	 உள்ள	 தகழு்ககளின	 அணியறாைது	 ்சதுர	 அணியறாக	

இல்லறாவிட்டறாலும்	இம்முன்னயப்	்யன்டுத்தித்	தீரவு	கறாணலறாம்.	இது	ேறாம்	ஏறகைநவ	அறிந்துள்ள	
பிரதியிடல்	முன்யில்	தீர்ககும்	முன்நயயறாகும்.	இம்முன்யில்,	நேரியச	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்பின	
விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணினய	 ஏறு்டி	 வடிவத்திறகு	 உருமறாறறி	 பினபு	 பினநைறா்ககிப்	 பிரதியிடல்	
முன்யில்	தீரவு	கறாண்தறாகும்.
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40XII - கணிதவியல்

எடுத்துககோட்டு 1.27
 பினவரும்	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்யில்	தீர்கக	:

 4 3 6 25 5 7 13 9 1x y z x y z x y z+ + = + + = + + =, , .  2
தீரவு

 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணினய	ஏறு்டிவ	வடிவத்திறகு	உருமறாற்ஙகள்	த்சய்ய்க	கினடப்்து,
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1
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      .

 ஏறு்டிவத்திலிருந்து	கினட்ககும்	்சமமறாை	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்்றாைது

   x y z+ +5 7  =  13 , … (1)

   17 22y z+  =  27 , … (2)

   199z  =  398 . … (3)

 (3)-லிருந்து	ேறாம்	த்றுவது z = =
398
199

2 .

 z = 2 	எை	(2)	-ல்	பிரதியிட்க	கினடப்்து	 y =
− ×

=
−

= −
27 22 2

17
17

17
1.

 z = 2  மறறும்	 y=−1	எை	(1)-ல்	பிரதியிட்க	கினடப்்து	 x = − × − − × =13 5 1 7 2 4( ) .

 எைநவ	தீரவறாைது	 ( , , )x y z= = − =4 1 2 .

 குறிபபு:  கனடசி	 ்சமன்றாட்டிலிருந்து	 முதல்	 ்சமன்றாட்டிறகு	 நமநல	 உள்ள	 முன்யறாைது	
பின்பைாக்கி பிரதியி்டல் மு்்ற எை	அனை்ககப்்டுகி்து.

எடுத்துககோட்டு 1.28
 ஒரு	 ரறா்கதகட்டின	 நமல்	 நேறா்ககிய	 நவகம்	 t நேரத்தில்	 நதறாரறாயமறாக		
v t at bt c( ) = + +2  என்வறாறு	உள்ளது.		இஙகு	 0 100£ £t  மறறும்	 a b c, ,
என்ை	 மறாறிலிகள்.	 ரறா்கதகட்டின	 நவகம்	 	 t t= =3 6, , மறறும்	 t = 9  
விைறாடிகளில்	முன்நய	   64, 133, மறறும்	208 னமல்கள்/விைறாடி	எனில்	
t =15விைறாடியில்	 அதன	 நவகத்னத்க	 கறாணக.	 (கறாஸ்ஸியன	 நீ்ககல்	
முன்னய	்யன்டுத்துக).	

தீரவு

 v v( ) , ( )3 64 6 133= =  மறறும்	v( )9 208= .		ஆதலறால்	பினவரும்	நேரிய	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்ப்	
த்றுகிந்றாம்.	
   9 3a b c+ +  =  64 ,

   36 6a b c+ +  =  133 ,

   81 9a b c+ +   =  208 .

 

நமல்	உள்ள	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்யில்	தீர்கக	உள்நளறாம்.	
விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணினய	 நினர-ஏறு்டி	 வடிவத்திறகு	 ததறாட்ககநினல	 நினர	 உருமறாற்ஙகள்	
த்சயல்்டுவதன	மூலம்	ேறாம்	த்றுவது,
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 ஏறு்டி	வடிவத்திலிருந்து	கினட்ககும்	்சமறாை	்சமன்றாடுகள்

 9 3 64 41 1a b c b c c+ + = + = =, , . 2  

 பினநைறா்ககிப்	பிரதியிடல்	மூலம்	ேம்ககு்க	கினடப்்து	  

 c b c a b c
= =

−
=

−
= =

− −
=

− −
=1 41

2
41 1

2
20 64 3

9
64 60 1

9
1
3

, ( ) ( ) , .  

 ஆதலறால்	 v t t t( ) .= + +
1
3

20 12   

	 எைநவ, v( ) ( ) ( )15 1
3

225 20 15 1 75 300 1 376= + + = + + =  னமல்கள்/விைறாடி.

பயிறசி 1.5
 1.  பினவரும்	நேரியச	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்ன்	

	 	 கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்யில்	தீர்ககவும்:  

    (i) 2 2 3 2 2 3 3 2 1x y z x y z x y z− + = + − = − + =, ,

   (ii) 2 4 6 22 3 8 5 27 2 2x y z x y z x y z+ + = + + = − + + =, ,

 2. ax bx c2 + + -ஐ  x x+ −3 5, , மறறும்	 x −1-ஆல்	வகு்ககும்ந்றாது	மீதியறாைது	முன்நய	21, 61, 

மறறும்	 9	எனில்	a b,  மறறும்	c -ஐ்க	கறாணக.	(கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்னய	உ்நயறாகி்ககவும்)

 3. ஒரு	ததறானக	` 65,000 ஆணடிறகு	முன்நய	6 8%, %  மறறும்	9% என்	வட்டி	வீதத்தில்	மூனறு	

்த்திரஙகளில்	முதலீடு	த்சய்யப்்டுகி்து.	தமறாத்த	ஆணடு	வருமறாைம்	` 4,800. மூன்றாவது	
்த்திரத்தில்	கினட்ககும்	வருமறாைமறாைது	இரணடறாவது	் த்திரத்தில்	கினட்ககும்	வருமறாைத்னத	
விட	 ` 600 அதிகம்	 எனில்	 ஒவதவறாரு	 ்த்திரத்திலும்	முதலீடு	 த்சய்யப்்ட்ட	 ததறானகனய்க	
கறாணக.	(கறாஸ்	நீ்ககல்	முன்னய	்யன்டுத்துக).

 4. ஒரு	சிறுவன	 y ax bx c= + +2  என்	் றானதயில்	 ( , ),( , )− − −6 8 2 12 , மறறும்	 ( , )3 8  எனும்	புள்ளிகள்	
வழியறாக	 த்சல்கி்றான.	 P( , )7 60 	 என்	 புள்ளியில்	 உள்ள	 அவனுனடய	 ேண்னை	 ்சந்தி்கக	
விரும்புகி்றான.	 அவன	 அவனுனடய	 ேண்னை	 ்சந்திப்்றாைறா?	 (கறாஸ்	 நீ்ககல்	 முன்னய	
்யன்டுத்துக).

1.5 அணிகளின் பயன்போடுகள்: ந�ரியச் சமன்போடுகளின்

     மேோகுப்பிறகுரிய ஒருஙகவமவுத் ேன்வமவயத் ேரம் மூலம் கோணல்

       (Applications of Matrices: Consistency of System of  
       Linear Equations by Rank Method)
 ்குதி	 1.4.3-ல்	 ேறாம்	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுதிகளின	 ஒருஙகனமவுத்	 தனனமனயப்	 ்றறி	
வனரயறுத்துள்நளறாம்.	இப்்றாடப்்குதியில்	இனத	அணித்தரம்	மூலம்	ஆரறாய	உள்நளறாம்.	பினவரும்	
நதற்த்னத	நிரூ்ணமினறி	்யிலுநவறாம்:
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42XII - கணிதவியல்

  நேற்றம் 1.14  (ரூச்சி-கமபல்லி நேற்றம்) (Rouché - Capelli	Theorem)
 AX B=  என்	அணி	வடிவத்திலுள்ள	நேரியச	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்்றாைது	ஒருஙகனமவு	

உனடயதறகுப்	 ந்றாதுமறாை	 மறறும்	 நதனவயறாை	 நி்ந்தனையறாததனில்	 தகழு்ககள்	 அணியின	
தரமும்	 மறறும்	 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணியின	 தரமும்	 ்சமமறாக	 இரு்கக	 நவணடும்.	 அதறாவது	 
ρ ρ( ) ([ | ]).A A B=

	 நமறகறாணும்	நதற்த்தினைப்	பினவரும்	எடுத்து்ககறாட்டுகளில்	்யன்டுத்துநவறாம்.

1.5.1 அசமப்படித்ேோன ந�ரியச் சமன்போடுகள்

       (Non-homogeneous Linear Equations)

எடுத்துககோட்டு 1.29

 பினவரும்	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவு	 உனடயதறா	 எை	 ஆரறாய்க.	

ஒருஙகனமவு	உனடயதறாயின	அவறன்த்	தீர்கக: 

 x y z x y z x y z x y z+ − = − + = − + = − + + =2 3 3 2 1 2 3 3 1 0, , ,   .

தீரவு

 இஙகு	மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3. 
 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவம் AX B= ,  இஙகு

   A  =  

1
3
1
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2
1
2
1

1
2
3
1

3
1
3
1

  
−
−
−

−
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=
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விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணியறாைது [ | ]A B  =  
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 [ | ]A B -ல்	கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்னய	்யன்டுத்த்க	கினடப்்து

[ | ]

,
,
,A B

R R R
R R R
R R R

2 2 1

3 3 1

4 4 1

3 1 2 1
0 7 5
0 4 4
0 3 2

→ −
→ −
→ − →

−
−
−
−

    

3
8

0
4

2 2

3 3

4 4

1
1
1−

−





















 →

→ −
→ −
→ −

R R
R R
R R

( ) ,
,( )

( )

11 2 1 3
0 7 5 8
0 4 4 0
0 3 2 4

3 3 2

4

7 4

   

       

−



















−
−
−

→ −R R R
R

,
→→ − → →

−
−





















− −
7 34 2 3

1
0

2
7

1
5

3
8

0 0 8 32
0 0 1 4

R R R R   33 4 4 38

1
0

0

2
7

0

1
5

1

3
8

4
0 0 1 4

÷ − → − →

−
−





















( )    R R R →→

−
−





















1
0
0

2
7
0

1
5

1

3
8
4

0 0 0 0

   .

 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணி	[ | ]A B -ல்	மூனறு	அபூசசிய	நினரகள்	உள்ளை.	

	 எைநவ, ρ [ | ] .A B( ) = 3
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43 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 A -யின	நினர-ஏறு்டி	வடிவமறாைது	

1
0
0
0

2
7
0
0

1
5

1
0

  

−
−



















.  இதில்	மூனறு	அபூசசிய	நினரகள்	உள்ளை.

	 எைநவ,	 ρ( ) .A = 3
 எைநவ,  ρ ρ( ) ([ | ]) .A A B= = 3

 ஏறு்டி	 வடிவத்திலுள்ள	 அணியிலிருந்து	 கினட்ககும்	 ்சமறாை	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்்றாைது	 
x y z y z z+ − = − = = =2 3 7 5 8 4 0 0      , , , .

 கனடசி	்சமன்றாடு	 0 0=  என்து	அரத்தமுள்ளது.	பினநைறா்ககிப்	பிரதியிடல்	முன்யில்	ேம்ககு்க	

கினடப்்து	
   z  =  4
   7 20y −  =  8                ⇒     y = 4 ,

   x  =  3 8 4− +     ⇒   x = −1 .

 எைநவ	 தீரவறாைது	 ( , , ).x y z= − = =1 4 4 (இஙகு	 A -ஆைது	 ்சதுர	 அணியல்ல	 என்து	

குறிப்பிடத்த்ககது)	
 இங்கு பதாகுப�ாைது ஒருங்க்ேவு உ்்டயது. ஒபர ஒரு தீர்்ைப ப�றறுள்ளது.

எடுத்துககோட்டு 1.30
 பினவரும்	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவு	 உனடயதறா	 எை	 ஆரறாய்க.	
ஒருஙகனமவு	உனடயதறாயின	அவறன்த்	தீர்கக: 
 4 2 6 8 3 1 3 9 21x y z x y z x y z− + = + − = − − + =, , .  15

தீரவு

 மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3.

 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவம்	 AX B= .	

   இஙகு		 A  =  
4
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[ | ]A B என்	 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணியில்	 ததறாட்ககநினல	 நினர	 த்சயலிகள்	 ்யன்டுத்த்க	

கினடப்்து

[ | ]A B R R=
−

−
− −

















 → −
−

↔
4
1

15

2
1
3

6
3

9

8
1

21
4

15
2
3

1 1
1 2     

−− −















 → −
−

→ −
→ −

3 1
6
9

8
21

1 1
0 6
0 18

2 2 1

3 3 1

4
15  

R R R
R R R

,

   

                                 

− −















3 1
18 12
54 36

            
R R
R R

2 2

3 3

6
18

1 1 3 1
0 1 3 2
0 1 3

→ ÷ −
→ ÷ − →

− −
− −
− −

( ),
( )

22

1
0

1
1

3
3

1
2

0 0 0 0

3 3 2

















 →
−
−

−
−

















→ −R R R    
 

 
 

..

 எைநவ	 ρ ρ( ) ([ | ]) .A A B= = 2 3 <  

 ஏறு்டி	வடிவத்திலுள்ள	அணியிலிருந்து	கினட்ககும்	்சமறாை	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்்றாைது	
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   x y z+ − 3  =  −1, y z−3 = −2 , 0 = 0 .

 இதில்	கனடசி	்சமன்றாடு	0 0= 	தவளிப்்னடயறாைது	மறறும்	த்றாருத்தமுனடயது.

 நமலும்	 தவளிப்்னடயற்	 	 ்சமன்றாடுகள்	 இரணடு	 உள்ளை.	 	 மூனறு	 ததறாகுப்பில்	 மறாறிகள்	
உள்ளை.	எைநவ	மறாறிகளில்	ஒனன்	ேமது	விருப்்ப்்டி	நினல	நிறுத்தி	மற்	இரு	மறாறிகளு்ககறாை	
இரு	்சமன்றாடுகனளப்	த்்லறாம்.	எைநவ	 z -ஐ		 t 	என்	தமய்தயண	த்றும்	தனனிசன்ச	மறாறியறாக்க	
தகறாள்நவறாம்.	 எைநவ	 ேறாம்	 த்றுவது	 y = 3 2t − , x = − − − + =1 3 2 3 1( )t t . எைநவ	 தீரவறாைது	

x y t z t= = − =( )1 3 2, , 	ஆகும்.	இஙகு	 t  என்து		தனனிசன்ச	தமய்தயண	ஆகும்.	நமல்	உள்ள	தீரவு்க	
கணமறாைது	 ஒரு	 ்சறாரறாமறாறி	 குடும்்த்	 தீரவுகள்	 ஆகும்.	 எைநவ	 தகறாடுத்துள்ள	 ததறாகுப்்றாைது	
ஒருஙகனமவுனடயது	 மறறும்	 எணணற்	 தீரவுகள்	 த்றறிரு்ககும்.	 இந்த	 எணணற்	 தீரவுகள்	 ஒரு	
குடும்்த்	தீரவுகளறாகும்.

குறிப்பு

 நமல்	உள்ள	எடுத்து்ககறாட்டில்	்சதுர	அணி	 Aயறாைது	பூசசிய்கநகறானவ	அணியறாகும்.	ஆதலறால்	
நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன்யிநலறா	அல்லது	கிரறாமர	விதினயப்	்யன்டுத்திநயறா	ததறாகுப்புகளில்	
உள்ள	்சமன்றாடுகனளத்	தீர்கக	இயலறாது.	இருப்பினும்	கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்னயப்	்யன்டுத்த	
முடியும்	 மறறும்	 ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவு	 உனடயதறா	 அல்லது	 ஒருஙகனமவு	 அற்தறா	 எைத்	
தீரமறானி்ககலறாம்.	 அடுத்த	 எடுத்து்ககறாட்டு	 மற்	 முன்கள்	 மீது	 கறாஸ்ஸியன	 நீ்ககல்	 முன்யின	
நமலறாதி்ககத்னத	உறுதிப்்டுத்துகி்து.
எடுத்துககோட்டு 1.31
 பினவரும்	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுதியின	 ஒருஙகனமவினைச	 ந்சறாதி்ககவும்,	 மறறும்	
இயலுமறாயின	தீர்ககவும்.

  x y z x y z x y z− + = − − + = − − + + =9 2 2 18 3 3 27 0, , . 2  3
தீரவு 

 இஙகு	மதிப்பிடப்்ட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3.
 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவம்	 AX B= ,  இஙகு
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 [ | ]A B 	என்	விரிவு்டுத்தப்்ட்டஅணியில்	ததறாட்ககநினல	நினரச	த்சயலிகனளப்	்யன்டுத்த்க	
கினடப்்து
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3 3 1

2
3    →

− −















1 1 1 9
0 0 0 0
0 0 0 0

   .

 எைநவ ρ ρ( ) ([ | ]) .A A B= =1 3 < 

 ஏறு்டி	 வடிவத்திலுள்ள	 அணியிலிருந்து	 கினட்ககும்	 ்சமறாை	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்்றாைது	
x y z− + = − = =9 0 0 0, , .  0    
 முரண்றாடறாை	முடிவுகள்	கினட்ககப்	த்்றானமயிைறால்,	தரப்்ட்டத்	ததறாகுப்பு	த்றாருத்தமுனடயது.	
இஙகு	ஒரு	தவளிப்்னடயற்	்சமன்றாடு	மட்டுநம	உள்ளது	மறறும்	ததறாகுப்பிறகு	3 மறாறிகள்	உள்ளை.
 y s z t= =, 	எை	தனனிசன்சயறாக	எடுத்து்கதகறாள்ள	ேம்ககு்க	கினடப்்து	 x s t− + = −9 ;	அல்லது	
x s t= − + −9 .
 எைநவ	 தீரவறாைது	 x s t y s z t= − + − = =( )9 , , ,	 இஙகு	 s மறறும்	 t 	 என்ை	 தமய்தயண	
்சறாரறாமறாறிகள்	(parameters)
  நமல்	உள்ள	தீரவு்ககணம்	இரு	்சறாரறாமறாறி்க	குடும்்த்	தீரவுகளறாக	அனமகின்ை.
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 இஙகு	 ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவு	 உனடயது	 மறறும்	 எணணற்	 தீரவுகனளப்	 த்றறுள்ளது.	
இத்தீரவுகள்,	இரு	்சறாரறாமறாறி்க	குடும்்த்	தீரவுகளறாக	இரு்ககின்ை.

எடுத்துககோட்டு 1.32
 பினவரும்	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்்றாைது	ஒருஙகனமவு	உனடயதறா	எை	ஆரறாய்க.

 x y z x y z x y z x y z− + = − − + = − + = − + =9 4 6 4 2 7, , , . 2  3
தீரவு

 இஙகு	மதிப்பிடப்்டநவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3.
 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவம்	 AX B= ,  இஙகு

   A  =  

1
2
3
4

1
1
1
1

1
1
1
2

9
4
6
7

   

−
−
−
−



















=
















=

−




, ,X

x
y
z

B 












 .

 [ | ]A B 	 என்	 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணியில்	 ததறாட்ககநினல	 நினரச	 த்சயலிகள்	 ்யன்டுத்த்க	
கினடப்்து,

[ | ]

,

A B

R R R
R

=

−
−
−
−

−



















→ −1
2
3
4

1
1
1
1

1
1
1
2

9
4
6
7

2 2 12

      
33 3 1

4 4 1

3
4

1 1 1 9
0 1 1 22
0 2 2 33
0 3 2 43

→ −
→ − →

− −



−
−
−

R R
R R R
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→ −

                                       
R R3 3 22

3
2

4 4 2

1
0

1
1

1
1

9
22

0 0 0 11
0 0 1 23

R
R R R

,
→ − →

−
−

−









−
−

      











 →

−
−

−















−
−

↔R R3 4

1
0

1
1

1
1

9
22

0 0 1 23
0 0 0 11

      




 எைநவ	 ρ( )A = 3  மறறும்		 ρ([ | ])A B = 4 .	எைநவ	 ρ ρ( ) ([ | ]).A A B≠
 ஏறு்டி	வடிவத்திலுள்ள	அணியிலிருந்து	கினட்ககும்	்சமறாை	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்்றாைது	

 x y z y z z− + = − − = = − = −9 22 23 0 11, , , .         
 கனடசி	 ்சமன்றாடறாைது	 முரண்றாடறாக	 உள்ளது.	 எைநவ	 தகறாடு்ககப்்ட்ட	 ்சமன்றாடுகளின	
ததறாகுப்்றாைது	ஒருஙகனமவற்து	மறறும்	ததறாகுப்பிறகு	தீரவு	கினடயறாது.

 ரூசசு-கத்ல்லி	(Rouché - Capelli)	நதற்த்திைறால்		பினவரும்	விதினயப்	த்றுகிந்றாம்:

 • பதாகுபபில் உள்ள சேன்�ாடுகளில் ேதிபபி்ட பைண்டிய ோறிகளின் எண்ணிக்்க  n ேறறும் 
ρρ ρρ( ) ([ | ]) ,A A B n== ==  எனில் AX B== என்்ற பதாகுப�ாைது ஒருங்க்ேவு உ்்டயது ேறறும் 

பதாகுபபிறகு ஒபர ஒரு தீர்வுதான் உண்டு.

 • AX B==  என்்ற பதாகுபபில் ேதிபபி்ட பைண்டிய ோறிகளின் எண்ணிக்்க n  ேறறும் 

ρρ ρρ( ) ([ | ]) ,A A B n k k== == −− ≠≠ 0  எனில் பதாகுப�ாைது ஒருங்க்ேவு உ்்டயது ேறறும் 

எண்ைற்ற தீர்வுக்ளப ப�றறிருக்கும். இததீர்வுகள் k −− சாராோறிக் குடும்�ோக (k-parameter 

family) இருக்கும். எடுததுக்காட்டாக பதாகுபபில் உள்ள சேன்�ாடுகளில்  3  ேதிபபி்ட 

பைண்டிய ோறிகள் ேறறும் ρρ ρρ( ) ([ | ]) ,A A B== == 2  எனில் பதாகுப�ாைது எண்ைற்ற 

தீர்வுகள் ப�றறிருக்கும் ேறறும் இததீர்வுகள் ஒரு சாராோறிக் குடும்�ோக  (one parameter 
family) இருக்கும். இபதப�ால் பதாகுபபில் உள்ள சேன்�ாடுகளில் ேதிபபி்ட பைண்டிய 
ோறிகளின் எண்ணிக்்க 3  ஆகவும் ேறறும் ρρ ρρ( ) ([ | ]) ,A A B== == 1  எனில் பதாகுப�ாைது 
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ஒருங்க்ேவு உ்்டயது ேறறும் எண்ைற்ற தீர்வுக்ளப ப�றறிருக்கும். இததீர்வுகள் இரு 
சாராோறிக் குடும்�ோக (two parameter family) இருக்கும்.

 • ρρ ρρ( ) ([ | ]),A A B≠≠  எனில் AX B== என்்ற பதாகுப�ாைது ஒருங்க்ேைற்றது ேறறும் 
பதாகுபபிறகுத தீர்வு கி்்டயாது.

எடுத்துககோட்டு 1.33
 x y z a x y z b x y z c+ + = + + = + + =, ,  32 3 5 7 	 என்	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்பின	

தீரவுகள்	ஒரு	்சறாரறாமறாறி்க	குடும்்மறாக	இருப்்தறகு	 a b,  மறறும்	 c -ல்	உருவறாகும்	நி்ந்தனைனய்க	

கறாணக.

தீரவு

 இஙகு	மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3.

 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவம் AX B= ,  இஙகு A X
x
y
z
B

a
b
c

=
















=
















=
















1
1
3

1
2
5

1
3
7

    , , .

 [ | ]A B 	 என்	 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணியில்	 ததறாட்ககநினல	 நினரச	 த்சயலிகள்	 ்யன்டுத்த்க	
கினடப்்து,
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.

 ததறாகுப்பின	தீரவுகள்	ஒரு	்சறாரறாமறாறி்க	குடும்்மறாக	இரு்கக	நவணடுமறாயின,

 ρ ρ( ) ([ , ]) .A A B= = 2 எைநவ	 ஏறு்டி	 வடிவத்திலுள்ள	 மூன்றாவது	 நினரயறாைது	 பூசசிய	

நினரயறாக	இரு்கக	நவணடும்.

 எைநவ, c b a− − =2 0   ⇒   c a b= + 2 .

எடுத்துககோட்டு 1.34
 λ , μ-இன	எம்மதிப்புகளு்ககு	

 x y z x y z x y z+ + = + + = + − =2 7 3 5 5, , λ µ

 என்	 ்சமன்றாடுகள்	 (i) யறாததறாரு	 தீரவும்	 த்றறி்றாது	 (ii) ஒநர	 ஒரு	 தீரனவப்	 த்றறிரு்ககும்	 
(iii) எணணி்கனகயற்	தீரவுகனளப்	த்றறிரு்ககும்	என்தனை	ஆரறாய்க.

தீரவு

 மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3.

 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவமறாைது	 AX B= ,  இஙகு	 A X
x
y
z
B=

−

















=
















=
















1
1
1

2
1
3

1

5

7

5
    λ µ, , ..

 [ | ]A B 	 என்	 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணியில்	 ததறாட்ககநினல	 நினரச	 த்சயலிகள்	 ்யன்டுத்த்க	
கினடப்்து
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 (i) λ = 7  மறறும்	 m ¹ 9 , எனில்	 ρ( )A = 2 	மறறும்	 ρ([ | ])A B = 3 	எைநவ	 ρ ρ( ) ([ | ])A A B≠

ததறாகுப்்றாைது	ஒருஙகனமவற்து.	நமலும்	ததறாகுப்பிறகு	தீரவு	கினடயறாது.

 (ii) λ ≠ 7  மறறும்	m  ஆைது	ஏதறாவது	ஒரு	தமய்தயண	எனில்	 ρ( )A = 3மறறும்	 ρ([ | ])A B = 3

  எைநவ	 ρ ρ( ) ([ | ])A A B= = =3  மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக.	

	 	 எைநவ	தகறாடுத்துள்ள	ததறாகுப்்றாைது	ஒருஙகனமவு	உனடயது	மறறும்	ஒநர	ஒரு	தீரவினைப்	
த்றறிரு்ககும்.

 (iii) λ = 7  மறறும்	µ = 9,  எனில்	 ρ( )A = 2மறறும்	 ρ([ | ])A B = 2

 எைநவ	 ρ ρ( ) ([ | ])A A B= = <2 	மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3.

	 எைநவ	 ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவுனடயது	 மறறும்	 எணணி்கனகயற்	 தீரவுகனளப்	
த்றறிரு்ககும்.	இத்தீரவுகள்	ஒரு	்சறாரறாமறாறி்க	குடும்்த்	தீரவுகளறாக	அனமகின்ை.

பயிறசி 1.6

 1. பினவரும்	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்பு	 ஒருஙகனமவு	 உனடயதறா	 என்னத	 ஆரறாய்க.	
ஒருஙகனமவு	உனடயதறாயின	அவறன்த்	தீர்கக.

   (i) x y z x y z x y z− + = + + = − + =2 2 2 4 7 4 4, ,

   (ii) 3 2 3 2 1 7 4 5x y z x y z x y z+ + = − + = − + =, ,

   (iii) 2 2 5 1 3 2 4x y z x y z x y z+ + = − + = + + =, ,

   (iv) 2 2 6 3 3 6 4 2 2 4x y z x y z x y z− + = − + = − + =, ,

 2. k -ன	எம்மதிப்புகளு்ககு	பினவரும்	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பு 

kx y z x ky z x y kz− + = − + = − − + =2 1 2 2 2 1, ,  

    (i) யறாததறாரு	தீரவும்	த்றறிரறாது	 (ii) ஒநர	ஒரு	தீரனவப்	த்றறிரு்ககும்

   (iii)  எணணி்கனகயற்	தீரவுகனளப்	த்றறிரு்ககும்		என்தனை	ஆரறாய்க.

 3. λ , m -இன	எம்மதிப்புகளு்ககு	 2 3 5 9x y z+ + = , 7 3 5 8 2 3x y z x y z+ − = + + =, λ µ , 

   என்	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்்றாைது

    (i) யறாததறாரு	தீரவும்	த்றறிரறாது	 (ii) ஒநர	ஒரு	தீரனவப்	த்றறிரு்ககும்

   (iii)  எணணி்கனகயற்	தீரவுகனளப்	த்றறிரு்ககும்	என்தனை	ஆரறாய்க.
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1.5.2  சமபடித்ேோன ந�ரியச் சமன்போடுகளின் மேோகுப்பு
          (Homogeneous system of linear equations)
 ஒரு	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்்றாைது

 

a x a x a x a x
a x a x a x a x

n n

n n

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

0+ + + + =

+ + + +





   
  

,
  = 

                               
0

1 1 2 2 3

,
     

a x a x am m m+ + xx a xmn n3 0+ + =  ,

 ... (1)

	 என்தறாகும்	என்னத	நினைவுகூரநவறாம்.	

	 இஙகு	a i m j nij , , , , ; , , ,= =1 2 1 2   என்னவ	மறாறிலிகள்.	இத்ததறாகுப்பில்	உள்ள	்சமன்றாடுகள்	

x x xn1 20 0 0= = =, , , 	 என்	 மதிப்புகளு்ககு	 நின்வனடகின்ை.	 இத்தீரனவ	 தவளிப்்னடத்	 தீரவு	

எனகிந்றாம்.		இத்ததறாகுப்்றாைது	எப்த்றாழுதும்	ஒருஙகனமவு	உனடயதறாகும்.

	 நமல்	உள்ள	ததறாகுப்ன்		 AX Om= ×  1, 	என்	அணிவடிவில்	எழுதலறாம்.	இஙகு

 

A

a a a a
a a a a

n

n=

11 12 13 1

21 22 23 2

          
          
       

�
�

� � �      
        

� �
�

�
a a a a

X

x
x

xm m m mn n1 2 3

1

2



















=














,





=



















×, .Om   1

0
0

0
�

 Om   × 1-ஐ	 O   என்	 ஆஙகில	 எழுத்தறால்	 குறிப்பிடுகினந்றாம்.	 O  என்து	 பூசசிய	 நிரல்	 அணி	

என்தறால் ρ ρ( ) ([ | ])A A O m= ≤  என்து	எப்த்றாழுதும்	தமய்யறாக	இரு்ககும்.	எைநவ	்சம்டித்தறாை	

நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்்றாைது	 எப்த்றாழுதும்	 ஒருஙகனமவு	 உனடயதறாகும்.	 m n< ,  எனில்	

மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	்சமன்றாடுகளின	எணணி்கனக்ககு	அதிகமறாக	இரு்ககும்.	
எைநவ	 ρ ρ( ) ([ | ]) .A A O n= <  ததறாகுப்பு	 (1) ஆைது	 தவளிப்்னடயற்	 (non-trivial) தீரனவப்	

த்றறிரு்ககும்.
 m n= ,  எனில்	 மதிப்பிடநவணடிய	 மறாறிகளின	 எணணி்கனகயறாைது	 ்சமன்றாடுகளின	

எணணி்கனக்ககுச	்சமம்.	எைநவ,	ததறாகுப்்றாைது

 

a x a x a x a x
a x a x a x a x

n n

n n

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

0+ + + + =
+ + + +





   
  

,
  = 

                             
0

1 1 2 2 3 3

,
     

a x a x a xn n n+ + ++ + = a xnn n  0

 ... (2)

 எை	அனமயும்.	இதில்	இரு	வனககள்	உள்ளை.

ை்க (i)
 ρ ρ( ) ([ | ]) ,A A O n= = 	எனில்	ததறாகுப்பு	(2)	ஆைது	 ஒபர ஒரு தீர்்ைப ப�றறிருக்கும்.  அத்தீரவு	

பைளிப�்்டத (trivial) தீர்ைாகும்.  இஙகு	 ρ( )A n= 	என்தறால்,	 A ¹ 0.  எைபை பைளிப�்்டத 
தீர்விறகு | |A ¹ 0 .
ை்க (ii)
 ρ ρ( ) ([ | ]) ,A A O n= <  எனில்	 ததறாகுப்பு	 (2)	 ஆைது	  பைளிப�்்டயற்ற (non-trivial) தீர்்ைப 

ப�றறிருக்கும். 	இஙகு ρ( )A n< 	 என்தறால்,	 A = 0 .	 எைநவ	்சமப்்டித்தறாை	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	
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49 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

ததறாகுப்்றாைது	தவளிப்்னடயற்	 தீரவு	 த்றறிருந்தறால்,	 மறறும்	 த்றறிருந்தறால்	மட்டுநம	அணியின	
அணி்கநகறானவ	மதிப்பு	பூசசியமறாக	இரு்ககும்.

 m n> ,  எனில்	 மதிப்பிட	 நவணடிய	 மறாறிகளின	 எணணி்கனகனய	 விட	 ்சமன்றாடுகளின	

எணணி்கனக	 அதிகமறாக	 இரு்ககும்.	 இந்நினலயில்	 ததறாட்ககநினல	 உருமறாற்ஙகள்	 மூலம்	
ρ ρ( ) ([ | ])A A O n= ≤  எைப்த்்லறாம்.

எடுத்துககோட்டு 1.35
 பினவரும்	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்த்	தீர்ககவும்:

 x y z x y z x y z+ + = + + = + + =2 3 0 3 4 4 0 7 10 12 0, , .  
தீரவு

 இஙகு	்சமன்றாடுகளின	எணணி்கனகயும்,	மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனகயும்	்சமம்.	
விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணினய	ஏறு்டி	வடிவத்திறகு	மறாற்	(கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்)	கினடப்்து
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( ) .   

 ρ ρ( ) ([ | ])A A O= = =3  	மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக.

 எைநவ	ததறாகுப்பிறகும்	 x y z= = =0 0 0,   ,   என்	ஒநர	ஒரு	தவளிப்்னடத்	தீரவு	மட்டும்தறான	
உணடு.
குறிப்பு

 நமல்	உள்ள	எடுத்து்ககறாட்டில்

 

A = = − − − + − = − + = − ≠
1 2 3
3 4 4
7 10 12

1 48 40 2 36 28 3 30 28 8 16 6 2 0( ) ( ) ( ) 	 என்னத	 ேறாம்	

கறாணலறாம்.
எடுத்துககோட்டு 1.36

 x y z x y z x y z+ − = − + = − + =3 2 0 2 4 0 11 14 0, ,  	என்	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்த்	தீர்ககவும்.

தீரவு

 மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3. 

 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணினய	 	 ஏறு்டி	 வடிவத்திறகு	 மறாற்	 (கறாஸ்ஸியன	 நீ்ககல்	 முன்)											 
கினடப்்து
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ρ ρ( ) ([ | ])A A O= = < =2 3 மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக.
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50XII - கணிதவியல்

 ததறாகுப்்றாைது	ஒரு	்சறாரறாமறாறி்க	குடும்்த்	தீரவுகள்	த்றறிரு்ககும்.	

 ஏறு்டி	வடிவத்தின	ேம்ககு்க	கினட்ககும்	்சமன்றாடுகளறாவை

 x y z y z+ − = − = =3 2 0 8 0 0, , .     7                0

 z t=  எனக.	இஙகு	 t  என்து	தமய்	எண	உனடய	தனனிசன்ச	மறாறி.	 	பினநைறா்ககிப்	பிரதியிடல்	
முன்யில்	கினடப்்து z t

y t y t

x t t x t t

=

− = ⇒ =

+ 





 − = ⇒ +

−
= ⇒

,

7 8 0 8
7

3 8
7

2 0 24 14
7

0

     ,

       x t
= −

10
7

.

 எைநவ	தீரவறாைது	 x
t y t z t= − = =








10
7

8
7

, , 	.	இஙகு	 t 	என்து	ஒரு	தமய்தயண.

எடுத்துககோட்டு 1.37
 பினவரும்	ததறாகுப்ன்த்	தீர்ககவும்:

  x y z x y z x y z x y z+ − = − + = − + = − + =2 0 2 3 0 3 7 10 0 6 9 10 0, , , .

தீரவு

 இஙகு	்சமன்றாடுகளின	எணணி்கனக	4 மறறும்	மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	 3. 
விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணினய	ஏறு்டி	வடிவிறகு	மறாற்்க	கினடப்்து
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எைநவ	 ρ ρ( ) ([ | ])A A O= = =3 	 மதிப்பிட	 நவணடிய	 	 மறாறிகளின	 எணணி்கனக.	 ஆதலறால்,	
ததறாகுப்பிறகு	தவளிப்்னடத்	தீரவு	மட்டும்தறான	உணடு.	

எடுத்துககோட்டு 1.38

 பினவரும்	ததறாகுப்்றாைது	தவளிப்்னடயற்	தீரவு	த்றறிரு்ககுமறாயின	λ -ன	மதிப்பு	கறாணக.	 

 ( ) , ( ) , ( )3 8 3 3 0 3 8 3 0 3 3 8 0λ λ λ− + + = + − + = + + − =x y z x y z x y z 3  3

தீரவு

 ததறாகுப்்றாைது	தவளிப்்னடயற்த்	தீரவு	த்றறிருப்்தறால்	தகழு்ககளின	அணியின	அணி்கநகறானவ	
மதிப்பு	பூசசியமறாகும்.		

 ஆதலறால்	ேம்ககு்க	கினடப்்து
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3 2

3
3

3 2
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3

3 2
3

3 8
0

λ λ
λ

λ

λ

− −
−

−

−
=   ( R R R R1 1 2 3→ + + 	்யன்டுத்த)

 அல்லது	 ( )3 2
1
3
3

1
3 8

3

1
3

3 8
λ λ

λ
− −

−
   =  0  ( ( )3 2λ − -ஐ	த்றாது்க	கறாரணியறாக R1லிருந்து	தவளிநய	எடு்கக)

 அல்லது ( )3 2
1
0
0

1
3 11

0

1
0

3 11
λ λ

λ
− −

−
  =  0  ( R R R R R R2 2 1 3 3 13 3→ − → −, 	்யன்டுத்த)

 அல்லது ( )( )3 2 3 11 2λ λ− −  0 . 	எைநவλ =
2
3

 மறறும்	λ =
11
3

.

 இப்த்றாழுது	ேறாம்	நேரியச	்சமப்்டித்தறாை	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	நவதியியலில்	்யன்டுத்த	
உள்நளறாம்.	நவதியியல்	்சமன்றாட்டின	இரு்்ககஙகளிலும்	 	உள்ள	அணு்ககளின	எணணி்கனகனய	
ஆய்வு	 த்சய்வதன	 மூலம்	 நவதியியல்	 எதிரவினைச	 ்சமன்றாடுகனளச	 ்சமநினலப்்டுத்துவது	 ்றறி	
ஏறகைநவ	 அறிந்துள்நளறாம்.	 இதறகறாை	 ஒரு	 நேரடி	 முன்னய	 பினவரும்	 எடுத்து்ககறாட்டு	 மூலம்	
விள்ககுநவறாம்.

எடுத்துககோட்டு 1.39
 கறாஸ்ஸியன	 நீ்ககல்	முன்னயப்	 ்யன்டுத்தி	பினவரும்	 நவதியல்	எதிரவினைச	 ்சமன்றாட்னட	
்சமநினலப்்டுத்துக:

 C H O CO H O5 8 2 2 2+ → + .  

 (நமறகறாணும்	 எதிரவினையறாைது,	 ஐந்சறாபிரீன	 (Isoprene)	 என்	 கரிம	 நவதியியல்	 கூட்டுப்	
த்றாருனள	எரிப்்தறால்	நிகழ்வதறாகும்).

தீரவு

 ேறாம்	 x x x1 2 3, , 	மறறும்	 x4 		என்	மினக	முழு்ககனள	

 x C H x O x CO x H O1 5 8 2 2 3 2 4 2+ = + 	எை	அனமயுமறாறு	கறாண	வினைகிந்றாம். .. (1)

 (1)-ன	 இடதுபு்த்திலுள்ள	 கறார்ன	 அணு்ககளின	 எணணி்கனக	 	 (1)-ன	 வலதுபு்த்திலுள்ள	
கறார்ன	அணு்ககளின	எணணி்கனக்ககுச	்சமமறாக	இரு்கக	நவணடும்.	எைநவ,	

 5 1 3x x=  ⇒  5 01 3x x− =   ... (2)

 என்	 நேரியச	 ்சமப்்டித்தறாை	 ்சமன்றாட்னடப்	 த்றுகிந்றாம்.	 இநதந்றால்	 னஹட்ர�ன	 மறறும்	
ஆ்கஸி�ன	அணு்ககள்	எணணி்கனககனள	ஒப்பிட்க	கினடப்்து,

 8 21 4x x=   ⇒  4 = 0x x1 4− ,  ... (3)

 2 22 3 4x x x= +  ⇒  2 22 3 4x x x− − = 0 . ... (4)

 ்சமன்றாடுகள்	(2), (3), மறறும்	(4) என்ை	4	மறாறிகளில்	

	 ஒரு	நேரியச	்சமப்்டித்தறாை	ததறாகுப்ன்	ஏற்டுத்துகின்ை.

 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணியறாைது,	[ | ] .A B =
−

−
−
−

















5
4
0

0
0
2

1
0
2

0
1
1

0
0
0
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 கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்னய	்யன்டுத்த,

 

[ | ]A B R R RR1 2 32

4 0 0 1 0
5 0 1 0 0
0 2 2 1 0

↔ ↔ →
− −

















−
−

          →
−















− −
−

4 0 0 1 0
0 2 2 1 0
5 0 1 0 0

         

                                                         R R R3 3 14 5→ − → −
−
−















−

4
0

0
2

0
2

1
1

0
0

0 0 4 5 0
      .

 எைநவ,	 ρ ρ( ) ([ | ])A A B= = < =3 4 மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக.

 ததறாகுப்்றாைது	ஒருஙகனமவு	உனடயது	மறறும்	எணணற்	தீரவுகனளப்	த்றறிரு்ககும்.

 ஏறு்டி	வடிவத்தில்	ேம்ககு்க	கினட்ககும்	்சமறாை	்சமன்றாடுகள்	

 4 0 2 2 0 4 5 01 4 2 3 4 3 4x x x x x x x− = − − = − + =, , .

 எைநவ	ஒரு	மறாறினய	பூசசியமற்	தமய்	எண	த்றும்	தனனிசன்ச	மறாறியறாக	எடுத்து்க	தகறாள்ள	
நவணடும்.

 x t t4 0= ≠,  எனக.	 பினநைறா்ககிப்	 பிரதியிடல்	 முன்யில்	 x t x t x t
3 2 1

5
4

7
4 4

= = =, , 	 எைப்	

த்றுகிந்றாம்.

 x x x1 2 3, , 	மறறும்	 x4 	என்ை	மினக	முழு்ககள்.	எைநவ	 t = 4 	எைத்	நதரவு	த்சய்கிந்றாம்.	எைநவ,

 x x x1 2 31 7= =, , =5மறறும்	 x4 =4 	எை்க	கினட்ககி்து.	எைநவ	்சமைறா்ககப்்ட்டச	்சமன்றாடு,

 C H O CO H O5 8 2 2 27 5 4+ → + 	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 1.40
 px by cz ax qy cz ax by rz+ + = + + = + + =0 0 0, , 	 என்	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்பு	

தவளிப்்னடயற்த்	தீரவு	த்றறுள்ளது	மறறும்		 p a q b r c¹ ¹ ¹, , ,  எனில்	
p
p a

q
q b

r
r c−

+
−

+
−

= 2  

எை	நிறுவுக.

தீரவு

  px by cz ax qy cz ax by rz+ + = + + = + + =0 0 0, ,  என்	 ததறாகுப்பின	 ்சமன்றாடுகள்	

தவளிப்்னடயற்த்	தீரவு	த்றறுள்ளது	எனக.

 எைநவ	
p b c
a q c
a b r

= 0.  R R R2 2 1→ − 	மறறும்	R R R3 3 1→ − எை	நமல்	உள்ள	்சமன்றாட்டில்	

்யன்டுத்த்க	கினடப்்து

p b c
a p q b
a p r c

− −
− −

=0
0

0 	.	அதறாவது,	
p b c
p a q b
p a r c

− − −
− − −

=( )
( )

0
0

0
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p a q b r c¹ ¹ ¹, , , 	ஆதலறால்	ேறாம்	த்றுவது, ( )( )( )p a q b r c

p
p a

b
q b

c
r c

− − −
− − −

−
−

=1 1 0
1 0 1

0 .

 எைநவ  

p
p a

b
q b

c
r c− − −

−
−

=1 1 0
1 0 1

0.

 அணி்கநகறானவனய	விரிவு்டுத்த்க	கினடப்்து,	
p
p a

b
q b

c
r c−

+
−

+
−

= 0.

 அதறாவது,   p
p a

q q b
q b

r r c
r c

p
p a

q
q b

r
r c−

+
− −

−
+

− −
−

= ⇒
−

+
−

+
−

=
( ) ( ) .0 2   

பயிறசி 1.7
 1. பினவரும்	்சமப்்டித்தறாை	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்த்	தீர்ககவும்.
   (i) 3 2 7 0 4 3 2 0 5 9 23 0x y z x y z x y z+ + = − − = + + =, ,
   (ii) 2 3 0 2 0 3 3 0x y z x y z x y z+ − = − − = + + =, ,

 2. λ -வின	எம்மதிப்பிறகு

   x y z x y z x y z+ + = + + = + + =3 0 3 0 2 0, , 4  2λ  என்	ததறாகுப்பிறகு
  (i) தவளிப்ன்னடத்	தீரவு  (ii) தவளிப்்னடயற்	தீரவு	கினட்ககும்

 3. கறாஸ்ஸீயன	நீ்ககல்	முன்னயப்	்யன்டுத்தி	
  C H O H O CO2 6 2 2 2+ → + 	என்	நவதியியல்	எதிரவினைச	்சமன்றாட்னட	்சமநினலப்்டுத்துக.

பயிறசி 1.8

பகாடுக்கப�ட்ட �ான்கு வி்்டகளிலிருந்து சரியாை அல்லது மிகப ப�ாருததோை வி்்ட்யத 
பதர்ந்பதடுக்க.

 1. | ) | | |adj(adj A A= 9 	எனில்,	்சதுர	அணி	 A-யின	வரின்சயறாைது
  (1) 3   (2)  4 (3) 2 (4) 5
 2. A 	 என்	  3 3×  பூசசியமற்்க	 நகறானவ	அணி்ககு	 AA A AT T= 	 மறறும்	 B A AT= −1 	 என்வறாறு	

இருப்பின,	 BBT =
  (1) A    (2) B  (3) I3  (4) BT

 3. A =










3 5
1 2

, B A= adj  மறறும்	C A= 3  எனில்,	 | |
| |

adj B
C

 =

  (1) 1
3

   (2) 1
9

 (3) 1
4

 (4) 1

 4. A
1 2
1 4

6 0
0 6

−







 =









 	எனில்,	 A =

  (1) 
1 2
1 4

−







   (2)	

1 2
1 4−









  (3)	

4 2
1 1−









  (4)	

4 1
2 1

−
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 5. A =










7 3
4 2

	எனில்,	9 2I A− =

  (1) A−1  (2) A−1

2
 (3) 3 1A−  (4) 2 1A−

 6. A =










2 0
1 5

 மறறும்	 B =










1 4
2 0

 	எனில்,	 | ( ) |adj AB =

  (1) −40  (2) −80  (3) −60  (4) −20

 7. P
x

=
−

















1 0
1 3 0
2 4 2

 என்து	3 3×  வரின்சயுனடய	அணி	 A-ன	ந்சரப்பு	அணி	மறறும்	 | |A = 4  எனில்,	

x  ஆைது

  (1) 15   (2) 12  (3) 14  (4) 11

 8. A =
−

−
−

















3 1 1
2 2 0
1 2 1

 மறறும்	 A
a a a
a a a
a a a

− =
















1
11 12 13

21 22 23

31 32 33

 எனில்,	 a23 -ன	மதிப்்றாைது

  (1) 0    (2) −2  (3) −3  (4) −1

 9. A B,  மறறும்	 C  என்ை	 நேரமறாறு	 கறாணத்த்ககவறாறு	ஏநதனுதமறாரு	வரின்சயில்	இருப்பின	

பினவருவைவறறில்	எது	உணனமயல்ல?
  (1) adj A A A= −| | 1  (2) adj adj adj ( ) ( )( )AB A B=

  (3) det (det )A A− −=1 1  (4) ( )ABC C B A− − − −=1 1 1 1

 10. ( )AB − =
−

−










1 12 17
19 27

மறறும் A− =
−

−










1 1 1
2 3

 	எனில்,		 B− =1

  (1) 
2 5
3 8

−
−









  (2) 

8 5
3 2









  (3) 

3 1
2 1









  (4) 

8 5
3 2

−
−











 11. A AT −1  ஆைது	்சமசசீர	எனில்,	 A2 =

  (1) A−1  (2) ( )AT 2  (3) AT  (4) ( )A−1 2

 12. A  என்து	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	மறறும்	 A− =
− −











1 5 3
2 1

 எனில்,	 ( )AT − =1

  (1) 
−









5 3
2 1

 (2) 
5 3
2 1− −









  (3) 

− −









1 3
2 5

 (4) 
5 2
3 1

−
−











 13. A
x

=



















3
5

4
5
3
5

 மறறும்	 A AT = −1  எனில்,	 x -ன	மதிப்பு

  (1) −4
5

 (2) −3
5

 (3) 3
5

 (4) 4
5
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 14. A =
−



















1
2

2
1

tan

tan

θ

θ
மறறும்	 AB I= 2  எனில்,	 B =

  (1) cos2

2
θ






 A  (2) cos2

2
θ






 A

T  (3) (cos )2θ I  (4) sin2

2
θ






 A

 15. A =
−











cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

	மறறும் A A
k
k

( )adj =










0
0

 எனில்,	 k =

  (1) 0    (2) sinθ  (3) cosθ  (4) 1

 16. A =
−











2 3
5 2

 மறறும்	λ A A− =1  எனில்,	λ -ன	மதிப்பு

  (1) 17   (2) 14  (3) 19  (4) 21

 17. adj A =
−











2 3
4 1

 மறறும்	 adj B =
−

−










1 2
3 1

 எனில்,	 adj ( )AB  ஆைது

  (1) 
− −

−










7 1
7 9

 (2) 
−
− −











6 5
2 10

 (3) 
−
− −











7 7
1 9

 (4) 
− −

−










6 2
5 10

 18. 
1 2 3 4
2 4 6 8
1 2 3 4− − − −

















 -ன	அணித்தரம்

  (1) 1   (2) 2  (3) 4  (4) 3

 19. x y e x y e
m b
n d

a m
c n

a b
c d

a b m c d n= = ∆ = ∆ = ∆ =, , , ,1 2 3  எனில்,	 x   மறறும்	 y -ன	

மதிப்புகள்	முன்நய,

  (1) e e( / ) ( / ),D D D D2 1 3 1     (2)  log( / ), log( / )D D D D1 3 2 3  
  (3)  log( / ), log( / )D D D D2 1 3 1    (4) ) e e( / ) ( / ),D D D D1 3 2 3  

 20. பினவரு்ைவறறுள்	எனவ/எனவகள்	உணனமயறாைனவ?
   (i) ஒரு	்சமசசீர	அணியின	ந்சரப்பு	அணி	்சமசசீரறாக	இரு்ககும்.
   (ii) ஒரு	மூனலவிட்ட	அணியின	ந்சரப்பு	அணி	மூனல	விட்ட	அணியறாக	இரு்ககும்.
   (iii) A  என்து	 n  வரின்சயுனடய	ஒரு	்சதுர	அணி		மறறும்	λ  என்து	ஒரு	தின்சயிலி	எனில்	 

adj adj( ) ( )λ λA An= .

   (iv) A A A A A I( ) ( ) | |adj adj= =

  (1) (i)	மட்டும்          (2) (ii) மறறும்	(iii)       (3) (iii) மறறும்  (iv)       (4) (i), (ii) மறறும்	(iv)
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 21. ρ ρ( ) ([ | ])A A B=  எனில்,	 AX B= என்	நேரியச	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்்றாைது

  (1) ஒருஙகனமவுனடயது	மறறும்	ஒநர	ஒரு	தீரவு	த்றறிரு்ககும்
  (2) ஒருஙகனமவுனடயது
  (3) ஒருஙகனமவுனடயது	மறறும்	எணணற்	தீரவுகள்	த்றறிரு்ககும்
  (4) ஒருஙகனமவற்து

 22. 0 ≤ ≤θ π 	 மறறும்	 x y z x y z+ − = − + =(sin ) (cos ) ,(cos ) ,θ θ θ0 0 (sin )θ x y z+ − = 0 	 மறறும்	

ததறாகுப்்றாைது	தவளிப்்னடயற்த்	தீரவு	த்றறிருப்பின,	θ -ன	மதிப்பு

  (1) 2
3
p  (2) 3

4
p  (3) 5

6
p  (4) p

4

 23. ஒரு	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பின	விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணியறாைது	
1 2 7 3
0 1 4 6
0 0 7 5λ µ− +

















 

மறறும்	ததறாகுப்்றாைது	எணணற்	தீரவுகள்	த்றறிரு்ககும்	எனில்,
  (1) λ µ= ≠ −7 5,  (2) λ µ= − =7 5,  (3) λ µ≠ ≠ −7 5,  (4) λ µ= = −7 5,

 24. A =
−

− −
−

















2 1 1
1 2 1

1 1 2
 மறறும்	4

3 1 1
1 3
1 1 3

B x=
−

−

















 	எனக.	A -ன	நேரமறாறு	  B  எனில்,	 x -ன	மதிப்பு

  (1) 2    (2) 4   (3) 3   (4) 1 

 25. A =
−
−
−

















3 3 4
2 3 4
0 1 1

, எனில்	 adj(adj A) -ன	மதிப்பு

  (1) 
3 3 4
2 3 4
0 1 1

−
−
−

















 (2) 
6 6 8
4 6 8
0 2 2

−
−
−

















 (3) 
− −
− −

−

















3 3 4
2 3 4

0 1 1
 (4) 

3 3 4
0 1 1
2 3 4

−
−
−

















போடச்சுருககம்

 (1) A 	என்	்சதுர	அணியின	ந்சரப்பு	= A -ன	இனண்ககறாரணி	அணியின	நினர-நிரல்	மறாறறு	அணி.

 (2) A A A A A In( ) ( ) .adj adj = =  

 (3) A
A

A− =1 1 adj .  

 (4) (i) A
A

− =1 1

   
(ii) A AT T( ) = ( )− −1 1    (iii) λ

λ
A A( ) =− −1 11

,  λ என்து	பூசசியமற்	தின்சயிலி

 (5) (i) ( ) .AB B A− − −=1 1 1  (ii) ( )A A− − =1 1

 (6) A 	என்து	 nவரின்சயுனடய	பூசசியமற்	நகறானவ	அணி	எனில்
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 (i) adj  adjA A
A

A( ) = ( ) =− −1 1 1  (ii) adj A A n= −| | 1

 (iii) adj adj  A A An( ) = −| | 2   (iv) adj adj( ) ( )λ λA An= −1 ,λஎன்து	பூசசியமற்	தின்சயிலி

 (v) adj adj( ) ( )A A n= −1 2   (vi) ( )adj adjA AT T= ( )  

 (vii) adj adj( ) ( )(adj )AB B A=  

 (7) (i) A
A

A− = ±1 1
adj 

adj .    (ii)  A
A

A= ± ( )1
adj 

adj adj .

 (8)  (i) AA A A IT T= =  எனில்,		A  என்	அணி	த்சஙகுத்து	அணியறாகும்.

   (ii) A என்	அணி	த்சஙகுத்து	அணியறாக	இருப்்தறகுத்	நதனவயறாை	மறறும்	ந்றாதுமறாை	

நி்ந்தனையறாததனில்	 A பூசசியமற்	 நகறானவ	 அணியறாகவும்	 மறறும்	 	 	 A AT− =1  
எைவும்	இரு்கக	நவணடும்.

 (9) AX B=  என்	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	தீரவு	கறாணும்	முன்கள்
   (i) நேரமறாறு	அணி	கறாணும்	முன் X A B A= ≠−1 0, | |  

   (ii) கிரறாமரின	விதி x y z=
∆
∆

=
∆
∆

=
∆
∆

∆ ≠1 2 3 0, , , .

   (iii) கறாஸ்ஸியன	நீ்ககுதல்	முன்

 (10)   (i) ρ ρ( ) ([ | ])A A B= = மதிப்பிட	 நவணடிய	 மறாறிகளின	 எணணி்கனக	 எனில்,	

ததறாகுப்்றாைது	ஒநர	ஒரு	தீரவு	த்றறிரு்ககும்.

   (ii) ρ ρ( ) ([ | ])A A B= < 	மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	எனில்	,	

ததறாகுப்்றாைது	எணணற்	தீரவுகள்	த்றறிரு்ககும்.
   (iii) ρ ρ( ) ([ | ])A A B≠ 	 எனில்,	 ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவற்து	 மறறும்	 ததறாகுப்பிறகு	

தீரவு	கினடயறாது.
 (11) AX = 0  என்	்சம்டித்தறாை	நேரியல்	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்்றாைது

   (i) | |A ¹0 	எனில்,	தவளிப்்னடத்	தீரவு	த்றறிரு்ககும்
   (ii) | |A = 0 	எனில்,	தவளிப்்னடயற்	தீரவு	த்றறிரு்ககும்
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