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A.2.1  भूͧमका (Introduction)

ͪपछलȣ कुछ शतािÞदयɉ मɅ कȧ गई हमारȣ ĤगǓत ने, हमɅ ͪ वͧभÛन ¢ेğɉ िजसमɅ चाहे ͪ व£ान 
हो, या ͪवƣ या Ĥबधंन इ×याǑद, मɅ उ×पÛन होने वालȣ वाèतͪवक जीवन से जुड़ी समèयाओं मɅ, 
गͨणतीय ͪवͬधयɉ का इèतेमाल करना आवæयक कर Ǒदया है। वाèतͪवक सांसाǐरक समèयाओं 
को हल करने मɅ, गͨणत का Ĥयोग, ͪवशेष तौर पर कंÜयटूर कȧ अͧभकलन ¢मता एवं 
अͧभकलनीय ͪ वͬधयाँ अ×यंत Ĥचͧलत हɇ तथा इनका Ĥयोग लबंी एवं जǑटल समèयाओं को हल 
करना सुगम बनाया है। वाèतͪवक जीवन कȧ ͩकसी समèया को गͨणतीय Ǿप मɅ अनुवाǑदत 
करने कȧ ĤͩĐया हमɅ एक बेहतर ǓनǾपण एवं कुछ ͪवशेष समèयाओं का हल Ĥदान करती है। 
Ǿपांतरण कȧ यह ĤͩĐया गͨणतीय Ǔनदश[न (ĤǓतǾपण) कहलाती है।

यहा ँहम इस ĤͩĐया स ेजुड़ ेचरणɉ का पǐरचय उदाहरणɉ ɮवारा कराएगेँ। सबसे पहले 
चचा[ करɅगे ͩक गͨणतीय Ǔनदश[न Èया है? त×पæचात ्Ǔनदश[न कȧ ĤͩĐया से जुड़ ेचरणɉ कȧ 
चचा[ करɅगे।

A.2.2  Ĥारंͧभक Ĥबंध (Preliminaries)

गͨणतीय Ǔनदश[न, ͪ वæव को समझने के ͧ लए एक आवæयक औज़ार है। पुरान ेसमय मɅ चीन, 
ͧमİ, भारत, बेबीलोन और Ēीक के लोगɉ ने ĤाकृǓतक घटनाओं को समझने और भͪवçयवाणी 
करने के ͧलए अपने गͨणत के £ान ɮवारा अनुĒह ͩकया। वाèतुकला शािèğयɉ, ͧशãपकारɉ 
और कारȣगरɉ न,े अपनी बहुत सी कलाकृǓतयɉ को Ïयाͧमतीय ͧसɮधांतɉ पर आधाǐरत ͩकया।

मान लȣिजए एक सवȶ¢क, एक मीनार कȧ ऊँचाई मापना चाहता है। मापन ेवाले फȧत ेका 
Ĥयोग करके, इसकȧ ऊँचाई को मापना बहुत कǑठन है। इसͧलए दसूरा ͪवकãप होगा ͩक एेसे 
घटकɉ को ĤाÜत ͩ कया जाए जो ͩ क ऊँचाई ĤाÜत करने के ͧ लए लाभदायक हɇ। अपने ǒğकोणͧमǓत 
के £ान से, वह जानता है ͩक यǑद उसे उÛनयन कोण और मीनार के पाद से, उस ǒबदं ुतक 
कȧ दरूȣ जहाँ वह खड़ा है, ĤाÜत है तो वह मीनार कȧ ऊँचाई कȧ गणना कर सकता है।

इसͧलए उसका काम मीनार कȧ चोटȣ के उÛनयन कोण को, और मीनार के पाद ǒबदं ुसे, 
उस ǒबदं ुतक कȧ दरूȣ को, जहा ँवह खड़ा है, ĤाÜत करना, अब सरल हो गया है। इन दोनɉ को 
आसानी से मापा जा सकता है। इस Ĥकार यǑद वह उÛनयन कोण को 40॰ और दरूȣ को 450 

मी मापता है, तब इस समèया, को उदाहरण 1 मɅ वͨण[त ͩकया गया है। 
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उदाहरण 1 एक मीनार कȧ चोटȣ का उÛनयन कोण, भूͧम पर ǒबदं ुO से, जोͩक, मीनार के 
पाद से 450 मी कȧ दरूȣ पर है, 40 है। मीनार कȧ ऊँचाई £ात कȧिजए।

हल हम, इसे ͪवͧभÛन चरणɉ मɅ हल करɅगे।

चरण 1 सबसे पहले हम वाèतͪवक समèया को समझन ेका Ĥयास करते हɇ। समèया मɅ, एक 
मीनार दȣ हुई है और इसकȧ ऊँचाई मापी जानी है। माना h, ऊँचाई को ǓनǑद[çट करता है। यह 
Ǒदया है ͩक, भूͧम पर ǒबदं ुO से, मीनार के पाद कȧ ¢ैǓतज दरूȣ, 450 मी है। माना d इस दरूȣ 
को ǓनǑद[çट करता है। तब d = 450 मी । हम यह भी जानत ेहɇ ͩक  ɮवारा ǓनǑद[çट ͩकया 
गया उÛनयन कोण, 40 है।

दȣ हुई दरूȣ d और उÛनयन कोण  का Ĥयोग करके, मीनार कȧ 
ऊँचाई h Ǔनकालना, वाèतͪवक समèया है।

चरण 2 समèया मɅ उãलेͨखत तीन राͧशयाँ, ऊँचाई, दरूȣ और उÛनयन 
कोण हɇ।

इसͧलए हमɅ, इन तीन राͧशयɉ को जोड़ते हुए, एक संबधं ĤाÜत 
करना है। यह इसे, Ïयाͧमतीय Ǿप मɅ åयÈत करत ेहुए Ǔनàनͧलͨखत 
Ĥकार, ĤाÜत ͩकया जाता है (आकृǓत 1)।
AB  मीनार को ǓनǑद[çट करता है। OA, ǒबदं ुO से, मीनार के पाद तक 
कȧ ¢ैǓतज दरूȣ देता है।  AOB उÛनयन कोण है। तब हमɅ 

tan  or h = d tan ĤाÜत होता है।          ... 
(1)  
यह , h और d मɅ सबंधं èथाͪपत करने वाला एक समीकरण है।

चरण 3 हम, h का मान Ǔनकालने के ͧलए समीकरण (1) का Ĥयोग करते हɇ। 40 और 
d = 450 मी Ǒदया गया है, तब हमɅ, h = tan 40 × 450 = 450 × 0.839 = 377.6 मी ĤाÜत 
होता है।
चरण 4 अतः यह ĤाÜत हुआ ͩक मीनार कȧ ऊँचाई लगभग 378 मी है।

आइए अब हम, इस समèया को हल करने मɅ Ĥयोग ͩकए गए ͪवͧभÛन चरणɉ पर Úयान 
दɅ, Ĥथम चरण मɅ हमने वाèतͪवक समèया का अÚययन ͩकया और पाया ͩक समèया मɅ 
तीन Ĥाचल-ऊँचाई, दरूȣ और उÛनयन कोण हɇ। इसका अथ[ है ͩक इस पद मɅ हमने वाèतͪवक 
जीवन से जुड़ी समèया का अÚययन ͩकया है और उसमɅ तीन Ĥाचलɉ-ऊँचाई, दरूȣ और उÛनयन 
कोण को पहचाना है।

चरण 2 मɅ, हमन ेकुछ ÏयाͧमǓत का Ĥयोग ͩकया और पाया ͩक समèया को Ïयाͧमतीय 
ढंग स ेǓनǾͪपत ͩकया जा सकता है जैसा ͩक आकृǓत 1 मɅ Ǒदया गया है। तब हमने èपश[Ïया 
(tangent) फलन के ͧलए ǒğकोणͧमतीय अनुपात का Ĥयोग ͩकया और सबंधं h = d tan  ĤाÜत 
ͩकया।

इसͧलए इस चरण मɅ हमने समèया को गͨणतीय Ǿप से सूǒğत ͩकया। इसका अथ[ है 
ͩक हमने वाèतͪवक समèया का ǓनǾपण करने वाला एक समीकरण ĤाÜत ͩकया।

आकृǓत 1
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चरण 3 मɅ, हमने गͨणतीय समèया को हल ͩकया और ĤाÜत ͩकया ͩक h = 377.6 मी॰। 
अथा[त ्हमɅ समèया का हल ĤाÜत हुआ।

अंǓतम चरण मɅ, हमनɅ समèया के हल का Ǔनव[चन ͩकया और ǓनǑद[çट ͩकया ͩक, मीनार 
कȧ ऊँचाई, लगभग 378 मी है। हम, इसे, इस Ĥकार कहते हɇ

वाèतͪवक िèथǓत के सदंभ[ मɅ गͨणतीय हल का Ǔनव[चन करना।
वाèतव मɅ, ये, वो पद हɇ, िजनका गͨणत£ɉ और दसूरे लोगɉ ने वाèतͪवक-जीवन से जुड़ी 

ͪवͧभÛन समèयाओ ंका अÚययन करन ेके ͧलए Ĥयोग ͩकया। हम इस Ĥæन पर ͪवचार करɅगे, 
‘‘ͪवͧभÛन समèयाओं को हल करने के ͧलए गͨणत का Ĥयोग Èयɉ आवæयक है?’’

यहा ँकुछ उदाहरण हɇ, िजनमɅ ͪवͧभÛन पǐरिèथǓतयɉ का अÚययन करने के ͧलए गͨणत 
का सुचाǾ Ǿप से इèतेमाल ͩकया जाता है।
 1. मनçुयɉ और साथ-साथ पशओु ंके शरȣर के ͪ वͧभÛन भागɉ मɅ अॉÈसीजन और बल वɮ[धकɉ को 

पहँुचाने के ͧलए उपयÈुत रÈत Ĥवाह आवæयक है, रÈत का सकुंचन अथवा रÈतवाǑहनी नͧलयɉ 
के गुणɉ मɅ ͩ कसी Ĥकार का पǐरवत[न, रÈत के बहाव को बदल सकता है और थोड़ी पीड़ा से 
अचानक म×ृय ुतक, ͩ कसी भी Ĥकार कȧ हाǓन पहँुचा सकता है। यह समèया, रÈत बहाव और 
शरȣर ͪ व£ान से सबंंͬ धत रÈतवाǑहनी नͧलयɉ कȧ ͪ वशेषताओं के बीच, संबधं ĤाÜत करने के 
ͧलए है।

 2. ͩĐकेट मɅ तीसरा अàपायर एक गɅद के Ĥ¢ेप पथ के ǓनǾपण को देखकर और यह मानते 
हुए ͩक बãलेबाज वहा ँनहȣं है, पगबाधा का Ǔनण[य लेता है। गɅद के बãलेबाज के पाँव 
पर लगन ेसे पहले, गɅद के वाèतͪवक पथɉ पर आधाǐरत होने से, गͨणतीय समीकरणɉ 
कȧ ĤािÜत होती है। पग-बाधा का Ǔनण[य लेने के ͧलए, इस अनुकरण करने वाले Ǔनदश[ 
का Ĥयोग ͩकया जाता है।

 3. अतंǐर¢ ͪवɮया ͪवभाग, गͨणतीय Ǔनदशɟ पर आधाǐरत मौसम कȧ भͪवçयवाͨणयाँ करता 
है। कुछ Ĥाचल जो मौसम कȧ िèथǓतयɉ मɅ पǐरवत[न को Ĥभाͪवत करते हɇ, वो ताप, हवा 
का दबाव, आġ[ता, हवा कȧ गǓत आǑद हɇ। इन Ĥाचलɉ को मापने के ͧलए िजन संयğɉ का 
Ĥयोग होता है, उनमɅ तापमान को मापनɅ के ͧलए थमा[मीटर, हवा के दबाव को मापने 
के ͧलए बैरोमीटर, आġ[ता को मापने के ͧलए हाइĜोमीटर और हवा कȧ गǓत को मापने 
के ͧलए एनीमोमीटर शाͧमल हɇ। एक बार जसेै हȣ देश के चारɉ ओर के बहुत से èटेशनɉ 
से, èवीकृत आँकड ेĤाÜत होते हɇ और कंÜयूटरɉ मɅ आगे के ͪवæलेषण और अथ[Ǔनव[चन 
के ͧलए डाल Ǒदए जाते हɇ। 

 4. कृͪष ͪवभाग खड़ी फसलɉ से, भारत मɅ चावल के उ×पादन का आंकलन करना चाहता है। 
व£ैाǓनक चावल कȧ पैदावार के ¢ेğɉ को पहचानत ेहɇ और कुछ ĤǓतǾप खतेɉ से फसलɉ 
को काटकर और तोलकर, ĤǓत एकड़ औसत उ×पाद ĤाÜत करते हɇ। कुछ सािँÉयकȧय 
यंğकलाओं के आधार पर, चावल के औसत उ×पादन पर Ǔनण[य ͧलये जाते हɇ। 

     एेसी समèयाओं को हल करन ेमɅ गͨणत£ कैसे सहायता करत ेहɇ? व े¢ेğ मɅ 
ͪवशेष£ɉ के साथ बैठते हɇ, उदाहरण के ͧलए, पहलȣ समèया मɅ शरȣर ͪव£ान-शाèğी कȧ 
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सहायता से समèया का गͨणतीय अनुǾप Ǔनकालते हɇ। यह अनǾुप एक अथवा अͬधक 
समीकरणɉ अथवा असͧमकरणɉ इ×याǑद से, जोͩक गͨणतीय Ǔनदश[ कहलाते हɇ, ͧमलता 
है। तब Ǔनदश[ को हल करते हɇ और ‘मौͧलक समèया के संदभ[ मɅ हल कȧ åयाÉया करते 
हɇ। इस ĤͩĐया को समझने से पहले हम चचा[ करɅगे ͩक एक गͨणतीय Ǔनदश[ Èया है?

 एक गͨणतीय Ǔनदश[ एक ǓनǾपण है जोͩक, एक पǐरिèथǓत को समझाता है।
Ǔनàनͧलͨखत उदाहरण ɮवारा एक ǽͬचकर Ïयाͧमतीय Ǔनदश[ को उãलेͨखत ͩकया गया है।

उदाहरण 2 (सेतु समèया) कोǓनÊसवग[ Ĥेगेल नदȣ पर बसा एक नगर है जोͩक 18वीं शताÞदȣ 
मɅ जम[नी का एक नगर था, परंतु अब 
यह Ǿस मɅ है। नगर के भीतर दो टापू 
हɇ िजÛहɅ सात सेतुओं ɮवारा नदȣ के 
ͩकनारɉ स ेजोड़ा गया है (आकृǓत 2)

Ĥæन था ͩ क नगर के चारɉ ओर 
इस Ĥकार चलना ͩ क åयिÈत, Ĥ×येक 
सेतु से केवल एक बार गुजरे।, लेͩकन 
यह एक कǑठन समèया ͧसɮध हुई। 
Leonhard Euler, एक िèवस गͨणत£ 
ने, जो Ǿसी साĨाÏय ‘केथरȣंन दȣ 
Ēेट’ कȧ सेवा मɅ रत थ,े इस समèया 
के बारे मɅ सुना। 1736 मɅ आयलर 
ने ͧसɮध ͩकया ͩक एेसे चलना सभंव नहȣं है। उÛहɉने एक Ĥकार कȧ आकृǓत का, जो जाल 
Đम कहलाती है, आͪवçकार करत ेहुए इसे ͧसɮध ͩकया। यह जाल Đम शीष[ (सूêम ͬचéन, 
जहा ँरेखाएँ ͧमलती हɇ) तथा चापɉ (रेखाओ)ं का बना हुआ है (आकृǓत 3)। उÛहɉने नदȣ के दोनɉ 
ͩकनारɉ के ͧलए और दोनɉ टापूओं के ͧलए चार सूêम ͬचéनɉ (शीषɟ) का Ĥयोग ͩकया। इनको 
A, B, C और D ɮवारा ͬचिéनत ͩकया गया है तथा सात चापɉ ɮवारा सात सतेुओं को ͬचिéनत 
ͩकया गया है। आप देख सकते हɇ ͩक 3, सेतु (चाप) नदȣ के ͩकनारे A को जोड़त ेहɇ और 3, 
नदȣ के ͩकनारे B को जोड़ते हɇ, 5 सेतु (चाप), टापू C को जोड़ते हɇ और 3 टापू D को जोड़ते 
हɇ। इसका ता×पय[ यह है ͩक सारे शीषɟ मɅ चापɉ कȧ 
संÉया ͪवषम हɇ इसͧलए ये ͪवषम शीष[ कहलाते हɇ 
(एक सम शीष[ मɅ, इसे जोड़ते हुए, एक सम सÉंया 
वाले चाप होते हɇ) (आकृǓत 3)। 

याद रहे ͩक यह समèया, नगर के इद[-ͬगद[ 
याğा करने कȧ थी जबͩक एक सेतु से केवल एक 
बार हȣ गुजरा जा सकता है। Euler के जालĐम से 
इसका अͧभĤाय यह हुआ ͩक, सारे शीषɟ पर चलते 
हुए, Ĥ×येक चाप पर केवल एक बार हȣ पैरɉ के ͬचéन 

आकृǓत 2

आकृǓत 3
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हɉगे। Euler ने ͧसɮध ͩकया ͩक यह नहȣं ͩकया जा सकता, Èयɉͩक उÛहोनɅ पता लगाया ͩक, 
ͪवषम शीष[ होने पर, आपको याğा उसी शीष[ पर आरंभ और समाÜत करनी होगी (इसके बारे 
मɅ सोͬचए)। एेसी िèथǓत मɅ जहाँ आरंͧभक एवम ्अǓंतम िèथǓत एक हो तथा, यǑद पैरɉ के 
ͬचéन हर चाप पर केवल एक बार पड़,े तब वहा ँकेवल दो ͪवषम शीष[ हो सकते हɇ। चँूͩक इस 
सेतु समèया मɅ 4 ͪवषम शीष[ हɇ, अतः, एेसा करना संभव नहȣं हेागा।

आयलर ɮवारा इस Ĥमेय को ͧसɮध करने के बाद मɅ बहुत समय बीत गया, 1875 मɅ, 
भूͧम ¢ेğ A और D को जोड़ते हुए, एक अǓतǐरÈत सेतु का 
Ǔनमा[ण ͩकया गया (आकृǓत 4)। Èया अब कोǓनÊसबग[ के 
लोगɉ के ͧलए, एक सेतु का केवल एक बार Ĥयोग करके, 
नगर के चारɉ ओर जाना संभव है?

यहा ँ िèथǓत वैसी होगी, जसैा ͩक आकृǓत. 4 मɅ 
Ǒदखाया गया है। एक नए सेतु के जुड़ जाने के बाद, 
A और D दोनɉ शीष[, समघात के शीष[ बन गए हɇ। 
लेͩकन B तथा C अभी भी ͪवषम घात के हɇ। इसͧलए, 
कोǓनÊसबग[ वाͧसयɉ के ͧलए एक सेतु का केवल एक बार Ĥयोग करके, नगर के चारɉ ओर 
जाना संभव है।

पǐरपथ के आͪवçकार से, एक नए ͧ सɮधांत का आरंभ हुआ, जो आलेख ͧ सɮधातं कहलाता 
है िजसे अब रेलवे पǐरपथ कȧ योजना सǑहत ͪ वͧभÛन Ǿपɉ मɅ उपयोग ͩ कया जाता है (आकृǓत 4)।

A.2.3  गͨणतीय Ǔनदश[न Èया है? (What is Mathematical Modelling?)

यहा ँहम पǐरभाͪषत करɅगे ͩक गͨणतीय Ǔनदश[न Èया है और इसमɅ सबंɮध ͪवͧभÛन ĤͩĐयाओं 
को उदाहरणɉ ɮवारा èपçट करɅगे।

पǐरभाषा गͨणतीय पदɉ मɅ वाèतͪवक जीवन कȧ समèया के कुछ भाग (अथवा Ǿप) के अÚययन 
के ͧलए गͨणतीय Ǔनदश[न, एक Ĥयास है।

भौǓतकȧ िèथǓत का कुछ उपयुÈत पǐरिèथǓतयɉ के साथ गͨणत मɅ पǐरवत[न करना गͨणतीय 
Ǔनदश[न कहलाता है। गͨणतीय Ǔनदश[न एक तकनीक है िजसे सूêम कलाओ ंस ेͧलया गया है 
न ͩक मूल ͪव£ान से। अब हम गͨणतीय Ǔनदश[न से जुड़ी ͪवͧभÛन ĤͩĐयाओं को समझत ेहɇ। 
इस ĤͩĐया मɅ चार पद सिàमͧलत हɇ। एक Ǻçटातं युÈत उदाहरण के Ǿप मɅ हम, एक सरल, 
लोलक कȧ गǓत का अÚययन करने के ͧलए, ͩकए गए Ǔनदश[न पर ͪवचार करते हɇ।

समèया को समझना
उदाहरण के ͧलए, इसमɅ सिàमͧलत है, सरल लोलक कȧ गǓत से जड़ुी ĤͩĐया को समझना। 
हम सब, सरल लोलक से पǐरͬचत हɇ। एक लोलक साधारण Ǿप से एक ġåयमान (जो बाब के 

आकृǓत 4
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Ǿप मɅ जाना जाता है) जो एक धागे के एक ͧसरे से जुड़ा है िजसका दसूरा ͧसरा एक ǒबदं ुपर 
िèथर है। हमने अÚययन ͩकया है ͩक सरल लोलक कȧ गǓत सामǓयक होती है। दोलन काल 
धागे कȧ लबंाई और गुǽ×वीय ×वरण पर Ǔनभ[र करता है।

इसͧलए, हमɅ इस समय सबसे बड़ी आवæयकता दोलन काल ĤाÜत करने कȧ है। इस पर 
आधाǐरत, समèया का Ǔनिæचत कथन हम Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार से देते हɇः
कथन हम सरल लोलक का दोलन काल, केसे ĤाÜत करते हɇ?
अगला चरण सूğण होता है।

सूğण दो मुÉय चरणɉ से ͧमलता है।

1.  Ĥासंͬ गक घटकɉ को पहचानना इसमɅ, हम उन Ĥाचलɉ को £ात करत ेहɇ, जो समèया मɅ 
सिàमͧलत हɇ। उदाहरण के ͧलए, लोलक के मामले मɅ, ये घटक हɇ, दोलन काल (T) बाब का 
ġåयमान (m), लोलक कȧ Ĥभावशालȣ लबंाई जो ͩक िèथर ǒबदं ुसे बाब के ġåयमान से कɅ ġ के 
बीच कȧ दरूȣ है। यहा,ँ हम धागे कȧ लबंाई को, लोलक कȧ Ĥभावशालȣ लबंाई के Ǿप मɅ लेत ेहɇ 
और गुǽ×वीय ×वरण (g) को उस èथान पर, एक िèथर मान लेते हɇ।

इसͧलए, हमने समèया का अÚययन करने के ͧलए चार Ĥाचलɉ कȧ पहचान कȧ है। अब 
हमारा उɮदेæय T को ĤाÜत करना है। इसके ͧलए हमɅ ये समझने कȧ आवæयकता है, ͩक व े
कौन-कौन से Ĥाचल हɇ, जो दोलन-काल को Ĥभाͪवत करते हɇ, िजसको एक साधारण Ĥयोग 
ɮवारा ͩकया जा सकता है।

हम, दो ͪवͧभÛन ġåयमानɉ कȧ दो धातु कȧ गɅद लेते हɇ और उनमɅ से Ĥ×येक को समान 
लंबाई वाले दो धागɉ से जोड़त ेहुए, Ĥयोग करते हɇ। हम दोलन काल मापते हɇ। हम Ǔनǐर¢ण 
करते हɇ ͩक ġåयमान के कारण, दोलन काल मɅ ͩकसी Ĥकार का अवगàय पǐरवत[न नहȣं होता 
है। अब, हम, इसी Ĥयोग को, समान ġåयमान कȧ गɅदɉ परंतु ͪ वͧभÛन लबंाई के धागे लेकर करते 
हɇ और Ǔनरȣ¢ण करते हɇ ͩक दोलन काल, लोलक कȧ लबंाई पर साफ तौर पर Ǔनभ[र करता है।

यह सूͬचत करता है ͩक दोलन-काल के मान £ात करने के ͧलए ġåयमान m एक 
आवæयक Ĥाचल नहȣं हɇ, जब ͩक लबंाई l, एक आवæयक Ĥाचल है।

अगले चरण पर जाने से पहले, आवæयक Ĥाचलɉ को ढँूढन ेकȧ यह ĤͩĐया अǓनवाय[ है।

2. गͨणतीय वण[न इसमɅ, पहले से पहचाने हुए Ĥाचलɉ का Ĥयोग करके, एक समीकरण असͧमका, 
अथवा Ïयाͧमतीय आकृǓत, ĤाÜत करना, सिàमͧलत है।

सरल लोलक के मामले मɅ, Ĥयोग ͩकए गए थे िजसमɅ, दोलन-काल T के मान, l के 
ͪवͧभÛन मानɉ के ͧलए मापे गए थे। इन मानɉ को एक आलेख पर दशा[या गया जो ͩक एक 
वĐ के Ǿप मɅ पǐरणͧमत हुआ जो ͩक एक परबलय से ͧमलता-जुलता था। यह सकेंत करता 
है ͩक T और l के बीच का संबधं Ǔनàनͧलͨखत Ǿप मɅ åयÈत ͩकया जा सकता है। 

    T2 = kl          ... (1) 
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यह पाया गया ͩक , इससे Ǔनàनͧलͨखत समीकरण ĤाÜत होता है।

              ... (2)

समीकरण (2) समèया का गͨणतीय सूğण देता है।
हल ĤाÜत करना गͨणतीय सूğण कदाͬचत हȣ, सीधा उƣर देता है। सामाÛय Ǿप से, हम कुछ 
ͩĐया करते हɇ, िजसमɅ एक समीकरण को हल करना, गणना अथवा एक Ĥमेय का Ĥयोग 
करना इ×याǑद, शाͧमल है। सरल लोलकɉ कȧ िèथǓत मɅ, समीकरण (2) मɅ Ǒदए गए सूğ के अनुĤयोग 
से हल ͧमलता है।
ͪवͧभÛन लंबाई वाले, दो ͪवͧभÛन लोलकɉ के दोलन काल सारणी 1 मɅ दशा[या है।

सारणी 1

      l  225 सेमी 275 सेमी
     T  3.04 से.  3.36 से.

सारणी मɅ Ǒदखाया गया है ͩक l = 225 सेमी, T = 3.04 से. और l = 275 सेमी, T = 3.36 से.
माÛयकरण/अथ[ Ǔनव[चन
गͨणतीय Ǔनदश[ एक वाèतͪवक जीवन कȧ समèया के आवæयक गुणɉ को अÚययन करने का 
एक Ĥयास है। कई बार, Ǔनदश[ समीकरण, एक आदशȸय सदंभ[ मɅ, पǐरिèथǓत कȧ पǐरकãपना 
करके, ĤाÜत ͩकए जाते हɇ। Ǔनदश[, केवल, तभी लाभदायक होगा यǑद यह उन सारे Ǻढ़ कथनɉ 
कȧ åयाÉया करता है िजनकȧ ͩक हम वाèतव मɅ åयाÉया करना चाहते थे। अÛयथा, हम 
इसे अèवीकार करɅगे अथवा ͩफर से इसमɅ सुधार करɅगे और इसका ͩफर से परȣ¢ण करɅगे। 
दसूरे शÞदɉ मɅ हम Ǔनदश[, कȧ Ĥभावशीलता वाèतͪवक समèया के बारे मɅ उपलÞध तØयɉ के 
साथ गͨणतीय Ǔनदश[ स ेĤाÜत पǐरणामɉ कȧ तुलना करके, मापते हɇ। यह ĤͩĐया, Ǔनदश[ कȧ 
माÛयकरण कहलाती है। सरल लोलक के मामले मɅ, हम लोलक पर कुछ Ĥयोग करते हɇ और 
दोलन काल ĤाÜत करते हɇ। Ĥयोग के पǐरणाम सारणी 2 मɅ Ǒदए गए हɇ।

सारणी 2
चार ͪवͧभÛन लोलकɉ के ͧलए Ĥयोͬगक Ǿप से ĤाÜत ͩकए गए दोलन काल

 ġåयमान (ͩकĒा) लंबाई (सेमी) समय (से.)

 385 275 3.371

  225 3.056

 230 275 3.352

  225 3.042
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अब हम, सारणी 2 मɅ मापे गए मानɉ कȧ सारणी 1 मɅ Ǒदए गए, गणना ͩकए गए मानɉ 
से तुलना करते हɇ।

Ǔनरȣ¢ण मानɉ और गणना ͩ कए गए मानɉ के अतंर स ेğǑुट ĤाÜत होती है। उदाहरण के ͧ लए 
l = 275 सेमी और ġåयमान = 385 Ēा के ͧलए, 
  ğǑुट = 3.371 – 3.36 = 0.011, है
जो ͩक बहुत छोटȣ है और Ǔनदश[ èवीकार ͩकया जाता है। एक बार जब हम Ǔनदश[ को èवीकार 
कर लेते है, तब हमɅ Ǔनदश[ का अथ[ Ǔनव[चन करना है। वाèतͪवक पǐरिèथǓत के सदंभ[ मɅ, हल 
वण[न करने कȧ ĤͩĐया, Ǔनदश[ का अथ[ Ǔनव[चन कहलाता है। इस मामलɅ मɅ, हम हल का अथ[ 
Ǔनव[चन Ǔनàनͧलͨखत तरȣके से कर सकते हɇः

(a) दोलन-काल, लोलक कȧ लबंाई के वग[मूल के अनुĐमानुपाती होता है।
(b) यह, गुǽ×वीय ×वरण के वग[मूल के åयु×Đमानुपाती होता है।
इस Ǔनदश[ का, हमारा माÛयकरण एव ंअथ[ Ǔनव[चन Ǒदखाता है ͩ क Ǔनदश[ से हमɅ समèया 

का बहुत हȣ अÍछा उƣर ĤाÜत होता है। परंतु हमने पाया ͩक गणना ͩकए गए पǐरणाम एवं 
मापे गए पǐरणाम मɅ कुछ ğǑुट है। यह इसͧलए है ͩक हमने, धाग ेका ġåयमान  और माÚयम 
के ĤǓतरोध कȧ अवहेलना कȧ है इसͧलए एेसी पǐरिèथǓत मɅ, हम एक बेहतर Ǔनदश[ को ढँूढते 
हɇ और यह ĤͩĐया जारȣ रहता है।

यह, हमɅ एक आवæयक Ǔनरȣ¢ण कȧ ओर माग[ दͧश[त करता है। वाèतͪवक जीवन को 
समझना एव ंउसका पूण[Ǿप से वण[न करना बहुत जǑटल है। हम एेसे एक अथवा दो पूण[ Ǿप 
से अचूक घटकɉ को चुनते हɇ जो पǐरिèथǓत को Ĥभाͪवत करते हɉ। तब हम एक एेसा सरल 
ͩकया हुआ Ǔनदश[ ĤाÜत करन ेका Ĥयास करते हɇ जोͩक पǐरिèथǓत के बारे मɅ कुछ जानकारȣ 
देता है। हम, इस Ǔनदश[ के ɮवारा, यह आशा करते हुए सरल पǐरिèथǓत का अÚययन करते 
हɇ ͩक हम पǐरिèथǓत का एक बेहतर Ǔनदश[ ĤाÜत कर सकɅ ।

अब हम, Ǔनदश[न से जुड़ी मुÉय ĤͩĐया को इस Ĥकार सं¢ेͪपत करते हɇ।
 (a) सूğण  (b) हल  (c) माÛयकरण/अथ[ Ǔनव[चन
अगला उदाहरण Ǒदखाता है ͩक असͧमका का आलेखीय हल ĤाÜत करने कȧ तकनीक का Ĥयोग 
करके, Ǔनदश[न कैसे ͩकया जा सकता है।

उदाहरण 3 एक फाम[ हाऊस मɅ, ĤǓतǑदन, कम से कम 800 ͩकĒा ͪवशषे आहार का Ĥयोग 
होता है। ͪवशेष आहार मÈका और सोयाबीन के Ǔनàनͧलͨखत सयंोजन के अनुसार बना हुआ 
एक ͧमĮण है।

सारणी 3

 पदाथ[ उपिèथत बलवध[क उपिèथत बलवध[क मूãय
  ĤǓत ͩकĒा Ĥोटȣन ĤǓत ͩकĒा रेशा ĤǓत ͩकĒा

 मÈका .09 .02 Rs 10
 सोयाबीन .60 .06 Rs 20
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ͪवशेष आहार कȧ, आहार संबंधी आवæयकताएँ, कम से कम 30% Ĥोटȣन और अͬधक से अͬधक 
5% रेशɉ कȧ माँग करती हɇ। ĤǓतǑदन, आहार-ͧमĮण का Ûयूनतम मूãय Ǔनकाͧलए।

हल चरण 1 यहा,ँ हमारा उɮदेæय मÈका और सोयाबीन से बने भोजन के ĤǓतǑदन के मूãय को 
Ûयूनतम करना है। इसͧलए, वो चर (घटक), िजन पर ͪवचार ͩकया जाना है, Ǔनàनͧलͨखत हɇः

x = मÈका कȧ राͧश
y = सोयाबीन कȧ राͧश
z = पूरा मूãय

चरण 2 सारणी 3 मɅ अǓंतम èतभं अंͩ कत करता है ͩक z, x, y समीकरण से सबंधं रखत ेहɇ समèया 
है, ͩक z, को Ǔनàनͧलͨखत åयवरोधɉ के साथ, Ûयनूतम बनानाः z = 10x + 20y           ... (1) 
 (a) फाम[ मɅ, मÈका और सोयाबीन का ͧ मला हुआ, कम से कम 800 ͩ कĒा आहार Ĥयोग 

ͩकया गया।
  अथा[त ् x + y  800     ... (2)

 (b) आहार मɅ कम से कम 30% Ĥोटȣन आहार सàबधंी आवæयकता के अनुपात मɅ होनी 
चाǑहए जसैा ͩक सारणी 3 के Ĥथम èतंभ मɅ Ǒदया गया है। इससे

     0.09x + 0.6y  0.3 (x + y) ĤाÜत होता है। ... (3)

 (c) इसी Ĥकार रेशा अͬधक से अͬधक 5% अनुपात मɅ होना चाǑहए जो ͩक ताͧलका 3 
के दसूरे पçृठ èतंभ मɅ Ǒदया गया है। इससे 

     0.02x + 0.06 y  0.05 (x + y) ĤाÜत होता है। ... (4)

हम, x, y के सभी गुणकɉ को एकǒğत करते हुए, (2), (3) और (4) मɅ दȣए गए åयवरोधɉ 
को सरल करत ेहɇ तब समèया Ǔनàनͧलͨखत गͨणतीय Ǿप मɅ पुनः ǓनǑद[çट कȧ जा सकती है 
कथन z को Ûयूनतम बनायɅ, शत[ हɇ
     x + y  800

     0.21x – .30y  0

     0.03x – .01y  0

यह Ǔनदश[ का सूğण Ĥदान करता है।
चरण 3 यह आलेखीय ढंग से हल ͩ कया जा सकता है। 
आकृǓत 5 मɅ, छायांͩकत ¢ेğ, समीकरणɉ का संभव हल 
देता है। लेखाͬचğ से, यह èपçट है ͩ क इनका Ûयूनतम 
मान ǒबदं ु(470.6, 329.4) पर ͧमलता है अथा[त ्x = 

470.6 और y = 329.4

यह, z का Ǔनàनͧलͨखत मान देता है।
 z = 10 × 470.6 + 20 × 329.4

 = 11294  यह गͨणतीय हल है। आकृǓत 5
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चरण 4 हल के ͪ वषय मɅ यह कहते हुए अथ[ Ǔनव[ͬ चत ͩकया जा सकता है, ͩक "मÈका और सोयाबीन 
वाल ेͪवशषे आहार, िजसमɅ बल वध[क अशं Ĥोटȣन तथा रेशा के इिÍछत आवæयक भाग है, का Ûयनूतम 
मूãय ₹11294 है और हम यह Ûयूनतम मूãय ĤाÜत करते हɇ यǑद हम 470.6 ͩ कĒा मÈका और 
329.4 ͩकĒा सोयाबीन का Ĥयोग करत ेहɇ"।

अगले उदाहरण मɅ,  हम चचा[ करɅगे ͩक Ǔनदश[न, ͩकसी देश मɅ एक ͪवͧशçट समय पर, 
जनसÉंया का अÚययन करन ेके ͧलए, कैसे Ĥयोग मɅ लाया जाता है।

उदाहरण 4 मान लȣिजए ͩक एक जनसंÉया Ǔनयंğक इकाई यह जानना चाहती है ͩक ͩकसी 
देश मɅ दस वष[ बाद जनसंÉया Èया होगी? 

चरण 1 सूğण हम Ǔनरȣ¢ण करत ेहɇ ͩक जनसंÉया समय के साथ बदलती है और यह जÛम 
के साथ बढ़ती है और म×ृयु के साथ घटती है।
हम एक ͪवͧशçट वष[ मɅ जनसंÉया ĤाÜत करना चाहते हɇ। मान लȣिजए t समय को वषɟ मɅ 
ǓनǑद[çट करता है। तब t के मान 0, 1, 2, ..., होते हɇ। t = 0 वत[मान समय को दशा[ता है, t = 1 

अगले वष[ को दशा[ता है, इ×याǑद। ͩकसी समय t के ͧलए मान लȣिजए p (t) उसी ͪवͧशçट वष[ 
मɅ जनसंÉया को ǓनǑद[çट करता है।

मान लȣिजए ͩक हम ͩकसी ͪवͧशçट वष[ मɅ जनसंÉया ĤाÜत करना चाहते हɇ, उदाहरण 
के ͧलए t

0
 = 2006 मɅ हम यह कैसे करɅगे? हम एक जनवरȣ, 2005 को जनसंÉया ĤाÜत करते 

हɇ। उस वष[ मɅ हुए जÛमɉ कȧ सÉंया को उस वष[ कȧ जनसंÉया मɅ जोड़ देते हɇ और उस वष[ 
मे हुई म×ृयु कȧ सÉंया को उस वष[ कȧ जनसंÉया से घटा देते हɇ। मान लȣिजए ͩक  B(t), t 

और t + 1 के बीच एक वष[ मɅ जÛमɉ कȧ सÉंया को ǓनǑद[çट करता है और D(t), t और t + 1 
के बीच म×ृयु कȧ सÉंया को ǓनǑद[çट करता है। तब हमɅ सबंधं  P (t + 1) = P (t) + B (t) – D (t) 

ĤाÜत होता है।
अब हम कुछ पǐरभाषायɅ तथा अͧभधारणाएँ करते हɇ।

 1.    समय अंतराल t से t + 1 के ͧलए जÛम दर कहलाती है।

 2.  समय अतंराल t से t + 1 के ͧलए म×ृयु दर कहलाती है।

अͧभधारणाएँ
 1. जÛम दर सभी अतंरालɉ के ͧलए समान है। इसी Ĥकार म×ृयु दर, सभी अतंरालɉ के ͧलए 
समान हɇ। इसका अथ[ है ͩक एक अचर b है, जोͩक जÛम दर कहलाती है, और एक अचर d 
है, जोͩक म×ृयु दर कहलाती है, िजससे ͩक सभी t  0 के ͧलए।



454 गͨणत

    
B( ) D( )

P( ) P( )

t t
b d

t t
  हɇ।             ... (1)

 2. जनसमुदाय मɅ अथवा जनसमुदाय स ेकोई आवास या Ĥवास नहȣं हुआ है अथा[त ्जनसÉंया 
पǐरवत[न के İोत केवल जÛम और म×ृयु हɇ।
अͧभधारणाओ ं1 और 2 के पǐरणामèवǾप, हम तक[  ɮवारा Ǔनण[य करते हɇ ͩक,  t  0 के ͧलए,
    P (t + 1) = P(t) + B(t) – D(t)

         = P(t) + bP(t) – dP(t)

         = (1 + b – d) P(t)   ...(2)

(2) मɅ t = 0 रखते हुए, ĤाÜत होता है,
    P(1) = (1 + b – d)P (0)    ... (3)

समीकरण (2) मɅ t = 1 रखते हुए, ĤाÜत होता है,
 P(2) = (1 + b – d) P (1)

 = (1 + b – d) (1 + b – d) P (0)  (समीकरण (3) Ĥयोग करके)

 = (1 + b – d)2 P(0)

इस Ĥकार हमɅ 
 P(t) = (1 + b – d)t P (0)  ĤाÜत होता है।  ... (4)

t = 0, 1, 2, ... के ͧलए, अचर 1 + b – d को अकसर संͯ¢Üत Ǿप मɅ r कहते हɇ और ͪवकास दर 
कहलाता है सामाÛय Ǿप मɅ Robert Malthus के सàमान मɅ, िजसने, इस Ǔनदश[ को सबसे 
पहले Ĥèतुत ͩकया, यह Malthusian िèथर राͧश कहलाती है। r के संबधं मɅ, समीकरण (4) से
    P(t) = P(0)r t, t = 0, 1, 2, ĤाÜत होता है।  ... (5) 

यहाँ P(t), एक चरघातांकȧ फलन का एक उदाहरण है। cr t Ǿप का कोई फलन, जहाँ c और r 
अचल हɇ, एक चरघाताकंȧ फलन होता है।
समीकरण (5), समèया का, गͨणतीय सूğण देता है।

चरण 2–हल
मान लȣिजए ͩक वत[मान जनसÉंया 250,000,000 है और जÛम दर एव ं म×ृयु Đमशः  
b = 0.02 और d = 0.01 है। दस वषɟ मɅ जनसंÉया ͩकतनी होगी? सूğ का Ĥयोग करके, हम 
P(10) कȧ गणना करते हɇ।
  P(10) = (1.01)10 (250,000,000)

  = (1.104622125) (250,000,000)

  = 276,155,531.25
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चरण 3 माÛयकरण और अथ[ Ǔनव[चन
èवाभाͪवक Ǿप से, यह पǐरणाम Ǔनरथ[क है Èयɉͩक एक åयिÈत का 0.25 नहȣं हो सकता।
इसͧलए, हम कुछ सिÛनकटन करत ेहɇ और इस Ǔनçक[ ष पर पहँुचत ेहɇ ͩ क जनसÉंया 276,155,531 
है (सिÛनकटतः) । यहाँ, गͨणतीय Ǔनदश[ मɅ हमारȣ मानी गई अͧभधारणाओं के कारण, हमɅ 
यथाथ[ उƣर नहȣं ͧमलता।

ऊपर वाले उदाहरण Ǒदखाते हɇ ͩक ͪवͧभÛन गͨणतीय तकनीकɉ का Ĥयोग करके, कई 
Ĥकार कȧ पǐरèथǓतयɉ मɅ, Ǔनदश[न कैसे ͩकया जाता है।

Èयɉͩक एक Ǔनदश[, ͩकसी वाèतͪवक समèया का, सरल ͩकया हुआ ǓनǾपण है, इसके 
ͪवशेष गुण के कारण, इसमɅ बनायी गई कई अͧभधारणाएँ और सिÛनकटन हɇ। èपçट Ǿप से, 
सबसे आवæयक Ĥæन, यह Ǔनण[य लेने का है ͩक Èया हमारा Ǔनदश[ अÍछा है या नहȣं, इसका 
ता×पय[ यह है ͩक जब ĤाÜत ͩकए गए पǐरणामɉ को भौǓतक Ǿप से अथ[ Ǔनवा[ͬचत ͩकया जाता 
है ͩक Èया Ǔनदश[, तक[  करने योÊय उƣर देता है या नहȣं। यǑद एक Ǔनदश[ पया[Üत यथाथ[ नहȣं 
है, हम कͧमयɉ के İोतɉ को पहचानने का Ĥयास करते हɇ। यह संयोगवश हो सकता है ͩक हमɅ 
एक नए सूğण, नई गͨणतीय द¢ता को लेने पड़।े इसͧलए एक नए मूãयांकन कȧ आवæयकता 
होती है। इस Ĥकार गͨणतीय Ǔनदश[न, Ǔनदश[न ĤͩĐया का एक चĐ हो सकता है, जैसाͩक 
Ǔनàनͧलͨखत Ĥवाह-सͬचğ मɅ Ǒदखाया गया हैः

नहȣं< ǽͩकए








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आरंभ

अͧभधारणाएँ

 बधैता
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सूğण
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