
अवकलन 

Ex 7.1 

प्रश्न 1. sin (x²) 

हल : माना कि y = Sin (x²) 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
= cos (x²) 2x 
= 2x cos (x²) 

प्रश्न 2. tan (2x + 3) 

हल : माना कि y = tan (2x + 3) 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
= sec² (2x + 3) (2x + 3) 
= sec² (2x + 3).(2 x 1 + 0) 
= 2 sec² (2x + 3). 

प्रश्न 3. sin {cos (x²)} 

हल : माना कि y = sin {cos (x²)} 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
= cos (cos x²)  (cos x²) 

= cos (cos x²). ( – sin x²)  x² 
= – cos (cos x²) sin (x²).2x 
= – 2x sin (x²) cos (cos x²) 

प्रश्न 4. 

 
हल- माना कि 



 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 5. 

 
हल- माना कि 

 



 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 6. sin x° 

हल : दिया है, y = sin x° 

∵ 180° = π रेडियन 

 

 



 

प्रश्न 7. 

 
हल : 

 

 

प्रश्न 8. sec x° 

हल : दिया है, y = sec x° 



हम जानते हैं कि 180° = π रेडियन 

1° = रेडियन 

x° = रेडियमन 

 

प्रश्न 9. 

 
हल : माना कि 

 



 

प्रश्न 10. 

 
हल : माना कि 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 



 

प्रश्न 11.  

 
हल : माना कि 

 
= loge (x² + x + 1) – loge (x² – x + 1) 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



प्रश्न 12. 

 
हल : माना कि 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 13. atan 3x 

हल : माना कि 

y = atan 3x 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 14. 

loge (sec x + tan x). 



हल : माना कि 

y = loge (sec x + tan x) 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
= sec x 

प्रश्न 15. 

sin³x • sin 3x. 

हल : माना कि 

y = sin3 x . sin 3x 
= sin3 x[3 sin x – 4 sin3 x] 
[∵ sin 3θ = 3sin θ – 4 sin3 θ] 
y = 3 sin4 x – 4 sin6 x 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
= 12 sin3x . cos x – 24 sin5 x cos x 
= 12 sin3x cos x (1 – 2 sin2 x) 
= 12 sin3x cos x . cos 2x 
= 6 sin2 x . 2 sin x . cos x . cos 2x 
= 6 sin2x . sin 2x · cos 2x 
= 3 sin2x . 2 sin 2x . cos 2x 
= 3 sin2x sin 2(2x) 
= 3 sin2x . sin 4x. 

 



Ex 7.2 

प्रश्न 1. 

 
हल : 

 
x = sin θ रखने पर, 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 

(b) sin-1 (3 – 4x3) 

माना कि y = sin-1 (3x – 4x3) 

x = sin θ रखने पर, 

या θ = sin-1x 

y = sin-1 (3 sin θ – 4 sin θ) 
= sin-1 (sin 3θ) 
(∴ sin 3x = 3 sin x – 4 sin x) 
= 3θ = 3 sin-1x 



x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 2. 

 
हल : (a) माना कि 

 
x = tan θ रखने पर 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 



 

 

(b) माना कि 

 
x = tan θ रखने पर 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 3. 

 
(संकेत : x = cosθ) 

हल : (a) माना कि y = cos-1 (4x3 – 3x) 

x = cos θ रखने पर, 

∴ y = cos-1 (4 cos3 θ – 3 cos θ) 
= cos-1 (cos 38) 
= 3θ 
= 3 cos-1 x 



x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

(b) माना कि 

 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



प्रश्न 4. 

 
हल : (a) माना कि 

 
x = cos θ रखने पर 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

(b) माना कि 

 
x = tan θ रखने पर 

 



x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 5. 

 
(संकेत : 2x = cosθ) 

हल : (a) माना कि 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

(b) माना कि 

 
2x = cos θ रखने पर 



 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 

प्रश्न 6. 

 
हल : (a) माना कि 



 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

(b) माना कि 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



प्रश्न 7. 

 
हल : (a) माना कि 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



(b) माना कि 

 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 

 

 



Ex 7.3 

प्रश्न 1. (i) 2x + 3y = siny 

(ii) x² + xy + y² = 200 

हल : (i) 2x + 3y = siny 

िोनों पक्षों िा x िा सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

(ii) x² + xy + y² = 200 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 

प्रश्न 2. (i) √x + √y = √a 

(ii) tan (x + y) + tan (x – y) = 4 



हल : (i) √x + √y = √a 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

(ii) tan (x + y) + tan (x – y) = 4 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



प्रश्न 3.. (i) sin x + 2 cos²y + xy = 0 

(ii) x√y + y√x = 1 

हल : (i) sin x + 2 cos²y + xy = 0 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 

(ii) x√y + y√x = 1 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष िरने अविलन िरने पर 

 



प्रश्न 4. (i) (x² + y²)² = xy 

(ii) sin(xy) +  = x² – y 

हल : (i) (x² + y²)² = xy 

िोनों ओर अविलन िरने पर 

 

(ii) sin(xy) +  = x² – y 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



 

प्रश्न 5. (i) x3 + y3 = 3axy 

(ii) xy + yx = ab 

हल : (i) x3 + y3 = 3axy . 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



 

(ii) माना u = xy तथा v = yx 

तब u + v = 1 

पुनः u = xy तथा x = yx में िोनों फलनों िे लघुगणि लेने पर, 

log u = y log x तथा log v = x log y 

अब िोनों फलनों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
अब (i) िे िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 



समीिरण (iv) में  तथा  िे मान क्रमशः समीिरण (ii) तथा (iii) में रखने पर, 

 

प्रश्न 6. (i) y = xy 

(ii) xa.yb = (x – y)a+b 

हल : (i) िोनों पक्षों िा लघुगणि लेने पर 

log y = log xy.= y log x 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 



(ii) xayb. = (x – y)a+b 

िोनों पक्षों िा लघुगणि लेने पर। 
log (xayb) = log (x – y)a+b 
⇒ log (xa) + log (yb) = (a + b) log (x – y) 
⇒ a log x + b log y = (a + b) log (x – y) 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
प्रश्न 7. (i) ex + ex2 +…+ ex5 

(ii)  

हल : (i) ex + ex2 +…+ ex5 

माना y = ex + ex2 +…+ ex5 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



 

(ii)  

माना y =  

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 8. 

 
हल : 
माना  

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



 
िोनों पक्षों िो लघुगणि लेने पर 

 
िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 9. 

 
हल : (i) 

 



िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 



 

प्रश्न 10. 

 
(ii) yx + xy + xx = ab 

हल : (i) 

 
िोनों पक्षों िा वगग िरने पर 

y² = sin x + y 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 



 

 

(ii) yx + xy + xx = ab 

माना u = xx, v = xy और w = yx 

u + v + w = ab 

 
अब u = xx 

िोनों पक्षों िा लघुगणि लेने पर 

⇒ log u = x log x 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
िोनों पक्षों िा लघुगणि लेने पर 

⇒ log v = y log x 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 



 
िोनों पक्षों िा लघुगणि लेने पर 

⇒ log w = x log y 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
समीिरण (i) में, समीिरण (ii), (iii) व (iv) िे मान रखने पर 

 

 

 

 



Ex 7.4 

प्रश्न 1. (i) x = a sec t, y = b tan t 

(ii) x = log t + sin t, y = et + cost 

हल : (i) x = a sec t, y = b tan t 

x = a sec t 

िोनों पक्षों िा t िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 = (a sec t) = a sec t tan t 

तथा y = b tan t 

िोनों पक्षों िा t िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

(ii) x = log t + sin t, y = et + cos t 
x = log t + sin t 

िोनों पक्षों िा t िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
िोनों पक्षों िा t िे सापेक्ष अविलन िरने पर 



 

 

प्रश्न 2. (i) x = log t, y = et + cost 

(ii) x = a cos θ, y = b sin θ 

हल : (i) = log t, y = et + cost 

∵ x = log t 

िोनों पक्षों िा t िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
िोनों पक्षों िा t िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



(ii) x = a cos θ, y = b sin θ 
∵ x = a cos θ 

िोनों पक्षों िा θ िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
िोनों पक्षों िा θ िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 

प्रश्न 3. (i) x = cos θ – cos 2θ, y = sin θ – sin 2θ 

(ii) x = a(θ – sin θ), y = a(1 + cos θ) 

हल : (i) = cos θ – cos 2θ 

y= sin θ – sin 2θ 
∵ x = cos θ – cos 2θ 

िोनों पक्षों िा θ िे सापेक्ष अविलन िरने पर। 

 



िोनों पक्षों िा θ िे सापेक्ष अविलन िरने पर। 

 

(ii) x = a(θ – sin θ), y = a(1 + cos θ) 

∵ x = a(θ – sin θ) 

िोनों पक्षों िा θ िे सापेक्ष अविलन िरने पर। 

 

िोनों पक्षों िा θ िे सापेक्ष अविलन िरने पर। 

 



 

प्रश्न 4. 

 
हल : दिया है 

 

 



 

 

 
िोनों पक्षों िो t िे सापेक्ष अविलन िरने पर 



 
िोनों पक्षों िो t िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 5. 

 
(ii) x = a cos3 t, y = a3 sin t 

हल : 

 



θ िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
θ िे सापेक्ष अविलन से िरने पर 

 

(ii) x = a cos3 t, y = a sin3 t 
∵ x = a cos3 t 

िोनों पक्षों िा t िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
िोनों पक्षों िा t िे सापेक्ष अविलन िरने पर 



 

 

प्रश्न 6. यदि 

 
तथा 

 
तब ससद्ध कीजिए कक 

 
हल : दिया है, 

 



िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Ex 7.5 

प्रश्न 1. 

 का मान ज्ञात कीजिए िबकक 

(a) y = x3 + tan x 
(b) y = x2 + 3x + 2 
(c) y = x cos x 
(d) y = 2 sin x + 3 cos x 
(e) y = e-x cos x 
(f) y = a sin x – b cos x 

हल : (a) y = x3 + tan x 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
पुनः िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

(b) y = x2 + 3x + 2 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
पुनः िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



(c) y = x cos x 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
पुनः िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

(d) y = 2 sin x + 3 cos x 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
पुनः िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

(e) y = e-x cos x 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



पुनः िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

(f) y = a sin x – b cos x 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
पुनः िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 2. यदि y = a sin x + b cos x, तब ससद्ध कीजिए कक 

 
हल : दिया है 

y = a sin x – b cos x 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 

प्रश्न 3. यदि y = sec x + tan x, तब ससद्ध कीजिए कक 

 
हल : दिया है, y = sec x + tan x 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
= sec x.tan x + sec² x 
= sec x.(tan x + sec x). 

पुनः िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 



 

प्रश्न 4. यदि = a cos nx + b sin nx, तब ससद्ध कीजिए कक 

 
हल : दिया है, 

y = a cos nx + b sin nx 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
= – na sin nx + nb cos nx 

पुनः िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 

प्रश्न 5. यदि = a cos3 θ,y = a sin3 θ तब  पर  का मान ज्ञात कीजिए। 
हल : दिया है, 

y = a sin3 θ 

तथा x = a cos3 θ 



िोनों फलनों िा θ िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
पुनः िोनों पक्षों िा θ िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



प्रश्न 6. यदि x3 + y3 – 3axy = 0 तब ससद्ध कीजिए कक 

 
हल : दिया है, 

x3 + y3 – 3axy = 0 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 
पुन: िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



प्रश्न 7. यदि y = sin-1x, तब ससद्ध कीजिए कक 

 
हल : दिया है, 

y = sin-1x 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
पुन: िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 8. यदि y = (sin-1 x)² तब ससद्ध कीजिए कक 

 
हल : दिया है, 

y = (sin-1 x)² 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 



 
िोनों पक्षों िा वगग िरने पर, 

 
पुन: िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 

 

 

 

 

 

 



Ex 7.6 

प्रश्न 1.. ननम्नसलखित फलनों के सलए रोले की प्रमेय की सत्यता की िााँच कीजिए 

(a) f(x) = ex (sin x – cos x), x ∈  
(b) f(x) = (x – a)m (x – b)n, x ∈ [a, b], m, n ∈ N 
(c) f(x) = |x|, x ∈ [-1, 1] 
(d) f(a) = x² + 2x – 8, x ∈ [- 4, 2] 
(e) 

 
(f) f(x) = [x], x ∈ [-2, 2] 

हल : 
(a) दिया हुआ फलन 

 
f(x), x में बहुपिीय होने िे िारण सवगत्र अविलनीय तथा सतत 

∴ f(x), [π/4, 5π/4] में सतत तथा (π/4, 5π/4) में अविलनीय है। 
तथा f(π/4) 

 
f(5π/4) = e5π/4 (sin 5π/4 – cos 5π/4) = 0 
f(π/4)= f(5π/4) = 0 

इस प्रिार से अन्तराल [π/4, 5π/4] में f(x) िे ललए रौले िे प्रमेय िे सभी प्रततबन्ध संतुष्ट हो 
जाते हैं। 
⇒ c ∈  िा अस्ततत्व है, जोकि f'(c) = 0 िो संतुष्ट िरता है। 
अब (i) से, 
f'(x) = ex (cos x + sin x) + (sin x – cos x).ex 
f'(x) = ex (cos x + sin x + sin x – cos x) 

इसी प्रिार 

ec 2 sin c = 0 
⇒ 2 sin c = 0 
⇒ sin c = 0 
⇒ c = π 



∴ c = π ∈ (π/4,5π/4), f'(c) = 0 िो संतुष्ट िरते हुए इस प्रिार से रोले िी प्रमेय सत्यापपत हो 
जाती है। 

(b) f(x) = (x – a)m (x – b)n, x ∈ [a, b], m, n ∈ N 

यहााँ (x – a)m तथा (x – b)n िोनों बहुपि फलन हैं। यदि इनिा पवततार िरिे गुणनफल किया 
जाए तो (m + n) घात िा एि बहुपि प्राप्त होगा। एि बहुपि फलन सवगत्र सतत होता है। अत: 
फलन f(x) भी अन्तराल [a, b] में सतत है। बहुपि फतन अविलनीय भी होता है। 
∴ f’ (x) = m(x – a)m-1 (x – b)n + n(x – a)m (x – b)n-1 
= (x – a)m-1 (x – b)n-1 x [m(x – b) + n(x – a)] 
= (x – a)m-1 (x – b)n-1 x + [(m+n)x – mb – na] 

स्जसिा अस्ततत्व है। 
∴ f(x) अन्तराला (a, b) में अविलनीय है। 
पुनः f(a) = (a = a)m (a + b)n = 0 

f(b) = (b – a)m (b – b)n = 0 
∴ f(a) = f(b) = 0 

अत: रोले िे प्रमेय िे सभी प्रततबन्ध सन्तुष्ट होते हैं। तब (a, b) में िम-स-ेिम बबन्ि ु: िा 
अस्ततत्व इस प्रिार हैं कि f'(c) = 0. 

f’ (c) = 0 
⇒(c – a)m-1 (c – b)n-1 x [(m + n)c – mb – na] = 0 
⇒ (m + n)c – mb – na = 0 [∵ (c – a)m ≠ 0, (c – b)n ≠ 0] 
⇒ (m + n)c = mb+ na 

⇒  

जो कि (a, b) िा एि अवयव है। 
[क्योकि  अन्तराल (a, b) िो m:n िे अनुपात में पवभास्जत िरता है।] 
∴  ∈ (a, b) 

इस प्रिार है कि f’ (c) = 0. 

अत: रोले िी प्रमेय सत्यापपत होती है। 

(c) f(x) = |x|, x ∈ [-1, 1] 

तय 

 
च ाँकि तनरपेक्ष मान फलन सतत होता है परन्तु अविलनीय नहीं होता है, क्योंकि 

x = 0 पर िायें पक्ष िा अविलज (Right hard derivative) 



 
तथा x = 0 पर बायें पक्ष िा अविलज (Left hand derivative) 

 
x = 0 पर, R.H.D. ≠ LH.D. 

Rf’ (0) ≠ Lf’ (0) 

अथागत ्x = 0 पर फलन अविलनौय नहीं हैं। 
अत: अविलनीयता िा प्रततबन्ध (-1, 1) िे सभी बबन्िओुं पर सन्तुष्ट नहीं होता है। 
∴ रोले िे प्रमेय िा सत्यापन नहीं हो सिता है। 

(d) दिया हुआ फलन 

f(x) = x² + 2x – 8, x ∈ [-4, 2] 

तपष्ट है कि फलन f(x) = x² + 2x – 8 अन्तराल [ – 4, 2] में सतत हैं तथा f’ (x) = 2x + 2, जोकि 
पववतृ्त अन्तराल [- 4, 2] िे प्रत्येि 

बबन्ि ुपर पररलमत व पवद्यमान है अथागत ्f(x) अन्तराल [ – 4, 2] में अविलनीय हैं। 
∵ f(- 4) = 0 = f(2) 
⇒ f(- 4) = f(2) 

उपरोक्त से फलन f(x), दिए गए अन्तराल में रोले प्रमेय तीनों प्रततबन्धों िो सन्तुष्ट िरता है। 
अब, f’ (c) = 0 

2c + 2 = 0 
2c = – 2 
c = – 1 

तथा – 1 ∈ (-4, 2) 

c = – 1 ∈ (-4, 2) 

इस प्रिार हैं कि 

f’ (c) = 0 

अत: c = – 1 िे ललए रोले िी प्रमेय सत्यापपत होती हैं। 



(e) दिया हुआ फलन 

 
फलन f(x) अन्तराल [0, 2] में पररभापित है। तपष्ट है कि फलन f(x) अन्तराल [0, 2] में सतत है। 
अब हम इसिे अविलनीय होने िी जााँच िरेंगे। 

 
अत: फलन x = 1 ∈ (0, 2) पर अविलनीय नहीं है। 
∵ यहााँ रोले प्रमेय िा प्रततबन्ध सन्तुष्ट नहीं होता है इसललए दिए गए फलन िे ललए रोले प्रमेय 
लाग  नहीं होती है। 

(f) दिया हुआ फलन 

f(x) = [x], x ∈ [-2,2] 

∵ फलन f(x) = [x], अन्तराल [- 2, 2] िे सतत नही ंहै, क्योंकि महत्त्व प णागि फलन पणृ ि 
बबन्िओुं पर न तो संतत होता है और न ही अविलन, होता है। 
∵ यहााँ रोले प्रमेय िे प्रततबन्ध सन्तुष्ट नहीं होते हैं इसललए दिए गए फलन िे ललए रोले प्रमैय 
लाग  नहीं होता हैं। 

प्रश्न 2. ननम्नसलखित फलनों के सलए रौले प्रमेय का सत्यापन कीजिए। 
(a) f(x) = x² + 5x + 6, x ∈ [-3, -2] 
(b) f(x) = e sin-x, x ∈ [0, π] 

(c) f(x) = , x ∈ [0, 1] 
(d) f(x) = cos 2x, x ∈ [0, π] 



हल : (a) दिया हुआ फलन 

f(x) = x² + 5x + 6, x ∈ [-3, -2] 

∵ फलन f(x) = x² + 5x + 6 जो कि एि बहुपिीय फलन है। 
अत: वह अन्तराल [-3,-2] में सतत हैं। 
अब f’ (x) = 2x +5 स्जसिा सभी x = [-3, – 2] िे ललए अस्ततत्व हैं। 
∴ f(x) अन्तराल (-3, -2) में अविलनीय है। 
∵ f(-3) = 0 = f(-2) 
⇒ f(- 3) = f(- 2) 

इस प्रिार रोले िे प्रमेय िे सभी प्रततबन्ध सन्तुष्ट होते हैं। तब एि बबन्ि ुc ∈ (-3, -2) िा 
अस्ततत्व इस प्रिार हैं कि f’ (c) = 0. 

⇒ f’ (c) = 2c + 5 = 0 
⇒ 2c = – 5 

 ∈ (-3, -2) 

इस प्रिार है कि 

f’ (c) = 0 

इस प्रिार  िे ललए रोले कि प्रमेय िा सत्यापन होता है। 

(b) दिया हुआ फलन 

f(x) = e-x sin x, x ∈ [0, π] 

∵ e-x तथा sin x िोनों ही सतत हैं। अतः इनिा गणुनफल e-x sin x भी सतत है अथागत ्f(x) सतत 
है। 
पुन: f’ (x) = e-x cosx – e-x sin x, स्जसिा सभी x ∈ (0, π) िे ललए अस्ततत्व हैं अथागत ्f(x) 

अन्तराल (0, π) में अविलनीय है। 
∵ f(0) = 0 = f(π) 
⇒ f(0) = f(π) 

इस प्रिार रोले िे प्रमैय िे सभी प्रततबन्ध सन्तुष्ट होते हैं। अतः एि बबन्ि ुc ∈ (0, π) िा 
अस्ततत्व इस प्रिार है कि f’ (c) = 0. 

f’ (c) = 0 
⇒ e-c cos c – e-c sin c = 0 
⇒ e-c (cos – sin c) = 0 
⇒ cos c = sin c (∵ ec ≠ 0) 
⇒ tan c = 1 

⇒ c =  

⇒ c =  ∈ (0, π) 

इस प्रिार है कि f’ (c) = 0 

इस प्रिार c =  िे ललए रोले िी प्रमेय िा सत्यापन होता है। 



(c) दिया हुआ फलन 

f(x) = , x ∈ [0, 1] 

तपष्ट है कि फलन f(x) अन्तराल [0, 1] में सतत है तथा f’ (x) 

 
जो कि अन्तराल (0. 1) िे प्रत्येि बबन्ि ुमें पररलमत व पवद्यमान है अथागत ्फलन f(x) अन्तराल 
(0, 1) में अविलनीय है। 
∵ f(0) = 0 = f(1) 
⇒ f(0) = f(1) 

उपरोक्त से फलन f(x) दिए गए अन्तराल में रोले प्रमेय िे सभी प्रततबन्ध सन्तुष्ट िरते हैं। 
अत: f’ (c) = 0 

 
⇒ 1 – 2c – 0 

⇒ c =  

⇒ c =  ∈ (0. 1) 

इस प्रिार हैं कि 

f’ (c) = 0 

इस प्रिार c =  िे ललए रोले िी प्रमेय िा सत्यापन होता है। 

(d) दिया हुआ फलन 

f(x) = cos 2x, x ∈ [0, π] 

तपष्ट है कि दिया गया फलन f(x) = cos 2x, अन्तराल [0, π] में पररभापित हैं। 
∵ coine फलन अपने प्रान्त में सतरा होता है। 
अत: यह [0, π] में सतत है। 
तव f’ (x) = – 2 sin 2x िा अस्ततत्व है। 
जहााँ x ∈ (0, π) 

∴ f(x), अन्तराल (0, π) में अविलनीय है। 
अव f(0) = cos 0 = 1 

तथा f(π) = c0s – 2π = 1 

∴ f(0) = f(π) = 1 

इस प्रिार रौले िे प्रमेय िे सभी प्रततबन्ध सन्तुष्ट होते हैं। तब िम-स-ेिम एि बबन्ि ुc ∈ (0, 

π) िा अस्ततत्व इस प्रिार है कि 

f’ (c) = 0 



∴ f’ (c) = – 2 sin 2c = 0 
⇒ sin 2c = 0 
⇒ 2c = π 

⇒ c = π/2 जो कि (0, π) िा अवयव है अथागत ्

c =  ∈ (0, π) 

इस प्रिार है कि 

f’ (c) = 0 

इस प्रिार c =  िे ललए रौले िी प्रमेय िा सत्यापन हुआ है। 

प्रश्न 3. ननम्नसलखित फलनों के सलए लाग्ांि मध्यमान प्रमेय की सत्यता की िााँच कीजिए 

 
हल : (a) दिया हुआ फलन 

 
जो कि एि पररमेय फलन है। च कंि पररमेय फलन सतत होता है। जबकि इसिा हर श न्य न 
हो। अतः f(x) =  भी सतत है, जबकि x ≠ 0. 

पुनः 

 
स्जसिा अन्तराल (1, 3) िे ललए अस्ततत्व है। 
∴ फलन अन्तराल (1, 3) में अविलनीय है। 
अ: लाग्ांज मध्यमान प्रमेय िे िोनों प्रततबन्ध सन्तुष्ट होते हैं। 
∴ एि बबन्ि ुc ∈ (1,3) िा अस्ततत्व इस प्रिार है कि । 



 
अब c = √3 ∈(1, 3) इस प्रिार है कि 

 
इस प्रिार लागनांज मध्यमान प्रमेय सत्यापपत होती है। 

(b) दिया हुआ फलन 

 
यहााँ f(x) = जो कि अन्तराल [0, 2] िे सतत हैं तथा f’ (x) = जो कि अन्तराल (0, 2) में पररलमत 
व पवद्यमान है। अतः फलन f(x), अन्तराल (0, 2) में अविलनीय है। फलत: फलन f(x) लाग्ांज 
मध्यमान प्रमेय िे िोनों प्रततबन्धों िो संतुष्ट िरता है। 

 
∵ c िा मान िाल्पतनि संख्या है। अत: लाग्ांज मध्यमान प्रमेय सत्यापपत नहीं होती है। 



(c) दिया हुआ फलन 

f(x) = x² – 3x + 2, x ∈ [-2, 3] 

तपष्ट है कि फलन f(x) = x² – 3x + 2 अन्तराल [-2, 3] िे संतत हैं तथा f’ (x) = 2x – 3, जो कि 
अन्तराल (-2, 3) में पररलमत व पवद्यमान हैं। अत: फलन f(x) अन्तराल (-2, 3) में अविलनीय 
है। फलत: फलन f(x) लागनांज मध्यमान प्रमेय िे िोनों प्रततबन्धों िो संतुष्ट िरता है। 

 
अब c =  ∈(-2, 3) 

इस प्रिार है कि 

 
इस प्रिार लाग्ांज मध्यमान प्रमेय सत्यापपत होती है। 

(d) दिया हुआ फलन 

 

तपष्ट है कि फलन f(x) =  अन्तराल [1, 4] में सतत हैं। तथा f'(x) =  जो कि अन्तराल 
(1, 4) में पररलमत व पवद्यमान है। अत: फलन f(x) अन्तराल (1, 4) िे अविलनीय है। 
फलतः फलन f(x) लाग्ांज मध्यमान प्रमेय िे िोनों प्रततबन्धों िो संतुष्ट िरता है। 



 
इस प्रिार है कि 

 
इस प्रिार लागनज मध्यमान प्रमेय सत्यापपत होती है। 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Miscellaneous Exercise 

प्रश्न 1. sin-1 (x√x), 0 ≤ x ≤ 1. 

हल : माना कि y = sin-1 (x√x) 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 2. 

 
हल : माना 

 
िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 

 



 

प्रश्न 3. 

 
हल : माना 

 



 
िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 

प्रश्न 4. 

x3.ex .sin x 

हल : माना कि y = x3.ex .sin x 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 5. 

 
हल : माना कि 

 



िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 6. (x log x)logx 

हल : माना कि y = (x log x)logx 

िोनों पक्षों िो log लेने पर 

log y = log (x log x)logx 
log y = log x.log (x log x) 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 



प्रश्न 7. 

 
हल : 

 
y = x²[1 + tan (log x)] 
y = x² + x² tan (log x) 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 8. xx2-3 + (x – 3)x2, x > 3 

हल : माना y = xx2-3 + (x – 3)x2 

u = xx2-3 तथा v = (x – 3)x2 

तब y = u + v 

 
िोनों पक्षों िा log लेने पर । 



log u = log xx2-3 
log u = (x² – 3) log x 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
िोनों पक्षों िो log लेने पर 

log v = log (x – 3)x2 
log v = x².log (x – 3) 

िो पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
समीिरण (i) में समीिरण (ii) व (iii) से मान रखने पर 

 

प्रश्न 9. y = 12(1 – cos t), x = 10(t – sin t). 

हल : िोनों समीिरण िा t िे सापेक्ष अविलन िरने पर 



 

 

प्रश्न 10. 

sin-1x + sin-1 √1-x² 

हल : 
माना y = sin-1x + sin-1 √1-x² 

तब y = sin-1x + cos-1 

[∵ cos-1x = sin-1 √1-x²] 

तथा y =  

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 11. यदि 

 
तब ससद्ध कीजिए कक 

 



हल : 

 
िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 

प्रश्न 12. यदि y = x sin (a + y) तव ससद्ध कीजिए कक 

 
हल : 



दिया है, 

sin y = x sin (a + y) 

 
िोनों पक्षों िा y िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 

प्रश्न 13. यदि y = (sin x – cos x)(sin x – cos x) तव  मान ज्ञात कीजिए। 
हल : माना y = (sin x – cos x)(sin x – cos x) 

िोनों पक्षों िा लघुगणि लेने पर, 

log y = (sin x – cos x) log (sin x-cos x) 

अब िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 



 

प्रश्न 14. यदि y = sin (sin x) तब प्रिसशित कीजिए कक 

 

हल : दिया हैं, 
y = sin(sin x) 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
पुन: िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



प्रश्न 15. (i) यदि y = eax sin bx तब प्रिसशित कीजिए कक 

 
(ii) यदि 

 
तब ससद्ध कीजिए कक 

(1 – x²)y2 – 3xy1 – y = 0. 

हल : (i) दिया है, 

y = eax sin bx  …(1) 

िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 
पुन: िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 



 

(ii) दिया है, 

 
िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
पुन: िोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 16. ननम्नसलखित फलनों के सलए रोले प्रमेय का सत्यापन कीजिए 

(a) f(x) = (x – 2)√x, x ∈ [0, 2] 
(b) f(x) = (x – 1) (x – 3), x ∈ [1, 3] 

हन : (a) दिया हुआ फलन । 
f(x) = x ∈ [0, 2] 

तपष्ट है कि फलन f(x) = अन्तराल [0, 2] में सतत है तथा f’ (x) =  जो कि अन्तराल (0, 2) 

िे प्रत्येि बबन्ि ुमें पररभापित एवं पवद्यमान हैं अथागत ्फलन f(x) अन्तराल (0, 2) में 
अविलनीय है। 



∵f(0) = 0 = f(2) 
⇒ f(0) = f(2) 

उपरोक्त से फलन f(x) दिए गए अन्तराल में रोले प्रमेय िे सभी प्रततबन्धों िो संतुष्ट िरता है। 
अत: f’ (c) = 0 

 
इस प्रिार है कि 

f’ (c) = 0 

इस प्रिार  िे ललए रोले िी प्रमेय िा सत्यापन होता है। 

(b) दिया हुआ फलन 

f(x) = (x – 1) (x – 3), x ∈ [1,3] 

तपष्ट है कि फलन f(x) = (x – 1) (x – 3) अन्तराल [1, 3] िे सतत हैं तथा f’ (x) = 2x – 4 जो कि 
अन्तराल (1, 3) िे प्रत्येि बबन्ि ुमें पररलमत व पवद्यमान हैं अथागत ्फलन f(x) अन्तराल (1,3) में 
अविलनीय 

∵ f(1) – 0 = f(3) 
⇒ f(1) = f(3) 

उपरोक्त से फलन f(x) दिए गए अन्तराल में रोले प्रमैय िे सभी प्रततबन्धों िो सन्तुष्ट िरता 
है। 
अत: f’ (c) = 0 

f’ (c) = 2c – 4 = 0 
2c = 4 
c = 2 
c = 2 ∈ (1, 3) 

इस प्रिार हैं कि 

f’ (c) = 0 

अतः c = 2 िे ललए रोले िी प्रमेय सत्यापपत होती है। 

प्रश्न 17. 

ननम्नसलखित फलनों के सलए लाग्ांि मध्यमान प्रमेय की सत्यता की िााँच कीजिए 

(a) f(x) = (x – 1)(x – 2)(x – 3), x ∈ [0, 4] 



(b) f(x) 

 
हल : (a) दिया हुआ फलन 

f(x) = (x – 1) (x – 2) (x – 3), x ∈ [0, 4] 

अथागत ्f(x) = x3 – 6x² + 11x – 6, x ∈[0, 4] 

तपष्ट है कि f(x) = x3 – 6x² + 11x – 6 अन्तराल [0, 4] िे सतत है तथा f’ (x) = 3x² – 12x + 11, 

जो कि अन्तराल (0, 4) में पररलमत व पवद्यमान है। अत: फलन f(x) अन्तराल (0, 4) में 
अविलनीय है। फलतः फलन f(x) लोग्ांश मध्यमान प्रमेय िे िोनों प्रततबन्धों िो संतुष्ट िरता 
है। 

 
इस प्रिार है कि 

 
इस प्रिार लागनज मध्यमान प्रमेय सत्यापपत होती है। 

(b) दिया हुआ फलन 

 
तपष्ट है कि फलन (1 + x) तथा (5 – x) बहुपि हैं। अत: f(x) अन्तराल [1,3] में सतत व 
अविलनीय है िेवल x = 2 िो छोड़िर। 



x = 2 पर सततता िो जााँच 

बाय सीमा = limx→2
– f(x) 

= limx→2
– (1 + x) 

⇒ 1 + 2 = 3 

िायीं सीमा = limx→2
+ f(x) 

= limx→2
+ (5 – x) 

⇒ 5 – 2 = 3 

तथा x = 2 पर फलन िा मान 

f(2) = 5 – 2 = 3, 

अत: limx→2 f(x) = 3, फलन x = 2 पर मान सतत है। 
x = 2 पर अविलनीयता िी जााँच 

बायााँ पक्ष 

 
िायााँ पक्ष 

 
∵ LHS [Lf'(2)] ≠ RHS [Rf'(2)] 

अतः फलन f(x), x = 2 में अविलनीय नहीं है। 
∵ लाग्ांज मध्यमान प्रमेय िी आवश्यि शतग प री नहीं होती है। 
अत: लाग्ांज मध्यमान प्रमेय सत्यापपत नहीं होती हैं। 

 


