
“அதிகபட்சம் அல்லது குறைந்தபட்சம் 
எனப் பபொருளபடொ்த ஏதும் உ்லகில நறடபபறுவதிலற்ல”

-  லய�ோனோர்டு யூலர்

7.1 அறிமுகம் (Introduction)

7.1.1 ஆரம்்பகால முன்னேற்றஙகள் (Early Developments)

	 வகை	 நுணைணிதத்தின்	 முக்கிய	 ந�ோக்ைநே	 சிலவறகறை	 பல	
நுணணியபபகுதிைளோைப	பகுத்து	அதன்	மூலம்	அவறறின்	ேோறுபோடுைகளத்	
தீரேோனிபபதோகும்.	 இத்தகு	 	 ைோரணத்தினோலதோன்	 தறநபோகதய	
வகையிடல	ைணிதம்		உறுநுண்ணளவு வறக நுணகணி்தம் (infinitesimal 
calculus)	 என	 அகைக்ைபபடடது.	 அறிவியலின்	 ஆரம்பைோலத்திலிருநநத		
இயறபியல	 ேறறும்	 வோனியல	 ைணக்குைளில	 வகை	 நுணைணிதம்	
பயன்படுத்தபபடடது.	 18-ஆம்	 நூறறைோணடு	 வகர	 நேறைணட	
பயன்போடுைளுக்ைோைநவ	 வகை	 நுணைணிதம்	 பயன்படடது.	 
18-ஆம்	நூறறைோணடின்	இறுதியில	நலப்லஸ்	ேறறும்	்லக்ரோஞ்ஞி	
விகைைளின்	ஆய்விகன	வகை	நுணைணிதத்தின்	வரம்பிறகுள்	் ைோணடு	வநத	பிறைகு	வகை	நுணைணிதம்	
புதிய	பரிேோணத்கத	அகடநதது.

	 வகையிடல	பயன்போடடின்	வளரச்சிக்கு	்லஜூநன	டரிச்்லட,	ரீேன்,	்வோன்	நியூ்ேன்,	்ெய்ன்,	
க்நரோ்னைர,	லிபிடசு,	கிறிஸ்நடோ்பல,	கிரக்ெோாஃப,	்பலடரோமி	ேறறும்	பல	இயறபியல	அறிஞரைள்	
முக்கிய	பங்கு	வகித்தனர.

 •  வடிவியல	ேறறும்	இயக்ைவியலில	வகை	நுணைணிதம்	பயன்படுத்தபபடுகிறைது.
 • ்போருடைளின்	ேதிபபு,	திறைன்,	 ்போருடைளின்	இருபபு,	இலோபம்	நபோன்றைவறறின்	ைோரபுைகள	

வகையிடடு	 எழுதுவதோல	 அவறறின்	 ஓரியலபுத்தன்கேகயயும்,	 அறுதி	 ேதிபபுைகளயும்	 
தீரேோனிக்ைலோம்.	

 • ்போறியியல	ேறறும்	அறிவியல	துகறைைளில	உள்ள	ைணித	ேோதிரிைளில	ைோரபின்	வகையிடல	
குறிபபிடத்தக்ை	பங்கு	வகிக்கிறைது.

 • ைமூை	 அறிவியல	 ேறறும்	 ேருத்துவத்	 துகறையிலிலும்	 வகை	 நுணைணிதத்தின்	 பயன்போடு	
உள்ளது.

 ைோரபு f x( ) –ன்		முதலிரணடு	வகைக்	்ைழுக்ைகள	ேடடும்	பயன்படுத்தி,		இநத	அத்தியோயத்தில,	 

y f x= ( )  என்றை	 ைோரபின்	 	இயலபு, வகளவகரகய	வகரதல,	 ேறறும்	 	 f x( ) –ன்	இடஞ்ைோர	அறுதி	

ேதிபபு	 (்பருேம்	 அலலது	 சிறுேம்)	 நபோன்றைகவ	 தீரேோனிக்ைபபடுகின்றைன.	 நேலும்,	 f x( ) –ன்	 சில	 
உயர	வகைக்்ைழுக்ைகள	 	 (அகவ	இருநதோல	 ேடடுநே)	 பயன்படுத்தி,	 ஒரு	 புள்ளிகயப	 ்போறுத்து	

f x( ) –ஐ		்தோடரோை	விரிவோக்ைம்	்ைய்தல	நபோன்றைகவயும்	ஆரோயபபடுகிறைது.

ப�ொடொலஃப் ஓட்டொ 
சிகிஸ்மணட லிப்ஸசிடஸ

(1832-1903)
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2XII - கணிதவியல்

கற்றலின ்�ாககஙகள்

	 இநத	அத்தியோயத்தின்	முடிவில	ேோணவரைள்	பின்வருவனவறகறை	அறிநதிருபபர.
 ● வடிவியல	ைணக்குைளுக்கு	வகையிடகலப	பயன்படுத்துதல
 ● �கடமுகறை	ைணக்குைளுக்கு	வகையிடகலப	பயன்படுத்துதல
 ● வகளவகரயின்	 இயலபுைளோன	 ஓரியலபுத்	 தன்கே,	 குழிவுத்	 தன்கே,	 ேறறும்	 குவிவுத்	

தன்கே	நபோன்றைவறகறை	இனங்ைோண	பயன்படுகின்றைது.
 ● தினைரி	வோழக்கையில	அறுதிேதிபபு	ைோண	வகைக்்ைழுக்ைகளப	பயன்படுத்துதல.	
 ● பலலுறுபபுக்	நைோகவ		ேறறும்	பலலுறுபபுக்	நைோகவ	அலலோத	ைோரபுைளின்	வகளவகரைகள	

வகரதல.

7.2  வககயிடலின ப்பாருள் (Meaning of Derivatives)
7.2.1 சாய்விகனே வககயிடல் மூலம் காணுதல் (Derivative as slope)
 ஒரு ்கொடடின் ்சொய்வு அல்லது ்சரிவு  : படத்தில	உள்ளது	நபோல	 l  என்பது	்ைங்குத்தறறை	நைோடு	
என்ை.	 	 ்ைோடுக்ைபபடட	 l  நைோடடில	துவக்ைப	 புள்ளியோைக்	 ்ைோணடு	ஏநதனும்	ஒரு	அளவு	 நீளம்	
்ைோணட	 முடிவுறு	 கிகடேடட	 நைோடடுத்	 துணடும்	 இக்கிகடேடட	 நைோடடுத்	 துணடின்	 முடிவுப	
புள்ளியிகன	 துவக்ைபபுள்ளியோைக்	 ்ைோணடு	 	 ்ைோடுக்ைபபடட	
நைோடடிகனத்	 ்தோடுேோறு	 	 வகரயபபடுகிறைது.	 	 ்ைங்குத்து	 நீளமும்	
கிகடேடட	 நீளமும்	 விகிதோச்ைோரபபடி	 ேோறிலியோை	 இருபபகதக்	
ைவனிக்ைலோம்.	 இநத	 விகிதநே	 l  நைோடடின்	 ைோய்வு	 எனபபடும்.	 	 இது	 
m  எனக்	குறிபபிடபபடுகிறைது.
 ஒரு	 நைோடடின்	 ஏறுதல	 அலலது	 இறைங்குதல	 தன்கேகய	 அளவிட	
ைோய்விகனப	 பயன்படுத்தலோம்.	 நைோடு	 ஏறுதல	 அலலது	 இறைங்குதல	
முகறைநய	 m > 0  அலலது	 m< 0   ்போறுத்து	அகேயும்.	 	 m = 0எனில,	
y  ஆனது	ேோறுவதிலகல. நைோடடின்	ைோய்விகன	 m  என்று	குறிபபிடடோல	 XY  தளத்தில	 y mx c� �  
ஒரு	ந�ரக்நைோடகடக்	குறிக்கிறைது	என்பகத	நிகனவுகூரை.		
 ஒரு வறளவற�யின் ்சொய்வு அல்லது ்சரிவு :  y f x= ( )  என்பது	் ைோடுக்ைபபடட	வகளவகர	என்ை.	
( ( )),x f x  ேறறும்	 ( ( )),x h f x h+ +  என்றை	இரு	்வவநவறு	புள்ளிைகள	இகணக்கும்	ஒரு	நைோடடின்	
ைோய்வு
   f x h f x

h
( ) ( )� � . (நியூடடன்	ஈவு). ...(1)

 h → 0  எனும்நபோது	எலகலயோனது

 lim
( ) ( )

( )
h

f x h f x
h

f x
�

� �
� �

0
, (நியூடடனின்	ஈவின்	எலகல) ... (2)

என்பது	 ( , )x y  அலலது	 ( , ( ))x f x  என்றை	புள்ளியில	வகளவகரயின்	ைோய்வோகும்.
குறிப்புகர
 y f x= ( )  என்றை	வகளவகரயில	( , )x y 	எனும்	புள்ளிகயப	் போறுத்து	ஏறபடும்	வகளவகரக்ைோன	
்தோடுநைோடடின்	்தோடுநைோணம்	 θ  எனில	 ( , )x y  புள்ளியில	வகளவகரயின்	ைோய்வு	 � �f x( ) tan�  
ஆகும்.	இங்கு	 θ  ஆனது,	 X -அச்சிலிருநது ைடிைோர	திகைக்கு	எதிர	

திகையில	 	 அளக்ைபபடுகிறைது.	 	  ′f x( )  என்பகத	
dy
dx

 	 எனவும்	

குறிக்ைலோம்.	நேலும்	
dy
dx

 	ஆனது	ைணந�ர	ேோறுபோடடு	வீதத்கதக்	

குறிக்கிறைது.	நியூடடனின்	ஈவோனது	்ைோடுக்ைபபடட	இகட்வளியில	
ைரோைரி	ேோறுபோடடு	வீதத்கதக்	குறிக்கிறைது. படம்	 7.2

படம்	 7.1

l

x

y

x-ன்	ேோறறைம்

y-
ன்
	ே
ோற

றைம்

y f x= ( )

(x, y)

tan(θ)

θ
x

y

்தோ
டுநைோ

டு

வகளவகரயின்	ைோய்வு
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3 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

எடுத்துககாட்டு 7.1
 f x x x( ) , [ , ]� �2 0 2  எனும்	ைோரபிறகு		[ ] [ ] [ ] [ ], . , . , , , . , . ,0 0 5 0 5 1 1 1 5 1 5 2  என்றை	உள்	இகட்வளிைளில	
ைரோைரி	 ேோறுபோடடு	 வீதத்கதயும்	 ேறறும்	 x = 0 5 1 1 5 2. , , . ,  புள்ளிைளில	 ஏறபடும்	 ைணப்போழுது	
ேோறுபோடடு	வீதங்ைகளயும்	ைோணை.
தீர்வு

 [ , ]a b  என்றை	இகட்வளியில	ைரோைரி	ேோறுபோடடு	வீதம்	
f b f a
b a

( ) ( )−
−

 ஆகும்.	அநதைேயத்தில	 x  

புள்ளியில	ைணப்போழுது	ேோறுபோடடு	வீதம்	் ைோடுக்ைபபடட	ைோரபிறகு	 ′f x( )  ஆகும்.	அகவ	முகறைநய,					
b a+  ேறறும் 2x  ஆகும்.

்மொறுபொடடு வீ்தஙகள

a b x
்ச�ொ்சரி ்மொறுபொடடு வீ்தம்
f b f a
b a

b a( ) ( )−
−

= +
க்ணப்பபொழுது ்மொறுபொடடு வீ்தம்

′ =f x x( ) 2

0 0.5 0.5 0.5 1

0.5 1 1 1.5 2

1 1.5 1.5 2.5 3

1.5 2 2 3.5 4

அடடவகண	7.1

7.2.2  மாறு்படு வீதத்திகனே வககயிடல் மூலம் காணுதல் (Derivative as rate of change)
 ைோய்கவத்	 தீரேோனிக்ை	எவவோறு	வகையிடல	 பயன்படுகிறைது	என்பகதக்	 ைணநடோம்.	 ஒரு	ேோறி	
ேற்றைோன்கறைப	 ்போறுத்து	 ேோறும்	 வீதத்கதக்	 ைணக்கிடவும்	 வகையிடல	 பயன்படுகிறைது.	 ேக்ைள்	
்தோகை	வளரச்சி	வீதம்,	் போருடைளின்	வளரச்சி	வீதம்,	நீநரோடட	வீதம்,	திகை	நவைம்,	ேறறும்	முடுக்ைம்	
ஆகியகவ	ஒரு	சில	எடுத்துக்ைோடடுைளோகும்.
 ேோறுபோடடு	 வீதத்தின்	 ்போதுவோன	 பயன்போடு	 ஒரு	 ந�ரக்நைோடடில	 �ைரும்	 ஒரு	 ்போருளின்	
இயக்ைத்கத	விவரிபபதோகும்.	அத்தகு	ைணக்குைளில	் போருளின்	இயக்ைபபோகதக்ைோை	ஆதிபுள்ளிகயக்	
்ைோணட	ஒரு	கிகடேடட	அலலது	்ைங்குத்துக்	நைோடடிகனப	பயன்படுத்துவது	வைக்ைம்.	இத்தகைய	
நைோடுைளில,	முன்நனோக்கிய	திகைகய	மிகை	திகை	எனவும்	பின்நனோக்கிய	திகைகய	குகறை	திகை	
எனவும்	்போருள்படும்.
 ஒரு	்போருளின்	நிகலகய	 (ஆதிபபுள்ளிகயச்	ைோரநது)	ந�ரச்	ைோரபோைத்	தரும்	ைோரபு	 s என்பது	
இடச்	ைோரபு	என	அகைக்ைப	படுகிறைது.	அதகன		s f t= ( )  எனக்	குறிபபிடலோம்.  t ந�ரத்தில	திகைநவைம்		

v t ds
dt

( ) = , ேறறும்		முடுக்ைம்	 a t
dv
dt

d s
dt

( ) = =
2

2  ஆகும்.

குறிப்புகர

 பின்வரும்	ைருத்துைக்ைள்	ைவனிக்ை	எளிதோனகவ	:
 (1) திகைநவைத்தின்	 எணணளவு	 நவைம்	 ஆகும்.	 அதோவது	 நவைம்	 திகைகயப	 ்போறுத்து	

அகேவதிலகல.	எனநவ, 

  நவைம்= =v t ds
dt

( ) .

 (2) •  ஒரு	துைள்	ஓய்வு	நிகலயில	இருக்கும்	்போழுது	 v t( ) = 0  ஆகும்.

  •  ஒரு	துைள்	முன்நனோக்கி	�ைரும்்போழுது	 v t( ) > 0  ஆகும்.
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4XII - கணிதவியல்

  •  ஒரு	துைள்	பின்நனோக்கி	�ைரும்்போழுது v t( ) < 0  ஆகும்.

  •  ஒரு	துைள்	அதன் திகைகய	ேோறறும்்போழுது	 v t( ) -ன்	குறியீடு	ேோறும்.

 (3) t1  ேறறும் t2 -க்கு	இகடநய	உள்ள	ந�ரம்	 tc -ஐ	 ( )t t tc1 2< < 	துைள்	திகை	ேோறும்	ந�ரேோைக்	

்ைோணடோல	 t1  ேறறும் t2 -க்கு	இகடநய	உள்ள	 ந�ரத்தில	துைள்	 பயணிக்கும்	 ்தோகலவு	

s t s t s t s tc c( ) ( ) ( ) ( )1 2� � �  எனக்	ைணிக்ைபபடுகிறைது.

 (4) பூமியின்	 தகரயில	 ஒநர	 ேோதிரியோன	 ேோறைோத	 முடுக்ைத்துடன்	 அகனத்து	 ்போருடைளும்	
விழுகின்றைன.	 ைோறறின்	 தகட	அறைநவ	இலலோத	 ைேயத்தில	அலலது	குறிபபிடத்தக்ை	அளவு	
இலலோத	நிகலயில	விழுகின்றை	்போருளின்	நேல	இயங்கும்	ஒநர	விகை	ஈரபபு	விகையோகும்.	
இத்தகைய	விழுதகலக்	ைடடறறை	விைல	என்பர.

 t = 0  ந�ரத்தில	 s0  உயரத்திலிருநது	 	 துவக்ை	 திகைநவைம்	 v0 –உடன்	 எறியபபடும்	 ஒரு	
்போருளோனது	

a g v gt v s gt v t s� � � � � � � � �, ,0

2

0 0
2

 எனும்	ைேன்போடுைகள	நிகறைவு	்ைய்யும்.

 இங்கு, g = 9 8 2. /kP tp அலலது	32 2
mo tp/ .

 எடுத்துக்ைோடடுைள்	சிலவறகறைக்		ைோணநபோம்.
 1. கிறட்மடட நீளதற்தப் பபொறுதது ்மொறும் ப்சஙகுதது நீளததின் வீ்தம் ைோய்வு	எனபபடும்.
 2. ்ந�தற்தப் பபொறுதது இடப்பபயர்ச்சியில ஏறபடும் ்மொறைததின் வீ்தம் திற்ச்வகம் ஆகும்.
 3. ்ந�தற்தப் பபொறுதது திற்ச்வகததில ஏறபடும் ்மொறைததின் வீ்தம் முடுக்ைம்	ஆகும்.
 4. கிறட்மடட தூ�தற்தப் பபொறுதது ்மற்லயின் ப்சஙகுதது ஏறைததில ஏறபடும் வீ்தம் 

ேகலபபகுதியின்	ைோய்வு	ஆகும்.
 கீழக்ைோணும்	இரு	சூழநிகலைகளக்	ைருதுநவோம்:	
 • தரேபுரிக்கு	்ைன்கனயிலிருநது	ஒரு	 �பர	ஒரு	ேகிழுநகத	்தோடரநது	ஓடடிச்	 ்ைலகிறைோர.	

பயணித்த	 தூரம்	 (கிநலோமீடடரோல	 அளவிடபபடுகிறைது)	 ைோலத்தின்	 (ேணி	 ந�ரத்தில	
அளவிடபபடுகிறைது)	ைோரபோை	 D t( )  எனக்	குறிக்ைபபடுகிறைது. � �D ( )3 70  என்பதன்	்போருள்	
என்ன?

  இதன்	்போருள், “t = 3 எனும் ்பொது தூ�ததின் வீ்தம் ்மணிக்கு 70 கி.மீ ஆகும்”.
 • ஒரு	நீர	ஆதோரம்			 t 	ைோலத்கதப	்போறுத்து	வடிகிறைது. t 	�ோடைளில	வடிநத	நீரின்	அளவிகன	 

V t( ) 	 எனக்	 ்ைோணடோல,	 y V t= ( )  எனும்	வகளவகரயின்	 ்தோடுநைோடடின்	 ைோய்வு	 t = 7  
எனும்நபோது	−3 	ஆகும்	என்பதன்	்போருள்	என்ன?

  “ஏழொம் நொளில நொளுக்கு 3 அ்லகுகள வீ்தம் நீர் வடிகிைது” என்பநத	இதன்	்போருளோகும்.
 இநதநபோன்று	 �ம்	 அன்றைோட	 வோழவியல	 ைணக்குைளில	 ேோறுபோடடு	 வீதக்	 ைருத்துக்ைகளப	
பயன்படுத்துகிநறைோம்.	இன்னும்	பல	எடுத்துக்ைோடடுைளின்	வோயிலோை	இதகன	விளக்குநவோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.2
 இருமுகனைளிலும்	 ைோபபிடபபடட10மீ	 நீளமுள்ள	 ஒரு	 ைம்பியின்	 ்வபபநிகல	 ்ைலசியஸில	 
நீளம்	 x  ைோரபோை	 	 T x x� �( )10  எனத்	 தரபபடுகிறைது.	 ைம்பியின்	 கேயபபுள்ளியில	 ்வபபநிகல	
ேோறைபோடடு	வீதம்	பூச்சியம்	என்பகத	நிரூபிக்ை.
தீர்வு

 T x x� �10 2 எனக்	் ைோடுக்ைபபடடுள்ளது.	எனநவ	ஒரு	முகனயிலிருநது	எநத	அளவு	தூரத்திலும்	

்வபபநிகல	ேோறுபோடடு	வீதேோனது dT
dx

x� �10 2  ஆகும்.	ைம்பியின்	கேயபபுள்ளி x = 5  –ல	உள்ளது. 

x = 5  எனபபிரதியிட,  dT
dx

= 0  எனக்கிகடக்கும்.
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5 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

எடுத்துககாட்டு 7.3
 ஒரு	ஆங்கிலத்நதரவிறகு	ஒருவர	100 ்ைோறைகளக்	ைறகிறைோர.	ைறறைபின்,	 	 t  �ோடைளுக்குப	பிறைகு	
அவர	 நிகனவிலிருக்கும்	 ்ைோறைளின்	 எணணிக்கை	 W t t t( ) ( . ) ,� � � � �100 1 0 1 0 102 	 ஆகும்.	
ைறறைபின்,	 2 �ோடைளுக்குப	பிறைகு	அவர	்ைோறைகள	ேறைபபதன்	வீதம்	என்ன?
தீர்வு

  d
dt
W t( )  =  � � �20 1 0 1( . )t .

  எனநவ	 t = 2 	எனும்நபோது	
d
dt
W t( )  =  −16 .

 அதோவது,	ைறறைபின்னர		 2 	�ோடைளுக்குப	பிறைகு	16  ்ைோறைள்/�ோள்	என்றை	வீதத்தில	ேறைபபோர.

எடுத்துககாட்டு 7.4

 s t t t( ) � � �
3

2

3
3 	எனும்	விதிபபடி	ஒரு	துைள்	�ைரும்	தூரம்	அகேகின்றைது.	எந்தநத	ந�ரங்ைளில	

அதன்	திகைநவைமும்	முடுக்ைமும்	பூச்சிய	ேதிபகப	அகடயும்?
தீர்வு

   ' 't  ந�ரத்தில	இடப்பயரச்சி	 s  =  t t
3

2

3
3� � 	ஆகும்.

  ' 't  ந�ரத்தில	திகைநவைம் v  =  ds
dt

t t� �2 2 	ஆகும்.

  ' 't  ந�ரத்தில	முடுக்ைம்	a =  dV
dt

t� �2 2 	ஆகும்.

 t t2 2 0� � 	அதோவது,	 t = 0 2,  எனும்நபோது	திகைநவைம்	பூச்சிய	ேதிபகப	அகடயும்.	  2 2 0t � �  

அதோவது,	 t =1 எனும்நபோது	முடுக்ைம்	பூச்சிய	ேதிபகப	அகடயும்.		
எடுத்துககாட்டு 7.5
  தகரயிலிருநது	நேலந�ோக்கி	சுடபபடும்	ஒரு	துைள்	 s  அடி	உயரத்கத	 t வினோடிைளில	்ைன்று	
அகடகிறைது.	இங்கு	 s t t t( ) � �128 16 2 .
   (i) துைள்	அகடயும்	அதிைபடை	உயரத்கதக்	ைணக்கிடுை?
   (ii) தகரகயத்	்தோடும்நபோது	அதன்	திகைநவைம்	என்ன?
தீர்வு

 (i)  அதிைபடை	உயரத்கத	அகடயும்நபோது	துைளின்	திகைநவைம்	v(t)-ன்	ேதிபபு	பூச்சியேோகும்.
  �ோம்	இப்போழுது,	 t  ந�ரத்தில	துைளின்	திகைநவைத்கதக்	ைோணநபோம்.

  v t
ds
dt

t( ) = = −128 32  

  v t t t( ) � � � � � �0 128 32 0 4 .
  4 வினோடிக்குப	பின்னர	துைள்	அதிைபடை	உயரத்கத	அகடகின்றைது.
  t = 4-ல	உயரேோனது	 s( ) ( ) ( )4 128 4 16 4 2562� � �  அடிைள்	ஆகும்.

 (ii) துைள்	தகரகய	்தோடும்நபோது	 s = 0ஆகும்.
  s t t� � � �0 128 16 02  
    � �t 0 8, 	வினோடிைள்.
  தகரயிகன	துைள்	 t = 8  வினோடிைளில	்தோடுகிறைது. 
   அது	தகரகயத்	்தோடும்நபோது	அதன்	திகை	நவைம்	v(8) = –128 அடி/வி	ஆகும்.
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எடுத்துககாட்டு 7.6

 t ≥ 0  எனும்	எநந�ரத்திலும்	ஒரு	துைளின்	நிகல	 s t t t t( ) � � � �3 26 9 1 	எனும்படி	கிகடேடடக்	
நைோடடில	ஒரு	துைள்	�ைரகிறைது.	இங்கு	 s  என்பது	மீடடரிலும்	 t  வினோடிைளிலும்	ைணக்கிடபபடுகிறைது.
 (i) துைள்	ஓய்வகடயும்	நபோது	ந�ரம்	என்ன?
 (ii) துைள்	திகை	ேோறும்நபோது	ந�ரம்	என்ன?
 (iii) முதல	இரு	வினோடிைளில	துைள்	பயணிக்கும்	்ேோத்த	தூரம்	எவவளவு?
தீர்வு

 s t t t t( ) � � � �3 26 9 1-ஐ	வகையிட,	v t t t( )= − +3 12 92 	ேறறும்	a t t( ) � �6 12 எனக்	கிகடக்கிறைது.

 (i) v t( ) = 0 	 எனும்நபோது	 துைள்	 ஓய்விகன	 அகடகிறைது.	 எனநவ,	  v t t t( ) ( )( )� � � �3 1 3 0  

என்பதன்	மூலம்,	 t =1ேறறும்	 t = 3 	எனக்கிகடக்கிறைது.

 (ii) v t( )  ஆனது	குறியிகன	ேோறறும்நபோது	துைளின்	திகை	ேோறும்.	இப்போழுது

  0 1� �t  எனில	 ( )t −1  ேறறும்	 ( )t � �3 0  ஆகையோல v t( ) > 0 	ஆகும்.

  1 3< <t  எனில	 ( )t � �1 0  ேறறும்	 ( )t � �3 0  ஆகையோல	 v t( ) < 0 	ஆகும்.

  t > 3  எனில	 ( )t −1  ேறறும்	 ( )t � �3 0  ஆகையோல	 v t( ) > 0 	ஆகும்.

  எனநவ	 t =1 ேறறும்	 t = 3 	எனும்நபோது	துைளின்	திகை	ேோறும்.
 (iii) t = 0  ந�ரத்திலிருநது	 t = 2  	வகர	துைள்	பயணிக்கும்	்ேோத்த	தூரம்,	
  s s s s( ) ( ) ( ) ( ) | | | |0 1 1 2 1 5 5 3 6� � � � � � � �  மீடடரைள்	ஆகும்.

7.2.3  சார்்நத வீதஙகள் (Related rates)

 ைோரநத	 வீதக்	 ைணக்குைளில	 குகறைநததது	 இரணடு	 அளவுைளோவது	 ேோறைத்தக்ைதோை	 அகேயும்.	
நேலும்	 நதகவயோன	 அகனத்து	 அளகவைளும்	 ்ைோடுக்ைபபடட	 நிகலயில	 ஏநதனும்	 ஒன்றின்	
ேோறுபோடடு	 வீதத்திகன	 �ோம்	 ைணக்கிட	 நவணடும்.	 எடுத்துக்ைோடடோை,	 	 இரு	 நவறு	 திகையில	
பயணிக்கும்	 இரு	 வோைனங்ைள்	 விலகிப	 நபோகும்	 நவைத்திகன	 அவறறின்	 நிகல,	 திகைநவைங்ைள்	
அறிநதிருநதோல	ைணக்கிடலோம்.
எடுத்துககாட்டு 7.7
 நைோள	வடிவில	உள்ள	ஒரு	ஊதுகபயில	 ைோறறிகன	வினோடிக்கு	 1000 3

brkP 	 எனும்	வீதத்தில	
�ோம்	ஊதினோல	ஆரம்	7	்ைமீ	எனும்நபோது	ஊதுகபயின்	ஆரத்தின்	ேோறுபோடடு	வீதம்	என்ன?	நேலும்	
நேறபரபபு	ேோறுபோடடு	வீதத்கதயும்	ைணக்கிடுை.
தீர்வு

 r 	ஆரமுள்ள	ஊதுகபயின்	ைன	அளவோனது	 V r�
4

3

3� 	ஆகும்.

 dV
dt

=1000  	எனக்்ைோடுக்ைபபடடுள்ளது.

 
dr
dt

-யிகன r = 7 	எனும்நபோது	ைோணநவணடும்.	

  dV
dt

 =  3 4

3

2� �� r dr
dt

.

 r = 7  ேறறும்	
dV
dt

=1000 	எனபபிரதியிட,	 1000 4 49� � ��
dr
dt

. 

  ஆகையோல, dr
dt

 =  1000

4 49

250

49� �
�

� �
.

படம்	 7.3
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7 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 ஊதுகபயின்	நேறபரபபு	 S r� 4 2� . எனநவ, dS
dt

r dr
dt

� � �8� . 

 dr
dt
�

250

49�
 ேறறும்	 r = 7 	எனப	பிரதியிட,

   dS
dt

 =  8 7
250

49

2000

7
�

�
� � � 	எனப	்பறுகிநறைோம்.

 எனநவ,	ஆரத்தின்	ேோறுபோடடு	வீதம்	
250

49p
  ் ைமீ	/	வினோடி	வீதம்	ேறறும்	பரபபளவின்	ேோறுபோடடு	

வீதம்	 2000

7
 brkP tpdho

2 / ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.8
 ஒரு	 ்போருளின்	 விகல	 அதன்	 ைரக்கு	 இருபகபக்	 ்ைோணடு	 	 Px P x� � �3 16 234 	 எனும்	
ைேன்போடடோல	குறிக்ைபபடுகிறைது.	இங்கு	 P  என்பது	்போருளின்	விகல	(ரூபோயில)	ேறறும்	 x 	என்பது	
அலகுைளின்	 எணணிக்கைகயக்	 குறிக்கும்.	 90  அலகுைள்	 இருபபு	 இருக்கும்நபோது,	 வோரத்திறகு	 
15  அலகுைள்	 வீதம்	 ைரக்கு	 அதிைரிக்கிறைது	 எனில	 ைோலத்கதப	 ்போறுத்து	 விகலயின்	 ேோறுபோடடு	
வீதத்கதக்	ைோணை.
தீர்வு

  P  =  234 16

3

+
+

x
x

  எனநவ, dP
dt

 =  �
�

�
186

3 2( )x
dx
dt

.

 x dx
dt

= =90 15, 	எனப	பிரதியிட,	dP
dt

= − × = − ≈ −186

93
15

10

31
0 32

2
. 	ரூபோய்	/	வோரம்	எனக்	கிகடக்கிறைது.	

அதோவது	விகலயில	ேோறறைம்	உணகேயில	வோரத்திறகு	0.32 ரூபோய்	எனும்	வீதத்தில	குகறைகிறைது.

எடுத்துககாட்டு 7.9
 ்ைோணரிபபடகடயிலிருநது	நிமிடத்திறகு	30 ைன	மீடடர	வீதத்தில	் ைோடடபபடும்	உபபு	வடட	வடிவ	
அடிேோனம்	் ைோணட	கூம்பு	வடிவம்	் பறுகிறைது.	நேலும்	கூம்பின்	உயரமும்	அடிேோனத்தின்	விடடமும்	
ைேேோை	உள்ளது.	10 மீடடர	உயரம்	எனும்நபோது	கூம்பின்	உயரம்	எவநவைத்தில	அதிைரிக்கும்?
தீர்வு

 h  ேறறும்	 r  முகறைநய	உயரம்	ேறறும்	அடிேோனத்தின்	ஆரம்	என்ை.	எனநவ	 h r= 2 	ஆகும்.	V  
என்பது	உபபு	கூம்பின்	ைன	அளவு	என்ை.

  V  =  
1

3

1

12
302 3 3� �r h h dV

dt
� �; / kP epkplk;

  எனநவ, dV
dt

 =  1
4

2ph dh
dt

  ஆகையோல, dh
dt

 =  4 1
2

dV
dt h

�
�

 

  அதோவது, dh
dt

 =  4 30
1

100
� �

�

   =  6

5p
 மீ / நிமிடம். படம்	 7.4

h

r
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8XII - கணிதவியல்

எடுத்துககாட்டு 7.10 (இருமாறி சார்்நத வீதக கணககு)

 வடக்கிலிருநது	 ்தறநை	 ்ைலலும்	 போகதயும்	 கிைக்கிலிருநது	 நேறநை	 ்ைலலும்	 போகதயும்	
P  எனும்	புள்ளியில	்வடடுகிறைது.	வடக்கு	ந�ோக்கிச்	்ைலலும்	ேகிழுநது A  முதல	போகத	வழியோைச்	
்ைலகிறைது.	 கிைக்கு	 ந�ோக்கிச்	 ்ைலலும்	ேகிழுநது	 	 B  இரணடோவது	 போகத	வழியோைச்	 ்ைலகிறைது.	
குறிபபிடட	ந�ரத்தில	ேகிழுநது	A 	ஆனது	 P -க்கு	வடக்நை	10 கிநலோமீடடரைள்	் தோகலவில	ேணிக்கு	
80 கி.மீ	நவைத்தில	்ைலகிறைது.	அநத	ைேயத்தில	ேகிழுநது	B  ஆனது	P -க்கு	கிைக்நை	15 கிநலோமீடடர	
்தோகலவில	ேணிக்கு	100 கி.மீ	நவைத்தில	்ைலகிறைது.	இரு	ேகிழுநதுைளுக்கிகடநய	உள்ள	தூரம்	
எவநவைத்தில	ேோறுகிறைது?
தீர்வு

 t 	 ந�ரத்தில	 P -க்கு	வடக்கில	ேகிழுநது	 A  இருக்கும்	தூரத்தின்	

அளவு	 a t( )  என்ை.	ேறறும்		 t 	ந�ரத்தில	 P -க்கு	கிைக்கில	ேகிழுநது	 B  

இருக்கும்	தூரத்தின்	அளவு	b t( )  	என்ை.	நேலும்	 t 	ந�ரத்தில	ேகிழுநது	

A  ேறறும்	ேகிழுநது	 B -க்கு	இகடநய	உள்ள	தூரத்தின்	அளவு	 c t( )  

என்ை.	பிதோைரஸ்	நதறறைத்தின்படி,	 c t a t b t( ) ( ) ( )2 2 2� � 	ஆகும்.	

 வகையிட,	 2 2 2c t c t a t a t b t b t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � 	எனப	்பறுகிநறைோம்.

  எனநவ, ′c  =  aa bb
c

aa bb
a b

� � �
�

� � �

�2 2
 

 நதகவயோன	தருணத்தில	�ேக்கு	்தரிநத	ேதிபபுைகளப	பிரதியிட,

    ′c  =   
( ) ( )

.
10 80 15 100

10 15

460

13
127 6

2 2

� � �

�
� �  கி.மீ/ேணி	ஆகும்.

 
்பயிறசி 7.1

 1. ஆதிபபுள்ளியிலிருநது	 t  வினோடிைளுக்குப	பிறைகு	ஒரு	துைள்	உள்ள	தூரத்தின்	அளவு	 s t t� �2 32  
மீடடர	எனும்படி	ந�ரக்நைோடடில	ஒரு	துைள்	�ைரகிறைது.

   (i) t = 3  ேறறும்	 t = 6 	வினோடிைளுக்கிகடநய	உள்ள	ைரோைரி	திகைநவைம்	என்ன?
   (ii) t = 3  ேறறும்	 t = 6  வினோடிைளுக்கிகடநய	உள்ள	ைணப்போழுது	திகைநவைம்	என்ன?
 2. 400 அடி	உயர	ேகல	உச்சி	முைடடிலிருநது	தவறுதலோை	ஒரு	புகைபபடக்	ைருவி	விழுகிறைது.	 t  

வினோடிைளில	புகைபபடக்	ைருவி	விழும்	தூரம்	 s t=16 2  ஆகும்.
   (i) தகரகயத்	்தோடும்	முன்னர	புகைபபடக்	ைருவி	விை	எடுத்துக்்ைோணட	ந�ரம்	என்ன?
   (ii) கீநை	விழுநத	இறுதி	2 வினோடிைளில	புகைபபடக்	ைருவியின்	ைரோைரி	திகைநவைம்	என்ன?
   (iii) தகரகயத்	்தோடும்நபோது	புகைபபடக்	ைருவியின்	ைணப்போழுது	திகைநவைம்	என்ன?
 3.  s t t t t( ) � � � �2 9 12 43 2 , இங்கு	 t ≥ 0 	எனும்	விதிபபடி	ஒரு	நைோடடில	ஒரு	துைள்	�ைரகிறைது.

   (i) எநந�ரங்ைளில	துைளின்	திகை	ேோறுகின்றைது?
   (ii) முதல	4 வினோடிைளில	துைள்	பயணித்த	தூரம்	என்ன?
   (iii) திகைநவைம்	 பூச்சிய	 ேதிபகப	 அகடயும்	 ந�ரங்ைளில	 எலலோம்	 துைளின்	 முடுக்ைம்																					

ைோணை?
 4. x  பக்ை	 அளவு	 ்ைோணட	 ஒரு	 ைன	 ைதுரத்தின்	 ைன	 அளவு	 v x= 3 	 எனில	  x = 5  அலகுைள்	

எனும்நபோது	 x -ஐப	்போறுத்து	ைன	அளவு	ேோறுவீதம்	ைோணை.
 5. x 	 நீளமுள்ள	 (மீடடரில) ஒரு	்ேலலிய	நைோலின்	நிகறை	 m x( )  (கிநலோகிரோமில), m x x( ) = 3   

எனக்	 ்ைோடுக்ைபபடடுள்ளது	 எனில,	 x = 3  ேறறும்	 x = 27  மீடடர	 எனும்நபோது	 நீளத்கதப	
்போறுத்து	நிகறையின்	ேோறுபோடடு	வீதத்கத	ைோணை.

படம்	 7.5
P

N
(0, a(t))

(b(t), 0)

c(t)

E

A

B
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9 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 6.  ஒரு	 குளத்தில	 விழுநத	 ைலலினோல	 ்போது	 கேய	 வடடங்ைளின்	 வடிவத்தில	 சிறறைகலைள்	
ஏறபடுகின்றைது.	்வளிபபுறை	சிறறைகலயின்	ஆரம்	r வினோடிக்கு	2	்ை.மீ	வீதம்	அதிைரிக்கிறைது.	ஆரம்	
5	்ை.மீ.	எனும்	நபோது	ைலங்கும்	நீரின்	பரபபளவு	ேோறுவீதம்	என்ன?

 7.  ைபபலின்	மீதுள்ள	சூை்லோளி	விளக்கு	ஒவ்வோரு	10 வினோடிைளுக்கு		ஒரு	முகறை	சுறறுகிறைது.	
ைடறைகரயிலிருநது	5	கி.மீ	தூரத்தில	ைபபல	�ங்கூரமிடபபடடுள்ளது.		அவவிளக்கின்	ஒளிக்ைறகறை	
ைடறைகரயுடன்	 45°  நைோணத்கத	 ஏறபடுத்தும்	 நபோது	 ைடறைகரயில	 ஒளிக்ைறகறை	 எவவளவு	
நவைேோை	�ைரும்?

 8. தகலகீைோை	கவக்ைபபடட	ஒரு	ந�ரவடட	கூம்பின்	வடிவில	உள்ள	ஒரு	நீரநிகலத்	்தோடடியின்	
ஆைம்	12	மீடடர	ேறறும்	நேலுள்ள	வடடத்தின்	ஆரம்	5	மீடடர	என்ை.	நிமிடத்திறகு	10	ைன	மீடடர	
நவைத்தில	 நீர	 போய்ச்ைபபடுகிறைது	எனில,	 8	 மீடடர	ஆைத்தில	நீர	இருக்கும்நபோது	 நீரின்	ஆைம்	
அதிைரிக்கும்	நவைம்	என்ன?

 9.  17 மீடடர	நீளமுள்ள	ஒரு	ஏணி	்ைங்குத்தோன	சுவரில	ைோய்த்து	கவக்ைபபடடுள்ளது.	ஏணியின்	
அடிபபக்ைம்	 சுவறறிலிருநது	 விலகிச்	 ்ைலலும்	 வீதம்	 வினோடிக்கு	 5 மீடடர	 எனில	 ஏணியின்	
அடிபபக்ைம்	சுவறறிலிருநது	8 மீடடர	்தோகலவில	இருக்கும்நபோது,

   (i) அதன்	உச்சி	என்ன	வீதத்தில	கீழந�ோக்கி	இறைங்கும்	என்பகதக்	ைோணை.
   (ii) எநத	 வீதத்தில,	 ஏணி,	 சுவர	 ேறறும்	 தகர	 ஆகியவறறைோல	 உருவோகும்	 முக்நைோணத்தின்	

பரபபளவு	ேோறுகிறைது?
 10.  வட	திகையிலிருநது	ஒரு	் ைங்நைோண	ைநதிபகப	அணுகும்	ஒரு	ைோவலதுகறை	வோைனம்	நவைேோைச்	

்ைன்று	திரும்பி	கிைக்கு	 ந�ோக்கிச்	 ்ைலலும்	ஒரு	ேகிழுநகத	துரத்துகிறைது.	 ைோகல	 ைநதிபபின்	
வடக்நை	 0.6 கி.மீ	 ்தோகலவில	 ைோவலதுகறையின்	 வோைனமும்	 கிைக்நை	 0.8 கி.மீ	 ்தோகலவில	
ேகிழுநதும்	 உள்ள	 ்போழுது,	 மின்ைோநத	 அகலக்	 ைருவியின்	 துகண்ைோணடு	 ைோவலதுகறை	
தங்ைளது	 வோைனத்திறகும்	 ேகிழுநதுக்கும்	 இகடபபடட	 தூரம்	 ேணிக்கு	 20 கி.மீ	 வீதத்தில	
அதிைரிக்கிறைது	எனத்	தீரேோனிக்கின்றைனர.	 ைோவலதுகறை	வோைனம்	ேணிக்கு	60 கி.மீ	நவைத்தில	
�ைரகிறைது	எனில	ேகிழுநதின்	நவைம்	என்ன?

7.2.4   பதாடு்காடு மறறும் பசங்காட்டின சமன்பாடுகள்
           (Equations of Tangent and Normal)
 லிபினிடகை	்போருத்தவகர,	்தோடுநைோடு	என்பது	வகளவகரயின்	மீதுள்ள	மிை	்�ருங்கிய	ஒரு	
நஜோடிப	புள்ளிைள்	வழிநய	்ைலலும்	ந�ரக்நைோடு	ஆகும்.

வகரயக்ற 7.1

 ஒரு	 தளத்தில	 உள்ள	 வகளவகரக்கு	
்ைோடுக்ைபபடட	 புள்ளியில	 ்தோடுநைோடு	
என்பது	 வகளவகரயில	 அபபுள்ளிகய	
ப்தொடடுக்பகொணடு ்ைலலும்	 ஒரு	
ந�ரக்நைோடு	ஆகும்.

வகரயக்ற 7.2

 வகளவகர	 மீதுள்ள	 புள்ளியில	
வகளவகரக்கு	 ்ைங்நைோடு	 என்பது	
அபபுள்ளியில	 வகரயபபடட	
்தோடுநைோடடிறகு	 அபபுள்ளியில	
்ைங்குத்தோை	உள்ள	ந�ரக்நைோடு	ஆகும்.
	 ஒரு	வகளவகரக்கு	அதன்	மீதுள்ள	ஒரு	புள்ளியில	் தோடுநைோடு	ேறறும்	் ைங்நைோடு	ஆகியகவ	
எவவோறு	அகேயும்	என்பது	அருகில	உள்ள	படம்	7.6 வோயிலோை	விளக்ைபபடடுள்ளது.

படம்		7.6
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10XII - கணிதவியல்

 y f x= ( ) 	என்றை	வகளவகரகய	ைருதுை.

 வகளவகரயின்	மீதுள்ள	 ( , )a b 	என்றை	புள்ளியில	்தோடுநைோடடின்	ைேன்போடு	என்பது

y b x a dy
dx a b

� � � ��
�
�

�
�
�( )

( , )

 அலலது y b f a x a� � � � �( ) ( ) 	ஆகும்.

 ்ைங்நைோடு	 என்பது	அபபுள்ளியில	வகரயபபடட	 ்தோடுநைோடடிறகு	 ்ைங்குத்து.	 எனநவ,	 ( , )a b  
என்றை	புள்ளியில	் ைங்நைோடடின்	ைோய்வோனது,	் தோடுநைோடடின்	ைோய்வின்	தகலகீழ	எதிரகுறி,	அதோவது	

�
�

�
�

�

�
�

1
dy
dx a b( , )

	ேதிபபோகும்.

 ஆைநவ,	 ( , )a b  என்றை	புள்ளியில	்ைங்நைோடடின்	ைேன்போடு,

( ) ( )

( , )

y b x ady
dx a b

� � �
�

�
�

�

�
� � �

1  அலலது ( ) ( )
( , )

y b dy
dx

x a
a b

� ��
�
�

�
�
� � � � 	ஆகும்.

குறிப்புகர

 (i) வகளவகரக்கு	 ஒரு	 புள்ளியில	 வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடு	 கிகடேடடேோை	 இருநதோல,	

அபபுள்ளியில	 வகைக்்ைழு	 0	 ஆகும்.	 ஆைநவ	 x y1 1,� �  என்றை	 புள்ளியில	 ்தோடுநைோடடின்	
ைேன்போடு	 y y= 1  ேறறும்	்ைங்நைோடடின்	ைேன்போடு	 x x= 1 	ஆகும்.

 (ii) வகளவகரக்கு	 ஒரு	 புள்ளியில	 வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடு	 நிகலகுத்தோை	 இருநதோல,	
அபபுள்ளியில	வகைக்்ைழு	ைோணத்தக்ைது	ேறறும்	முடிவிலி	 �� �  ஆகும்.	ஆைநவ,	 x y1 1,� �  
என்றை	 புள்ளியில	 ்தோடுநைோடடின்	 ைேன்போடு	 x x= 1  ேறறும்	 ்ைங்நைோடடின்	 ைேன்போடு	
y y= 1 	ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.11

 y x x� � �2 3 2  என்றை	வகளவகரக்கு	( , )1 2 	என்றை	புள்ளியில	் தோடுநைோடு	ேறறும்	் ைங்நைோடடின்	
ைேன்போடுைகளக்	ைோணை.
தீர்வு

 x-ஐப	்போறுத்து	வகையிட, dy
dx

x� �2 3 . ஆைநவ,	
dy
dx

�
�
�

�
�
� �

( , )1 2

5 . 

 எனநவ,	நதகவயோன	்தோடுநைோடடின்	ைேன்போடு

 ( ) ( )y x x y� � � � � � �2 5 1 5 3 0 	ஆகும்.

 ( , )1 2  என்றை	புள்ளியில	்ைங்நைோடடின்	ைோய்வு	−
1

5
.  

	 எனநவ,	நதகவயோன	்ைங்நைோடடின்	ைேன்போடு

 ( ) ( )y x x y� � � � � � � �2
1

5
1 5 11 0 	ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.12
 y x x x= − + −3 23 2  என்றை	வகளவகரக்கு,	 எந்தநத	 புள்ளிைளில	வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடு	
y x= 	என்றை	நைோடடிறகு	இகணயோை	இருக்கும்?

தீர்வு

 y x=  என்றை	 ந�ரக்நைோடடின்	 ைோய்வு	 1	 ஆகும்.	 ்ைோடுக்ைபபடட	 வகளவகரக்கு	 வகரயபபடும்	
்தோடுநைோடு,	 y x=  என்றை	 நைோடடிறகு	 இகணயோை	 இருக்ை	 நவணடும்	 எனில	 ்தோடுநைோடடின்	
ைோய்வும்	1	என	இருக்ை	நவணடும்.

படம்		7.7
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11 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

  ஆைநவ,	
dy
dx

 =  3 6 1 12x x− + =

  ⇒   3 62x x−  =  0 .
  ஆைநவ, x  =  0 ேறறும்	x = 2	என்றை	நைோடடிறகு	இகணயோை	இருக்கும்.

 எனநவ,	 (0, –2) ேறறும்	 (2, –4) என்றை	 புள்ளிைளில	வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடு	 y x= 	 என்றை	
நைோடடிறகு	இகணயோை	இருக்கும்.

எடுத்துககாட்டு 7.13

 x t= 2 3cos  ேறறும்	 y t t� �3 2sin ,  	என்றை	லிைநஜோஸ்	வகளவகரயின்	மீதுள்ள	ஏநதனும்	ஒரு	
புள்ளியில	்தோடுநைோடு	ேறறும்	்ைங்நைோடடின்	ைேன்போடுைகளக்	ைோணை.
தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	வகளவகரயோனது	வடடநேோ	அலலது	நீள்வடடநேோ	அலல	என்பகதக்	ைவனிக்ை.	
உங்ைள்	போரகவக்ைோை	இநத	வகளவகர	படம்	7.8-ல	ைோடடபபடடுள்ளது.

  இப்போழுது, dy
dx

 =  
dy
dt

dx
dt

   =  − = −6 2

6 3

2

3

cos

sin

cos

sin

t
t

t
t

.

 எனநவ,	ஏநதனும்	ஒரு	புள்ளியில	்தோடுநைோடடின்	ைேன்போடு

  y t−3 2sin  =  − −
cos

sin
( cos )

2

3
2 3

t
t
x t

 அதோவது, x t y tcos sin2 3+  =  3 2 3 2 2 3sin sin cos cost t t t+ .

 ்ைங்நைோடடின்	ைோய்வு	என்பது	்தோடுநைோடடுச்	ைோய்வின்	எதிரகுறி	தகலகீழ	ேதிபபு	என்பதோல	

்ைங்நைோடடின்	ைோய்வு	
sin

cos

3

2

t
t

. 

ஆைநவ,	்ைங்நைோடடின்	ைேன்போடு	 y t t
t
x t� � �3 2

3

2
2 3sin

sin

cos
( cos ) .

 அதோவது, x t y t t t t t t tsin cos sin cos sin cos sin sin3 2 2 3 3 3 2 2 6
3

2
4− = − = − .

7.2.5  இரணடு வகைவகரகளுககு இகடப்்பட்ட ் காணம் (Angle between two curves)

வகரயக்ற 7.3

 இரணடு	வகளவகரைள்	்வடடிக்	்ைோள்ளும்	புள்ளியில	வகரயபபடும்	்தோடுநைோடுைளுக்கு	
இகடபபடட	 குறுங்நைோணநே,	 ்வடடும்	 புள்ளியில	 இரணடு	 வகளவகரக்கு	 இகடபபடட	
நைோணேோை	வகரயறுக்ைபபடுகின்றைது.

 இரணடு	வகளவகரைளுக்கு	இகடபபடட	நைோணத்திகன,	வகளவகரைள்	் வடடும்	புள்ளியிடத்து	

வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடுைளின்	 ைோய்வுைளின்	 ேதிபபுைகளக்	 ்ைோணடு	 ைோணலோம்.	 y m x c� �1 1  
ேறறும்	 y m x c� �2 2  ஆகிய	இரு	நைோடுைளுக்கு	இகடபபடட	குறுங்நைோணம்	θ  எனில,	

படம்		7.8
Lissajous curve

x t y t= =2 3 3 2cos ; sin

லிைநஜோஸ்	வகளவகர
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12XII - கணிதவியல்

   tanθ  =  m m
m m

1 2

1 21

�
�

  ... (3)

 இங்கு	m1 ேறறும்	m2 ஆகியகவ	முடிவுறறை	எணைள்.

குறிப்புகர

 (i) x y1 1,� � 	என்றை	புள்ளியில	இரணடு	வகளவகரைள்	இகண	எனில,	m m1 2= .

 (ii) x y1 1,� �  என்றை	புள்ளியில	இரணடு	வகளவகரைள்	்ைங்குத்து	ேறறும்	 m1 , m2  ஆகியகவ	
ைோணத்தக்ைகவ	ேறறும்	முடிவுறறை	எணைள்	எனில	m m1 2 1� � .

எடுத்துககாட்டு 7.14

 y x= 2  ேறறும்	 y x� �( )3 2 	என்றை	வகளவகரைளுக்கு	இகடபபடட	நைோணத்கதக்	ைோணை.

தீர்வு

 இப்போழுது	 �ோம்	 ்வடடும்	 புள்ளிகயக்	 ைோணநபோம்.	 ைேபபடுத்த	 x x2 23� �( )  ⇒  x = 3

2
 

எனப்பறைலோம்.	 	எனநவ,	்வடடும்	புள்ளி		
3

2

9

4
,

�
�
�

�
�
� 	ஆகும்.	  θ என்பது	இவவிரு	வகளவகரைளுக்கு	

இகடபபடட	 நைோணம்	 என்ை.	 ்வடடும்	 புள்ளியிடத்து	 வகளவகரயின்	 ைோய்வுைள்	 பின்வருேோறு	
ைணக்கிடபபடுகின்றைன :
  y   =  x2	என்றை	வகளவகரக்கு,

  dy
dx

 =  2x 	ஆகும்.

  m dy
dx1

3

2

9

4

� �
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
�,

  =  3.

  y  =  ( )x −3 2	என்றை	வகளவகரக்கு,

  dy
dx

 =  2 3( )x − 	ஆகும்.

  m dy
dx1

3

2

9

4

� �
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
�,

 =  −3.

 (3)-லிருநது,

  tanθ  =  3 3

1 9

3

4

� �
�

�
( )

	ஆகும்.

  ஆைநவ, θ  =  tan� �
�
�

�
�
�

1 3

4
.

எடுத்துககாட்டு 7.15

 y x= 2  ேறறும்	 x y= 2  என்றை	வகளவகரைளுக்கு	இகடபபடட	நைோணத்திகன	 ( , )0 0 ேறறும்	 ( , )1 1

என்றை	்வடடும்	புள்ளிைளில	ைோணை.
தீர்வு

 இப்போழுது	�ோம்	வகளவகரைளின்	ைோய்வுைகளக்	ைோணநபோம்.
 y x= 2	என்றை	வகளவகரயின்	ைோய்வு	m1 என்ை.

   m1  =  dy
dx

x= 2 .

படம்		7.9
0 2 4

2

4

x

y

–2–4

θ

y =
 (

x –
 3

)2

y =
 x2
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13 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 x y= 2	என்றை	வகளவகரயின்	ைோய்வு	m2 என்ை.

   m2  =  dy
dx y

=
1

2
	.

 (0,0) ேறறும்	(1,1) என்றை	புள்ளிைளிடத்து	வகளவகரைளுக்கிகடபபடட	நைோணங்ைள்	θ1 ேறறும்	
θ2  என்ை.

 ( , )0 0 	என்றை	புள்ளியில,	  tan
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 -ஐ	ைணக்கிடும்நபோது	பகுதியில	 0�� 	என்றை	

நதரப்பறைோத	 வடிவத்கதப	 ்பறுகிநறைோம்.	 எனநவ,	 �ோம்	 எலகல	 ைோணும்	 முகறைகய	
பயன்படுத்துநவோம்.
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எடுத்துககாட்டு 7.16

 y x= sin  என்றை	வகளவகரக்கும்	மிகை	 x -அச்சிறகும்	இகடபபடட	நைோணம்	ைோணை.

தீர்வு

 y x= sin  என்றை	வகளவகர	மிகை	 x -அச்கை	்வடடும்நபோது	 y = 0  ⇒    x n n� �� , , , ,1 2 3 .

இப்போழுது,	
dy
dx

x= cos . x = np -ல	ைோய்வு	m1 = cos( ) ( )n n� � �1 , x -அச்சின்	ைோய்வு	m2 = 0 ஆகும்.	

இகவைளுக்கு	இகடபபடட	நைோணம்	θ	எனில,

       tanθ  =  
.

−( ) −
+ −( )

= ∀
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1 0

1 1 0
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n n
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θ π

படம்		7.10
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14XII - கணிதவியல்

எடுத்துககாட்டு 7.17

 ax by2 2 1� �  ேறறும்	 cx dy2 2 1� �  	என்றை	வகளவகரைள்	ஒன்கறை	ஒன்று	்ைங்குத்தோை	்வடடிக்	

்ைோணடோல 1 1 1 1
a b c d
� � � 	என	நிறுவுை.

தீர்வு

 ( , )x y0 0  என்றை	 புள்ளியில	 இரணடு	 வகளவகரைளும்	 ்வடடிக்	 ்ைோணடோல	

( ) ( )a c x b d y� � � �0

2

0

2 0 	எனப்பறைலோம்.

 ்வடடும்	புள்ளி	 ( , )x y0 0 	என்றை	புள்ளியில	வகளவகரயின்	ைோய்வுைகளக்	ைோணநபோம்:

  ax by2 2+  =  1	என்றை	வகளவகரக்கு	
dy
dx

ax
by

� � 	ேறறும்	

  cx dy2 2+  =  1	என்றை	வகளவகரக்கு	
dy
dx

cx
dy

� � .

 ( , )x y0 0 	 என்றை	 புள்ளியில	 இரணடு	 வகளவகரைளும்	 ்ைங்குத்தோை	 ்வடடிக்	 ்ைோணடோல	

ைோய்வுைளின்	் பருக்ைல	பலன்	−1	ஆகும்.	ஆைநவ,	( , )x y0 0  என்றை	புள்ளியில	இரணடு	வகளவகரைளும்	

்ைங்குத்தோை	்வடடிக்	்ைோணடோல
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dy

0

0

0
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 =  −1.

  அதோவது,	acx bdy0

2

0

2+  =  0 ,

    நேலும்	 ( ) ( )a c x b d y� � �0

2

0

2   =  0

  என்பதில	இருநது,	 a c
ac
−  =  b d

bd
−

	எனப	்பறைலோம்.

  எனநவ,  1 1
c a
−  =  1 1

d b
− .

  அதோவது,  1 1
a b
−  =  1 1

c d
− .

குறிப்புகர

நேறைணட	 எடுத்துக்ைோடடில,	 அதன்	 ேறுதகலயும்	 உணகேயோகும்.	 அதோவது	
1 1 1 1
a b c d
� � �  

என்றை	 ைடடுபபோடகடக்	 ்ைோணடு,	 ஒருவர	 எளிதில	 வகளவகரைள்	 ஒன்றுக்்ைோன்று	 ்ைங்குத்தோை	
்வடடிக்	்ைோள்ளும்	எனவும்	நிறுவலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.18

 x y2 24 8� �  என்றை	நீள்வடடமும்	 x y2 22 4� �  என்றை	அதிபரவகளயமும்	்ைங்குத்தோை	்வடடிக்	
்ைோள்ளும்	என	நிறுவுை.
தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	இரு	வகளவகரைளும்	்வடடும்	புள்ளிகய	 ( , )a b 	என்ை.

  ஆைநவ,	 a b2 24+  =  8  ேறறும்	 a b2 22 4� �   ... (4)
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15 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 �ோம்	 ( , )a b  என்றை	புள்ளியில	இவவிரு	வகளவகரைளின்	ைோய்வுைளின்	்பருக்ைல	பலன்	 −1	என	

நிறுவ	நவணடும்.
 x y2 24 8� � -ஐ	 x -ஐப	்போருத்து	வகையிட

  2 8x y dy
dx

+  =  0 .

  எனநவ,	
dy
dx

 =  − x
y4
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dx a b
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 =  m a
b1

4
� � .

 x y2 22 4� � -ஐ x -ஐப	்போருத்து	வகையிட

  2 4x y dy
dx

−  =  0 .

  எனநவ, dy
dx

 =  x
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dx a b
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a
b
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 ... (5)

 (4)-ல	விகிதச்	ைேக்	்ைோள்கைகய	பயன்படுத்த, 

  a2

16 16− −
 =  b2

8 4

1

2 4� �
�
� �

	எனப்பறைலோம்.

 எனநவ,	
a
b

2

2

32

4
8= = 	ஆகும்.	இதகன	(5)-ல	பிரதியிட,	�ோம்	m m1 2 1� � � 	எனப	் பறைலோம்.	ஆைநவ,	

இவவிரு	வகளவகரைளும்	்ைங்குத்தோை	்வடடிக்	்ைோள்ளும்.

்பயிறசி 7.2
 1. ்ைோடுக்ைபபடட	 புள்ளிைளில	 பின்வரும்	 வகளவகரைளுக்கும்	 ்தோடுநைோடடின்	 ைோய்விகனக்	

ைோணை.
   (i) y x x x� � �4 22  ; x =1   (ii) x a t y b t= =cos , sin3 3  ; t � �

2
.

 2.  y x x� � �2 5 4  என்றை	வகளவகரக்கு	எபபுள்ளிைளில	வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடு	 3 7x y� �  
என்றை	நைோடடிறகு	இகணயோை	இருக்கும்?

 3.  y x x x� � � �3 26 3  என்றை	 வகளவகரக்கு	 எபபள்ளிைளில	 வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடு	
x y� �1729 	என்றை	நைோடடிறகு	்ைங்குத்தோை	இருக்கும்?

 4.  y xy x2 24 5� � �  என்றை	வகளகரக்கு	எபபுள்ளிைளில	வகரயபபடும்	் தோடுநைோடு	கிகடேடடேோை	
இருக்கும்?

 5.  கீழக்ைணட	 வகளவகரைளின்	 மீது	 ்ைோடுக்ைபபடட	 புள்ளிைளில	 ்தோடுநைோடு	 ேறறும்	
்ைங்நைோடுைளின்	ைேன்போடுைகளக்	ைோணை.

   (i) y x x� �2 4  ; ( , )1 0  (ii) y x ex� �4 2  ; ( , )0 2  

   (iii) y x x= sin  ;  � �
2 2

,
�
�
�

�
�
�  (iv) x t y t= =cos , sin2 2  ; t � �

3
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16XII - கணிதவியல்

 6.  y x� �1 3  என்றை	 வகளவகரக்கு	 x y� �12 12 	 என்றை	 நைோடடிறகு	 ்ைங்குத்தோை	 உள்ள	
்தோடுநைோடுைளின்	ைேன்போடுைகளக்	ைோணை.

 7.  y x
x

�
�
�

1
1

 என்றை	 வகளவகரக்கு	 x y� �2 6 	 என்றை	 நைோடடிறகு	 இகணயோை	 உள்ள	

்தோடுநைோடுைளின்	ைேன்போடுைகளக்	ைோணை.

 8.  x t= 7cos  ேறறும்	 y t t� �2sin ,   என்றை	 வகளவகரக்கு	 ஏநதனும்	 ஒரு	 புள்ளியில	

வகரயபபடும்	்தோடுநைோடு	ேறறும்	்ைங்நைோடடின்	ைேன்போடுைகளக்	ைோணை.

 9.  xy = 2  என்றை	 ்ைவவை	 அதிபரவகளயத்திறகும்	 x y2 4 0� � 	 என்றை	 பரவகளயத்திறகும்	
இகடபபடட	நைோணத்திகனக்	ைோணை.

 10.  x y r2 2 2� �  ேறறும்	 xy c= 2 	 என்றை	 வகளவகரைள்	 ்ைங்குத்தோை	 ்வடடிக்	 ்ைோள்ளும்	
எனக்ைோடடுை.		இங்கு	 c r,  ஆகியகவ	ேோறிலிைள்.

7.3  சராசரி மதிப்புத் ்தற்றம்  (Mean Value Theorem)

 ஒரு	 வகளவகரயின்	 �ோணுக்கு	 இகணயோை	 வகரயபபடும்	 ஒரு	 ்தோடுநைோடடின்	 ்தோடும்	
புள்ளி,	 �ோணின்	 முகனபபுள்ளிைளுக்கு	 இகடநய	 அகேயும்	 என்பகத	 ைரோைரி	 ேதிபபுத்	 நதறறைம்	
உறுதி	 ்ைய்கிறைது.	 �ோம்	 இபபோடபபகுதிகய	 இகடநிகல	 ேதிபபுத்	 நதறறைத்தின்	 வகரயகரயிலிருநது	
்தோடங்ைலோம்.

்தற்றம்  7.1 (இகடநிகல மதிப்புத் ்தற்றம்)

 f x( ) என்றை	ைோரபு	மூடிய	இகட்வளி	[ , ]a b -ல	்தோடரச்சியோை	உள்ளது	எனவும்	 f a( )  ேறறும்	
f b( )-க்கு	இகடயில	( f a( )  ேறறும்	 f b( ) 	உள்ளடங்கியது)	 c  என்றை	ஏநதனும்	ஒரு	எண	உள்ளது	
எனில,	 [ , ]a b 	 என்றை	 மூடிய	 இகட்வளியில	 குகறைநதபடைம்  x  என்றை	 ஒரு	 எணகணயோவது	
f x c( ) = 	என்றைவோறு	ைோணலோம்.

7.3.1  ்ராலின ்தற்றம் (Rolle’s Theorem)
்தற்றம்  7.2 (்ராலின ்தற்றம்)

 f x( )  என்றை	ைோரபு	மூடிய	இகட்வளி	 [ , ]a b -ல	்தோடரச்சியோனதோைவும்,	திறைநத	இகட்வளி 

( , )a b -ல	வகையிடத்தக்ைதோைவும்	இருக்கிறைது	நேலும்	 f a f b( ) ( )= 	 எனில,	குகறைநதபடைம்	ஒரு	

புள்ளி c a b∈ ( , )  ஆனது		 � �f c( ) 0 	என்றைவோறு	இருக்கும்.

 x a= -யில	இருநது	 x b=  வகர	ஒரு	்தோடுநைோடோனது	

வகளவகர	 மீது	 படம்7.11-ல	 உள்ளவோறு	 �ைரநதோல	

c a b∈( , )  என்றை	 எணணிகன	 c-யில	 வகரயபபடும்	

்தோடுநைோடு	 x -அச்சிறகு	 இகணயோை	 உள்ளவோறு	

ைோணலோம். 

எடுத்துககாட்டு 7.19

 f x x x x( ) ( ) , [ , ]� � �2 21 0 1 	 என்றை	 ைோரபிறகு	 நரோலின்	 நதறறைத்கத	 நிகறைவு	 ்ைய்யும்	 ' 'c -ன்	

ேதிபகபக்	ைணக்கிடுை. 

படம்		7.11

′ =f c( ) 0
y f x

= ( )

x a= x c= x b= x

y
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17 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

தீர்வு

 f x( ) 	என்பது	மூடிய	இகட்வளி	 [ , ]0 1 -ல	்தோடரச்சியோனதோைவும்,	திறைநத	இகட்வளி ( , )0 1 -ல	

வகையிடத்தக்ைதோைவும்,	நேலும் f f( ) ( )0 0 1= = ஆைவும்	உள்ளது.

இப்போழுது,	 ′f x( )  =  2 1 1 2x x x( )( )− − .

   எனநவ, ′f c( )  =  0  ⇒   c = 0 1, , ேறறும்	
1

2

   ⇒ c  =  1

2
0 1∈ ( , ) .

எடுத்துககாட்டு 7.20

 f x x
x
x( ) , ,� � ��

��
�
��

1 1

2
2 	 என்றை	 ைோரபிறகு	 	

1

2
2,

�
�
�

�
�
�  என்றை	இகட்வளியில	நரோலின்	நதறறைத்கத	

நிகறைவுச்	்ைய்யும்	ேதிபகப	ைோணை.
தீர்வு

 f x( )  என்பது	 மூடிய	 இகட்வளி	
1

2
2,

�
��

�
��
-ல	 ்தோடரச்சியோனதோைவும்,	 திறைநத	 இகட்வளி	  

1

2
2,

�
�
�

�
�
� -ல	வகையிடத்தக்ைதோைவும்,	நேலும்	 f f1

2

5

2
2

�
�
�

�
�
� � � ( ) 	ஆைவும்	உள்ளது.		எனநவ	நரோலின்	

நதறறைபபடி	 c��
�
�

�
�
�

1

2
2,  என்றை	எணணிகன		 � �f c( ) 0 	எனுேோறு	ைோணலோம்.

 இப்போழுது,	 � � � � � �f c
c

c( ) 1
1

0 1
2

2  ⇒  c � �1,, 1
1

2
2��

�
�

�
�
�, , எனநவ	 c =1 	 என	

நதரந்தடுக்ைலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.21

 f x x
x

( ) log�
��

�
�

�

�
�

2 6

5
 என்றை	ைோரபிறகு	 [ , ]2 3 	என்றை	இகட்வளியில	நரோலின்	நதறறைத்கத	நிகறைவு	

்ைய்யும்	 ' 'c -ன்	ேதிபகபக்	ைணக்கிடுை.

தீர்வு

 f x( ) என்றை	 ைோரபு	 மூடிய	 இகட்வளி	 [ , ]2 3 -ல	 ்தோடரச்சியோனதோைவும்,	 திறைநத	 இகட்வளி	  

( , )2 3 -ல	வகையிடத்தக்ைதோைவும்,	ேறறும்	, f f( ) ( )2 0 3= =  ஆைவும்	உள்ளது.

  இப்போழுது,			 ′f x( )  =  x
x x

2

2

6

6

�
�( )

 

  எனநவ, ′f c( )  =  0  

  ⇒   c
c c

2

2

6

6

�
�( )

 =  0

     ⇒ c  =  ± 6

  இப்போழுது,	 c  =  � �6 2 3( , ) .

 � �6 2 3( , )  எனநவ,	 c � � 6  	ஆனது	நரோலின்	நதறறைத்கத	நிகறைவு	்ைய்கிறைது.

 நரோலின்	 நதறறைத்திகன	 ஒரு	 இயறைணிதச்	 ைேன்போடடிறகு	 ்ைோடுக்ைபபடட	 இகட்வளியில	
எத்தகன	தீரவுைள்	இருக்கும்	என்பதகன	ைேன்போடகடத்தீரக்ைோேல	ைோணவும்	பயன்படுத்தலோம்.
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எடுத்துககாட்டு 7.22

 x x4 32 2 0� � �  என்றை	 ைேன்போடகடத்	 தீரக்ைோேல	 ( , )0 1 	 என்றை	 இகட்வளியில	 ஒநர	 ஒரு	
தீரவுதோன்	இருக்கும்	எனக்ைோடடு.
தீர்வு

 f x x x( ) � � �4 32 2 	 என்ை.	  f x( )  ஆனது	 [ , ]0 1 -ல	 ்தோடரச்சியோனதோைவும்,	  ( , )0 1 -ல	
வகையிடத்தக்ைதோைவும்	உள்ளது.
  இப்போழுது	 ′f x( )  =  4 63 2x x+ . � �f x( ) 0  எனில,   2 2 32x x( )+  =  0 . 

  எனநவ, x  =  0 3

2
,−  ஆனோல	0

3

2
0 1, ( , )� � .

  ஆைநவ,  ′f x( )  >  0 0 1, ( , )∀ ∈x .

 எனநவ,	நரோலின்	நதறறைத்தின்படி	a b, ( , )∈ 0 1  என்றை	எணைகள	 f a f b( ) ( )= =0 	எனுேோறு	ைோண	

இயலோது.	ஆனோல	 f ( )0 2 0� � �  ேறறும்	 f ( )1 1 0� �  என்பதில	இருநது	 y f x= ( )  ஆவது	இகடநிகல	
ேதிபபு	 நதறறைபபடி,	 0  ேறறும்	 1-க்கு	 இகடயில	 ஒநர	 ஒரு	 முகறை	 x -அச்கை	 ்வடடும்.	 எனநவ,	

x x4 32 2 0� � �  என்றை	ைேன்போடடிறகு	 ( , )0 1 என்றை	இகட்வளியில	ஒநர	ஒரு	தீரவுதோன்	இருக்கும்.

 நரோலின்	நதறறைத்தின்	பயன்போடோை	கீழக்ைணடகத	�ோம்	்பறைலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.23
 நரோலின்	 நதறறைபபடி a x a x a x an

n
n

n� � � ��
�

1

1

1 0  என்றை	 பலலுறுபபுக்	 நைோகவயின்	இரு	 நவறு	
்ேய்	 பூச்சியேோக்கிைளுக்கு	 இகடயில na x n a x an

n
n

n�
�

�� � � �1

1

2

11( )  	 என்றை	 பலலுறுபபுக்	
நைோகவயின்	ஒரு	பூச்சியேோக்கி	அகேயும்	என	நிறுவுை.
தீர்வு

 P x a x a x a x an
n

n
n( ) � � � � ��
�

1

2

1 0 	 என்ை.	  � ��  என்பன	 P x( )-ன்	 பூச்சியேோக்கிைள்	 என்ை.	
எனநவ,	 P P( ) ( )� �� � 0 . P x( )  ஆனது	[ , ]� � -ல	்தோடரச்சியோைவும்,	திறைநத	இகட்வளி	 ( , )� � -ல	

வகையிடத்தக்ைதோைவும்	இருபபதோல	 நரோலின்	 நதறறைபபடி	  � � �� ( , )  ஆனது	 � �P ( )� 0 	 எனுேோறு	

ைோணலோம்.
� � � � � ��

�
�P x na x n a x an

n
n

n( ) ( )1

1

2

11  	என்பதிலிருநது	நதறறைம்	நிரூபணேோகிறைது.

எடுத்துககாட்டு 7.24
 x x x x4 3 26 11 24 28� � � �  என்றை	பலலுறுபபுக்	நைோகவயின்	பூச்சியேோக்கிைள்	2  ேறறும்	7  எனில,	
2 9 11 123 2x x x� � �  என்றை	 பலலுறுபபுக்	 நைோகவயின்	ஒரு	 பூச்சியம்	 ( , )2 7   என்றை	இகட்வளியில	
அகேயும்	என	நிறுவுை.
தீர்வு

 P x x x x x( ) � � � � �4 3 26 11 24 28  என்றை	பலலுறுபபுக்	நைோகவக்கு	 � �� �2 7, 	எனக்்ைோணடு	

எடுத்துக்ைோடடு	7.23-ன்	முடிகவப	பயன்படுத்த	நவணடும்.

இப்போழுது,		
�

� � � � �
P x x x x Q x( )

( )
2

2 9 11 123 2 , (என்ை).

 இதிலிருநது	Q x( )  என்றை	பலலுறுபபுக்	நைோகவயின்	ஒரு	பூச்சியம்	 ( , )2 7 	என்றை	இகட்வளியில	
அகேயும்	என	நிறுவலோம்.
 ைரிபோரத்தல,
  Q( )2  =  16 36 22 12 28 58 30 0� � � � � � � �

  Q( )7   =  686 441 77 12 698 518 180 0� � � � � � �  
 இதிலிருநது	Q x( )  என்றை	பலலுறுபபுக்	நைோகவயின்	ஒரு	பூச்சியம்		 ( , )2 7 	என்றை	இகட்வளியில	
அகேயும்	என்கிநறைோம்.
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19 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

x a= x c= x b=

y f x= ( )

f a( )
f b( )

′ =

−
−

f c
f b

f a

b a
( )

( )
( )

x

y

படம்		7.12

குறிப்புகர

 நரோலின்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த	இயலோத	ைோரபுைள்
 (1) f x x x( ) | |, [ , ]� � �1 1  என்றை	 ைோரபு	 f f( ) ( )� � �1 1 1   என	 இருநத	 நபோதிலும்	 நரோலின்	

நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த	இயலோது.	ஏன்	எனில	 x = 0 -வில f x( )  வகையிடத்தக்ைதலல.

 (2) f x
x

x x
( ) �

�
� �

�
�
�

1 0

0 1

vdpy;

 vdpy;
 என்றை	ைோரபு	 f f( ) ( )0 1 1= = 	என	இருநத	நபோதிலும்	நரோலின்	

நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த	இயலோது.	ஏன்	எனில	 f x( )  ஆனது	 x = 0 -வில		்தோடரச்சியோனது	

இலகல.
 (3) f x x x( ) sin , ,� ��

��
�
��

0
2

�
 என்றை	 ைோரபு,	 மூடிய	 இகட்வளி	 0

2
,
��

��
�
��
-ல	 ்தோடரச்சியோைவும்,	

திறைநத	 இகட்வளி	 0
2

,
��

�
�

�
�
� -ல	 வகையிடத்தக்ைதோை	 இருநதோலும்	  0 0

2
1� � �

�
�

�
�
� �f f( )

�
 

என்பதோல	நரோலின்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த	இயலோது.	
 f x( )  ஆனது	மூடிய	இகட்வளி	[ , ]a b -ல	்தோடரச்சியோனதோைவும்,	திறைநத	இகட்வளி	 ( , )a b -ல	
வகையிடத்தக்ைதோைவும்	 இருநது	  f a f b( ) ( )¹  என	 இருக்கும்	 நிகலயிலும்	 நரோலின்	 நதறறைத்கத	
கீழக்ைணடவோறு	்போதுகேபபடுத்தலோம்.

7.3.2  பலகராஞ்சியின சராசரி மதிப்புத் ்தற்றம் (Lagrange’s Mean Value Theorem)

்தற்றம்  7.3
 f x( )  ஆனது	 மூடிய	 இகட்வளி	 [ , ]a b -ல	
்தோடரச்சியோனதோைவும்,	 திறைநத	 இகட்வளி	 ( , )a b -ல	
வகையிடத்தக்ைதோைவும்	  (f (a), f (b)) ஆகியகவ	ைேேோை	இருக்ை	
நவணடிய	 அவசியம்	 இலகல). உள்ளது	 என்ை.	 அபநபோது	
குகறைநதபடைம்	ஒரு	புள்ளி	 c a b∈ ( , ) -யிகன

  ′f c( )  =  f b f a
b a

( ) ( )−
−

  ... (6)

	 எனுேோறு	ைோணலோம்.

குறிப்புகர

 f a f b( ) ( )=  எனில	 ்லக்ரோஞ்சியின்	 ைரோைரி	 ேதிபபுத்	 நதறறைம்	 நரோலின்	
நதறறைத்கதத்	 தரும்.	 ்லக்ரோஞ்சியின்	 ைரோைரி	 ேதிபபுத்	 நதறறைத்திகன	 சுழன்ை 
்�ொலின் ்்தறைம் 	என்கிநறைோம்.
குறிப்புகர

 இத்நதறறைத்தின்	 உள்ளோரநத	 விளக்ைேோனது	 ( , )a b  என்றை	 இகட்வளியில	

f x( ) -ன்	ைரோைரி	ேோறுவீதத்கத		
f b f a
b a

( ) ( )−
−

-யும்	ேறறும்	c-யில	ைணந�ர	ேோறுவீதத்கத	 ′f c( ) யும்	

குறிக்கிறைது.
 ்லக்ரோஞ்சியின்	இகடேதிபபுத்	நதறறைத்தின்	வடிவக்	ைணித	விளக்ைேோனது	ஒரு	இகட்வளியில	
ைரோைரி	 ேோறுபோடடு	 வீதேோனது,	 அநத	 இகட்வளியின்	 உள்ளிருக்கும்	 ஒரு	 புள்ளியில	 ைணந�ர	
ேோறுவீதத்திறகுச்	ைேேோை	இருக்கும்.	இதகன	கீழக்ைணட	எடுத்துக்ைோடடின்	மூலம்	உணரலோம்.
 ஒரு	 ேகிழுநதோனது	 200 மீ	 தூரத்கத	 8 வினோடி	 ைோலத்தில	 ைடக்கிறைது	 எனில	 இதன்	 ைரோைரி	

திகைநவைம்	
200

8
25=  மீ/வி	ஆகும்.	இநத	8 வினோடி	ைோல	இகட்வளியினுள்	ஏநதனும்	ஒரு	ந�ரத்தில	

ேகிழுநதின்	 நவைம்	 ைோடடும்	 ைருவி	 ைரியோை	 25  மீ/வி	 	 அதோவது	 90 கி.மீ/ேணியிகனக்	 ைோடடும்	
என்பகத	ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைம்	உறுதி	்ைய்கின்றைது.
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படம்		7.13

்தற்றம்  7.4
 f x( )  என்றை	 ைோரபோனது	 மூடிய	 இகட்வளி	 [ , ]a b -ல	 ்தோடரச்சியோனதோைவும்,	 திறைநத	
இகட்வளி	 ( , )a b -ல	வகையிடத்தக்ைதோைவும்	ேறறும்	 � � � �f x x a b( ) , ( , )0 ஆைவும்	இருநதோல,	
x x a b1 2, [ , ]∈ -க்கு,	 x x1 2<  	எனில	 f x f x( ) ( )1 2< 	ஆகும்.

நிரூ்பணம்

 ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைபபடி,	 c x x a b� �( , ) ( , )1 2  ஆனது

  f x f x
x x

( ) ( )2 1

2 1

−
−

 =  ′f c( )  	என்றைவோறு	ைோணலோம்

  ′f c( )  >  0 , ேறறும்	 x x2 1−  >  0  என்பதோல		 f x f x( ) ( )2 1 0� � ஆகும்.

 இதிலிருநது	�ோம்	 x x1 2< 	எனில	 f x f x( ) ( )1 2< 	எனப	்பறைலோம்.

குறிப்புகர

 ′ < ∀ ∈f x x a b( ) , ( , )0 	 ேறறும்	  x x a b1 2, [ , ]Î -க்கு	 x x1 2<  எனில	 f x f x( ) ( )1 2> 	 ஆகும்.	
இதகனயும்	நேறைணட	முகறையிநலநய	நிறுவலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.25

 f x x x( ) � � 2 , 1 2£ £x 	என்றை	ைோரபிறகு	( , )1 2  என்றை	இகட்வளியில	ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்கத	
நிகறைவு	்ைய்யும்	ேதிபபிகனக்	ைோணை.

தீர்வு

 f x( )  ஆனது	 ்ைோடுக்ைபபடட	 இகட்வளியில	 வகரயறுக்ைபபடடு	 ேறறும்	 1 2< <x 	 என்றை	

இகட்வளியில	 வகையிடத்தக்ைதோைவும்	 உள்ளது.	 நேலும்	 f ( )1 0=  ேறறும்	 f ( )2 2� � . எனநவ,	

ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைபபடி	 c∈ ( , )1 2  ஆனது

  ′f c( )  =  f f c( ) ( )2 1

2 1
1 2

�
�

� � 	என்று	இருக்கும்.

  அதோவது,  1 2− c  =  � � �2
3

2
c 	ஆகும்.

வடிவ கணித விளககம்

 y f x= ( )  என்றை	வகளவகரக்கு	ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்தின்	வடிவ	

ைணித	விளக்ைேோனது	முகனபபுள்ளிைள்	 x a=  ேறறும்	 x b=  வழிநய	

்ைலலும்	 �ோணுக்கு	 இகணயோை	 ஒரு	 ்தோடுநைோடடின்	 ்தோடும்	
புள்ளியிகன	 c a b∈ ( , ) 	என்றைவோறு	ைோண	இயலும்.

லலக்ோஞ்சியின் ச்ோசரி மதிப்புத் யதற்றத்தின் விளளவுகள்

 ைரோைரி	 ேதிபபுத்	 நதறறைத்தின்	வோயிலோை	 �ோம்	 கீழக்ைோணும்	மூன்று	
முக்கிய	முடிவுைகளப	்பறைலோம்.	
 (1) ்ைோடுக்ைபபடட	 ைோரபின்	 ஓரியலபுத்	 தன்கேகய	 தீரேோனம்	 ்ைய்ய	 பயன்படுகிறைது.	 

(நதறறைம்	7.4)

 (2) � �f x( ) 0 ,	∀ x  ∈ ( , )a b 	எனில,	 f  ஆனது	 ( , )a b -ல	ஒரு	ேோறிலி	ஆகும்.
 (3) � � �f x g x( ) ( )  ∀  x 	எனில, f x g x C( ) ( )� �  ஆகும்.	(இங்கு	C 	ஏநதனும்	ஒரு	ேோறிலி)

x a= x c= x b=

y f x= ( )

′ =

−
−

f c
f b

f a

b a
( )

( )
( )

x

y

f a( )
f b( )

்தோ
டுநைோ

டு

�ோண
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7.3.3  ்பயன்பாடுகள் (Applications)
எடுத்துககாட்டு 7.26
 ஒரு	சுகே	ஊரதி	சுங்ைச்	ைோவடி	ைோகலயில	ேணிக்கு	80 கி.மீ	நவைத்தில	்ைலகிறைது.	அநத	சுகே	
ஊரதி	 2 ேணி	ந�ரத்தில	 164 கி.மீ	 பயணத்கத	நிகறைவு	்ைய்கிறைது.	 சுங்ைச்	 ைோவடி	 ைோகல	முடிவில	
நவைக்	ைடடுபபோடகட	மீறியதறைோன	அத்தோடசி	சீடடு	ஓடடுனருக்கு	வைங்ைபபடுகின்றைது.		அவர	நவைக்	
ைடடுபபோடகட	மீறியகத	ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்தின்	துகண	்ைோணடு	நியோயபபடுத்துை.
தீர்வு

 ' 't  ேணி	ந�ரத்தில	ஓடடுனர	ைடநத	் தோகலவு	 f t( )  என்ை.	 f t( )  ஆனது	[ , ]0 2 -ல	் தோடரச்சியோனது	
ேறறும்	  ( , )0 2  -ல	 வகையிடத்தக்ைது.	 நேலும்,	 f ( )0 0=  ேறறும்	 f ( )2 164= . ைரோைரி	 ேதிபபுத்	

நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த,	 c  என்றை	ைோலத்கத � �
�
�

� �f c( )
164 0

2 0
82 80  	எனுேோறு	ைோணலோம்.

 எனநவ,	 அநத	 2 	 ேணி	 ந�ரத்தில	 ஏநதனும்	 ஒரு	 ைண	 ந�ரத்தில	 அநத	 ஓடடு�ர	 80 	 கி.மீ./ே	
நவைத்தில	பயணம்	்ைய்திருக்ை	நவணடும்.	ஆைநவ,	அவருக்கு	நவைக்	ைடடுபபோடகட	மீறியதறைோன	
அத்தோடசி	சீடடு	வைங்கியது	நியோயநே.

எடுத்துககாட்டு 7.27

 f x( )  என்றை	 வகையிடத்தக்ை	 ைோரபு	 � �f x( ) 29  ேறறும்	 f ( )2 17= என்றைவோறு	உள்ளது	 எனில,	

f ( )7 -ன்	அதிைபடை	ேதிபபிகனக்	ைோணை.	

தீர்வு

 ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைபபடி	 ' ' ( , )c ∈ 2 7 -ஐ

  f f( ) ( )7 2

7 2

−
−

 =  � �f c( ) 29 	எனக்	ைோணலோம்.

  ஆைநவ, f ( )7 5 29 17� � �  =  162

 எனநவ,	 f ( )7 -ன்	அதிைபடை	ேதிபபு	 162 	ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.28

 ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்தி,
| sin sin | | |, ,� � � � � �� � � � 	என	நிறுவுை.

தீர்வு

 f x x( ) sin=  என்பது	 அகனத்து	 திறைநத	 இகட்வளியிலும்	 வகையிடத்தக்ைதோகும்.	 மூடிய	

இகட்வளி	[ , ]� � -கவ	ைருதுை.	ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த	 c� ( , )� � -ஐ

  sin sin� �
� �
�
�

 =  � �f c c( ) cos( ) 	எனக்	ைோணலோம்.

  எனநவ,  sin sin� �
� �
�
�

 =  cos( )c £1 

  ஆைநவ, | sin sin |� ��  £  | |� �� .

குறிப்புகர

 � � 0  எனக்	்ைோணடோல,		 | sin | | |� �� 	என	கிகடக்கும்.
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எடுத்துககாட்டு 7.29
 ஒரு	 உகறைவிபபோனில	 இருநது	 ஒரு	 ்வபப	 நிகலேோனி	 எடுக்ைபபடடு	 ்ைோதிக்கும்	 நீரில	
கவக்ைபபடடது.	− °10 C-லிருநது	100°C-க்கு	உயரத்த	் வபபநிகலேோனிக்கு	22 வினோடிைள்	ஆகிறைது.	
ஏநதனும்	ஒரு	ந�ரம்	t-யில	் வபபநிகல	ேோறுபோடடு	வீதம்	5°C  / வினோடி	ஆை	இருக்கும்	எனக்ைோடடுை.
தீர்வு

 t	என்றை	ந�ரத்தில	்வபபநிகலகய f t( )  என்ை.	ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்தின்படி,	

  ¢f c( )  =  
f b f a
b a

( ) ( )−
−

   =  100 10

22

− −( )

   =  
110

22

   =  5°C  / வினோடி.
 ஆைநவ,	ஏநதனும்	ஒரு	ந�ரம்	t-யில	்வபபநிகல	ேோறுபோடடு	வீதம்	 5°C /வினோடி	ஆகும்.

்பயிறசி 7.3
 1. ்ைோடுக்ைபபடட	 ைோரபுைளுக்கு	 ்ைோடுக்ைபபடட	 இகட்வளியில	 நரோலின்	 நதறறைம்	 ஏன்	

பயன்படுத்த	முடியோது	என்பகத	விளக்குை.

     (i) f x
x
x( ) , [ , ]� � �

1
1 1   (ii) f x x x( ) tan , [ , ]� � 0 �

   (iii) f x x x x( ) log , [ , ]� � �2 2 7

 2. நரோலின்	 நதறறைத்கதப	 பயன்படுத்தி	 கீழக்ைோணும்	 ைோரபுைளுக்கு	 x -ன்	 எம்ேதிபபுைளில	
வகரயபபடும்	்தோடுநைோடு	 x -அச்சிறகு	இகணயோை	இருக்கும்?

   (i) f x x x x( ) , [ , ]� � �2 0 1   (ii) f x x x
x

x( ) , [ , ]�
�
�

� �
2 2

2
1 6  

   (iii) f x x x x( ) , [ , ]� � �
3

0 9

 3. ்ைோடுக்ைபபடட	ைோரபுைளுக்கு	்ைோடுக்ைபபடட	இகட்வளியில	்லக்ரோஞ்சியின்	ைரோைரி	ேதிபபுத்	
நதறறைம்	ஏன்	பயன்படுத்த	முடியோது	என்பகத	விளக்குை.

   (i) f x x
x

x( ) , [ , ]�
�

� �
1

1 2   (ii) f x x x( ) | |, [ , ]� � � �3 1 1 3

 4. ்லக்ரோஞ்சியின்	 ைரோைரி	 ேதிபபுத்	 நதறறைத்கதப	 பயன்படுத்தி	 ்ைோடுக்ைபபடட	 ைோரபுைளுக்கு	
்ைோடுக்ைபபடட	இகட்வளியின்	முகனபபுள்ளிைள்	வழிநய	்ைலலும்	 �ோணுக்கு	இகணயோை	
ஒரு	்தோடுநைோடடின்	்தோடும்	புள்ளியின்	 x -ன்	ேதிபகபக்	ைோணை.

   (i) f x x x x( ) , [ , ]� � � � �3 3 2 2 2   (ii) f x x x x( ) ( )( ), [ , ]� � � �2 7 3 11  

 5.  (i) f x
x

( ) =
1  என்றை	ைோரபிறகு	[ , ]a b -கய	மிகை	முழு	எணைளோை	்ைோணட	மூடிய	இகட்வளி	 

[ , ]a b -ல	ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்தின்படி	இறுதி	ேதிபபு	 ab 	என	நிறுவுை.

   (ii) f x Ax Bx C( ) � � �2  என்றை	 ைோரபிறகு	 எநத	 ஒரு	 மூடிய	 இகட்வளி	 [ , ]a b -ல	 ைரோைரி	

ேதிபபுத்	நதறறைத்தின்படி	இறுதி	ேதிபபு	 a b+
2

	என	நிறுவுை.

 6. ஒரு	 பநதய	ேகிழுநது	ஓடடு�ர	 20-ஆம்	கிநலோமீடடரில	இருநது	 புறைபபடுகிறைோர.	அதன்	நவைம்	
எப்போழுதும்	  150 கி.மீ/ேணி-கய	தோணடவிலகல	எனில,	அடுத்த	இரணடு	ேணி	ந�ரத்தில	
அவரோல	ைடக்ை	முடிநத	அதிைபடை	நவைம்	ைோணை.
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 7. f x( )  என்றை	ைோரபோனது,	 � �f x( ) 1 ,	1 4£ £x 	எனில,	 f f( ) ( )4 1 3� � 	எனக்ைோடடுை.

 8. f x( )  என்றை	வகையிடத்தக்ை	ைோரபோனது	 f f( ) , ( )0 1 2 4� � �  ேறறும்	 � �f x( ) 2  ∀ x 	என்றைவோறு	

இருக்ை	முடியுேோ?	உனது	பதிலுக்கு	தகுநத	விளக்ைம்	தருை.

 9. f x x x e x( ) ( ) ,� � � � �
�

3 3 02

�

 என்றை	 வகளவகரக்கு	 x -அச்சிறகு	 இகணயோை	 வகரயபபடும்	
்தோடுநைோடடின்	்தோடும்	புள்ளியின்	 x -ேதிபபுத்		 ( , )−3 0 	என்றை	இகட்வளியில	அகேயும்	என	
நிறுவுை.

 10. ைரோைரி	ேதிபபுத்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்தி  a b e e a ba b> > − < −− −0 0, , | | | | 	என	நிறுவுை.

7.4  பதாடரின விரிவுகள் (Series Expansions)
 முடிவிலலோ	 எணணிக்கையிலோன	 முகறை	 வகையிடத்தக்ை	 ைோரபுைளின்	 ்டய்லர	 ேறறும்	
்ேக்லோரின்	விரிவுைள்.

்தற்றம்  7.5
(a) படய்லரின பதாடர்

 f x( )  என்றை	ைோரபோனது	 x a= -யில	முடிவறறை	எணணிக்கையிலோன	முகறை	வகையிடத்தக்ைது	

என்ை.	  ( , )x a x a� � 	 எனும்	 இகட்வளியில	 f x( ) -ஐ	 கீழக்ைோணும்	 வடிவத்தில	 

விரிவோக்ைலோம் : 

  f x( )  =  f a
n

x a f a f a x a f a
n

x a
n

n

n
n

n
( ) ( )( )

!
( ) ( )

( )

!
( )

( )

!
( )

=

∞

∑ − = + ′ − + + − +
0 1

  .

(b) பமகலாரனின பதாடர்

 a = 0 	எனில,	நேறைணட	விரிவின்	வடிவம்

  f x( )  =  f
n

x f f x f
n

x
n

n

n
n

n
( ) ( )( )

!
( )

( )

!

( )

!
.

0
0

0

1

0

0�

�

� � �
�

� � �   

நிரூ்பணம்
 f x( ) -ன்	விரிவு,	 ( )x a− -ன்	அடுக்குைளில,	கீழக்ைோணுேோறு	விரிவோக்ைலோம்:

  f x( )  =  A A x an
n

n
0

1

� �
�

�

� ( )   ... (7)

 x a= 	எனபபிரதியிட	 A f a0 = ( ) 	ஆகும்.	 (7)-ஐ		x-ஐப	்போருத்து	வகையிட,

  ′f x( )  =  1 1

1

2

! ( )A nA x an
n

n
� � �

�

�

�   ... (8)

  x a= 	எனப	பிரதியிட	 A f a1 � �( ) 	ஆகும்.	(8)-ஐ	x-ஐப	்போருத்து	வகையிட,

  ′′f x( )  =  2 12

2

3

! ( ) ( )A n n A x an
n

n
� � � �

�

�

�   ... (9)

  x a=  எனப	பிரதியிட	 A f a
2

2
�

��( )

!
 ஆகும். (9)-ஐப	்போருத்து	வகையிட

  ′′′f x( )  =  3 1 23

3

4

! ( )( ) ( )A n n n A x an
n

n
� � � � �

�

�

�   ... (10)
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24XII - கணிதவியல்

 (10)-ஐ	x-ஐப	்போருத்து	 ( )k −3  முகறை	வகையிட,

  f xk( ) ( )  =  k A n n n k A x ak n
n k

n k
! ( )...( ) ( )� � � � � �

� �

�

� 1 1
1

 ...(11)

 x a=  எனப	பிரதியிட	 A f a
kk

k

=
( ) ( )

!
 .	ஆைநவ	நேறைணட	நதறறைம்	நிறுவபபடடது.

 ஒரு	ைோரகப	 x a= -க்கு	அருகில	விரிவோக்ைம்	்ைய்வதறகு,	அதோவது	  ( )x a− -ன்	அடுக்குைளில	
விரிவோக்ைம்	 ்ைய்வதறகு	 ்ைோடுக்ைபபடட	 ைோரகப	 நதகவயோன	 முகறை	 வகைபபடுத்தி	  x a= -யில	
ேதிபபிகனக்	ைோண	நவணடும்.	இம்ேதிபபுைள்	 ( )x a− -ன்	அடுக்குைளின்	குணைங்ைகளத்	தரும்.

எடுத்துககாட்டு 7.30
 log( )1+ x -ன்	்ேக்லோரனின்	விரிகவ	–1 < x ≤ 1-ல	�ோன்கு	பூச்சியேறறை	உறுபபுைள்	வகர	ைோணை.

தீர்வு

 f x x( ) log( )� �1 	என்ை.	 f x( ) -ன்	் ேக்லோரனின்	விரிவு	 f x a xn
n

n

n
( ) �

�

��� 0
, இங்கு, a f

nn

n

=
( ) ( )

!

0   

f x( ) -ன்	வகைக்்ைழுக்ைள்	ேறறும்	 x = 0 -ல	இதன்	ேதிபபுைள்	அடடவகணபபடுத்தபபடடுள்ளன.

்சொர்பு ்மறறும் அ்தன் 
வறகக்பகழுக்கள

log( )1++ x  ்மறறும் 
அ்தன் வறகக்பகழுக்கள

x = 0 -ல ்மதிப்பு

f x( ) log( )1+ x 0

′f x( )
1

1+ x 1

′′f x( ) �
�
1

1 2( )x −1

′′′f x( )
2

1 3( )+ x 2

f xiv( ) ( ) �
�
6

1 4( )x −6

அடடவகண		7.2

 இம்ேதிபபுைகளப	 பிரதியிடடுச்	 சுருக்ை,	 �ேக்குத்	 நதகவயோன	 விரிவிகன	 கீழக்ைோணுேோறு	
்பறைலோம்:

log( )1
2 3 4

2 3 4

� � � � � �x x x x x
 ; –1 < x ≤ 1.

எடுத்துககாட்டு 7.31

 tan x -ன்	விரிகவ	� � �
p p
2 2

x -ல		 x -ன்	அடுக்குைளோை	 5ஆவது	அடுக்குவகர	ைோணை. 

தீர்வு

 f x x( ) tan= 	என்ை.	 f x( ) -ன்	்ேக்லோரனின்	விரிவு	

f x a xn
n

n

n

( ) �
�

��

�
0

, இங்கு	, a f
nn

n

=
( ) ( )

!

0  .
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 f x( ) -ன்	வகைக்்ைழுக்ைள்	ேறறும்	 x = 0 -ல	இதன்	ேதிபபுைள்	

	 அடடவகணபபடுத்தபபடடுள்ளன:
 இப்போழுது,

  ′f x( )  =  d
dx

x x(tan ) sec ( )= 2

  ′′f x( )  =  
d
dx

x x x x x x(sec ( )) sec sec tan sec tan2 22 2� � � � �
   

  ′′′f x( )  =  d
dx

x x x x x x x x( sec ( ) tan ) sec ( ) sec tan sec sec tan2 2 42 2 2� � � � � � �

   =  2 44 2 2sec sec tanx x x� �
  f xiv( ) ( )

 =  
8 4 2 83 2 2 2sec sec tan sec tan sec sec sec tan tanx x x x x x x x x x� � � � � � � � �

   =  16 84 2 3sec tan sec tanx x x x� �  

  f xv( ) ( )  =  16 64 8 34 2 3 2 2 2sec sec sec sec tan tan sec tan secx x x x x x x x x� � � � � � � �

    � � � �16 3sec sec tan tanx x x x
   =  16 88 166 4 2 2 4sec sec tan sec tanx x x x x� � � � .

்சொர்பு ்மறறும் அ்தன் 
வறகக்பகழுக்கள

tan x   ்மறறும் 
அ்தன் வறகக்பகழுக்கள

x = 0 -ல ்மதிப்பு

f x( ) tan x  0

′f x( ) sec2 x  1

′′f x( ) 2 2sec tanx x  0

′′′f x( ) 2 44 2 2sec sec tanx x x� �  2

f xiv( ) ( ) 16 84 2 3sec tan sec tanx x x x� � �  0

f xv( ) ( ) 16 88 166 4 2 2 4sec sec tan sec tanx x x x x� � � �  16  

அடடவகண		7.3
 இம்ேதிபபுைகளப	பிரதியிடடுச்	சுருக்ை,	�ேக்குத்	நதகவயோன	விரிகவ	கீழக்ைோணுேோறு	் பறைலோம்:

tan x x x x� � � �
1

3

2

15

3 5
 ; � � �

p p
2 2

x .

எடுத்துககாட்டு 7.32

 1
x
-ன்	்டய்லர	்தோடரின்	விரிகவ	 x = 2 -ல	முதல	மூன்று	பூச்சியேறறை	உறுபபுைள்	வகர	ைோணை.

தீர்வு

 f x
x

( ) =
1
	என்ை. f x( ) -ன்	்டய்லரின்	விரிவு

f x a xn
n

n

n

( ) ( )� �
�

��

� 2
0

, இங்கு a f
nn

n

=
( ) ( )

!

2 .
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 f x( ) -ன்	 வகைக்்ைழுக்ைள்	 ேறறும்	  x = 2 -வில	 இதன்	 ேதிபபுைள்	 அடடவகணப	

படுத்தபபடடுள்ளன..

்சொர்பு ்மறறும் அ்தன் 
வறகக்பகழுக்கள

1
x

 ்மறறும் அ்தன் 

வறகக்பகழுக்கள
x = 2 -ல ்மதிப்பு

f x( )
1
x

 1

2
 

′f x( ) −
1

2x
 −

1

4
 

′′f x( )
2

3x
 1

4
 

′′′f x( ) −
6

4x
 − 3

8
 

அடடவகண		7.4
 இம்ேதிபபுைகளப	பிரதியிடடுச்	சுருக்ை,	�ேக்குத்	நதகவயோன	விரிகவ	கீழக்ைோணுேோறு	் பறைலோம்:

  1
x

 =  1

2

1

4

2

1

1

4

2

2

3

8

2

3

2 3

− − + − − − +( )

!

( )

!

( )

!

x x x
  

  1
x

 =  
1

2

2

4

2

8

2

16

2 3

− − + − − − +( ) ( ) ( )x x x
 

்பயிறசி 7.4
 1. கீழக்ைோணும்	ைோரபுைளுக்கு	்ேக்லோரனின்	விரிகவக்	ைோணை:

   (i) ex    (ii) sin x    (iii) cos x

   (iv) log( )1- x ; –1 ≤ x < 1 (v) tan ( )-1 x  ; –1 ≤ x ≤ 1 (vi) cos2 x

 2. log x , x > 0 என்றை	 ைோரபின்	 ்டய்லர	 ்தோடரின்	விரிகவ	 x =1-ஐ	 ்போருத்து	முதல	மூன்று	
பூச்சியேறறை	உறுபபுைள்	வகர	ைோணை.

 3. sin x -ன்	விரிகவ	 x � �
4
-ன்	அடுக்குைளோை	முதல	மூன்று	பூச்சியேறறை	உறுபபுைள்	வகர	ைோணை.

 4. f x x x( ) � � �2 3 2என்றை	பலலுருபபுக்	நைோகவயின்	வரிகை	x – 1-ன்	அடுக்குைளோை	ைோணை.

7.5  ்தரப்ப்ப்றா வடிவஙகள் (Indeterminate Forms)
 இபபோடபபகுதியில	 எலகல	 ேதிபபிகன	 ைோணும்்போழுது	 நதரப்பறைோ	 வடிவங்ைள்	 வரும்	
நிகலயில	எவவோறு	எலகல	ேதிபபிகனக்	ைணக்கிடுவது	என்பகதப	பறறி	ைோணநபோம்.

7.5.1  எல்கல காணும் முக்ற (A Limit Process)

 R x( )எனும்	ஒரு	ைோரபிறகு  lim ( )
x
R x

��
	எனும்	எலகலகய	ைோணும்்போழுது	�ோம்	

0

0
0 1 00 0, , , , , ,

�
�

�� ��� ��
	ஆகிய	சூழநிகலைகள	ைநதிக்ை	ந�ரலோம்.
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27 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 இம்ேோதிரியோன	 வடிவங்ைளில	 உள்ள	 எணைகள,	 �ோம்	 ைோதோரணேோன	 கூடடல	 ேறறும்	
்பருக்ைலின்	 விதிைகளக்	 ்ைோணடு	 ேதிபபிட	 முடியோது.	 இம்ேோதிரியோன	 வடிவங்ைகள	 �ோம்	
நதரப்பறைோ	 வடிவங்ைள்	 என்கிநறைோம்.	 இவவடிவங்ைகள	 ஒரு	 எணணோை	 ைருத	 முடியோது	
என்றைநபோதிலும்,	 இநத	 நதரப்பறைோ	 வடிவங்ைளின்	 எலகல	 ேதிபபுைள்	 ஒரு	 முக்கிய	 பங்கிகன	
வகிக்கிறைது.
	 ஜோன்	் பரநனோலி	என்பவர	் தோகுதி	ேறறும்	பகுதி	ஆகியகவ	இரணடும்	பூச்சியத்கதநயோ	அலலது	
¥-கயநயோ	்�ருங்கும்நபோது	வகைக்்ைழுக்ைகள	்ைோணடு	எவவோறு	எலகல	ேதிபகப	ைோணபது	
எனும்	முகறைகய	ைணடுபிடித்தோர.	இநத	விதிகய	தறநபோது		நலோபிதோலின்	விதி	என்று	அகைக்கிநறைோம்.	
இவவிதியோனது	குய்லூம்	டி	 நலோபிதோல	 என்றை	 பி்ரஞ்சு	அறிஞர	 எழுதிய	வகை	நுணைணிதத்தின்	
அறிமுைம்		(Introductory Differential Calculus) எனும்	நூலிலதோன்	முதன்	முதலில	அச்சிடபபடடது.	
அதனோநலநய	இவவிதிகய	நலோபிதோலின்	விதி	என்று	அகைக்கிநறைோம்.

7.5.2  ்லாபிதாலின விதி (The l’Hôpital’s Rule)

 f x( )  ேறறும்	 g x( )  ஆகியகவ	வகையிடத்தக்ை	ைோரபுைள்	ேறறும்	 � �g x( ) 0  நேலும்

  lim ( )
x a

f x
→

 =  0 �
�

lim ( )
x a
g x  எனில	 lim

( )

( )
lim

( )

( )x a x a

f x
g x

f x
g x� �

�
�
�

 	ஆகும்.

  lim ( )
x a

f x
→

 =  �� �
�

lim ( )
x a
g x  எனில	 lim

( )

( )
lim

( )

( )x a x a

f x
g x

f x
g x� �

�
�
�

 ஆகும்.

7.5.3  ்தரப்ப்ப்றா வடிவஙகள் (Indeterminate forms)  0

0
0, , ,

�
�

�� ���

எடுத்துககாட்டு 7.33

 ைணக்கிடுை : lim
x

x x
x x�

� �
� �

�

�
�

�

�
�

1

2

2

3 2

4 3
 .

தீர்வு

 x =1  என	ந�ரடியோை	பிரதியிடும்நபோது	 	�ோம்	
0
0
	என்றை	நதரப்பறைோ	வடிவத்கதப	்பறுகிநறைோம்.	

்தோகுதி	 ேறறும்	 பகுதி	 ஆகியகவ	 வரிகை	  2 	 உள்ள	 பலலுறுபபுக்	 நைோகவ.	 ஆைநவ	 எனநவ	
வகையிடத்தக்ைகவ.	ஆைநவ,	நலோபிதோலின்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த,

  lim
x

x x
x x�

� �
� �

�

�
�

�

�
�

1

2

2

3 2

4 3
 =  lim

x

x
x�

�
�

�
�
�

�
�
�

1

2 3

2 4
 

   =  1
2

.

 எலகல	ேதிபகப	
x x
x x

x x
x x

2

2

3 2

4 3

1 2

1 3

� �
� �

�
� �
� �

( )( )

( )( )
 	என	ைோரணிபபடுத்தல	முகறையிலும்	ைோணலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.34

 ைணக்கிடுை	:	 lim
x a

n nx a
x a�

�
�

�

�
�

�

�
� .

தீர்வு

 x a=  என	ந�ரடியோை	பிரதியிடும்நபோது	�ோம்	
0
0
	என்றை	நதரப்பறைோ	வடிவத்கதப	்பறுகிநறைோம்.	

்தோகுதி	ேறறும்	பகுதி	ஆகியகவ	பலலுறுபபுக்	நைோகவைள்.	ஆதலோல	வகையிடத்தக்ைகவ.	எனநவ,	
நலோபிதோலின்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த, 
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  lim
x a

n nx a
x a�

�
�

�

�
�

�

�
�  =  lim

x a

nn x
�

���

�
�

�

�
�

1

1
 

   =  n an� �1 .
எடுத்துககாட்டு 7.35

 ேதிபபு	ைோணை	:	 lim
sin

x

mx
x�

�
�
�

�
�
�

0
 .

தீர்வு

 x = 0  என	ந�ரடியோை	பிரதியிடும்நபோது	�ோம்	
0
0

 என்றை	நதரப்பறைோ	வடிவத்கதப	்பறுகிநறைோம்.	

ஆைநவ,	நலோபிதோலின்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த,	

  lim
sin

x

mx
x�

�
�
�

�
�
�

0
 =  lim cos

x

m mx
�

��
�
�

�
�
�

0 1

   =  m
 அடுத்த	எடுத்துக்ைோடடில	எலகல	இலலோத்	தன்கேகய	அறியலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.36

 ேதிபபு	ைோணை	:	 lim
sin

x

x
x�

�
�
�

�
�
�

0 2
 .

தீர்வு

 x = 0  என	ந�ரடியோை	பிரதியிடும்நபோது	�ோம்	
0
0

 என்றை	நதரப்பறைோ	வடிவத்கதப	்பறுகிநறைோம்.	

ஆைநவ,	நலோபிதோலின்	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த,

   lim
sin

x

x
x� �

�
�
�

�
�
�

0
2

 =  lim cos

x

x
x� �

�
�
�

�
�
� � �

0 2
 

   lim
sin

x

x
x� �

�
�
�

�
�
�

0
2

 =  lim cos

x

x
x� �

�
�
�

�
�
� � ��

0 2
 

 இடது	ேறறும்	வலது	எலகலைள்	ைேமிலகல	ஆதலோல	எலகல	இலகல.

குறிப்புகர

 lim
cos

x

x
x� �

�
�
�

�
�
�

0 2
-க்கு	ஒருவர	மீணடும்	நலோபிதோலின்	விதிகயப	பயன்படுத்தி

  lim
cos

x

x
x� �

�
�
�

�
�
�

0 2
 =  lim

sin

x

x
→ +

−





=
0 2

0 	எனக்	ைோணபது	ைரியோனது	அலல

 ஏன்	எனில	 lim
cos

x

x
x� �

�
�
�

�
�
�

0 2
என்பது	நதரப்பறைோ	வடிவத்தில	இலகல.

எடுத்துககாட்டு 7.37

 lim
cos

cos�

�
��

�
�

�
�
�

�
�
� �

0

1

1
1

m
n

	எனில,	 m n� � 	என	நிறுவுை.

தீர்வு

 இது	
0
0
�
�
�

�
�
� 	என்றை	நதரப்பறைோ	வடிவத்தில	உள்ளதோல,	நலோபிதோலின்	விதிகய	பயன்படுத்த,
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  lim
cos

cos�

�
��

�
�

�
�
�

�
�
�

0

1

1

m
n

 =  lim sin

sin�

�
��

�
�
�

�
�
�

0

m m
n n

 எடுத்துக்ைோடடு	7.35-ஐ	பயன்படுத்த,

  lim
sin

sin�

�
�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

0

m
n

m

n
 =  m
n

2

2

  ஆைநவ,	m2  =  n2  
  அதோவது,		m  =  ±n .
எடுத்துககாட்டு 7.38

 ேதிபபிடுை	: lim
log( )

cot( )x

x
x� �

��

�
�

�

�
�

1

1

�
 .

தீர்வு

 இது	
¥
¥

 எனும்	நதரப்பறைோ	வடிவில	உள்ளது.	எனநவ,	எலகல	ேதிபகப	ைோண		நலோபிதோலின்	

விதிகய	�ோம்	பயன்படுத்தலோம்.

  lim
log( )

cot( )x

x
x� �

�
1

1

�
 =  lim

( )x

x

x�

�
�

�
�
�

�
�

�

�
�

1

1
1

2� �cosec

�
�
�
�
�

�
�
�totk;

 இதகனச்	சுருக்ை, 
   =  lim sin ( )

( )x

x
x� � �

�

�
�

�

�
�

1

2

1

�
�

      
0
0
totk;

�
�
�

�
�
�

 மீணடும்	நலோபிதோலின்	விதிகய	பயன்படுத்த,

   =  lim sin( ) cos( )

x

x x
� �

�
�

�
�
�

�
�
�

1

2� � �
�

 

   =  lim sin( ) cos( )
x

x x
� �

� �� �
1

2 � �  

   =  0 .
எடுத்துககாட்டு 7.39

 ேதிபபிடுை	: lim
x xx e� �

�
�

�
�
�

�
�
�

0

1 1

1
.

தீர்வு

 இது	��� 	எனும்	நதரப்பறைோ	வடிவில	உள்ளது.	எலகலகய	ேதிபபிட	இதகன	 0
0
�
�
�

�
�
�  வடிவத்திறகு	

ேோறறி,	நலோபிதோலின்	விதிகய	பயன்படுத்த	நவணடும்.

 ஆைநவ, lim
x xx e� �

�
�

�
�
�

�
�
�

0

1 1

1
 =  lim

( )x

x

x

e x
x e� �

� �
�

�

�
�

�

�
�

0

1

1
 

0
0
totk;

�
�
�

�
�
�

 இப்போழுது, lim
( )x

x

x

e x
x e� �

� �
�

�

�
�

�

�
�

0

1

1
 =  lim

x

x

x x

e
xe e� �

�
� �

�

�
�

�

�
�

0

1

1

0
0
totk;

�
�
�

�
�
�

   =  lim
x

x

x x

e
xe e� � �

�

�
�

�

�
� �

0 2

1

2
.
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எடுத்துககாட்டு 7.40
 ேதிபபிடுை	:  lim log

x
x x

� �0
.

தீர்வு

 இது	 ( )0�� 	 எனும்	 நதரப்பறைோ	 வடிவில	உள்ளது.	 எலகலகய	 ேதிபபிட	 �ோம்	இதகன	
�
�
�
�
�

�
�
�  

எனும்	நதரப்பறைோ	வடிவத்திறகு	ேோறறை	நவணடும்.	அதன்	பிறைகு	நலோபிதோலின்	விதிகய	பயன்படுத்த	
நவணடும்.

 ஆைநவ, lim log
x

x x
� �0

 =  lim
log

x x

x
→ +







∞
∞





0 1

form  

   =  lim
x

x

x
� � �

�

�
��

�

�
��0

1

1
2

  =  lim ( )
x

x
� �

� �
0

0 .

எடுத்துககாட்டு 7.41

 ேதிபபிடுை	:  lim
x

x x
x��

� ��

�
�

�

�
�

2

4

17 29 .

தீர்வு

 இது	
�
�
�
�
�

�
�
� 	எனும்	நதரப்பறைோ	வடிவில	உள்ளது.	இநத	எலகலகயக்	ைோண	நலோபிதோலின்	விதிகய	

�ோம்	பயன்படுத்தலோம்.

 ஆைநவ, lim
x

x x
x��

� ��

�
�

�

�
�

2

4

17 29  =  lim
x

x
x��

��
�
�

�
�
�

2 17

4 3

   =  lim
x x��

�
�
�

�
�
�

2

12 2
  =  0 .

எடுத்துககாட்டு 7.42

 ேதிபபிடுை	:  lim ,
x

x

m

e
x

m N
��

�

�
�

�

�
� � .

தீர்வு

 இது	
�
�
�
�
�

�
�
� 	 எனும்	 நதரப்பறைோ	 வடிவில	 உள்ளது.	 ஆைநவ	 m  முகறை	 நலோபிதோலின்	 விதிகய	

பயன்படுத்த	நவணடும்.

 ஆைநவ, lim
x

x

m

e
x��

 =  lim
!x

xe
m��

 

   =  ¥ .

7.5.4  ்தரப்ப்ப்றா வடிவஙகள் (Indeterminate forms) 0 10 0, ¥ ¥kw;Wk; 

 இவவோறைோன	 நதரப்பறைோ	வடிவங்ைகள	ேதிபபிட,	 �ோம்	முதலில	எலகல	ேதிபபிறைோன	 நைரபபு	
ைோரபு	நதறறைத்கத	வகரயறுபநபோம்.

்தற்றம்  7.6

 lim ( )
x
g x

��
 ைோணத்தக்ைது	 ேறறும்	 இதன்	 ேதிபபு	 L  என்ை.	 நேலும்	 f x( )  ஆனது	 x L= -ல	

்தோடரச்சியோனது	என்ை.	ஆைநவ,	
  lim ( ( ))

x
f g x

��
 =  f g x

x
lim ( )
�� ��

.
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எல்கலகய மதிப்பிடும் முக்ற

 (1) A g x
x a

�
�

lim ( ) 	 ேடக்கைச்	 ைோரபின்	 ்தோடரச்சித்	 தன்கேக்ைோை	  A > 0  எனக்்ைோணடு,	

இருபுறைமும்	 ேடக்கை	 எடுக்ை	 log lim log( ( ))A g x
x a

�
�

	 எனப்பறைலோம்.	 எனநவ	  f x x( ) log=

-க்கு	நேறைணட	நதறறைத்கதப	பயன்படுத்த,
   lim log( ( ))

x a
g x

→
 =  log lim ( )

x a
g x

�� � 	ஆகும்.

 (2) �ோம்	 நலோபிதோலின்	 விதிகய	 பயன்படுத்த,	 limlog( ( ))
x a

g x
→

	 ஆனது	
0
0
�
�
�

�
�
�  அலலது	

�
�
�
�
�

�
�
�  

வடிவத்தில	இருக்ை	நவணடும்.
 (3) ேதிபபிடபபடட	எலகல	α 	எனக்்ைோணடோல	நதகவயோன	எலகல	 eα 	ஆகும்.
எடுத்துககாட்டு 7.43

 நலோபிதோலின்	விதிகய	பயன்படுத்தி,	 lim ( )
x

xx e
� �

� �
0

1

1 	என	நிறுவுை.

தீர்வு

 இது	1¥ 	எனும்	நதரப்பறைோ	வடிவில	உள்ளது. g x x x( ) ( )� �1
1

	என்ை.	ேடக்கை	எடுக்ை,

  log ( )g x  =  log( )1+ x
x

 

  lim log( ( ))
x

g x
� �0

 =  lim
log( )

x

x
x� �

��
�
�

�
�
�

0

1 0
0
totk;

�
�
�

�
�
�

   =  lim
x

x

�

�
�

�
�
�

�
�
�

0

1
1

1
         (நலோபிதோலின்	விதியின்படி)

   =  1 .

  ஆனோல, lim log ( )
x

g x
� �0

 =  log lim ( )
x

g x
� �� �

0
 

  எனநவ, log lim ( )
x

g x
� �� �

0
 =  1.

 ஆைநவ	அடுக்குபபடுத்த,	 lim ( )
x

g x e
� �

�
0

.

எடுத்துககாட்டு 7.44

 ேதிபபிடுை	:  lim( ) log

x

xx
��

�1 2

1

2 .
தீர்வு

 இது	¥0 	எனும்	நதரப்பறைோ	வடிவில	உள்ளது.

  g x( )  =  ( ) log1 2

1

2+ x x 	என்ை.

 ேடக்கை	எடுக்ை,

  log ( )g x  =  log( )

log

1 2

2

+ x
x
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  lim log ( )
x

g x
��

 =   lim
log( )

logx

x
x��

��

�
�

�

�
�

1 2

2

�
�
�
�
�

�
�
�totk;

   =  lim
x

x

x
��

��

�
�

�

�
�

2
1 2

2
    (நலோபிதோலின்	விதிபபடி)

   =  limx

x
x�� �

�
�
�

�
�
�

1 2

�
�
�
�
�

�
�
�totk;

   � �
�
�

�
�
� ���

lim
x

1

2

1

2
  ஆனோல,

  lim log ( )
x

g x
��

 =  log lim ( )
x
g x

��� � .

 ஆைநவ	அடுக்குபபடுத்த,	�ேக்குத்	நதகவயோன	எலகலயிகன	 e 	எனப	்பறைலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.45

 ேதிபபிடுை	:  lim
x

xx
�

�

1

1

1 .

தீர்வு

 இது	1¥ 	எனும்	நதரப்பறைோத	வடிவில	உள்ளது.		 g x x x( ) � �
1

1 	என்ை.	ேடக்கை	எடுக்ை

  log ( )g x  =  log x
x1−

.

  எனநவ, lim log ( )
x

g x
→1

 =  lim
log

x

x
x� �

�
�
�

�
�
�

1 1

0
0

totk;
�
�
�

�
�
�

 நலோபிதோலின்	விதிகய	பயன்படுத்த,

  lim
x

x

� �
�
�
�

�
�
�

1

1

1
 =  −1

  ஆனோல,	 lim log ( )
x

g x
→1

 = log lim ( )
x
g x

�� �
1

.

 ஆைநவ,	அடுக்குபபடுத்த	�ோம்	்பறுவது,

  lim
x

xx
�

�

1

1

1  =  e
e

� �1 1 .

்பயிறசி 7.5
கீழக்ைோணும்	எலகலைகள,	நதகவபபடும்	இடங்ைளில	நலோபிதோலின்	விதிகய	பயன்படுத்தி	ைோணை	:

 1. lim
cos

x

x
x�

�
0 2

1   2. lim
x

x
x x��

�
� �

2 3

5 3

2

2
 3. lim

logx

x
x��

 4. lim
sec

tanx

x
x�

��
2

 5. lim
x

xe x
��

�  6. lim
sinx x x�

��
�
�

�
�
�

0

1 1  

 7. lim
x x

x
x� � �

�
�

�
�
�

�
�
�

1
2

2

1 1  
8. lim

x

xx
� �0

 9. lim
x

x

x→∞
+






1

1  

 10. 
lim(sin )tan

x

xx
→

p
2

 11. lim (cos )
x

xx
� �0

1
2
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 12. A0 எனும்	ஆரம்பத்	்தோகையோனது,	ஒரு	வருடத்திறகு	 n  முகறை	 r 	என்றை	வடடி	வீதத்தில	கூடடு	

வடடி	முகறையில	முதலீடு	்ைய்யபபடுகிறைது	எனில,	முதலீடு	்ைய்யபபடடு	 t வருடத்தில	அநதத்	

்தோகையின்	ேதிபபு	 A A r
n

nt

� ��
�
�

�
�
�0 1 .  வடடியோனது	்தோடரச்சியோன	வடடி	முகறையில	(அதோவது	

n �� )	ைணக்கிடபபடடோல,	 t 	ைோலத்திறகுப	பின்னர	அநதத்	் தோகையின்	ேதிபபு	 A A ert= 0 	எனக்	
ைோடடுை.

7.6 முதலாம் வகககபகழுவின ்பயன்பாடுகள்  (Applications of First Derivative)
 முதலோம்	 வகைக்	 ்ைழுவிகனப	 பயன்படுத்தி	 ஒரு	 வகளவகர	 f x( ) -ன்	

ஓரியலபுத்	(ஏறும்	அலலது	இறைங்கும்)	தன்கேகயயும்,	ைோரபைத்தில	ஒரு	குறிபபிடட	
புள்ளியில	இடம்	ைோரநத	அறுதி	(்பறுே	அலலது	சிறுே)	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.

7.6.1 சார்புகளின ஓரியல்புத் தனகம (Monotonicity of functions)

 ைோரபுைளின்	ஓரியலபுத்	தன்கே	என்பது	அவவகளவகரயின்	ஏறும்	அலலது	இறைங்கும்	தன்கேகய	
பறறி	கூறுவதோகும்.

வகரயக்ற 7.4

 f x( )  என்றை	 ைோரபு	 I  என்றை	இகட்வளியில	 a b f a f b a b I� � � � �( ) ( ), , 	 என	இருநதோல	

அச்ைோரபு	 I  என்றை	இகட்வளியில	ஏறும்.

வகரயக்ற 7.5

 f x( )  என்றை	 ைோரபு,	 I  என்றை	இகட்வளியில a b f a f b a b I� � � � �( ) ( ), , 	 என	இருநதோல,	
அச்ைோரபு	 I  என்றை	இகட்வளியில	இறைங்கும்.

 f x x( ) =  என்றை	ைோரபோனது	் ேய்	எண	ந�ரக்நைோடு	முழுகேயிலும்	ஏறுகிறைது,	ஆனோல	 f x x( ) � �  
என்றை	ைோரபோனது	்ேய்	எண		ந�ரக்நைோடு	முழுகேயிலும்	இறைங்குகிறைது.	்போதுவோை,	ஒரு	ைோரபோனது	
ஒரு	குறிபபிடட	இகட்வளியில	ஏறும்	ேறறும்	நவ்றைோறு	இகட்வளியில	இறைங்கும்.	உதோரணேோை	
f x x( ) | |=  என்றை	ைோரபு	( , ]�� 0  என்றை	இகட்வளியில	இறைங்கும்	ேறறும்	[ , )0 ¥ 	என்றை	இகட்வளியில	
ஏறும்.	 இச்ைோரபுைளின்	 ஓரியலபுத்	 தன்கேயிகன	 உணரவது	 எளிது.	 ஆனோல	 ஏநதனும்	 ஒரு	
்ைோடுக்ைபபடட	ைோரபிறகு	எவவோறு	ஓரியலபுத்	தன்கேயிகன	் ேய்எண	ந�ரக்நைோடடில	தீரேோனிபபது?	
இதகன	கீழக்ைணட	நதறறைத்கதப	(நிரூபணம்	இலலோேல)	பயன்படுத்தி	்ைய்யலோம்.

்தற்றம்  7.7

 f x( )  என்றை	ைோரபு	 ( , )a b  என்றை	திறைநத	இகட்வளியில	வகையிடத்தக்ைது	என்ை.

 (1)  d
dx

f x( ( ))  ≥  0, ( , )� �x a b  ... (1)

  எனில,		 ( , )a b 	என்றை	இகட்வளியில	ஏறும்.

 (2)  d
dx

f x( ( ))  >  0, ( , )� �x a b  ... (2)

  எனில,		 ( , )a b 	என்றை	இகட்வளியில	 f x( )  திடடேோை	ஏறும்.

  இதன்	நிரூபணத்கத	நதறறைம்	7.3-ல	ைோணலோம்.
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 (3)  d
dx

f x( ( ))  £  0, ( , )� �x a b  ...(3)

  எனில,	 ( , )a b 	என்றை	இகட்வளியில	 f x( )  இறைங்கும்.

 (4)  d
dx

f x( ( ))  <  0, ( , )� �x a b  ... (4)

  எனில,	 ( , )a b  என்றை	இகட்வளியில	 f x( )  திடடேோை	இறைங்கும்.

குறிப்புகர

 இதில	மிை	முக்கியேோை	ைவனிக்ை	நவணடிய	உணகே	என்ன்வன்றைோல,	 f x( ) 	என்றை	ைோரபு	  I  

என்றை	இகட்வளியில	வகையிடத்தக்ைதோை	இருநது	திடடேோை	ஏறுகிறைது	எனில	 � �f x( ) 0  ∀ x I∈  

எனக்	 கூறுவது	 தவறைோனதோகும்.	 உதோரணேோை,	 y x x� � �� �3, ( , ) 	 என்றை	 ைோரகப	 ைருதுை.	 இது	 
( , )�� � -ல	திடடேோை	ஏறுகிறைது.	இதகன	நிறுவ,	 a b> 	எனக்்ைோணடு	�ோம்	 f a f b( ) ( )> என	நிறுவ	
நவணடும்	.	இதறைோை	�ோம்	a b3 3 0� � 	என	நிறுவ	நவணடும்.	இப்போழுது,	

 a b3 3−  =  ( )( )a b a ab b� � �2 2  =  ( ) ( )a b a ab b� � �
1

2
2 2 22 2  =   ( ) ( )a b a b a b− + + +( )1

2

2 2 2 >  0  

ஏன்	எனில a b� � 0  ேறறும்	அகடபபுக்	குறிக்குள்	உள்ள	உறுபபுைள்> 0 .
 ஆைநவ	 இநத	 இருபடி	 விரிவு	 எபநபோதும்	 மிகை	 (இதன்	 ேதிபபு	 a b= = 0 	 என்றைோல	 ேடடுநே	
பூச்சியேோகும்.	இது	 a b<  	உடன்	முரணபடுகிறைது).	எனநவ	 y x= 3  என்றை	ைோரபு	 ( , )�� � -ல	திடடேோை	
ஏறும்.	ஆனோல	 � �f x x( ) 3 2  -ன்	ேதிபபு	 x = 0 -ல	பூச்சியம்	ஆகும்.

வகரயக்ற 7.6

 f x( )  என்றை	வகையிடத்தக்ை	ைோரபிறகு	 ( , ( ))x f x0 0  ஒரு	நதக்ைநிகலபபுள்ளி	எனில	 � �f x( )0 0  
ஆகும்.

வகரயக்ற 7.7

 f x( )  என்றை	 ைோரபிறகு	 ( , ( ))x f x0 0  ஒரு	 நிகலபபுள்ளி	 எனில	 � �f x( )0 0  அலலது	 ′f x( )0

ைோணத்தக்ைது	அலல.

குறிப்புகர

 f x( )  என்றை	 ைோரபின்	 ைோரபோைத்தில	 உள்ள	 x-க்கு, (x,y) ஒரு	 நதக்ை	 நிகலபபுள்ளி	 அலலது	

நிகலபபுள்ளி	எனில	x–ஐ நதக்ை	நிகல	எண	அலலது	நிகல	எண	என்கிநறைோம்.

 எலலோ	நதக்ை	நிகலபபுள்ளிைளும்	நிகலபபுள்ளிைளோகும்.	ஆனோல	எலலோ	நிகலப	புள்ளிைளும்	
நதக்ை	 நிகலபபுள்ளிைள்	 ஆைோது.	 எடுத்துக்ைோடடோை	 f x x( ) | |� �17  என்றை	 ைோரபிறகு	 ( , )17 0  ஒரு	
நிகலபபுள்ளி.	 ஆனோல	 ( , )17 0  நதக்ை	 நிகலபபுள்ளியலல.	 ஏன்	 எனில	 x =17 -ல	 ைோரபு	
வகையிடத்தக்ைதலல.
எடுத்துககாட்டு 7.46
 f x x( ) � �2 2  என்றை	ைோரபு	 ( , )2 7  என்றை	இகட்வளியில	திடடேோை	ஏறும்	எனவும்,	 ( , )−2 0 	என்றை	
இகட்வளியில	திடடேோை	இறைங்கும்	எனவும்	்ைோள்ை.
தீர்வு
  ′f x( )  =  2 0 2 7x x� � �, ( , )  ேறறும்
  ′f x( )  =  2 0 2 0x x� � � �, ( , )  
 இதிலிருநது	நதகவயோன	முடிகவப	்பறைலோம்.
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எடுத்துககாட்டு 7.47
 f x x x( ) � � �2 2 3  என்றை	ைோரபு	 ( , )2 ¥ 	என்றை	இகட்வளியில	திடடேோை	ஏறும்	என	நிறுவுை.
தீர்வு
 f x x x( ) � � �2 2 3 , � � � � � � �f x x x( ) ( , )2 2 0 2 	 என்பதோல	 f x( )  ஆனது	 ( , )2 ¥ 	 என்றை	
இகட்வளியில	திடடேோை	ஏறும்.

7.6.2  மீப்ப்பரு ப்பருமம் மறறும் மீச்சிறு சிறுமம் (Absolute maxima and minima)
 மீப்பரு	 ்பருேம்	 ேறறும்	 மீச்சிறு	 சிறுேம்	 	 ஆகியகவ	 ்ைோடுக்ைபபடட	 இகட்வளியில	
ைோரபின்	மிைப்பரிய	ேறறும்	மிைச்சிறிய	ேதிபகப	குறிபபிடுவன	ஆகும்.

வகரயக்ற 7.8
 f x( ) 	என்றை	ைோரபின்	ைோரபைம்	D -யில	உள்ள	புள்ளி	 x0 	என்ை.	 f x f x x D0� � � � �� �  எனில	
f x( )0 	என்பது	D-யில	மீப்பரு	்பருேம்		ேறறும்	  f x f x x D0� � � � �� �  எனில	 f x( )0  என்பது	 
D -யில	மீச்சிறு	சிறுேம்	ஆகும்.

 ்போதுவோை	 ஒரு	 ைோரபிறகு	 ்ைோடுக்ைபபடட	 இகட்வளியில	 மீப்பரு	 ்பருேம்	 அலலது	
மீச்சிறு	 சிறுேம்	 இருக்ை	 நவணடிய	 அவசியமிலகல.	 கீழக்ைோணும்	 படங்ைள்	 ்தோடரச்சியோன	
வகளவகரைளுக்கு	 முடிவறறை	 அலலது	 முடிவுறறை	 இகட்வளிைளில	 மீப்பரு	 ்பருேம்	 அலலது	
மீச்சிறு	சிறுேம்	இருக்ைலோம்	அலலது	இலலோேலும்	இருக்ைலோம்	என்பகதக்	ைோடடுகிறைது.

 கீழக்ைோணும்	நதறறைேோனது	ஒரு	்தோடரச்சியோன	ைோரபிறகு	எலலோ	மூடிய	இகட்வளிைளிலும்	
மீப்பரு	்பருேம்	ேறறும்	மீச்சிறு	சிறுே	ேதிபபுைள்	இருக்கும்	என்பகத	கூறுகிறைது.

்தற்றம்  7.8 (அறுதி மதிப்பு ்தற்றம்)

 f x� � 	என்றை	ைோரபோனது	மூடிய	இகட்வளி	 a b,� �-ல	்தோடரச்சியோை	இருநதோல,	 f 	ஆனது	

a b,� �-ல	ஒரு	மீப்பரு	்பருே	ேதிபகபயும்	ேறறும்	ஒரு	மீச்சிறு	சிறுே	ேதிபகபயும்	்பறும்.

 படம்		7.14 படம்		7.15
�� �� �,  என்றை	இகட்வளியில	 f x� � -க்கு	

மீப்பரு	ேறறும்	
மீச்சிறு	அறுதி	ேதிபபுைள்	இலகல

 �� �� �,  என்றை	இகட்வளியில
f x( ) -க்கு	மீப்பரு	்பருேம்	

ேறறும்	மீச்சிறு	சிறுே	
ேதிபபுைள்	உள்ளது

a b,� � 	என்றை	
இகட்வளியில
f x� � -க்கு	மீப்பரு 

அலலது	மீச்சிறு	அறுதி	
ேதிபபுைள்	இலகல.

a,b[ ]  என்றை	இகட்வளியில
f x( ) -க்கு		மீப்பரு	்பருேம்	

அலலது	மீச்சிறு	சிறுே	
ேதிபபுைள்	உள்ளது.

படம்		7.17 படம்		7.18படம்		7.16

�� �� �, 	என்றை	இகட்வளியில	 f x( ) -க்கு	
மீச்சிறு	சிறுேம்	உள்ளது.	

ஆனோல	மீப்பரு	்பருேம்	இலகல. 

x

y
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 f x� � -ன்	 மீப்பரு	 அலலது	 மீச்சிறு	 அறுதி	 ேதிபபுைள்	 மூடிய	 இகட்வளி	 a b,� �-ன்	
முகனபபுள்ளிைளிநலோ	அலலது	 a b,� � 	 என்றை	இகட்வளியின்	உடபுறைத்திநலோ	அகேயும்.	 மீப்பறு	
அலலது	மீச்சிறு	அறுதி	ேதிபபுைள்	உடபுறைத்தில	அகேநதோல	அது	நிகலபபுள்ளிைளில	தோன்	அகேயும்.	
ஆைநவ,	 கீழக்ைணட	முகறைகய	 பயன்படுத்தி	மீப்பரு	 ்பருேம்	ேறறும்	மீச்சிறு	சிறுே	ேதிபபுைகள	
மூடிய	இகட்வளி		 a b,� �-ல	ைோணலோம்.
 மூடிய இறடபவளி a b,� �-ல ப்தொடர்ச்சியொன, ்சொர்பு f x� � -க்கு மீப்பபரு ்மறறும் மீச்சிறு 
அறுதி ்மதிப்புகறள கொணும் முறை
 படி 1 : f x� � -க்கு	 a b,� �-ல	நிகல	எணைகளக்	ைோணை.
 படி 2 : f x� � -ன்	 ேதிபபுைகள	அகனத்து	நிகல	எணைள்	ேறறும்	முகனபபுள்ளிைள்	 a

ேறறும்	b -ல	ைோணை.
 படி 3 : படி	 2-ல	 ைோணபபடட	 ேதிபபுைளில	மிைப்பரிய	 எண	 மீப்பரு	 ்பருேம்	 ேறறும்	

மிைச்சிறிய	எண	மீச்சிறு	சிறுேம்	ஆகும்.
எடுத்துககாட்டு 7.48
 f x x x x� � � � �2 3 123 2 	என்றை	ைோரபிறகு	 �� �3 2, 	என்றை	இகட்வளியில	மீப்பரு	்பருே	ேறறும்	
மீச்சிறு	சிறுே	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.
தீர்வு
 ்ைோடுக்ைபபடட	ைோரகப	வகைபபடுத்த,

   �� �f x  =  6 6 122x x� �
    =  6 22x x� �� �
   �� �f x  =  6 2 1x x�� � �� �

  ஆைநவ,  �� � � � � � � �� �f x x0 2 1 3 2, , .

 எனநவ,	 x � �2 1, 	 ஆகியகவ	 நிகலபபுள்ளிைள்.	 f x� � -ன்	 ேதிபபுைகள	 முகனபபுள்ளிைள்	
x � �3 2, 	ேறறும்	நிகல	எணைள்	 x � �2 1, -ல	ைோண,	�ோம்	 f �� � �3 9 , f 2 4� � � , f �� � �2 20  ேறறும்	

f 1 7� � � � 	எனப	்பறுகிநறைோம் 

 இம்ேதிபபுைளில	இருநது,	 x � �2-ல	மீப்பரு	்பருேம்		20  ேறறும்	 x =1-ல	மீச்சிறு	சிறுேம்	−7
ஆகும்.
எடுத்துககாட்டு 7.49
 f x x� � � 3cos 	என்றை	ைோரபிறகு	 0 2, �� � 	என்றை	இகட்வளியில	மீப்பரு	்பறுே	ேறறும்	மீச்சிறு	
சிறுே	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.
தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	ைோரகப	வகைபபடுத்த,	 �� � � �f x x3sin .

 ஆைநவ, �� � � � � � � �� �f x x x0 0 0 2sin ,� � . f x� � -ன்	 ேதிபபுைகள	 முகனபபுள்ளிைள்	
x � 0 2, � 	ேறறும்	நிகல	எண	 x � � -ல	ைோண,	�ோம்	 f 0 3� � � , f 2 3�� � � , ேறறும்	 f �� � � �3 	எனப	
்பறுகிநறைோம்.
 இம்ேதிபபுைளில	இருநது,	 x � 0 2, � 	ஆகிய	இடங்ைளில	மீப்பரு	்பறுேம்	 3 	ேறறும்	 x � � -ல	

மீச்சிறு	சிறுேம்	−3 	ஆகும்.

7.6.3  ஒரு இகடபவளியில் இடம்சார்்நத அறுதிகள் (Relative Extrema on an Interval)
 f x( )  என்றை	 ைோரபில,	 	 x0 -ஐ	 ்ைோணடிருக்கும்	ஒரு	சிறிய	திறைநத	இகட்வளியில	 f x( )0 தோன்	

மிைப்பரிய	ேதிபபு	எனில x0 -ல	 f x( ) 	என்றை	ைோரபு	இடம்	ைோரநத	் பறுேத்கத	அகடயும்.	இதுநபோலநவ	
x0 -ஐ	் ைோணடிருக்கும்	ஒரு	சிறிய	திறைநத	இகட்வளியில	 f x( )0 தோன்	மிைச்சிறிய	ேதிபபு	எனில x0 -ல		
f x( ) 	என்றை	ைோரபு	இடம்	ைோரநத	சிறுேத்கத	அகடயும்.
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	 முழு	 ைோரபைத்தில	 ஒரு	இடம்	 ைோரநத	 ்பருேம்	 மீப்பரு	 ்பருேேோை	 இருக்ை	 நவணடியதலல,	
இதுநபோலநவ	ஒரு	இடம்ைோரநத	சிறுேம்	மீச்சிறு	சிறுேேோை	இருக்ை	 நவணடியதலல.	ஆைநவ,	ஒரு	
ைோரபிறகு	அதன்	முழு	ைோரபைத்தில	ஒன்றிறகு	நேலோன	இடம்	ைோரநத	்பருேங்ைநளோ	அலலது	இடம்	
ைோரநத	சிறுேங்ைநளோ	இருக்ைலோம்.
	 ஒரு	 ைோரபிறகு	 இடம்	 ைோரநத	 அறுதி	 ேதிபபுைள்	 (்பருேம்	 அலலது	 சிறுேம்)	 என்பது	
f x x I D( ),� � �  -ன்	 ேதிபபுைளில	 அறுதி	 ேதிபபுைள்	 ஆகும்.	 இங்கு	 I  என்பது	 திறைநத	
இகட்வளியோைநவோ	 அலலது	 மூடிய	 இகட்வளியோைநவோ	 இருக்ைலோம்.	 இடம்	 ைோரநத	 அறுதி	
ேதிபபுைள்	அதன்	நிகலப	புள்ளிைளில	அகேயும்.	ேலும்	ஒரு	ைோரபிறகு	ஒரு	நிகலபபுள்ளி	 x c= -ல	

இடம்	ைோரநத	அறுதி	ேதிபபுைள்	அகேயோேலும்	இருக்ைலோம்.	உதோரணேோை	  y x= 3  ேறறும்	 y x=
1

3   
ஆகிய	 ைோரபுைளுக்கு	 ஆதி	 ஒரு	 நிகலபபுள்ளி,	 ஆனோல	 ஆதியில	 இடம்ைோரநத	 அறுதி	 ேதிபபுைள்	
அகேவது	இலகல.

்தற்றம்  7.9 (ஃப்பர்மார்ட்)

 f x( ) -க்கு	  x c= -ல	இடம்	ைோரநத	அறுதி	உள்ளது	எனில	  c  ஒரு	நிகல	எண	ஆகும்.	இநத	
நிகல	எணணிகன	 � �f x( ) 0  என்றை	ைேன்போடகடத்	தீரபபதன்	மூலேோைவும்,	 ′f x( )  ைோணத்தக்ைதோை	
உள்ள		x-ன்	ேதிபபுைகள	ைோணபதன்	மூலேோைவும்	்பறைலோம்.

7.6.4  முதல் வகககபகழு ்சாதகனேகய ்பயன்படுத்தி அறுதிகள்

          (Extrema using First Derivative Test)
 ஒரு	ைோரபிறகு	ஏறும்	அலலது	இறைங்கும்	இகட்வளிைகள	ைணக்கிடட	பின்	அச்ைோரபின்	இடம்	
ைோரநத	 அறுதி	 ேதிபபுைகள	 அறிவது	 அவவளவு	 ைடினேோனதலல.	 y f x= ( ) -ன்	 வகரபடத்திகனக்	
்ைோணடு	அதன்	இடஞ்ைோரநத	அைடடு	ேதிபபுைகள		அறியலோம்.	எனினும்	மிைச்ைரியோை	எவவிடத்தில	
எபபுள்ளியில	 ைோரபிறகு	 இடஞ்ைோரநத	 அறுதிைள்	 அகேகிறைது	 என்பகத	 அறிய	 சில	 நைோதகன	
்ைய்யபபடுகிறைது.	இத்தகைய	நைோதகனைளில	ஒன்று	முதலோம்	வகைக்்ைழு	நைோதகன	ஆகும்.		இது	
பின்வரும்	நதறறைத்தில	கூறைபபடடுள்ளது.

்தற்றம்  7.10 (முதல் வகககபகழு ்சாதகனே)
 f x( )  என்றை	 ்தோடரச்சியோன	
ைோரபிறகு	 c -ஐ	 உள்ளடக்கிய		
திறைநத	 இகட்வளி	 I -யில	
( , ( ))c f c  என்பது	நிகலபபுள்ளி	
என்ை.	 f x( )  ஆனது	 c -ஐத்	
தவிரத்த	 இகட்வளியில	
வகையிடத்தக்ைது	 எனில	 
f c( ) -ஐ	 கீழக்ைோணுேோறு	
வகைபபடுத்தலோம்: (x	 ஆனது	 I  
என்றை	 இகட்வளியில	
இடமிருநது	வலேோை	�ைரும்நபோது)
 (i) ′f x( )  ஆனது	 c -ல	குகறையிலிருநது	மிகைக்கு	ேோறினோல,	 f x( ) -க்கு	  f c( ) 	என்பது	இடம்	

ைோரநத	சிறுேம்	ஆகும்.
 (ii) ′f x( ) 	ஆனது	 c -ன்	மிகையிலிருநது	குகறைக்கு	ேோறினோல,	 f x( ) -க்கு	 f c( )  என்பது	இடம்	

ைோரநத	்பருேம்	ஆகும்.
 (iii) ′f x( )-ன்	 குறியோனது	  c -ன்	 இருபுறைமும்	 மிகையோைநவோ	 அலலது	 c -ன்	 இருபுறைமும்	

குகறையோைநவோ	இருநதோல,	 f c( )  என்பது	இடம்	ைோரநத	சிறுேமும்	இலகல	இடம்	ைோரநத	
்பருேமும்	இலகல	எனலோம்.

படம்		7.19

c1 c2 c3

y f x= ( )
( , ( ))c f c1 1

( , ( ))c f c2 2

( , ( ))c f c3 3

′ =f c( )1 0

′ =f c( )2 0

′f c( )3

f c( )1

f c( )2

f c( )3

0 0+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + +– – – – – – – – – – – –
′ >f x( ) 0 ′ >f x( ) 0′ <f x( ) 0 ′ <f x( ) 0

என்பது	இடஞ்ைோரநத
					்பறுேம்

என்பது
இடஞ்
ைோரநத	
அறுதி	
இலகல

ைோணத்தக்ைது	அலல

என்பது	இடஞ்ைோரநத	சிறுேம்

Chapter 7 Applications of Diff Calculus.indd   37 9/4/2019   4:35:47 PM



38XII - கணிதவியல்

எடுத்துககாட்டு 7.50

 f x x x( ) � � �2 4 4 	 என்றை	 ைோரபிறகு	 ஓரியலபு	 இகட்வளிைகளக்	
ைணக்கிடடு		அதிலிருநது	இடம்	ைோரநத	அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.

தீர்வு

  f x( )  =  ( )x − 2 2 , 
   ′f x( )  =  2 2 0( )x � �  ⇒ x = 2  .

 ஓரியலபு	இகட்வளிைள்	 ( , )�� 2  ேறறும்	 ( , )2 ¥  ஆகும். � �f x( ) 0 , ∀ x� ��( , )2  என்பதோல			
( , )�� 2 -ல	 f x( )  திடடேோை	இறைங்கும்.	இதுநபோலநவ	 � �f x( ) 0 , ∀ x� �( , )2 	என்பதோல	 ( , )2 ¥ -ல	
f x( ) 	திடடேோை	ஏறும்.	 ¢f x( ) -ன்	குறி	x = 2 -ஐ	ைடக்கும்நபோது	(இடமிருநது	வலேோை)	குகறையிலிருநது	
மிகையோை	ேோறுவதோல,	  x = 2 -ல	 f x( ) -க்கு	இடம்	 ைோரநத	சிறுேம்	உள்ளது.	இநத	இடம்	 ைோரநத	
சிறுே	ேதிபபு	 f ( )2 0= 	ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.51
 f x x� � �

2
3 	என்றை	ைோரபிறகு	ஓரியலபு	இகட்வளிைகளக்	ைணக்கிடடு	அதிலிருநது	இடம்	ைோரநத	

அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.

தீர்வு

 f x x� � �
2
3 , எனநவ	 �� � � ��f x x

x
2

3

2

3

1
3

1
3

. ′ ( ) ≠ ∀ ∈f x x0   ேறறும்	 �� �f x  ஆனது	 x = 0 -வில	

ைோணத்தக்ைது	அலல.	எனநவ,	இச்ைோரபிறகு	நதக்ைநிகலப	புள்ளிைள்	இலகல.	ஆனோல	 x = 0 -வில	
நிகலபபுள்ளி	உள்ளது.

இகட்வளி (-∞, 0) (0, ∞)

′ ( )f x -ன்	குறி _ +

ஓரியலபுத்	தன்கே திடடேோை	இறைங்கும் திடடேோை	ஏறும்

 அடடவகண	7.5

 �� �f x -ன்	 குறி	 x = 0 -ஐ	 ைடக்கும்	 நபோது	 குகறையிலிருநது	 மிகையோை	 ேோறுவதோல,	 x = 0 -ல	 

f x� � -க்கு	இடம்	ைோரநத	சிறுேம்	உள்ளது.	இநத	இடம்	ைோரநத	சிறுே	ேதிபபு	 f 0 0� � � 	ஆகும்.	இநத	

இடம்	ைோரநத	சிறுேம்	நிகலபபுள்ளியில	அகேகிறைது.	ஆனோல	இது	நதக்ைநிகலப	புள்ளி	அலல	என்பது	

ைவனிக்ைத்தக்ைது.

எடுத்துககாட்டு 7.52
 f x x x( ) sin� �  என்றை	ைோரபு	் ேய்	எண	நைோடடில	ஏறும்	என	நிறுவுை.	நேலும்	அதன்	இடஞ்ைோரநத	
அறுதி	ேதிபபுைகள	ஆரோய்ை.

தீர்வு

 � � � �f x x( ) cos1 0  நேலும்	 x n n� �2 � ,  -ல	 ′f x( ) 	பூச்சியம்	என்பகவைளில	இருநது	 f x( )  
என்றை	ைோரபு	்ேய்	எண	நைோடடில	ஏறுகிறைது.	

 x n n� �2 � ,  -ஐ	ைடக்கும்நபோது	 ′f x( )-ன்	குறியில	ேோறறைம்	இலலோத	ைோரணத்தோல	முதலோம்	

வகைக்்ைழு	நைோதகனயின்படி	இங்கு	இடஞ்ைோரநத	அறுதி	ேதிபபுைள்	இலகல.

படம்		7.20

x

y
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எடுத்துககாட்டு 7.53

 f x x x
x
x( ) log( ) ,� � �

�
� �1

1
1 என்றை	ைோரபின்	ஓரியலபுத்	தன்கே	ேறறும்	இடஞ்ைோரநத	அறுதி	

ேதிபபுைகள	ஆரோய்ை,	நேலும்	இதிலிருநது log( )1
1

� �
�

x x
x
	என்றைவோறு	அகேயும்	இகட்வளியிகனக்	

ைோணை.
தீர்வு

  f x( )  =  log( )1
1

� �
�

x x
x

  எனநவ,  ′f x( )  =  1

1

1

1 2�
�

�x x( )

   =  x
x( )1 2+

.

 ஆைநவ,

′f x( )  ஆனது	 

� � � �
� �
� �

�

�
�

�
�

0 1 0

0 0

0 0

,

,

,

x
x
x

vdpy;

vdpy;

vdpy;

 எனநவ	 x > 0  எனில	 f x( )  ஆனது	 திடடேோை	 ஏறும்	 x < 0 	 எனில	 f x( ) 	 ஆனது	 திடடேோை	
இறைங்கும்.	 ′f x( )-ன்	குறி	 x = 0 -கவ	ைடக்கும்நபோது	குகறையிலிருநது	மிகையோை	ேோறுவதோல,	முதலோம்	
வகைக்்ைழு	 நைோதகனயின்படி	 x = 0 -ல	 இடஞ்ைோரநத	 சிறுே	 ேதிபபு	  f ( )0 0= 	 ஆகும்.	 நேலும்		 
x > 0 -ல,	 f x f( ) ( )� �0 0  என்பதில	இருநது,	 ( , )0 ¥ -ல

log( ) log( )1
1

0 1
1

� �
�

� � � �
�

x x
x

x x
x

 .

எடுத்துககாட்டு 7.54

 f x x x x( ) log� � 3 	என்றை	ைோரபிறகு	ஓரியலபு	இகட்வளிைள்	ேறறும்	அதிலிருநது	இடஞ்ைோரநத	
அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.

தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	ைோரபு	 x� �( , )0 -ல	வகரயறுக்ைபபடடு	வகையிடத்தக்ைதோை	உள்ளது.

  f x( )  =  x x xlog + 3 .

  எனநவ,	 ′f x( )  =  log logx x� � � �1 3 4 .

 நதக்ைநிகல	எணைகளக்	ைோண 4+ log x  =  0 -ஐ	தீரக்ை

  �ேக்குக்	கிகடபபது  x  =  e−4 	ஆகும்.

 ஆைநவ,	ைோரபு	 f x( ) -ன்	ஓரியலபு	இகட்வளிைள் ( , )0 4e−  ேறறும்	 ( , )e� �4  ஆகும்.

 x e e� �� �5 40( , ) -ல	 � � � ��f e( )5 1 0  நேலும்	இதிலிருநது	 ( , )0 4e− -ல f x( ) திடடேோை	இறைங்கும்.	

 x e e= ∈ ∞− −3 4( , )-ல	 � � ��f e( )3 1 0 நேலும்	இதிலிருநது	 ( , )e− ∞4 -ல	 f x( ) 	திடடேோை	ஏறும்.	 
′f x( )-ன்	 குறி	  x e� �4 -ஐ	 ைடக்கும்நபோது	 குகறையிலிருநது	 மிகைக்கு	 ேோறுவதோல,	 முதலோம்	

வகைக்்ைழு	நைோதகனயின்படி	 x e� �4 -ல	இடஞ்ைோரநத	சிறுே	ேதிபபு	 f e e( )� �� �4 4 	ஆகும்.
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எடுத்துககாட்டு 7.55

 f x
x

( ) �
�
1

1 2
 என்றை	ைோரபிறகு	ஓரியலபு	இகட்வளிைகளக்	ைணக்கிடடு	இதிலிருநது	இடஞ்ைோரநத	

அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.
தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	ைோரபு	 x� �� �( , ) -ல	வகரயறுக்ைபபடடு	வகையிடத்தக்ைதோை	உள்ளது.

  f x( )  =  1

1 2+ x
.

  இதிலிருநது	 ′f x( )  =  �
�
2

1 2 2

x
x( )

	எனப்பறைலோம்.

 நதக்ை	நிகல	எணைகளக்	ைோண �
�
2

1 2 2

x
x( )

 =  0 -ஐ	தீரக்ை	�ேக்குக்	கிகடபபது	 x = 0 	ஆகும்.

 ஆைநவ	ைோரபு	 f x( ) -ன்	ஓரியலபு	இகட்வளிைள்	 ( , )−∞ 0 	ேறறும்	 ( , )0 ¥ 	ஆகும்.

 � � � � �f x x( ) , ( , )0 0 என்பதோல	 f x( )  ஆனது	இவவிகட்வளியில	திடடேோை	இறைங்கும்.	நேலும்	
′f x( )-ன்	குறி	 x = 0 -ஐ	ைடக்கும்நபோது	மிகையிலிருநது	குகறைக்கு	ேோறுவதோல,	முதலோம்	வகைக்்ைழு	

நைோதகனயின்படி,	 x = 0 -வில	இடஞ்ைோரநத	்பருே	ேதிபபு f ( )0 1= 	ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.56

 f x x
x

( ) �
�1 2

	என்றை	ைோரபிறகு	ஓரியலபு	இகட்வளிைகளக்	ைணக்கிடடு	இதிலிருநது	இடஞ்ைோரநத	

அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.
தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	ைோரபு	 x� �� �( , ) -ல	வகரயறுக்ைபபடடு	வகையிடத்தக்ைதோை	உள்ளது.

  f x( )  =  x
x1 2+

  ′f x( )  =  1

1

2

2 2

�
�

x
x( )

 நதக்ை	நிகல	எணைகளக்	ைோண  1 2− x  =  0 -ஐ	தீரக்ை	 x � �1 		என	�ேக்கு	கிகடக்கிறைது.
 ஆைநவ	ஓரியலபு	இகட்வளிைள்	 ( , ), ( , )−∞ − −1 1 1 	ேறறும்	 ( , )1 ¥ 	ஆகும்.

இகட்வளி (-∞, -1) (-1, 1) (1, ∞)

′ ( )f x -ன்	குறி _ + _

ஓரியலபுத்	தன்கே திடடேோை	இறைங்கும் திடடேோை	ஏறும் திடடேோை	இறைங்கும்

அடடவகண	7.6

 எனநவ,	 ( , )−∞ −1 	ேறறும்	 ( , )1 ¥ 	இகட்வளிைளில	 f x( ) திடடேோை	இறைங்கும்,	 ( , )-1 1 	 என்றை	

இகட்வளியில	 f x( ) திடடேோை	ஏறும்.
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 ′f x( )-ன்	 குறி	 x � �1-ஐ	 ைடக்கும்நபோது	
குகறையிலிருநது	 மிகைக்கு	 ேோறுவதோல,	 முதலோம்	
வகைக்்ைழு	 நைோதகனயின்படி	 x � �1-ல	
இடஞ்ைோரநத	சிறுேத்கத	அகடயும்.	இநத	இடஞ்ைோரநத	

சிறுே	 ேதிபபு	  f ( )� � �1
1

2
	 ஆகும்.	 இதுநபோலநவ,	 

′f x( )-ன்	குறி	 x =1-ஐ		ைடக்கும்நபோது	மிகையிலிருநது	
குகறைக்கு	 ேோறுவதோல,	 முதலோம்	 வகைக்்ைழு	
நைோதகனயின்படி	 x =1-ல	இடஞ்ைோரநத	்பருே	ேதிபபு	 f ( )1

1

2
= 	ஆகும்.

்பயிறசி 7.6

 1. கீழக்ைோணும்	ைோரபுைளுக்கு	்ைோடுக்ைபபடட	இகட்வளிைளில	மீப்பரு	ேறறும்	மீச்சிறு	அறுதி	
ேதிபபுைகள	ைோணை.

   (i) f x x x� � � � �2 12 10  ; 1 2,� �  (ii) f x x x� � � �3 44 3  ; �� �1 2,

   (iii) f x x x( )= −6 3
4

3

1

3  ; [ , ]-1 1  (iv) f x x x( ) cos sin� �2 2  ; 0
2

,
��

��
�
��

 2. கீழக்ைோணும்	ைோரபுைளுக்கு	ஓரியலபு	இகட்வளிைகளக்	ைணக்கிடடு		அதிலிருநது	இடஞ்ைோரநத	
அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை:

 (i) f x x x x( ) � � �2 3 123 2  (ii) f x x
x

( ) �
�5

 (iii) f x e
e

x

x( ) �
�1

 

 (iv) f x x x( ) log� �
3

3
 (v) f x x x x( ) sin cos , ( , )� � �5 0 2�

7.7  இரணடாம் வகககபகழுவின ்பயன்பாடுகள்

        (Applications of Second Derivative)
 இரணடோம்	வகைக்	்ைழுவோனது	ஒரு	ைோரபின்	குழிவு,	குவிவு,	வகளவு	ேோறறைப	புள்ளி	ேறறும்	
இடம்	ைோரநத	அறுதி	ேதிபபுைகள	தீரேோனிக்ை	பயன்படுகின்றைது.

7.7.1  குழிவு, குவிவு மறறும் வகைவு மாற்றப் புள்ளி (Concavity, Convexity, and Points of Inflection)
 ஒரு	 வகளவகரக்கு	 ஒரு	 புள்ளியில	
வகரயபபடும்	 ்தோடுநைோடு	 வகளவகரக்கு	
நேறபுறைேோை	அகேநதோல	அபபுள்ளியில	வகளவகர	
கீழந�ோக்கி	குழிவு	(நேலந�ோக்கி	குவிவு)	என்கிநறைோம்.	
வகளவகரக்கு	 ஒரு	 புள்ளியில	 வகரயபபடும்	
்தோடுநைோடு	 வகளவகரக்கு	 கீழபுறைேோை	 அகேநதோல	 அபபுள்ளியில	 வகளவகர	 நேலந�ோக்கி	
குழிவு	(கீழந�ோக்கி	குவிவு)	என்கிநறைோம்.	இதகன	அருகில	உள்ள	வகரபடத்தின்	வோயிலோை	எளிதில	
அறியலோம்.

வகரயக்ற 7.8

 f x( )  என்றை	 ைோரபிறகு	 I a b= ( , ) 	 என்றை	 திறைநத	 இகட்வளியில	 இரணடோம்	 வகைக்்ைழு	
ைோணத்தக்ைது	என்ை.	அப்போழுது	 f x( )  ஆனது	கீழக்ைணடவோறு	வகைபபடுத்தபபடுகிறைது.

 (i) ′f x( )  ஆனது	 திறைநத	 இகட்வளி	 	 I-ல	 திடடேோை	 ஏறும்	 எனில,	 f x( )  ஆனது	 I-ல	
நேலந�ோக்கி	குழிவு	ஆகும்.

 (ii) ′f x( )  ஆனது	 திறைநத	 இகட்வளி	 	 I -ல	 திடடேோை	 இறைங்கும்	 எனில,	 f x( )  ஆனது		 
I-ல	கீழந�ோக்கி	குழிவு	ஆகும்..

f x x
x

( ) �
�1 2

0�1�2�3 1 2 3

�1

1
y

x

படம்		7.21

படம்		7.22

நேலந�ோக்கி
குழிவுகீழந�ோக்கி

குழிவு
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 பகுபபோய்வின்படி,	 y f x= ( ) 	 என்றை	 வகையிடத்தக்ை	 வகளவகரயின்	 குழிவுத்	 தன்கே	
கீழக்ைோணும்	முடிவில	விளக்ைபபடடுள்ளது.

்தற்றம்  7.11 (குழிவுத் தனகம ்சாதகனே)

 (i) திறைநத	இகட்வளி	 I -ல	 �� �f x( ) 0  எனில,	 I -ல	 f x( )  நேலந�ோக்கி	குழிவு	ஆகும்.

 (ii) திறைநத	இகட்வளி	 I -ல	 �� �f x( ) 0  எனில,	 I -ல	 f x( )  கீழந�ோக்கி	குழிவு	ஆகும்.

குறிப்புகர

 (1) [ , ]a b -ல	நேலந�ோக்கி	குவிவு	வகளவகரயின்	எநத	ஒரு	இடஞ்ைோரநத	்பருேமும்	மீப்பரு	
்பருேம்	ஆகும்.

 (2) [ , ]a b -ல	 கீழந�ோக்கி	 குவிவு	 வகளவகரயின்	 எநத	 ஒரு	 இடஞ்ைோரநத	 சிறுேமும்	 மீச்சிறு	
சிறுேம்	ஆகும்.

 (3) எநத	ஒரு	வகளவகரக்கும்	ஒநர	ஒரு	மீப்பரு	்பருேம்	(ேறறும்	ஒநர	ஒரு	மீச்சிறு	சிறுேம்)	
ேடடுநே	உணடு.	ஆனோல	ஒன்றிறகு	நேறபடட	இடஞ்ைோரநத	்பருேம்	அலலது	இடஞ்ைோரநத	
சிறுேம்	இருக்ைலோம்.

வகைவு மாற்றப்புள்ளி

வகரயக்ற 7.9
 ஒரு	ைோரபின்	வகளவகரயோனது	எபபுள்ளிைளில	“்்மல்நொக்கி குழிவில இருநது கீழ்நொக்கி 
குழிவொக்வொ” அலலது	 “கீழ்நொக்கி குழிவில இருநது ்்மல்நொக்கி குழிவொக்வொ” 
ேோறுகிறைநதோ	அபபுள்ளிைகள	 f x( ) -ன்	வறளவு ்மொறைப் புளளிகள என	அகைக்கிநறைோம்.

்தற்றம்  7.12 (வகைவு மாற்றப்புள்ளி ்சாதகனே)

 (i) ′′f c( )  ைோணத்தக்ைது	ேறறும்	 ′′f c( ) -ன்	குறி	ஆனது	 x c= -ஐ	ைடக்கும்நபோது	ேோறுகிறைது,	

எனில	 ( , ( ))c f c 	ஆனது	 f -ன்	வகளவு	ேோறறைப	புள்ளி	ஆகும்.

 (ii) வகளவு	ேோறறைபபுள்ளி	c-யில	 ′′f c( )  ைோணத்தக்ைது	எனில,	 �� �f c( ) 0 	ஆகும்.

குறிப்புகர

 y f x= ( )  என்றை	 வகளவகரயின்	 வகளவு	 ேோறறைப	 புள்ளிைகள	 ைோணபதறகு	 ′′f x( )  ஆனது	
எபபுள்ளிைளில	அதன்	குறிகய	ேோறறுகிறைது	என்பகத	அறிவது	அவசியேோனதோகும்.	 'வைவைபபோன' 
வகளவகரைளில	(கூரமுகனைள்	அறறை)	கீழக்ைோணும்	ஏநதனும்	ஒன்று	�டக்ை	வோய்பபு	உள்ளது :
 (i) �� �f x( ) 0  அலலது

 (ii) ′′f x( )  அபபுள்ளியில	ைோணத்தக்ைது	அலல.

குறிப்புகர

 (1) ′′f c( )  ைோணத்தக்ைதோை	இலலோத	நிகலயிலும்,	 ( , ( ))c f c  வகளவு	ேோறறைப	புள்ளியோை	இருக்ை	

வோய்பபுள்ளது.	உதோரணேோை,	 f x x( ) =
1

3  	எனும்	வகளவகரயில	 c = 0 .
 (2) �� �f c( ) 0  எனும்	நிகலயில	( , ( ))c f c  ஒரு	வகளவு	ேோறறைப	புள்ளியோை	இலலோேலும்	இருக்ை	

வோய்பபுள்ளது.	உதோரணேோை,	 f x x( ) = 4  எனும்	வகளவகரயில	 c = 0 .
 (3) ஒரு	வகளவு	ேோறறைப	புள்ளி	நதக்ை	நிகலப	புள்ளியோை	இருக்ை	நவணடிய	அவசியம்	இலகல.	

உதோரணேோை	 f x x( ) sin= 	எனில,	 � �f x x( ) cos  ேறறும் �� � �f x x( ) sin   நேலும்	இதிலிருநது	
( , )p 0  ஆனது	ஒரு	வகளவு	 ேோறறைப	 புள்ளி.	ஆனோல	அது	 f x( ) -ன்	 நதக்ை	 நிகலபபுள்ளி	
அலல.
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எடுத்துககாட்டு 7.57
 f x x x x( ) ( ) ( ),� � � � �1 53

  என்றை	வகளவகரயின்	குழிவு	இகட்வளிைகளக்	ைோணை	நேலும்	
ஏநதனும்	வகளவு		ேோறறைபபுள்ளிைள்	இருபபின்	அவறகறைக்	ைோணை.

தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	ைோரபு	4-ஆம்	வரிகை	பலலுறுபபுக்	நைோகவ	ஆகும்.	இப்போழுது
  ′f x( )   =  ( ) ( ) ( )x x x� � � � �1 3 1 53 2  
   =  4 1 42( ) ( )x x� � �

  ′′f x( )  =  4 1 2 1 42[( ) ( ) ( )]x x x� � � � �

   =  12 1 3( ) ( )x x� � �

 இப்போழுது,
   ′′f x( )  =  0   � � �x x1 3, .

 குழிவு	இகட்வளிைள்	அடடவகண	7.7-ல	அடடவகணபபடுத்தபபடடுள்ளது.

இகட்வளி (-∞, 1) (1, 3) (3, ∞)

′′ ( )f x -ன்	குறி + _ +

குழிவுத்	தன்கே நேலந�ோக்கி	குழிவு கீழந�ோக்கி	குழிவு நேலந�ோக்கி	குழிவு

அடடவகண	7.7

 ( , )�� 1  ேறறும்	 ( , )3 ¥ 	ஆகிய	இகட்வளிைளில	வகளவகர	நேலந�ோக்கி	குழிவு	ஆகும்.

 ( , )1 3 என்றை	இகட்வளியில	வகளவகர	கீழந�ோக்கி	குழிவு	ஆகும்.

 ′′f x( ) -ன்	குறியோனது		 x =1  ேறறும்	 x = 3 	ஆகியவறகறைக்	ைடக்கும்நபோது	ேோறுகிறைது.	எனநவ,	
( , ( )) ( , )1 1 1 0f = ேறறும்	 ( , ( )) ( , )3 3 3 16f � �  ஆகியகவ	 y f x= ( ) 	 என்றை	 வகளவகரயின்	 வகளவு	

ேோறறைப	புள்ளிைள்	ஆகும்.	குறி	ேோறறைத்கத	அருகில	உள்ள		 ′′f x( ) -ன்	வகரபடத்தின்	மூலம்	அறியலோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.58
 y x� �3 sin 	என்றை	வகளவகரயின்	குழிவு	இகட்வளிைகளக்	ைோணை.

தீர்வு

 ்ைோடுக்ைபபடட	 ைோரபோனது	 2p  பிரிவு	 இகட்வளி	 உள்ள	 ைோரபு	 ஆகும்.	 எனநவ	 இநத														
ஒவ்வோரு	பிரிவு	இகட்வளிைளிலும்	நதக்ை	நிகலப	புள்ளிைள்	ேறறும்	வகளவு	ேோறறைப	புள்ளிைள்	
இருக்கும்.	
 y x� �3 sin 	என்பதில	இருநது

  dy
dx

 =  cos x  ேறறும்	
d y
dx

x
2

2
� �sin  

  இப்போழுது,  d y
dx

2

2  =  � � � �sin x x n0 � .

 ( , )�� �  என்றை	இகட்வளியிகன	 ( , )�� 0  ேறறும்	 ( , )0 p 	எனும்	
உள்	இகட்வளிைளோை	பிரிக்ைலோம்.

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

-2π -π 0 π 2π
x

y

படம்		7.24

படம்		7.23
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40
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80
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 ( , )�� 0 	எனும்	இகட்வளியில,	 d y
dx

2

2
0> .		நேலும்	இதிலிருநது	 ( , )�� 0 -ல	ைோரபு	நேலந�ோக்கி	

குழிவு.	 ( , )0 p 	 எனும்	இகட்வளியில	
d y
dx

2

2
0< 	 ,	 நேலும்	இதிலிருநது	 ( , )0 p -ல	 ைோரபு	 கீழந�ோக்கி	

குழிவு.	ஆைநவ,	 ( , )0 3  என்பது	வகளவு	ேோறறைபபுள்ளி	ஆகும்	 (படம்	 7.24ஐ	 போரக்ை).	 ( , ( ) )n n� ��1  

என்றை	 ்போதுவோன	 இகட்வளிைகளக்	 ைருதும்நபோது	 ( n  ஒரு	 முழு	 எண),	 இவவிகட்வளிைளில	

குழிவுத்தன்கேகய	ஆரோய	 நவணடும்.	 இதகன	 நேறகூறியவோநறை	ஆரோய	 �ோம்	 ( , )np 3  ஆகியகவ	

வகளவு	ேோறறைபபுள்ளிைள்	என	அறியலோம்.

7.7.2  இரணடாம் வகககபகழு ்சாதகனேகய ்பயன்படுத்தி அறுதி மதிப்புகள்

         (Extrema using Second Derivative Test)
 இ�ணடொம் வறகக்பகழு ்்சொ்தறன: இரணடோம்	 வகைக்்ைழு	 நைோதகனயோனது	
நிகலபபுள்ளிைள்,	அறுதி	ேதிபபுைள்	ேறறும்	குழிவுத்தன்கே	நபோன்றை	ைருத்துைகள	் தோடரபுபடுத்துவது	
ஆகும்.	நேலும்	இது	நிகலபபுள்ளிைளில	ைோரபின்	இடஞ்ைோரநத	்பருே	அலலது	சிறுே	ேதிபபுைகள	
ஆரோய	சிறைநத	ைருவியோை	பயன்படுகிறைது.

்தற்றம்  7.13 (இரணடாம் வகககபகழு ்சாதகனே)

   c  எனும்	நிகலபபுள்ளியில	 � �f c( ) 0 	எனவும்,	c -ன்	அணகேயில	 ′f x( )  ைோணத்தக்ைது	எனவும்,	
'நேலும்	 ′′f c( ) 	 ைோணத்தக்ைது	 எனவும்	 ்ைோணடோல,' �� �f c( ) 0  எனில	 c -யில	  f 	 ஆனது	
இடஞ்ைோரநத	்பருேத்கத	அகடயும்,	 �� �f c( ) 0 	எனில	 c -யில	 f 	ஆனது	இடஞ்ைோரநத	சிறுேத்கத	
அகடயும்.	 	 ′′ =f c( ) 0 	 எனில,	 இநத	 நைோதகனயில	 இடஞ்ைோரநத	 அறுதி	 ேதிபபுைகளப	 பறறிய	
தைவல	இலகல	என்கிநறைோம்.

எடுத்துககாட்டு 7.59

 f x x x( ) � �4 32 	என்றை	ைோரபின்	இடஞ்ைோரநத	அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.

தீர்வு
  ′f x( )  =  4 32 03x � �  ⇒  x3 8� �  ⇒ x  =  −2

  நேலும் ′′f x( )  =  12 2x .

 ′′ − >f ( )2 0  என்பதோல	  x=−2-ல	 ைோரபு	 இடஞ்ைோரநத	 சிறுே	 ேதிபகப	 அகடயும்.	 இநத	
இடஞ்ைோரநத	சிறுே	ேதிபபு f ( )− =−2 48 	ஆகும்.	எனநவ,	அறுதிப	புள்ளி	 ( , )− −2 48 .

எடுத்துககாட்டு 7.60

 f x x x( )= −4 66 4 	என்றை	ைோரபின்	இடஞ்ைோரநத	அறுதி	ேதிபபுைகளக்	ைோணை.
தீர்வு

 x-ஐப	்போருத்து	வகையிட,

  ′( )f x   =  24 245 3x x-

    =  24 13 2x x −( )

    =  24 1 13x x x+( ) −( )

 ′( )=f x 0 Þ x=−1 0 1, , . 
 ஆைநவ	நிகல	எணைள்	 x = −1 0 1, , 	ஆகும்.

y

x

படம்		7.25
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 இப்போழுது,	 ′′( )= − = −( )f x x x x x120 72 24 5 34 2 2 2 .
 Þ ′′ −( )=f 1 48 , ′′( )=f 0 0 , ′′( )=f 1 48 .   
 �� �� �f 1 மற்றும்  ′′f ( )1  ஆகியவை மிவை. ஆைவை இரண்டாம் ைவைக்ைழு வ�டாதவையின்படி, 
x � �1 1, -ல் இ்ஞ�டார்நத சிறும மதிப்புைள் இருககும். ஆைடால், x = 0 எனில், �� �f ( )0 0 .  
x = 0 -ல் இரண்டாம் ைவைக்ைழுச் வ�டாதவையடாைது இ்ஞ�டார்நத அறுதி மதிப்புைவைப் ்பற்றி 
எ்நத தைைவையும் தருைதில்வை. எைவை, நடாம் முதைடாம் ைவைக்ைழு வ�டாதவைவய ்பயன்படுதத 
வைணடும். ஓரியல்புத தனவம இவ்்ைளிைள் அட்ைவை 7.8-ல் அட்ைவைப்்படுததப்்படடுள்ைது.

இவ்்ைளி ( , )−∞ −1 ( , )−1 0 ( , )0 1 ( , )1 ¥

′f x( ) -ன குறி - + - +

ஓரியல்புத தனவம
திட்மடாை 
இறங்கும்

திட்மடாை 
ஏறும்

திட்மடாை 
இறங்கும்

திட்மடாை 
ஏறும்

அடடவகண	7.8
முதைடாம் ைவைக்ைழு வ�டாதவையின்படி, x = −1-ல் f x( )  ஆைது இ்ஞ�டார்நத சிறுமதவத 

அவ்யும், அ்நத இ்ஞ�டார்நத சிறுமம் −2  ஆகும். x = 0 -ல் f x( ) ஆைது இ்ஞ�டார்நத ்்பருமதவத 
அவ்யும். அ்நத இ்ஞ�டார்நத ் ்பருமம்  0 ஆகும். x = 1-ல்  f x( ) ஆைது இ்ஞ�டார்நத சிறும மதிப்பிவை 
அவ்யும். அ்நத இ்ஞ�டார்நத சிறுமம்  −2  ஆகும்.

குறிப்புகர

 இரண்டாம் ைவைக்ைழு மவறயும் வ்படாது, நடாம் இ்ஞ�டார்நத அறுதி மதிப்புைவைப் ்பற்றிய 
தைைவைப் ்்பற முடியடாது. ஆைவை நடாம் இச்சூழல்ைளில் முதைடாம் ைவைக்ைழு வ�டாதவைவய 
்பயன்படுததைடாம்!

எடுத்துககாட்டு 7.61
 x y2 2 -ன இ்ஞ�டார்நத ்்பறும மற்றும் சிறும மதிப்புைவை  x y� �10  எனற வைடாடடின மீது 
ைடாணை.
தீர்வு

 ்ைடாடுகைப்்பட் �டாரவ்ப  நடாம் f x x x( ) ( )� �2 210  எை எழுதைடாம்.

  இப்்்படாழுது, f x( )  =  x x x x x x2 2 4 3 2100 20 20 100( )� � � � �

  எைவை,  ′f x( )  =  4 60 200 4 15 503 2 2x x x x x x� � � � �( )

  ′f x( )  =  4 15 50 0 0 5 102x x x x( ) , ,� � � � �  

  வமலும்.  ′′f x( )  =  12 120 2002x x� �

 f x( ) -ன வதகை நிவை எணைள்  x = 0 5 10, ,  ஆகும். இவ்ைணைளில் ′′f x( ) -ன மதிப்புைள் 

முவறவய  200 100,−  மற்றும் 200  ஆகும்.  x = 0 -ல், இ்ஞ�டார்நத சிறும மதிப்பு f ( )0 0=  ஆகும். 

x = 5-ல், இ்ஞ�டார்நத ்்பரும மதிப்பு  f ( )5 625=  ஆகும். x =10 -ல், இ்ஞ�டார்நத சிறும மதிப்பு 
f ( )10 0=  ஆகும்.
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்பயிறசி 7.7
 1. கீழகைடாணும் �டாரபுைளுககு குழிவு இவ்்ைளிைள் மற்றும் ைவைவு மடாற்றப் புள்ளிைவைக 

ைடாணை:
   (i) f x x x( ) ( )� � 4 3   (ii) f x x x x( ) sin cos ,� � � �0 2�   (iii) f x e ex x( ) ( )= − −1

2

 2. இரண்டாம் ைவைக்ைழு வ�டாதவைவய ்பயன்படுததி இ்ஞ�டார்நத அறுதி மதிப்புைவைக      
ைடாணை.

   (i) f x x x( ) � � �3 55 3   (ii) f x x x( ) log=    (iii) f x x e x( ) � �2 2  

 3. f x x x x( ) � � � �4 3 6 13 2  எனற �டாரபிற்கு ஓரியல்பு இவ்்ைளிைள், இ்ஞ�டார்நத அறுதி 
மதிப்புைள், குழிவு இவ்்ைளிைள் மற்றும் ைவைவு மடாற்றப் புள்ளிைவைக ைடாணை.

7.8 உகமக கணககுகளில் ்பயன்பாடுகள்

     (Applications in Optimization) 
 உைமக ைைககுைள் என்பது அறுதி மதிப்புைவை (்்பருமம் அல்ைது 
சிறுமம்) குறிப்பிட் ைடடுப்்படாடுைளு்ன ைடாண்பது ஆகும்.
 அறுதி மதிப்பு அல்ைது உைமக ைைககுைவை தீரககும் முவற
 படி 1 : வதவையடாை அைவுைளு்ன கூடிய ்ப்தவத ைவரை.

 படி  2 : எ்நத அைவைவய ்்பருமமடாகை அல்ைது சிறுமமடாகை வைணடுவமடா அதற்ைடாை 
�மன்படாடடிவைக ைடாணை.

 படி  3 : ்ைடாடுகைப்்பட் ைடடுப்்படாடுைளு்ன வதவையடாை அைவை ்்பருமமடாை அல்ைது 
சிறுமமடாகை வைணடும்.

 படி  4 : ைைககில் ்ைடாடுகைப்்பட் ைடடுப்்படாடுைளுககு ஏற்றைடாறு மடாறியின ஏற்ைததகை 
இவ்்ைளிைவை ைடாைவைணடும்.

 படி  5 : அறுதி மதிப்புைவை ைடாணும் முவறயிவை ்ைடாணடு (மீப்்்பரு அல்ைது மீச்சிறு 
அறுதிைள், முதல் ைவைக்ைழு வ�டாதவை அல்ைது இரண்டாம் ைவைக்ைழு வ�டாதவை) 
்்பருமம் அல்ைது சிறுமம் ைடாைவைணடும்.

எடுத்துககாட்டு 7.62

 நம்மி்ம் 12 �துர அைகுைள் ்பரப்புவ்ய ்மல்லிய தைடு உள்ைது மற்றும் ்ைளிப்புறததின 
மூவைைளிலிரு்நது சிறிய �துரங்ைவை ்ைடடி ்பகைங்ைவை மடிப்்பதன மூைம் திற்நத ்்படடிவய 
உருைடாகை விரும்புகிவறடாம். வைள்வி எனை்ைனறடால், எ்நத ்ைடடு அதிை்பட� ைை அைவை 
உருைடாககும்?
தீர்வு

   x  =  ்ைடடி எடுகைப்்படும் ஒவ்ைடாரு சிறிய �துரங்ைளின நீைம் எனை.
  V  =  மடிப்்பதன மூைம் ்்பறப்்படும் ்்படடியின ைை அைவு எனை.
 நீைததின இரு மூவைைளிலும் x  நீைமுள்ை �துரதவத ்ைடடிய பின நீைம்  12 2− x .  மடிதத 
பினபு ்்படடியின ஆழம் x .  எைவை, ைை அைவு V x x� � �( )12 2 2  ஆகும். x = 0  அல்ைது 6 -ல் ைை 
அைவு பூச்சியமடாைவதக ைைனிகை. எைவை,  x = 0  அல்ைது 6  எனில் ்்படடி கிவ்கைடாது. எைவை,  

V x x x� � � �( ) , ( , )12 2 0 62 -ஐ ்்பருமப்்படுதத வைணடும்.

இப்்்படாழுது, dV
dx

 =  ( ) ( )12 2 4 12 22− − −x x x

   =  ( )( )12 2 12 6− −x x .
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 dV
dx

= 0  ⇒  x = 2 6, .  6 0 6∉ ( , )  என்பதடால் 

x � �2 0 6( , )  என்பது மடடுவம வதகைநிவை எண. வமலும் 

dV
dx

-ன குறி x = 2 -ஐ ை்ககும்வ்படாது மிவையிலிரு்நது 

குவறககு மடாறுகிறது. எைவை x = 2 -ல்  V  ஆைது 
இ்ஞ�டார்நத ்்பரும மதிப்பிவை அவ்யும். இ்நத 

இ்ஞ�டார்நத ்்பரும ைை அைவு  V =128  அைகுைள். 
எைவை ்்பரும ைை அைவிற்கு  2 அைகுைள் ்ைட் 

வைணடும்.

எடுத்துககாட்டு 7.63

 ( , )1 1  எனற புள்ளியில் இரு்நது, ஓரைகு ைட்ம் x y2 2 1� � -ன மீதுள்ை எப்புள்ளி மிை 

அருைடாவமயிலும், எப்புள்ளி மிை அதிைத ்தடாவைவிலும் இருககும்?
தீர்வு

    ( , )1 1  எனற புள்ளியில் இரு்நது எ்நத ஒரு புள்ளி  ( , )x y -ககு உள்ை தூரம்  d x y� � � �( ) ( )1 12 2 . 

d -ல் ைைககிடுைதற்குப் ்பதில், நம் ை�திகைடாை D d x y= = − + −2 2 21 1( ) ( ) -ல் ைைககிடுவைடாம். 

இங்கு ைடடுப்்படா்டாைடாது  x y2 2 1+ =  ஆகும். இப்்்படாழுது, 
dD
dx

x y dy
dx

= − + − ×2 1 2 1( ) ( )  , இங்கு   

dy
dx

 -யிவை  x y2 2 1+ = -ஐ ைவையிடடு ைைககி்ைடாம். எைவை,  2 2 0x y dy
dx

+ =  ⇒   dy
dx

x
y

=− .

 இதவைப் பிரதியி், நடாம் ் ்பறுைது 
dD
dx

x y x
y

= − + − −







2 1 2 1( ) ( )  

   =  
2[ ]xy y xy x

y
� � �

  எைவை,  
dD
dx  =  2 0

x y
y
��

�
�

�

�
� �

   ⇒  x y=

 ( , )x y  ஆைது x y2 2 1+ =   எனற ைட்ததின மீது அவமைதடால் 

2 12x =  ⇒  x=± 1

2
. ஆைவை அறுதி தூரங்ைள் 

1

2

1

2

1

2

1

2
, , ,









 − −








  எனற புள்ளிைளில் 

கிவ்ககும்.

  இப்்்படாழுது,   
d D
dx

2

2  =  2
2 2

3

y x
y
+

.

 வமலும் 
d D
dx

d D
dx

2

2
1

2

1

2

2

2
1

2

1

2

0 0






>






<






− −
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படம்		7.26
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படம்		7.27
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48XII - கணிதவியல்

 இரண்டாம் ைவைக்ைழு வ�டாதவையின்படி மிை அருைடாவமயில் மற்றும் மிை ்தடாவைவில் உள்ை 

புள்ளிைள் முவறவய 
1

2

1

2
,

�
�
�

�
�
�  மற்றும் � ��

�
�

�
�
�

1

2

1

2
,  ஆகும்.

 எைவை, மிைககுவற்நத மற்றும் மிை அதிை தூரங்ைள் முவறவய 2 1-  மற்றும் 2 1+  ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 7.64

 ஒரு எஃகு ஆவை ஒரு நடாவைககு குவற்நத தர எஃகு  'x' ்னனும் மற்றும் உயரதர எஃகு  y ்னனும் 

உற்்பததி ்�ய்யும் திறன ்ைடாண்து.  இங்கு  y x
x

=
−
−

40 5

10
.  குவற்நத தர எஃகின �்நவத விவை உயரதர 

எஃகின �்நவத விவையில் ்படாதி எனறடால், அதிை ்பை ைரவைப் ்்பறுைதற்கு குவற்நத தர எஃகு மற்றும் 
உயரதர எஃகு ஆகியைற்றின உை்நத உற்்பததிைள் எனைைடாை இருகை வைணடும்?
தீர்வு

 ஒரு ்ன குவற்நத தர எஃகின விவை ` p எனை. எைவை ஒரு ்ன உயர்நத தர எஃகின விவை `2p 
ஆகும்.

 நடாள் ஒனறிற்கு ்பை ைரவை R px py px p x
x

= + = +
−
−







2 2

40 5

10
.  ஆைவை நடாம் R -ஐ ் ்பருமமடாகை 

வைணடும். R -ஐ  x -ஐப் ்்படாருதது ைவையி்,

   R  =  p
x
x

80

10

2−
−











  dR
dx

 =  p
x x

x

2

2

20 80

10

− +
−









( )

  d R
dx

2

2  =  -
-

40

10 3

p
x( )

  இப்்்படாழுது,  dR
dx

 =  0 20 80 02⇒ − + =x x

                          வமலும் இதிலிரு்நது  x =  10 2 5±  எைப் ்்பறைடாம்.

 x= −10 2 5 -ல் 
d R
dx

2

2
0<  வமலும் இதிலிரு்நது R  ் ்பரும மதிப்வ்ப   x = 10 2 5-  -ல் அவ்யும். 

x = 10 2 5-  எனில் y = 5 5− ஆகும். எைவை, தரம் குவற்நத மற்றும் தரம் உயர்நத எஃகுைவை நடாள் 

ஒனறிற்கு முவறவய  10 2 5-  மற்றும் 5 5−  ்னைள் உற்்பததி ்�ய்ய வைணடும்.

எடுத்துககாட்டு 7.65
 ்ைடாடுகைப்்பட் ்பரப்புவ்ய ்�வைைங்ைளுள் �துரம் மடடுவம குவற்நத சுற்றைவைக ்ைடாணடு 
இருககும் எை நிறுவுை.

தீர்வு

 ்�வைைைததின ்பகை நீைங்ைள்  x y,  எனை. எைவை, ்�வைைததின ்பரப்பு xy k=  

(்ைடாடுகைப்்பட்து). ் �வைததின சுற்றைவு 2( )x y+ .  நடாம் 2( )x y+ -ஐ  xy k= எனற ைடடுப்்படாடவ்க 

்ைடாணடு சிறுமப்்படுதத வைணடும்.
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 P x x k
x

( ) = +





2  எனை.

  �� �P x  = 2 1
2

−








k
x

  �� �P x  = 0� � �x k

 x,y ஆகியவை ்�வைததின ்பகை நீைங்ைள் என்பதடால் x k=  என்பது ஒரு நிவை எண ஆகும்.

 இப்்்படாழுது,

 �� �P x k
x

( )
4

3
மற்றும்  ��� � �P k 0 .

 � �x k -வில் P x( )  சிறும மதிப்வ்ப அவ்யும்.

 x k=  எை xy k= -ல் பிரதியி் y k= எைப் ்்பறைடாம். எைவை, ்ைடாடுகைப்்பட் ்பரப்புவ்ய 
்�வைைங்ைளுள் �துரம் மடடுவம சிறும சுற்றைவிவைப் ்்பற்றிருககும்.

்பயிறசி 7.9

 1. இரணடு மிவை எணைளின கூடடுத ்தடாவை 12, வமலும் அதன ்்பருககுத ்தடாவை ்்பருமம் 
எனில் அ்நத எணைவைக ைடாணை.

 2. இரணடு மிவை எணைளின ்்பருககுத்தடாவை 20, வமலும் அதன கூடுதல் சிறுமம் எனில் அ்நத 
எணைவைக ைடாணை.

 3. x y2 2+ -ன குவற்நத மதிப்பிவை x y� �10  எைக ்ைடாணடு ைடாணை.

 4. ஒரு வதடாட்ம் ் �வைை ைடிவில் அவமகைப்்படடு ைம்பி வைலி மூைம் ்படாதுைடாகைப்்ப் வைணடும். 
40 மீட்ர வைலிக ைம்பி மூைம் ்படாதுைடாகைப்்படும் வதடாட்ததின ்்பரும ்பரப்பிவைக ைடாணை.

 5. ஒரு ்�வைை ைடிவிைடாை ்பகைததில் 24 2
brkP  அைவிற்கு அச்சி்ப்்படடுள்ைது. வமற்புற 

மற்றும் கீழப்புற ஓரங்ைள் 1.5 ்�.மீ அைவிலும் மற்ற ்பகைங்ைளின ஓரங்ைள் 1 ்�மீ அைவிலும் 
இவ்்ைளி வி்ப்்படடுள்ைது. ைடாகித ்பகைததின குவற்நத ்பரப்்பைவிற்கு அதன நீை, அைைங்ைள் 
எனைைடாை இருகை வைணடும்?

 6. ஒரு விை�டாயி ஒரு நதிவய ஒடடிய ்�வைை வமய்ச்�ல் நிைததிற்கு வைலி அவமகை 
திட்மிடடுள்ைடார. ம்நவதைளுககு வ்படாதுமடாை புல் ைழங்ை வமய்ச்�ல் நிைம் 1,80,000 �துர 
மீட்ர ்பரப்்பைவு இருகை வைணடும். ஆற்றின குறுகவை வைலி அவமகைத வதவையில்வை. 
வைலி அவமகை வதவையடாை குவற்நத்பட� வைலிக ைம்பியின நீைம் எனை?

 7. 10 ்�.மீ ஆரமுள்ை ைட்ததினுள் அவமகைப்்படும் ்�வைைங்ைளுள் மீப்்்பரு ்பரப்புவ்ய 
்�வைைததின ்பரிமடாைங்ைவைக ைடாணை..

 8. ்ைடாடுகைப்்பட் சுற்றைவுள்ை ்�வைைங்ைளுள், �துரம் மடடுவம ்்பரும ்பரப்வ்பக 
்ைடாணடிருககும் எை நிறுவுை.

 9. r  ்�.மீ ஆரமுள்ை அவற ைட்ததினுள் அவமகைப்்படும் ்�வைைங்ைளுள் மீப்்்பரு 
்�வைைததின ்பரிமடாைங்ைவைக ைடாணை?

 10. ஒரு உற்்பததியடாைர ஒரு �துர அடித தைதவதயும் 108 �துர ்�.மீ ்ைளிப்புறப் ்பரப்வ்பயும் 
்ைடாண் திற்நத ்்படடிவய ைடிைவமகை விரும்புகிறடார. அதிை்பட� ைைஅைவிற்ைடாை 
்்படடியின ்பரிமடாைங்ைவைக ைடாணை.
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50XII - கணிதவியல்

 11. ஒரு உருவையின ைை அைவு V r h� � 2 . வமலும் r h� � 6  எனில் ைை அைவின மீப்்்பரு 
மற்றும் மீச்சிறு மதிப்புைவைக ைடாணை.

 12. ஆரம் a ்�.மீ மற்றும் உயரம் b ்�.மீ ்ைடாண் ஒரு ்ைற்றுக கூம்பு ஒரு வமவ�யின மீது 
வைகைப்்படுகிறது. இதன அடியில் மவறதது வைகைக கூடிய மிைப்்்பரிய உருவையின ைை 

அைவு கூம்பின ைை அைவைப் வ்படால் 
4

9
 ம்ங்கு என்பவதக ைடாடடுை.

7.9  சமச்சீர் தனகம மறறும் பதாகலத் பதாடு்காடுகள்

        (Symmetry and Asymptotes)
7.9.1 சமச்சீர் தனகம (Symmetry)
 கீழகைடாணும் ைவைைவரைள் ஒவ்ைடானறும் ஒரு சிறப்புப் ்பணவ்ப அதடாைது �மச்சீர ்பணவ்ப 
ஒரு புள்ளிவயப் ்்படாருதவதடா அல்ைது ஒரு வைடாடவ் ்்படாருதவதடா ்்பற்றிருப்்பவதக ைைனிகை.

      

 படம்		7.28 படம்		7.29 படம்		7.30
 நடாம் இப்்்படாழுது முவறயடாை �மச்சீர தனவமவய கீழகைடாணுமடாறு ைவரயறுப்வ்படாம்:
 ஒரு ்ப்ம் அல்ைது ஒரு ைவைைவர ஒரு வைடாடவ்ப் ் ்படாறுதது மற்்றடாரு ்ப்ததின பிரதி்பலிப்்படாை 
இரு்நதடால், அ்நதக வைடாடவ்ப் ் ்படாருதது ்ப்ம் அல்ைது ைவைைவர �மச்சீர தனவமவய ் ்பற்றுள்ைது 
எனகிவறடாம்.
 ஒரு ைவைைவர ஒரு புள்ளிவயப் ்்படாருதது θ  வைடாைச் சுழற்சியடால் ைவைைவர மடாறடாமல் 
இரு்நதடால் அ்நத ைவைைவர அப்்பள்ளிவயப் ்்படாருதது θ  வைடாைச் �மச்சீர ்ைடாண்து எனகிவறடாம்.
 ஒரு ைவைைவர ்பை வைடாடுைவைப் ்்படாருதது �மச்சீர ்ைடாண்தடாை இருகைைடாம். குறிப்்படாை, 
நடாம் ஆய அச்சுைளு்ன �மச்சீர தனவம மற்றும் ஆதிவயப் ்்படாருதது �மச்சீர தனவம ஆகியைற்வற 
ைருதுவைடாம். ைணிதததின ைடாயிைடாை, ஒரு ைவைைவர f x y( , ) = 0  ஆைது
•  y-அச்ற்சப் பபொருதது ்ச்மச்சீர்: f x y f x y( , ) ( , )� �  ∀x y,  எனில் ைவைைவர  y-அச்வ�ப் 

்்படாருதது �மச்சீர ஆகும் அல்ைது ( , )x y  ஆைது ைவைைவரயின மீதுள்ை புள்ளி எனில்  
( , )−x y -யும் ைவைைவர மீது இரு்நதடால் ைவைைவர  y-அச்வ�ப் ்்படாருதது �மச்சீர ஆகும். நடாம் 
y-அச்சில் ஒரு ைணைடாடிவய வைததடால், ைணைடாடியின ஒரு ்பகைததில் உள்ை ைவைைவரயின 
்பகுதியும் ைணைடாடியின மறு்பகைததில் உள்ை ைவைைவரயின ்பகுதியும் ஒனவறப் வ்படாைவை 
இருககும்.

•  x-அச்ற்சப் பபொருதது ்ச்மச்சீர்: f x y f x y x y( , ) ( , ) ,� � �  எனில் ைவைைவர  x -அச்வ�ப் 

்்படாருதது �மச்சீர ஆகும் அல்ைது ( , )x y  ஆைது ைவைைவரயின மீதுள்ை புள்ளி எனில் ( , )x y− -யும்  
ைவைைவர மீது இரு்நதடால் ைவைைவர x -அச்வ�ப் ்்படாருதது �மச்சீர ஆகும்.  நடாம் x -அச்சில் 
ஒரு ைணைடாடிவய வைததடால், ைணைடாடியின ஒரு ்பகைததில் உள்ை ைவைைவரயின ்பகுதியும் 
ைணைடாடியின மறு்பகைததில் உள்ை ைவைைவரயின ்பகுதியும் ஒனவறப் வ்படாைவை இருககும்.

•  ஆதிறயப் பபொருதது ்ச்மச்சீர்: f x y f x y x y( , ) ( , ) ,� � � �  எனில் ைவைைவர ஆதிவயப் 
்்படாருதது �மச்சீர ஆகும் அல்ைது ( , )x y  ஆைது ைவைைவரயின மீதுள்ை புள்ளி எனில்  
( , )− −x y -யும் ைவைைவர மீது இரு்நதடால் ைவைைவர ஆதிவயப் ்்படாருதது �மச்சீர ஆகும். 
அதடாைது ஆதிவயப் ்்படாருதது 180° சுழற்றும்வ்படாது ைவைைவர மடாறடாது.
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51 வகை நுணைணிதத்தின் பயன்பபாடுைள்

 உதடாரைமடாை, வமற்ைண் ைவைைவரைள் x y y x= =2 2,  மற்றும் y x=  ஆகியவை முவறவய 
x-அச்சு, y-அச்சு, மற்றும் ஆதிவயப் ்்படாருதது �மச்சீர தனவம ்ைடாண்வை ஆகும்.

7.9.2  பதாகலத் பதாடு்காடுகள் (Asymptotes)

 y f x= ( )   எனற ைவைைவரவய ¥-யில் ்தடாடும் ்தடாடுவைடாடு, ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு ஆகும். 
அதடாைது ைவைைவர மீதுள்ை புள்ளி ை்நதழிவய ்நருங்கும்வ்படாது  ைவைைவரககும் வைடாடடிற்கும் 
இவ்ப்்பட் தூரம் பூச்சியதவத ்நருங்கும் ைவையில் உள்ை வைடாடு ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு ஆகும். 
்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைள் மூனறு ைவைப்்படும். அவையடாைை 

 1. கிறட்மடடத ப்தொற்லத ப்தொடு்கொடு, என்பது x -அச்சிற்கு இவையடாைதடாகும். y f x= ( ) . 

எனற ைவைைவரககு lim ( )
x

f x L
���

�  அல்ைது lim ( )
x

f x L
���

�  எனில் y L=   எனற வைடாடு 

கிவ்மட்த ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு ஆகும்.

 2. நிற்லக்குதது ப்தொற்லத ப்தொடு்கொடு, என்பது y -அச்சிற்கு இவையடாைதடாகும். y f x= ( )  

எனற ைவைைவரககு lim ( )
x a

f x
� �

� ��  அல்ைது lim ( )
x a

f x
→ +

= ±∞  எனில் x a=  எனற வைடாடு 

நிவைககுதது ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு ஆகும். 

 3. ்சொய்ந்த ப்தொற்லத ப்தொடு்கொடு,  ஒரு �டாய்்நத ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு ்தடாகுதியில் உள்ை 
்பைலுறுப்புக வைடாவையின ைரிவ�ப் ்பகுதியில் உள்ை ்பல்லுறுப்புக வைடாவையின ைரிவ�வய வி் 
அதிைமடாை இரு்நதடால் ைரும்.

  �டாய்்நத ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடடிவைப் ்்பற நடாம் ்தடாகுதிவய ்பகுதியடால் ைகுததுப் ்்பறைடாம்.

எடுத்துககாட்டு 7.66

 f x
x

( ) =
1

 எனற �டாரபின ்தடாவைத 

்தடாடுவைடாடுைவைக ைடாணை.

தீர்வு

 lim
x x� �

� ��
0

1  மற்றும் lim
x x� �

� �
0

1 . எைவை, 

வதவையடாை நிவைககுதது ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு 
x = 0  அல்ைது y -அச்சு ஆகும்.

 இவைவைைவரயடாைது இரு ஆய அச்சுைவைப் 
்்படாருததும் �மச்சீர தனவம ைடாய்்நதது என்பதடால், 
y = 0  அல்ைது x -அச்சும் ஒரு ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு ஆகும். ஆைவை இவைவைைவரககு (்�வைை 

அதி்பரைவையம்) கிவ்மட் மற்றும் நிவைககுதது ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைள் உணடு.

எடுத்துககாட்டு 7.67

 f x x x
x

( ) �
� �
�

2 6 7

5
 எனற �டாரபிற்கு �டாய்்நத ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடடிவைக ைடாணை.

தீர்வு

 ்தடாகுதியில் உள்ை ்பல்லுறுப்புக வைடாவையின ைரிவ�யடாைது (ைரிவ� 2) ்பகுதியில் உள்ை 
்பல்லுறுப்புக வைடாவையின ைரிவ�வயவி்  (ைரிவ� 1) அதிைம் என்பதடால் இதற்கு �டாய்்நத ்தடாவைத 
்தடாடுவைடாடு உணடு. இதவைக ைடாை ்தடாகுதிவய ்பகுதிவயக ்ைடாணடு ைகுகை வைணடும்.

படம்		7.31
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)x x x
x x
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x
� � �
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� �
� �

�
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5
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11 55
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2

2

 நடாம் இங்கு மீதிவயப் ்பற்றி ைைவைப்்ப் 

வைணடியதில்வை. நமககு வநரகவைடாடடிவை 

உருைடாககும் உருப்புைள் மடடுவம அைசியம். எைவை, 

�டாய்்நத ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு y x� �11  ஆகும்.

 இ்நத ைவைைவரயின ்ப்ததிலிரு்நது, ைவைைவரயும் �டாய்்நத ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு 
y x� �11-ம் ஒனவற ஒனறு ்நருங்குகிறது. ஆைடால் ்ைடடுைதில்வை என்பவத ைைனிகை.

எடுத்துககாட்டு 7.68

 f x x
x

( ) = −
−

2 8

16

2

2
 எனற ைவைைவரயின ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைவைக ைடாணை.

தீர்வு

 lim
x

x
x→− +

−
−

= −∞
4

2

2

2 8

16
 மற்றும் lim

x

x
x→ +

−
−

= ∞
4

2

2

2 8

16
. 

 எைவை, x=−4 மற்றும் x = 4
 ஆகியவை ்�ங்குததுத ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைள் ஆகும்.

  lim
x

x
x→∞

−
−

2 8

16

2

2
 =  lim

x

x

x
→∞

−

−

2
8

1
16

2

2

= 2

 மற்றும்  lim
x

x
x→−∞

−
−

2 8

16

2

2
 =  lim

x

x

x
→−∞

−

−

2
8

1
16

2

2

= 2

 என்பதில் இரு்நது y = 2 என்பது ஒரு கிவ்மட்த ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு ஆகும். நடாம் இதவை 
்தடாகுதிவய ்பகுதிவய ்ைடாணடு ைகுததும் ்்பறைடாம்.

7.10 வகைவகர வகரதல் (Sketching of Curves)
 ஒரு �டாரபின ைவைைவரவய வையின துவையு்வைடா அல்ைது ைவைைவரவய ைவரயும் 
்மன்்படாருள் துவையு்வைடா ைவரயும்வ்படாது நடாம் ைவைைவர முழுவமவயயும் ைடாட் முடியடாது. 
ைவைைவரயின ஒரு ்பகுதிவய மடடுவம ைவரய முடியும். எ்நதப் ்பகுதிவய ைவரய வைணடும் மற்றும் 
அப்்பகுதிவய எவைடாறு முடிவு ்�ய்ைது என்பது முககியமடாை வைள்வியடாகும். நடாம் ைவைைவரயிவை 
சிற்நத முவறயில் ைடாைத வதவைப்்படும் ்�வைைதவத முடிவு ்�ய்ய சிை ைழிைடாடடுதல்ைவை கீவழ 
எணணி்ப்்படடுள்ைை. அவையடாைை : 
 (i) �டாரபின �டார்பைம் மற்றும் வீச்�ைம் (ii) ைவைைவரயின ் ைடடுததுணடுைள் (இரு்நதடால்).
 (iii) �டாரபின நிவைப்புள்ளிைள். (iv) இ்ஞ�டார்நத அறுதி மதிப்புைள்.
 (v) குழிவு இவ்்ைளிைள். (vi) ைவைவு மடாற்றப் புள்ளிைள் (இரு்நதடால்).
 (vii) ைவைைவரயின ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைள் (இரு்நதடால்)

படம்		7.32

0 20 40

20

– 20– 40

– 20

– 40

x

y

y = x – 11

x = 4

y = 2

x

y

x = –4

படம்		7.33
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எடுத்துககாட்டு 7.69
 y f x x x� � � �( ) 2 6  எனற ைவைைவரவய ைவரை.

தீர்வு

 ்ைடாடுகைப்்பட் �டாரவ்ப ைடாரணிப்்படுதத நமககுக 
கிவ்ப்்பது  y f x x x� � � �( ) ( )( )3 2 .

 (1) �டாரபு f x( ) -ன �டார்பைம் முழு ்மய் எண வைடா்டாகும்.

 (2) y = 0  எைப் பிரதியி், x � �2 3,  எைப் ்்பறைடாம். 

எைவை,  x -்ைடடுததுணடுைள் ( , )−2 0  மற்றும் 
( , )3 0 . x = 0  எைப் பிரதியி் y � �6  எைப் ்்பறைடாம். 
எைவை, y -்ைடடுததுணடு ( , )0 6− .

 (3) � � �f x x( ) 2 1  வமலும் இதிலிரு்நது x = 1

2
-ல் 

ைவைைவரயின நிவைப்புள்ளி அவமயும்.

 (4) �� � � �f x x( ) ,2 0 . எைவை, x = 1

2
-ல் ைவைைவர 

இ்ஞ�டார்நத சிறும மதிப்வ்ப அவ்யும். இதன மதிப்பு  f 1

2

25

4

�
�
�

�
�
� � � .

 (5) �டாரபின வீச்�ைம் y≥− 25

4

 (6) �� � � �f x x( ) ,2 0  என்பதடால் இ்நத �டாரபு ் மய் எண வநரகவைடாடு முழுவமயிலும் வமல்வநடாககி 

குழிவு ஆகும்.

 (7) f x x( ) ,� � �2 0  எைவை ைவைைவரககு ைவைவு மடாற்றப் புள்ளிைள் இல்வை.

 (8) ைவைைவரககு ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைள் இல்வை.

 இவைவைைவரயின வதடாரடாய ைவர்ப்ம் ைைது ்பகைம் ைடாட்ப்்படடுள்ைது.

எடுத்துககாட்டு 7.70

 y f x x x� � � �( ) 3 6 9  எனற ைவைைவரவய ைவரை.

தீர்வு

 ்ைடாடுகைப்்பட் �டாரவ்ப ைடாரணிப்்படுதத, 

y f x x x x� � � � �( ) ( )( )3 3 32  ஆகும்.

 (1) �டாரபு f x( ) -ன �டார்பைம் மற்றும் வீச்�ைங்ைள் முழு ்மய் எண வநரகவைடா்டாகும்.

 (2) y = 0  எைப் பிரதியி்  x = 3 . மற்ற இரணடு மூைங்ைளும் ைற்்பவை. எைவை, x -்ைடடுததுணடு 

( , )3 0  ஆகும். x = 0 எைப்பிரதியி்  y � �9 ஆகும். எைவை y-ன ்ைடடுததுணடு ( , )0 9−  

ஆகும்.

 (3) � � �f x x( ) ( )3 22  வமலும் இதிலிரு்நது நிவை எணைள்  x � � 2  ஆகும்.

படம்		7.34
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  (4) �� �f x x( ) 6 .  வமலும் x = 2 -ல்  ��� � � �f 2 6 2 0 . 

எைவை  x � � 2 -ல்  ைவைைவர இ்ஞ�டார்நத சிறும மதிப்பு 

f 2 4 2 9� � � � �  அவ்யும். இதுவ்படாைவை  x � � 2 -ல் 

�� �� � � � �f 2 6 2 0 . எைவை x � � 2 -ல்  ைவைைவர 

இ்ஞ�டார்நத ்்பரும மதிப்பு f �� � � �2 4 2 9 -ஐ 

அவ்யும்.
 (5) ��� � � � � �f x x x6 0 0,  என்பதடால் ைவைைவரயடாைது 

மிவை ்மய் எண வநரகவைடாடடில் வமல்வநடாககி குழிைடாைது 
��� � � � � �f x x x6 0 0,  என்பதடால் ைவைைவரயடாைது 

கீழவநடாககி குழிைடாைது.
  (6) x = 0 -வில் ��� � �f x 0  மற்றும் ′′f x( ) -ன குறி  x = 0 -ஐ 

ை்ககும்வ்படாது மடாறுகிறது. எைவை ைவைவு மடாற்றப் புள்ளி 

0 0 0 9, ,f ( )( ) = −( ) .

 (7) இவைவைைவரககு ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைள் இல்வை,

 இவைவைைவரயின வதடாரடாய ைவர்ப்ம் ைைது ்பகைம் 
ைடாட்ப்்படடுள்ைது..

எடுத்துககாட்டு 7.71

 y x x
x

�
�
�

2 3

1( )
  எனற ைவைைவரவய ைவரை.

தீர்வு

 ்ைடாடுகைப்்பட் �டாரவ்ப ைடாரணிப்்படுதத, 

y f x x x
x

� �
�
�

( )
( )

( )

3

1
  ஆகும்.

 (1) f x( )   எனற �டாரபின �டார்பைம்  R \{ }1   மற்றும் 

வீச்�ைம் முழு ்மய் எண வநரகவைடாடு ஆகும்.

 (2) y = 0  எைப் பிரதியி்  x = 0 3, . எைவை  

x -்ைடடுததுணடு ( , )3 0 . x = 0  எைப் பிரதியி், 

y = 0 . எைவை ைவைைவர ஆதி ைழியடாைச் 

்�ல்லும்.

 (3) � �
� �
�

f x x x
x

( )
( )

2

2

2 3

1
 வமலும் இதிலிரு்நது ′f ( )1  

ைடாைததகைதல்ை என்பதடால் x =1-ல் நிவைப்புள்ளி உள்ைது.  x x2 2 3 0� � � -விற்கு ்மய் 

தீரவுைள் இல்வை. ஆைவை,  x =1  மடடுவம நிவை எண ஆகும்.

 (4) x =1  என்பது f x( ) -ன �டார்பைததில் இல்வை. வமலும் ′f x( )  ≠ 0 �� � �
�

� �f x
x

x( )
( )

\{ }
4

1
1

3


  எைவை இதற்கு 

இ்ஞ�டார்நத ்்பருமவமடா அல்ைது இ்ஞ�டார்நத சிறுமவமடா இல்வை. 

படம்		7.35
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படம்		7.36
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 (5) �� � �
�

� �f x
x

x( )
( )

\{ }
4

1
1

3
 . எைவை x <1 எனில் �� �f x( ) 0  ஆைவை ( , )�� 1 -ல் ைவைைவர 

வமல்வநடாககி குழிைடாைது. வமலும் x >1  எனில் �� �f x( ) 0 . ஆைவை ( , )1 ¥ -ல் ைவைைவர 

கீழவநடாககி குழிைடாைது. x =1  �டார்பைததில் இல்வை மற்றும் ′f x( )  ≠ 0 �� � �
�

� �f x
x

x( )
( )

\{ }
4

1
1

3


 என்பதடால் 

′f x( ) -ககு ைவைவு மடாற்றப் புள்ளிைள் இல்வை. 

 (6) lim
( )x

x x
x� �

�
�

� ��
1

2 3

1
 மற்றும் lim

( )x

x x
x� �

�
�

� ��
1

2 3

1
 என்பதடால், x =1  என்பது நிவைககுதது ் தடாவைத 

்தடாடுவைடாடு ஆகும்.
  ைவைைவரயின வதடாரடாய ைவர்ப்ம் ைைப்்பகைம் ைடாட்ப்்படடுள்ைது.

எடுத்துககாட்டு 7.72

 y x
x

�
�

3

12
 எனற ைவைைவரவய எழுதுை.

தீர்வு

 (1) f x( ) -ன �டார்பைம்  \ ,�� �1 1 .

 (2) f x y f x y� �� � � � �, ,  என்பதடால் ைவைைவர ஆதிவய ்்படாருதது �மச்சீரடாைது.

 (3) y = 0  எைப் பிரதியி் x = 0 ஆகும். எைவை x -்ைடடுததுணடு 0 0,� �  ஆகும்.

 (4) x = 0  எைப் பிரதியி், y = 0  ஆகும். எைவை y -்ைடடுததுணடு 0 0,� �  ஆகும்.

 (5) ஓரியல்புத தனவமவய ஆரடாய, நடாம் முதைடாம் ைவைக்ைழுவை ைடாணவ்படாம். 

  �� � � � �� �

�� �
f x x

x

3 1

1

2

2
2

.

  ஆைவை,  x � �1 1, -ல் �� �f x  ைடாைததகைது அல்ை. எைவை, x � �1 1,  ஆகியவை நிவை 
எணைைடாகும்.  ஓரியல்பு இவ்்ைளிைவை அட்ைவை 7.9-ல் அட்ைவைப்்படுததப்்படடு 
உள்ைது.

இவ்்ைளி (-∞, -1) (-1, 1) (1, ∞)

′ ( )f x -ன குறி _ _ _

ஓரியல்புத தனவம திட்மடாை இறங்கும் திட்மடாை இறங்கும் திட்மடாை இறங்கும்

அடடவகண	7.9

 (6) நிவை எணைளின ைழிவய ்�ல்லும்வ்படாது �� �f x -ன  குறியில் மடாற்றம் இல்வை. எைவை, 

இ்ஞ�டார்நத அறுதிைள் இல்வை.

 (7) குழிவுத தனவமவய ஆரடாய நடாம் இரண்டாம் ைவைக்ைழுவிவை ைடாை வைணடும்.

��� � � �� �

�� �
f x x x

x

6 3

1

2

2
3

 . ��� � � � �f x x0 0  மற்றும் ��� �f x ஆைது x � �1 1, -ல் ைடாைததகைது 

அல்ை.
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  குழிவு இவ்்ைளிைள் அட்ைவை 7.10-ல் அட்ைவைப்்படுததப்்படடுள்ைது.

இவ்்ைளி ( , )�� �1 ( , )−1 0 ( , )0 1 ( , )1 ¥

′′ ( )f x -ன குறி 
_ + _ +

குழிவுத தனவம கீழவநடாககி 
குழிவு

வமல்வநடாககி 
குழிவு

கீழவநடாககி 
குழிவு

வமல்வநடாககி 
குழிவு

அடடவகண	7.10

 (8) x � �1  மற்றும் 1 ஆகியவை f x� � -ன �டார்பைததில் இல்வை மற்றும் x = 0 -வில் இரண்டாம் 

ைவைக்ைழு பூச்சியம் மற்றும் ��� �f x -ன குறி பூச்சியததின ைழிவய ்�ல்லும்வ்படாது 

மடாறுகிறது. எைவை, ைவைவு மடாற்றப்புள்ளி 0 0 0 0, ,f � �� � � � �  ஆகும்.

 (9) lim lim lim
x x x

f x x
x x

x
��� ��� ���

� � �
�

�
�

�
3

1

3

1
0

2
. 

எைவை y = 0  என்பது கிவ்மட்த 

்தடாவைத ்தடாடுவைடாடு. ்பகுதி x � �1  

எனும்வ்படாது பூச்சியம் என்பதடால்,

 lim
x

x
x�� � �

� ��
1

2

3

1
, lim

x

x
x�� � �

� ��
1

2

3

1
,

 lim
x

x
x� � �

� ��
1

2

3

1
, lim

x

x
x� � �

� �
1

2

3

1
.

 எைவை x � �1  மற்றும் x =1  ஆகியவை நிவைகுதது ்தடாவைத ்தடாடுவைடாடுைைடாகும் 
 ைவைைவரயின வதடாரடாய ்ப்ம் ைைப்்பகைம் ைடாட்ப்்படடுள்ைது.

்பயிறசி 7.9
 1. கீழகைடாணும் ைவைைவரைளுககு ்தடாவைத்தடாடுவைடாடுைவைக ைடாணை : 

 (i) f x x
x

( ) �
�

2

2 1
 (ii) f x

x
x

( ) �
�

2

1
 (iii) f x

x
x

( ) =
+

3

22

 (iv) f x x x
x

( ) �
� �
�

2 6 1

3
 (v) f x x x

x
( ) �

� �
�

2 6 4

3 6

 2. கீழகைடாணும் �டாரபுைவை ைவரை:

 (i) y x x� � � �
1

3
3 23( )  (ii) y x x� �4  (iii) y x

x
�

�
�

2

2

1

4

 (iv) y
e x�

� �

1
1

 

படம்		7.37

x = –1

x = 1

x

y

0
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்பயிறசி 7.10

்சரியொன அல்லது மிகப்பபொருத்த்மொன விறடயிறன ்்தர்நப்தடுதது எழுதுக:
 1. ஒரு வைடாைததின ைை அைவு விைடாடிககு  3 3pbrkP  வீதததில் அதிைரிககிறது. 

ஆரம் 
1

2
 ்�.மீ ஆை இருககும்வ்படாது ஆரததின மடாறு்படாடடு வீதம்

  (1) 3 ்�.மீ/வி (2) 2 ்�.மீ/வி (3) 1 ்�.மீ/வி (4) 1
2

 ்�.மீ/வி

 2. ஒரு ்பலூைடாைது ் �ங்குததடாை வமல்வநடாககி 10 மீ/வி வீதததில் ் �ல்கிறது. ்பலூன ் �லுததப்்பட் 
இ்ததிலிரு்நது 40 மீ ்தடாவைவில் இ்ரு்நது ஒருைர இதவைப் ்படாரககிறடார. ்பலூனின ஏற்றக 
வைடாைததில் ஏற்்படும் மடாறு்படாடடு வீததவத ்பலூன தவரயிலிரு்நது  30 மீட்ர உயரததில் 
இருககும்வ்படாது ைடாணை.

  (1) 3

25
 வரடியனைள்/விைடாடி (2) 4

25
 வரடியனைள்/விைடாடி

  (3) 1

5
 வரடியனைள்/விைடாடி (4) 1

3
 வரடியனைள்/விைடாடி

 3. t  எனற ைடாைததில் கிவ்மட்மடாை நைரும் துைளின நிவை s t t t( ) � � �3 2 82  எைக 
்ைடாடுகைப்்படடுள்ைது. துைள் ஓய்வு நிவைககு ைரும் வநரம்

  (1) t = 0   (2) t = 1

3
  (3) t =1  (4) t = 3  

 4. ஒரு ைல்ைடாைது ்�ங்குததடாை வமல்வநடாககி எறியப்்படுகினறது. t வநரததில் அது அவ்்நத 
உயரம் x t t� �80 16 2 . ைல் அதிை்பட� உயரதவத t விைடாடி வநரததில் அவ்்நதடால் t ஆைது

  (1) 2  (2) 2.5 (3) 3 (4) 3.5

 5. 6 23y x� �  எனற ைவைைவரயின எப்புள்ளியில் y-ஆயத்தடாவைவின மடாறு்படாடடு வீதம் 
x-ஆயத்தடாவைவின மடாறு்படாடடு வீததவதப் வ்படால் 8 ம்ங்கு இருககும்.

  (1) ( , )4 11   (2) ( , )4 11−   (3) ( , )−4 11   (4) ( , )− −4 11  

 6. f x x( ) � �8 2   எனற ைவைைவரயின எ்நத x-ஆயத்தடாவைவில் ைவரயப்்பட் 

்தடாடுவைடாடடின �டாய்வு  −0 25.  இருககும்?
  (1) −8  (2) −4   (3) −2   (4) 0

 7. f x x( ) cos= 2 4  எனற ைவைைவரககு x � �
12

-ல் ்�ங்வைடாடடின �டாய்வு

  (1) −4 3   (2) −4   (3) 3

12
  (4) 4 3  

 8. y xy2 9 0� � �  எனற ைவைைவரயின ்தடாடுவைடாடு எப்வ்படாது நிவைகுததடாை இருககும்?

  (1)  y = 0  (2) y � � 3  (3) y = 1

2
 (4) y � �3

 9. ஆதியில் y x2 =  மற்றும் x y2 =  எனற ைவைைவரைளுககு இவ்ப்்பட் வைடாைம்

  (1) tan−1 3

4
  (2) tan� �

�
�

�
�
�

1 4

3
  (3) p

2
  (4) p

4
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 10. lim cot
x

x
x�

��
�
�

�
�
�

0

1
-ன மதிப்பு

  (1) 0 (2) 1 (3) 2 (4) ¥
 11. sin cos4 4x x+  எனற �டாரபு இறங்கும் இவ்்ைளி

  (1) 5

8

3

4

� �
,

�
��

�
��

  (2) � �
2

5

8
,

�
��

�
��

  (3) � �
4 2

,
�
��

�
��

  (4) 0
4

,
��

��
�
��

 

 12. x x x3 23 0 3� �, [ , ]  எனற �டாரபிற்கு வரடாலின வதற்றதவத நிவறவு ்�ய்யும் எண

  (1) 1 (2) 2   (3) 3

2
  (4) 2

 13. 
1

1 9
x

x, [ , ]∈  எனற �டாரபிற்கு �ரடா�ரி மதிப்புத வதற்றதவத நிவறவு ்�ய்யும் எண

  (1) 2 (2) 2.5 (3) 3 (4) 3.5
 14. | |3 9� �x  எனற �டாரபின குவற்நத மதிப்பு

  (1) 0 (2) 3 (3) 6 (4) 9
 15. y e x xx� �sin , [ , ]0 2�   எனற ைவைைவரயின மீப்்்பரு �டாய்வு எங்கு அவமயும்?

  (1) x � �
4

  (2) x � �
2

  (3) x � �   (4) x � 3

2

�  

 16. x e xx2 2 0� �,  எனற �டாரபின ்்பரும மதிப்பு

  (1) 1
e

  (2) 1

2e
  (3) 1

2e
  (4) 4

4e
 

 17. ( , )6 0  எனற புள்ளிககும் x y2 2 4� �  எனற ைவைைவர மீதுள்ை புள்ளிககும் உள்ை ் தடாவைவு 
குவற்நத்பட�ம் எனில் அப்புள்ளி

  (1) ( , )2 0   (2) 5 1,� �   (3) 3 5,� �   (4) 13 3,�� �  

 18. இரணடு மிவை எணைளின கூடுதல் 200 வமலும் அைற்றின ்்பருகைல் ்பைனின ்்பரும மதிப்பு
  (1) 100   (2) 25 7   (3) 28   (4) 24 14  

 19. y ax bx� �4 2  , ab > 0  எனற ைவைைவர

  (1) கிவ்மட்த ்தடாடுவைடாடு ்்பறவில்வை (2) வமற்புறமடாை குழிவு
  (3) கீழபுறமடாை குழிவு (4) ைவைவு மடாற்றப் புள்ளிவய ்்பறவில்வை
 20. y x� �( )1 3  எனற ைவைைவரயின ைவைவு மடாற்றப் புள்ளி

  (1) ( , )0 0   (2) ( , )0 1   (3) ( , )1 0   (4) ( , )1 1  
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்பாடச்சுருககம்

 • y f x= ( )  எனும்வ்படாது dy
dx

 ஆைது y -ஐப் ்்படாறுதது x -ன ைைவநர மடாறு்படாடடு வீததவதக 

குறிககிறது. 

 • y f g t= ( )( )  எனும்வ்படாது dy
dt

f g t g t= ′ ( )( )⋅ ′ ( ) ஆகும். இதவை �ங்கிலி விதி எனகிவறடாம்.

 • y f x= ( ) 	என்றை	வகளவகரயின்	மீதுள்ள	( , )a b 	என்றை	புள்ளியில	் தோடுநைோடடின்	ைேன்போடு	

என்பது y b x a dy
dx a b

� � � ��
�
�

�
�
�( )

( , )

 அலலது y b f a x a� � � � �( ) ( ) 	ஆகும்.

 • நரோலின்	நதறறைம்
  f x( )  என்றை	ைோரபு	மூடிய	இகட்வளி	[ , ]a b -ல	்தோடரச்சியோனதோைவும்,	திறைநத	இகட்வளி 

( , )a b -ல	வகையிடத்தக்ைதோைவும்	இருக்கிறைது	நேலும்	 f a f b( ) ( )= 	 எனில,	குகறைநதபடைம்	
ஒரு	புள்ளி c a b∈ ( , )  ஆனது		 � �f c( ) 0 	என்றைவோறு	இருக்கும்.

 • ்லக்ரோஞ்சியின்	இடேதிபபுத்	நதறறைம்

  f x( )  ஆனது	 மூடிய	 இகட்வளி	 [ , ]a b -ல	 ்தோடரச்சியோனதோைவும்,	 திறைநத	 இகட்வளி	
( , )a b -ல	வகையிடத்தக்ைதோைவும்	  (f (a), f (b) ஆகியகவ	ைேேோை	இருக்ை	நவணடிய	அவசியம்	
இலகல). உள்ளது	என்ை.	அபநபோது	குகறைநதபடைம்	ஒரு	புள்ளி	 c a b∈ ( , ) -யிகன

  ′f c( )  =  f b f a
b a

( ) ( )−
−

   எனுேோறு	ைோணலோம்.

 • ்டய்லரின்	்தோடர
  f x( )  என்றை	ைோரபோனது	 x a= -ல	முடிவறறை	எணணிக்கையிலோன	முகறை	வகையிடத்தக்ைது	

என்ை.	  ( , )x a x a� � 	 எனும்	 இகட்வளியில	 f x( ) -ஐ	 கீழக்ைோணும்	 வடிவத்தில	 

விரிவோக்ைலோம் : 

  f x( )  =  f a
n

x a f a f a x a f a
n

x a
n

n

n
n

n
( ) ( )( )

!
( ) ( )

( )

!
( )

( )

!
( )

=

∞

∑ − = + ′ − + + − +
0 1

  .      

 • ்ேக்லோரனின்	்தோடர

  a = 0 	எனில,	நேறைணட	விரிவின்	வடிவம் 

  f x( )  =  f
n

x f f x f
n

x
n

n

n
n

n
( ) ( )( )

!
( )

( )

!

( )

!
.

0
0

0

1

0

0�

�

� � �
�

� � � 

 • நலோபிதோலின்	விதி

  f x( )  ேறறும்	 g x( )  ஆகியகவ	வகையிடத்தக்ை	ைோரபுைள்	ேறறும்	 � �g x( ) 0  நேலும்

  lim ( )
x a

f x
→

 =  0 �
�

lim ( )
x a
g x  எனில	 lim

( )

( )
lim

( )

( )x a x a

f x
g x

f x
g x� �

�
�
�

 	ஆகும்.

  lim ( )
x a

f x
→

 =  �� �
�

lim ( )
x a
g x  எனில	 lim

( )

( )
lim

( )

( )x a x a

f x
g x

f x
g x� �

�
�
�

 ஆகும்.

 • f x( )  என்றை	 ைோரபு	 	 a b,( ) 	 என்றை	 திறைநத	 இகட்வளியில	 வகையிடத்தக்ைது	 ேறறும்	

d
dx

f x( )( ) > 0 ∀ ∈( )x a b, 	எனில,	 f x( )  ஆனது	 a b,( ) 	என்றை	இகட்வளியில	திடடேோை	ஏறும்.

Chapter 7 Applications of Diff Calculus.indd   59 9/4/2019   4:40:15 PM



60XII - கணிதவியல்

  d
dx

f x( )( ) < 0 , ∀ ∈( )x a b, எனில,	 f x( )  ஆனது	 a b,( ) 	 என்றை	 இகட்வளியில	 திடடேோை	

இறைங்கும்.
 • மூடிய இறடபவளி a b,� � -ல ப்தொடர்ச்சியொன, ்சொர்பு f x� � -க்கு மீப்பபரு ்மறறும் மீச்சிறு அறுதி 

்மதிப்புகறள கொணும் முறை

 படி 1 : f x� � -க்கு	 a b,� �-ல	நிகல	எணைகளக்	ைோணை.
 படி 2 : f x� � -ன்	 ேதிபபுைகள	அகனத்து	நிகல	எணைள்	ேறறும்	முகனபபுள்ளிைள்	 a

ேறறும்	b -ல	ைோணை.

 படி 3 : படி	 2-ல	 ைோணபபடட	 ேதிபபுைளில	மிைப்பரிய	 எண	 மீப்பரு	 ்பருேம்	 ேறறும்	
மிைச்சிறிய	எண	மீச்சிறு	சிறுேம்	ஆகும்.

 • முதலோம்	வகைக்்ைழுச்	நைோதகன

  f x( )  என்றை	 ்தோடரச்சியோன	 ைோரபிறகு	 c -ஐ	 உள்ளடக்கிய	 	 திறைநத	 இகட்வளி	 I -யில	
( , ( ))c f c  என்பது	 நிகலபபுள்ளி	 என்ை.	 f x( )  ஆனது	 c -ஐத்	 தவிரத்த	 இகட்வளியில	
வகையிடத்தக்ைது	 எனில	 f c( ) -ஐ	 கீழக்ைோணுேோறு	 வகைபபடுத்தலோம்: (x	 ஆனது	 I 	 என்றை	
இகட்வளியில	இடமிருநது	வலேோை	�ைரும்நபோது)

 (i) ′f x( )  ஆனது	 c -ல	குகறையிலிருநது	மிகைக்கு	ேோறினோல,	 f x( ) -க்கு	  f c( ) 	என்பது	இடம்	
ைோரநத	சிறுேம்	ஆகும்.

 (ii) ′f x( ) 	ஆனது	 c -ன்	மிகையிலிருநது	குகறைக்கு	ேோறினோல,	 f x( ) -க்கு	 f c( )  என்பது	இடம்	
ைோரநத	்பருேம்	ஆகும்.

 (iii) ′f x( )-ன்	 குறியோனது	  c -ன்	 இருபுறைமும்	 மிகையோைநவோ	 அலலது	 c -ன்	 இருபுறைமும்	

குகறையோைநவோ	இருநதோல,	 f c( )  என்பது	இடம்	ைோரநத	சிறுேமும்	இலகல	இடம்	ைோரநத	
்பருேமும்	இலகல	எனலோம்.

 • இரணடோம்	வகைக்்ைழுச்	நைோதகன
  c  எனும்	 நிகலபபுள்ளியில	 � �f c( ) 0 	 எனவும்,	 c -ன்	 அணகேயில	 ′f x( )  ைோணத்தக்ைது	

எனவும்,	 நேலும்	 ′′f c( ) 	 ைோணத்தக்ைது	 எனவும்	 ்ைோணடோல	 �� �f c( ) 0  எனில	 c -யில	  f  
ஆனது	இடஞ்ைோரநத	 ்பருேத்கத	அகடயும்,	 நேலும்	 �� �f c( ) 0 	 எனில	  c -யில	  f 	ஆனது	
இடஞ்ைோரநத	 சிறுேத்கத	 அகடயும்.	 	 ′′ =f c( ) 0 	 எனில,	 இநத	 நைோதகனயில	 இடஞ்ைோரநத	
அறுதி	ேதிபபுைகளப	பறறிய	தைவல	இலகல	என்கிநறைோம்.
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குறியீடகட	தடடச்சு	்ைய்யவும்,	GeoGebra-வின்		“12th Standard Mathematics 

Vol-2” பக்ைம்	 நதோன்றும்.	 இபபணித்தோள்	 புத்தைத்தின்	 இடதுபக்ைம்	 உங்ைள்	
போடநூலுடன்	 ்தோடரபுகடய	 பல	 அத்தியோயங்ைள்	 ைோணபபடும்.	 அவறறில	

“Applications of Differential Calculus”	எனும்	அத்தியோயத்கதத்	நதரவு	்ைய்ை.	
	 இப்போழுது	 இபபோடம்	 ்தோடரபோன	 பல	 பணித்தோள்ைகள	 இபபக்ைத்தில	 ைோணபீரைள்.		
அகனத்துப	பணித்தோள்ைகளயும்	்ைய்து	போரக்ைவும்.
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