
1அணிக்ேகாைவகளின் பயன்பாடுகள்

அறிமுகம்நம் அன்ைபாட வபாழக்றகயில் 
நிை அதிர்வு கைக்்கடுப்புகளுக்கு  
அணிகறைப் பயன்படுததுகிவைபாம். வறரபடஙகள் 

வறரய, புள்ளியியல் மைற்றும் அறிவியல் ஆயவுகளின் பை 
துறைகளில் இவற்றைப் பயன்படுததுகிவைபாம். மைக்கள் ்தபாறகயின் 
பண்புகள், அவர்களின் பேக்க வேக்கஙகள் ஆகியவற்றைக்  
குறிக்கவும் அணிகள் பயன்படுததப்படுகின்ைன.
 அணிக்வகபாறவகள் அற்புதமைபான இயற்கணித பண்புகறை 
்கபாண்டுள்ைன. வநரியல் கணிதததில் ் பருறமை மிக்க  இடதறதயும் 
்பற்றுள்ைன. உயர்நிறை இயற்கணிதததில் அணிக்வகபாறவகள்  
முக்கியமைபாகக் கருதப்படுகிைது.

பிரம்மைகுப்தபா [கி.பி. (்பபா.ஆ.) 598 - கி.பி. (்பபா.ஆ.) 668] என்பவர் பண்றடய இநதியபாவின் முக்கியமைபான 
கணிதவியல் மைற்றும் வபானியல் அறிஞர் ஆவபார். பூச்சியதறதப் பயன்படுததுவதற்கபான முக்கிய 

விதிகறையும் முதன் முதலில் அளிததவரும் அவவர. அணிகளில், B(x , y) = 
x y
ty x± ±







 என்ை அணி 
பிரம்மைகுப்தபா அணி (Brahmagupta Matrix) என அறேக்கப்படுகிைது.

1

பிைம்மகுப்தகா
கி.பி. (க்பகா.ஆ.) 598 -
கி.பி. (க்பகா.ஆ.) 668

கறைல் நேகாககஙகள்

இநத அததியபாயதறத படிதத 
பின்பு பின்வரும் பபாடக் 
கருததுக்கறை மைபாைவர்கள்
புரிநது ்கபாள்ை இயலும்.

 z அணியின் தரம் - 
கருததுரு.

 z அடிப்பறட உருமைபாற்ைஙகள் மைற்றும் 
்சமைபான அணிகள்.

 z அணியின் ஏறுபடி வடிவம்.
 z அணியின் தரம் கபாைல்.
 z ்சமைச்சீரற்ை வநரிய ்சமைன்பபாடுகளுக்கு 

ஒருஙகறமைவு தன்றமைறய ஆரபாயதல்.

 z வநரிய ்சமைன்பபாடுகளின் பயன்பபாடுகள்.
 z ்சமைச்சீரற்ை வநரிய ்சமைன்பபாடுகறை கிவரமைர் 

விதிறயக்்கபாண்டு தீர்வு கபாைல்.
 z ்தபாடக்க பஙகு ்சநறத பஙகீடடிறனக் 

்கபாண்டு அடுதத நிறையிறன 
முன்னறிவிததல்.

1.1  அணியின் தைம் (Rank of a Matrix)
 ்பபாருைபாதபாரம், வபாணிபம் மைற்றும் 
்தபாழில்துறைகளில் ்பபாதுவபாக அணிகள் 
பயன்படுததப்படுகிைது.
 அணிகளின் அடிப்பறட பண்புகறை 
நபாம் ஏற்கனவவ படிததுள்வைபாம். இப்பபாடததில் 
அடிப்பறட உருமைபாற்ைஙகறை பயன்படுததி, 
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அணிகளின்  பயன்பபாடுகளில் புதிய முறைகறை  
உருவபாக்குதறைப் பற்றி படிக்கைபாம்.

1.1.1  கருத்துரு (Concept)
 ஒவ்வபாரு அணியுடனும் ்தபாடர்பு 
படுததக்கூடிய ஒரு குறையற்ை எண், அநத 
அணியின் தரம் எனப்படும்.

வரையரை 1.1

  A என்கிை அணியின் தரம்‘r’ எனில் பின்வரும் 
நிபநதறனகள் உண்றமையபாக இருக்க வவண்டும்.
(i)  A ஆனது குறைநதபட்சம் ஒரு ‘r’ வரிற்ச 

பூச்சியமைற்ை சிற்ைணிக் வகபாறவறய 
்பற்றிருததல் வவண்டும்.

(ii)  A-ன் ஒவ்வபாரு (r+1) வரிற்ச மைற்றும் 
அறதவிட அதிகமைபான வரிற்ச ்கபாண்ட 
சிற்ைணிக்வகபாறவகளின் மைதிப்புகள் 
பூச்சியமைபாக இருததல் வவண்டும்.

(i) r( )A ≥ 0
(ii) அணி A-ன் வரிற்ச m n×  எனில் அதன் 

தரமைபானது, m n,{ }  -ன் மீச்சிறு மைதிப்புக்குச் 
்சமைமைபாகவவபா அல்ைது சிறியதபாகவவபா 
இருக்கும். 

(iii) பூச்சிய அணியின் தரம்  ‘0’ ஆகும். 
(iv) n n× வரிற்ச உறடய பூச்சியமைற்ை 

வகபாறவ அணியின் தரம் ‘n’ஆகும்.

குறிப்பு

எடுத்துகககாட்டு 1.1

 
1 5
3 9







 என்ை அணியின் தரததிறனக் கபாண்க.

தீர்வு:
 A =

1 5
3 9







 என்க.

 A -ன் வரிற்ச  2 2 2× ∴ ≤r( )A

 இரண்டபாம் வரிற்ச சிற்ைணிக்வகபாறவறய 
கருத, நபாம் ்பறுவது

  
1 5
3 9

6 0= − ≠   ஆகும்.

 ⇒   பூச்சியமைற்ை சிற்ைணிக்வகபாறவயின் 
வரிற்ச 2 ஆகும்.  ∴ =r( )A 2 .

்சஙவகத ்மைபாழிகறை உருவபாக்கு 
வதற்கு அணியின் கருததுருக்கள் 
பயன்படுததப்படுகின்ைன.

எடுத்துகககாட்டு 1.2
− −





5 7
5 7

 என்ை அணியின் தரததிறனக்  

கபாண்க.

தீர்வு:
 A =

− −





5 7
5 7

 என்க.

 A  -ன்  வரிற்ச 2 2 2× ∴ ≤r (A)

 இரண்டபாம் வரிற்ச சிற்ைணிக்வகபாறவறய 

கருத, நபாம் ்பறுவது 
− −

=
5 7

5 7
0  ஆகும்.

 இரண்டபாம் வரிற்ச சிற்ைணிக்வகபாறவ 
பூச்சியமைபாவதபால், r( )A ≠ 2 .

 ஒன்ைபாம் வரிற்ச ்கபாண்ட ஒரு 
சிற்ைணிக்வகபாறவறய கருத, நபாம் ்பறுவது 
− ≠5 0  ஆகும்.

 ⇒   பூச்சியமைற்ை சிற்ைணிக்வகபாறவயின் 
வரிற்ச 1 ஆகும்.     ∴ =r ( )A 1

எடுத்துகககாட்டு 1.3

  என்ை அணியின் தரததிறனக் 
கபாண்க.

தீர்வு:
 A =

−
−















0 1 5
2 4 6
1 1 5

 என்க

 A -ன் வரிற்ச  3 3× .

  ∴ ≤r( )A 3

0 1 5
2 4 6
1 1 5

−
−
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3அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 வரிற்ச மூன்று உறடய சிற்ைணிக் 
வகபாறவறய கருத, நபாம் ்பறுவது

0 1 5
2 4 6
1 1 5

6 0
−

− = ≠

 ⇒   பூச்சியமைற்ை சிற்ைணிக்வகபாறவயின் 
வரிற்ச மூன்று ஆகும்.  ∴ =r( ) .A 3

எடுத்துகககாட்டு 1.4

  என்ை அணியின் தரததிறனக் 
கபாண்க.

தீர்வு:
 A = −

− −















5 3 0
1 2 4
2 4 8

 என்க.

 A  -ன் வரிற்ச 3 3× .   ∴ ≤r( ) .A 3

 வரிற்ச மூன்று உறடய சிற்ைணிக் 
வகபாறவறய கருத, நபாம் ்பறுவது,

 

5 3 0
1 2 4
2 4 8

0−
− −

=

 ∴ மூன்ைபாம் வரிற்சக் ்கபாண்ட 
சிற்ைணிக்வகபாறவ பூச்சியமைபாவதபால், r( )A ≠ 3  
ஆகும்.
 இரண்டபாம் வரிற்ச ் கபாண்ட ஒரு சிற்ைணிக் 
வகபாறவறய கருத, நபாம் ்பறுவது

 
5 3
1 2

7 0= ≠  ஆகும்.

 ⇒   பூச்சியமைற்ை சிற்ைணிக்வகபாறவயின் 
வரிற்ச 2 ஆகும்.   ∴ =r( ) .A 2

எடுத்துகககாட்டு 1.5

   என்ை அணியின் தரததிறனக் 
கபாண்க.

5 3 0
1 2 4
2 4 8

−
− −















தீர்வு:
   A =

−
−
−















1 2 1 3
2 4 1 2
3 6 3 7

 என்க.

 A  -ன் வரிற்ச 3 4×
 ∴ ≤r( ) .A 3

 மூன்ைபாம் வரிற்ச ்கபாண்ட சிற்ைணிக் 
வகபாறவகறை கருத, நபாம் ்பறுவது

  1 2 1
2 4 1
3 6 3

0
1 1 3
2 1 2
3 3 7

0
−

=
−

−
−

=,

  1 2 3
2 4 2
3 6 7

0
2 1 3
4 1 2
6 3 7

0−
−

=
−

−
−

=, ஆகும்.

 அறனதது மூன்ைபாம் வரிற்ச ்கபாண்ட 
சி ற் ை ணி க் வ க பா ற வ க ளி ன்  மை தி ப் பு க ளு ம் 
பூச்சியமைபாகும். r( ) .A ≠ 3
 ஏவதனும் ஒரு இரண்டபாம் வரிற்ச 
சிற்ைணிக்வகபாறவறய கருத, நபாம் ்பறுவது  

2 1
4 1

6 0
−

= ≠  ஆகும்.

 ⇒   பூச்சியமைற்ை சிற்ைணிக்வகபாறவயின் 
வரிற்ச 2 ஆகும்.   ∴ =r ( ) .A 2

A என்ை ்சதுர அணியின் 
 வரிற்ச 3. A இன் தரம் 2 எனில்,  adj A 

இன் தரம் 1 ஆகும்.

1.1.2    அடிப்்பரை உருமகாறைஙகள் மறறும் சமகான 
அணிகள் (Elementary Transformations and 
Equivalent matrices)

அணிகளின் அடிப்பறட உருமைபாற்ைஙகள் பின்வரும் 
மூன்று ்்சயல்கறைப் ்பபாறுதது அறமைகிைது.

(i)  ஏவதனும் இரு நிறரகறை (அல்ைது நிரல்கள்) 
பரிமைபாற்ைம் ்்சயதல். [ R Ri j↔  (அ) Ci«Cj)]

(ii)  ஒரு  நிறரயில் (அல்ைது நிரலில்) உள்ை  
ஒவ்வபாரு உறுப்றபயும் ஒரு பூச்சியமைற்ை 
திற்சயிலி  k -ஆல் ்பருக்குதல். [ R kRi i→
(அ) Ci → kCj ].

1 2 1 3
2 4 1 2
3 6 3 7

−
−
−
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(iii)  ஒரு நிறரயில் (அல்ைது நிரலில்) உள்ை 
உறுப்புகறை மைற்்ைபாரு நிறரயில் (அல்ைது 
நிரலில்) உள்ை ஒதத உறுப்புகளுடன் ஒவர 
மைபாறிலியபால் ்பருக்கி கூடடுதல்.
[ R R kRi i j→ +  (அ) Ci → Ci+kCj ]

சமகான அணிகள் (Equivalent Matrices)
 A மைற்றும் B என்பறவ ்சமைவரிற்சக் ்கபாண்ட 
அணிகள் என்க. இவற்றில் ஒரு அணிறய மைற்்ைபாரு 
அணியிலிருநது, முடிவுறு எண்ணிக்றகயுள்ை 
அடிப்பறட உருமைபாற்ைஙகறை வமைற்்கபாள்வதன் 
மூைம் ்பறுவவபாமைபாயின்,  A-யும் B-யும் ்சமைபான 
அணிகள் எனப்படும். இதறன A B~   அல்ைது
B A

 என குறிப்பிடைபாம். 

1.1.3    ஏறு்படி வடிவம் மூலம் வரிரச 3×4 வரை  
உள்்ள அணியின்  தைம் ககாணல் (Echelon form 
and finding the rank of the matrix upto the order 
of 3×4)

 m n×  வரிற்ச உறடய A என்ை 
அணியபானது ஏறுபடி வடிவில் உள்ைதபாயின் அது 
பின்வரும் நிபநதறனகறை நிறைவு ்்சயதல் 
வவண்டும்.  
( i )  அ ற ன த து  உ று ப் பு க ற ை யு ம்  பூ ச் சி ய 

உறுப்புகைபாய ்கபாண்ட ஒவ்வபாரு நிறரயும் 
பூச்சியமைற்ை உறுப்புகறையும் உறுப்புகைபாகக் 
்கபாண்ட நிறரக்கு கீவே அறமைய வவண்டும்.

(ii) பூச்சியமைற்ை நிறரயில் வரும் முதல் பூச்சியமைற்ை 
உறுப்பிற்கு முன்பபாக இடம்்பறும் பூச்சிய 
உ று ப் பு க ளி ன்  எ ண் ணி க் ற க ய பா ன து 
அவவபாைபாகவவ அதற்கு அடுதது வரும் 
நிறரயில் உள்ை பூச்சிய உறுப்புகளின் 
எண்ணிக்றகறயவிட குறைவபாக இருததல் 
வவண்டும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.6

A =














1 2 3
2 3 4
3 5 7

  என்ை அணியின் தரததிறனக் 

கபாண்க.
தீர்வு :
 A -ன் வரிற்ச 3 3× . ∴ ≤r( ) .A 3
 அ ணி  A - ஐ ,  ஏ று ப டி  வ டி வ த தி ற் கு 
மைபாற்றியறமைக்க, 

அணி  A அடிப்பறட 
உருமைபாற்ைஙகள்

A =














1 2 3
2 3 4
3 5 7

 

~
1 2 3
0 1 2
0 1 2

− −
− −















 
~

1 2 3
0 1 2
0 0 0

− −














கறடசியபாக ்பைப்படட 
அணியபானது ஏறு படிவ 
வடிவில் உள்ைது.

 
R R 2R2 2 1→ −
 R R 3R3 3 1→ −

R R R3 3 2→ −

ஏறுபடிவ அணியில் உள்ை பூச்சியமைற்ை நிறரகளின் 
எண்ணிக்றக 2 ஆகும்.   ∴ r( ) .A = 2

  ஒரு நிறரயில் உள்ை உறுப்புகளில் 
குறைநதது ஒரு உறுப்பு பூச்சியமைற்ை 
உறுப்பபாக அறமையுமைபானபால் அநத நிறர 
பூச்சியமைற்ை நிறர எனப்படும்.

குறிப்பு

எடுத்துகககாட்டு 1.7

A =














0 1 2 1
1 2 3 2
3 1 1 3

 என்ை அணியின் தரததிறனக் 
கபாண்க.

தீர்வு: 
  A -ன் வரிற்ச  3 4× . ∴ ≤r( ) .A 3
 அணி A -ஐ, ஏறுபடி வடிவததிற்கு 
மைபாற்றியறமைக்க,

அணி   A அடிப்பறட 
உருமைபாற்ைஙகள்

A =














0 1 2 1
1 2 3 2
3 1 1 3

     
1 2 3 2
0 1 2 1
3 1 1 3















R R1 2↔
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~
1 2 3 2
0 1 2 1
0 5 8 3− − −















~
1 2 3 2
0 1 2 1
0 0 2 2















 

R R 3R3 3 1→ −

R R R3 3 2→ + 5

 ஏறுபடிவ அணியில் உள்ை பூச்சியமைற்ை 
நிறரகளின் எண்ணிக்றக 3 ஆகும்.   ∴ =r( ) .A 3

எடுத்துகககாட்டு 1.8

A =














1 1 1 1
3 4 5 2
2 3 4 0

 என்ை அணியின் தரததிறனக் 

கபாண்க.
தீர்வு:
 A -யின் வரிற்ச 3 4× .

  ∴ ≤r( ) .A 3
 அணி A-ஐ, ஏறுபடி வடிவததிற்கு 
மைபாற்றியறமைக்க,

அணி  A அடிப்பறட 
உருமைபாற்ைஙகள்

A =














1 1 1 1
3 4 5 2
2 3 4 0

~
1 1 1 1
0 1 2 1
0 1 2 2

−
−















~
1 1 1 1
0 1 2 –1

–10 0 0















R R R2 2 1→ −3
R R3 3 1→ − 2R

R R R3 3 2→ −

     ஏறுபடிவ அணியில் உள்ை பூச்சியமைற்ை 
நிறரகளின் எண்ணிக்றக 3 ஆகும். ∴ =r( ) .A 3
சமன்்பகாடுகளின் ஒருஙகரமவு (Consistency of 
Equations)
இருமகாறிகள் கககாணை நேரிய சமன்்பகாடுகளின் 
கதகாகுப்பு (System of linear equations in two variables) :

 இரண்டு வநரிய ்சமைன்பபாடுகறை அணியின் 
வநர்மைபாறு முறையில்  எவவபாறு தீர்ப்பது என்பறத  
நபாம் அறிவவபாம்.

மீள்்பகார்ரவ 
வநரிய ்சமைன்பபாடுகறை அணி வடிவததில் AX=B  

என்ைவபாறு எழுத இயலும் அதன் தீர்வு A 0≠  

எனும் நிறையில் X A B= −1  ஆகும்.

 பின்வரும் இரு மைபாறிகறைக் ்கபாண்ட 
வநரிய ்சமைன்பபாடடுத ்தபாகுப்பிறனக் எடுததுக் 
்கபாள்வவபாம்.
    ax by h
cx dy k

+ =
+ = ( )1}

 a, b, c, d, h மைற்றும் k என்பறவ ்மைய 
மைபாறிலிகள், ஒவர வநரததில் a மைற்றும் b என்ை 
இரண்டுவமை பூஜ்ஜிமைபாகவவபா அல்ைது c மைற்றும் d என்ை 
இரண்டுவமை பூச்சியமைபாகவவபா இருக்க இயைபாது. 
்கபாடுக்கப்படட L1 , L2  ஆகிய இரு வநர்வகபாடுகளில் 
பின்வரும் ஏவதனும் ஒன்று கிறடக்கைபாம்.
 L1 மைற்றும் L2 ்சரியபாக ஒரு புள்ளியில் 
்வடடிக்்கபாள்ளும்.
 L1 மைற்றும் L2 ஒன்றின் மீது மைற்்ைபான்று 
்பபாருநதும்.
 L1 மைற்றும் L2  இறையபானறவ மைற்றும் 
்வவவவைபானறவ.
   படம் 1.1-ல் முதல் நிறையில் இரு வகபாடுகளும் 
ஒன்றை ஒன்று ஒவர ஒரு புள்ளியில் ்வடடுவதபால் 
்சமைன்பபாடடு ்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவு உறடயது 
மைற்றும் ஒவர ஒரு தீர்வு உண்டு.
  இரண்டபாவது நிறையில் வகபாடடின் மீது 
உள்ை  ஒவ்வபாரு புள்ளியும் அச்்சமைன்பபாடுகளின் 
தீர்வுகைபாக அறமையும். எனவவ ்சமைன்பபாடடு 
்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவு உறடயது, மைற்றும் 
எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் உண்டு.
  மூன்ைபாவது நிறையில் இருவகபாடுகளும் 
இறைவகபாடுகள் ஆவதபால் ்சமைன்பபாடடு ்தபாகுப்பு 
ஒருஙகறமைவு அற்ைது. தீர்வுகள் இல்றை.
 ஒவ்வபான்றையும் விைக்கும் வறகயில் 
முதலில் இரு மைபாறிகறைக்   ்கபாண்ட வநரியல் 
்தபாகுதிகறைப் பபார்ப்வபபாம்.
(அ)   ஒநை ஒரு தீர்ரவ  மட்டுநம கககாணை 

சமன்்பகாட்டுத் கதகாகுப்பு
2 1 3 2 12x y x y− = + =,  என்ை ்சமைன்பபாடுகள் 
(2,3) என்ை புள்ளியில் ்வடடிக் ்கபாள்கின்ைன.
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6 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

அதபாவது (2,3) இருவகபாடுகளின் மீதும் 
அறமைகின்ைது. எனவவ இநத ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒருஙகறமைவு உறடயறவ மைற்றும் ஒவர ஒரு 
தீர்வு  ்கபாண்டறவ ஆகும்.

 (ஆ)   எணணிகரகயறை தீர்வுகர்ளக கககாணை 
சமன்்பகாட்டுத்கதகாகுப்பு
2 1 6 3 3x y x y− = − =, என்ை ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒன்ைன் மீது மைற்்ைபான்ைபாக அறமையும் இரு 
வநர்க்வகபாடுகைபாகும். வமைலும் வகபாடடின் 
மீதுள்ை ஒவ்வபாரு புள்ளியும் அச்்சமைன்பபாடு
களின் தீர்வுகைபாக அறமையக்  கபாண்கிவைபாம்.

இ ச் ்ச மை ன் ப பா டு க ள்  ஒ ரு ங க ற மை வு 
உறடயறவ மைற்றும் (0,–1), (1, 1)… என
எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகறைப்  ் பற்றுள்ைன.

(இ)    தீர்வுகள் அறை சமன்்பகாட்டுத் கதகாகுப்பு
2 1 6 3 12x y x y− = − =, என்ை ்சமைன்பபாடுகள் 
இரு இறையபான வகபாடுகைபாகும். இச்்சமைன்
பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு அற்ைறவ.

X

Y

0

L1

L2

X

Y

0

L 1

L 2

X

Y

0

L 1 L 2

(அ)  ஒவர ஒரு
தீர்வு

(ஆ) எண்ைற்ை
தீர்வுகள்

(இ)  தீர்வு
இல்ைபாறமை

படம் 1.1

மூன்று மதிப்பிை நவணடிய மகாறிகர்ளக  கககாணை 
சமச்சீைறை  சமன்்பகாட்டுத் கதகாகுப்பு (System of non 
Homogeneous Equations in three variables)
 x, y மைற்றும் z ஆகிய மூன்று மைபாறிகறைக்  
்கபாண்ட மூன்று வநரிய ்சமைன்பபாடுகறைக்  
்கபாண்ட வநரிய ்தபாகுப்பின் ்பபாது வடிவம் 

  

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

+ + =
+ + =
+ + =

                                  (2)

 ax by cz d+ + =  (a,b மைற்றும் c ஆகியன 
பூச்சியமைற்ைறவ) என்ை மூன்று மைபாறிகறைக் 
்கபாண்ட வநரிய ்சமைன்பபாடு முப்பரிமைபாை  ்வளியில் 
அறமைநத தைதறதக் குறிக்கும். எனவவ ்தபாகுப்பு 
(2)-ல் அறமைநத ஒவ்வபாரு ்சமைன்பபாடும், முப்பரிமைபாை 
்வளியில் ஒவ்வபாரு தைதறதக் குறிக்கும். வமைலும் 
்தபாகுப்பின் தீர்வு(கள்), ்தபாகுப்பின் மூன்று 
்சமைன்பபாடுகள் குறிக்கும் தைஙகள் ் வடடிக்்கபாள்ளும் 
புள்ளி(கள்) ஆகும். ஒவ்வபாரு தைமும் ஒன்றை 
ஒன்று ்வடடிக்்கபாள்ளும் தன்றமைறயப் ்பபாறுதது 
்தபாகுப்பு ஆனது ஒவர ஒரு தீர்வு, எண்ணிக்றகயற்ை 
தீர்வுகள், அல்ைது தீர்வு இல்ைபாறமை என  
்பற்றிருக்கும்.

P3

P2

P1

P3

P2

P1

P3

P2

P1

(அ) ஒவர ஒரு தீர்வு

(ஆ)  எண்ைற்ை
தீர்வுகள்

படம் 1.2

(இ)  தீர்வு
இல்ைபாறமை
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7அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 படம் 1.2 ஆனது ஒவ்வபாரு ்சபாததியக்கூறு 
கறையும் விைக்குகின்ைது.  
 படம் 1.2(அ)-ல் மூன்று தைஙகளும் ஒரு  
புள்ளியில் ்வடடுகின்ைன. எனவவ ்சமைன்பபாடுகளின் 
்தபாகுப்பு (2) ஒவர ஒரு தீர்றவப் ்பறும். 
 படம் 1.2(ஆ)-ல் ்தபாகுப்பிற்கு எண்ைற்ை 
தீர்வுகள் உண்டு என்பறத சிததரிக்கின்ைது. இஙகு 
மூன்று தைஙகளும் ஒவர வநர்க்வகபாடடில் ்வடடிக் 
்கபாள்வதபால், வகபாடடின் மீதுள்ை அறனதது 
புள்ளிகளும் தீர்வுகைபாக கிறடக்கின்ைன. 
 படம் 1.2(இ)-ல் மூன்று தைஙகளும் 
ஒன்றுக்்கபான்று இறையபானறவ மைற்றும் 
் வ வ வ வ ை பா ன ற வ .  மூ ன் று  த ை ங க ளு க் கு 
்பபாதுவபான புள்ளி ஏதும் இல்றை எனவவ ்தபாகுப்பு 
(2) க்கு இநநிறையில் தீர்வு ஏதும் இல்றை.

ஒவ்வபாரு வநரிய ்சமைன்பபாடடுத ்தபாகுப்பும் 
ஒவர ஒரு தீர்வு அல்ைது எண்ணிக்றகயற்ை 
தீர்வுகறைப் ்பற்றிருக்கும் அல்ைது தீர்வு 
இல்ைபாமைலும் இருக்கும்.

குறிப்பு

 n மைதிப்பிடவவண்டிய மைபாறிகறைக் 
்கபாண்ட ‘m’ வநரிய ்சமைன்பபாடுகறைக் ்கபாண்ட 
தன்னிச்ற்சயபான ்தபாகுப்பிறன

 

a x a x a x b
a x a x a x b

a x

n n

n n

m

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1

+ + + =
+ + + =

+

...
...

   

aa x a x bm mn n m2 2 + + =...
 என எழுதைபாம் x1, x2, .., xn என்பன 
மைதிப்பிட வவண்டிய மைபாறிகள் வமைலும் aij மைற்றும் bi 
(i = 1,2,3, ..., m,  j = 1,2,3, ..., n) என்பறவ மைபாறிலிகள் 
ஆகும்.

விரிவு்படுத்தப்்பட்ை அணிகள் (Augmented matrices)
 ‘n’  மை தி ப் பி ட  வ வ ண் டி ய  மை பா றி க ற ை க் 
்கபாண்ட ‘m’ வநரிய ்சமைன்பபாடுகறை ்கபாண்ட 
்தபாகுப்பு,  ் ்சவவக வரிற்சயில் அறமைநத எண்கைபாக 
சுருக்கப்படுகின்ைது.

a a a b
a a a b

a a a b

n

n

m m mn n

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...

...
    



















 இது ்தபாகுப்பின் விரிவுபடுததப்படட அணி  

ஆகும், வமைலும் 

a a a
a a a

a a a

n

n

m m mn

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...
   



















என்பது 

்கழு அணி எனப்படும்.
 பின்வரும் ்சமைன்பபாடடுத ்தபாகுப்பிறன 
கருதுவவபாம்.

 

x y z
x y z
x y z

+ + =
+ − =
+ − =

2 9
2 4 3 1
3 6 5 0

        

1 1 2
2 4 3
3 6 5

9
1
0

−
−

































=
















=

x
y
z

A X B

இதில் A=  

1 1 2
2 4 3
3 6 5

−
−

















 என்பது ் கழு  அணி மைற்றும் 

[A, B]  =  

1 1 2 9
2 4 3 1
3 6 5 0

−
−

















என்பது

விரிவுபடுததப்படட அணி ஆகும்.

1.1.4    சமச்சீைறை நேரிய சமன்்பகாடுகளின் ஒருஙகரமவுத் 
தன்ரமரய, தை முரையில் நசகாதித்தல் 
(இைணடு மறறும் மூன்று மதிப்பிை நவணடிய) 
[Testing the consistency of non homogeneous 
linear equations (two and three variables) by rank 
method]

 n மைதிப்பிடவவண்டிய மைபாறிகறைக் ்கபாண்ட 
AX=B  என்ை  அணி ்சமைன்பபாடடில்

(i)  r rA B A, ( ) = ( )  எனில் ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒருஙகறமைவு உறடயறவ.

(ii)  r rA B A n, ( ) = ( )=  எனில் ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒருஙகறமைவு உறடயறவ மைற்றும் ஒவர ஒரு  
தீர்வு உண்டு.

(iii)  r rA B A n, ( ) = ( ) <  எனில் ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒருஙகறமைவு உறடயறவ மைற்றும்  
எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் உண்டு.
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(iv)  r rA B A, ( ) ≠ ( )  எனில் ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒருஙகறமைவு அற்ைது மைற்றும் தீர்வு இல்றை.

எடுத்துகககாட்டு 1.9
 x y x y+ = + =5 2 8,  ஆகிய ்சமைன்பபாடுகள்  
ஒருஙகறமைவு உறடயது எனில் அவற்றைத தீர்க்க.

தீர்வு:
 ்கபாடுக்கப்படட ்தபாகுப்பிற்கபான அணி 
்சமைன்பபாடு

 

1 1
2 1

5
8













=






=

x
y
XA B

அணி A விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைம்

 
1 1
2 1









1 1
0 1−







1 1 5
2 1 8









1 1 5
0 1 2− −





 R R R2 2 12→ −

r A( ) = 2 r A B,[ ]( ) = 2

 ஏறுபடிவ அணியில் உள்ை பூச்சியமைற்ை 
நிறரகளின் எண்ணிக்றக 2 ஆகும்.
r rA A B( )= [ ]( ) =, 2  =  மைதிப்பிட வவண்டிய 
மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக
∴ ்கபாடுக்கப்படட ்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவுறடயது 
வமைலும் ஒவர ஒரு தீர்வு உண்டு.

 ்கபாடுக்கப்படட ்தபாகுப்பிறன   
1 1
0 1

5
2−













=
−







x
y

 என எழுதைபாம்.

⇒
  

x y
y

+ =
=

5
2   

...(1)

 
∴ ⇒ + =

=
( )1 2 5

3
x

x
  

தீர்வு : x y= =3 2,

எடுத்துகககாட்டு 1.10
 2 5 4 2 10x y x y+ = + =,  ஆகிய ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒருஙகறமைவு உறடயது  எனில் அவற்றைத தீர்க்க.

தீர்வு: 
 ்சமைன்பபாடடுத ்தபாகுப்பிற்கபான அணிச் 
்சமைன்பபாடு,

 

2 1
4 2

5
10













=






=

x
y

A X B

அணி A விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைம்

2 1
4 2









2 1
0 0







2 1 5
4 2 10









2 1 5
0 0 0





 R R R2 2 12→ −

r A( ) = 1 r A B,[ ]( ) = 1  

 ஏறுபடிவ அணியிலுள்ை பூச்சியமைற்ை 
நிறரகளின் எண்ணிக்றக 1 ஆகும்.

 இஙகு, r rA A B( ) = [ ]( ),  = 1 < மைதிப்பிட 
வவண்டிய மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக.
 ∴ ்கபாடுக்கப்படட  ்சமைன்பபாடடு ்தபாகுப்பு 
ஒ ரு ங க ற மை வு  உ ற ட ய து  மை ற் று ம் 
எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகறை ்பற்றிருக்கும்.
்தபாகுப்பிற்கபான ்சமைபான அணி வடிவம்,

 
2 1
0 0

5
0













=






x
y

 ஆகும்.

        ⇒ + =2 5x y  ...(1)

  k R∈ ,  y = k  எனக் ்கபாண்டபால்,

             x k= −( )1
2

5  (1) லிருநது,

  x k= −( )1
2

5 ,  y = k ;  k R∈   

 k - யி ன்  ் வ வ வ வ று  மை தி ப் பு க ளு க் கு 
்வவவவறு தீர்வுகறை நபாம் ்பைைபாம்.  எனவவ  
்கபாடுக்கப்படட ்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவு உறடயது 
மைற்றும் எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகறைப் 
்பற்றிருக்கும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.11
 3 2 6 6 4 10x y x y− = − =,  என்ை ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒருஙகறமைவு அற்ைது எனக் கபாடடுக.
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தீர்வு:
அணி ்சமைன்பபாடு

 
3 2
6 4

6
10

−
−













=






x
y

           AX = B

அணி A விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைம்

   
3 2
6 4

−
−









3 2
0 0

−





3 2 6
6 4 10

−
−









3 2 6
0 0 2

−
−





 R R R2 2 12→ −

r A( ) = 1 r A B,[ ]( ) = 2

 
∴  ( )= ( )=

( )≠  ( )
r r

r r

A B A

A A B

, ,

,

2 1

∴ ்கபாடுக்கப்படட ்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவு அற்ைது.

எடுத்துகககாட்டு 1.12
2 5 4 2 1x y z x y z x y z+ + = + + = − + =, ,  
என்ை ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு உறடயது 
எனக்கபாடடுக வமைலும் அவற்றைத தீர்க்க.

தீர்வு:
 அணி ்சமைன்பபாடு 

 

2 1 1
1 1 1
1 1 2

5
4
1−





























=














=

x
y
z

A X B

விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைஙகள்

    
2 1 1 5
1 1 1 4
1 1 2 1−

















    
1 1 1 4
2 1 1 5
1 1 2 1−

















R R1 2↔



1 1 1 4
0 1 1 3
0 2 1 3

− − −
− −



















1 1 1 4
0 1 1 3
0 0 3 3

− − −

















R R R2 2 12→ −
R R R3 3 1→ −

R R R3 3 22→ −

r rA A B( ) = [ ]( ) =3 3, ,
 கறடசி ்சமைபான அணி ஏறுபடி வடிவில் 
உள்ைது.  இதில் மூன்று பூச்சியமைற்ை நிறரகள் 
உள்ைன.
 r rA A B( ) =  ( )= =, 3 மைதிப்பிட வவண்டிய 
மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக.
 ∴்கபாடுக்கப்படட்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவு 
உறடயது. வமைலும் ஒவர ஒரு  தீர்றவ ் பற்றிருக்கும்: 
 தீ ர் வு  க பா ை  த ர ப் ப ட ட  ்ச மை ன் ப பா ட டு 
்தபாகுப்பிற்கு ்சமைபானமைபான அணி ்சமைன்பபாடறட 
எடுததுக்்கபாள்வவபாம்.

 

1 1 1
0 1 1
0 0 3

4
3

3
− −





























= −














x
y
z

  

x y z
y z

z

+ + =
+ =

=

4 1
3 2

3 3 3

( )
( )
( )

 
( )
( )
3 1
2 3 2

⇒ =
⇒ = − =

z
y z

   ( )1 4
1

⇒ = − −
=

x y z
x

 ∴ x = 1,    y = 2,   z = 1

எடுத்துகககாட்டு 1.13 
x y z x y z x y z+ + = + + = + + =6 2 3 14 4 7 30, ,  
என்ை ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு உறடயது 
எனக்கபாடடுக. வமைலும் அவற்றைத தீர்க்க.
தீர்வு: அணி ்சமைன்பபாடு 

 

1 1 1
1 2 3
1 4 7

6
14
30





























=














=

x
y
z

A X B
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விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைஙகள்

 
1 1 1 6
1 2 3 14
1 4 7 30



















1 1 1 6
0 1 2 8
0 2 4 16



















1 1 1 6
0 1 2 8
0 0 0 0

















R R R2 2 1→ −
R R R3 3 2→ −

R R R3 3 22→ −

r rA A B( ) = [ ]( ) =2 2, ,

கறடசி ்சமைபான அணி ஏறுபடி வடிவில் உள்ைது. 
இதில் இரண்டு பூச்சியமைற்ை நிறரகள் உள்ைன.

 ∴  ( ) = ( ) =r rA B A, ,2 2

 இஙகு,   r rA A B( ) =  ( ) = <, 2  மைதிப்பிட 
வவண்டிய மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக.
 எனவவ, ் கபாடுக்கப்படட ் தபாகுப்பு  ஒருஙகறமைவு 
உறடயது. வமைலும் எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் 
உண்டு.
 ்கபாடுக்கப்படட ்தபாகுப்பிற்கு ்சமைபானமைபான 
அணிச் ்சமைன்பபாடு

 

1 1 1
0 1 2
0 0 0

6
8
0





























=














x
y
z

 
x y z

y z
+ + = ( )

+ = ( )
6 1

2 8 2
     ( ) ,
( ) ( )
2 8 2
1 6 6 8 2 2

⇒ = −
⇒ = − − = − − − = −

y z
x y z z z z

 z  = k ,  k R∈   எனக்்கபாண்டபால், 
x k y k= − = −2 8 2,  எனப் ்பைைபாம்.  
 k-யின் ்வவவவறு மைதிப்புகளுக்கு  
்வவவவறு தீர்வுகறை  நபாம் ்பைைபாம்.  
 எனவவ ்கபாடுக்கப்படட ்தபாகுப்பு 
எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகறைப் ்பற்றிருக்கும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.14
x y z x y z x y z− + = + − = − + =4 7 14 3 8 2 13 7 8 26 5, ,

x y z x y z x y z− + = + − = − + =4 7 14 3 8 2 13 7 8 26 5, ,  என்ை ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு 
அற்ைறவ எனக்கபாடடுக.
தீர்வு:
அணி ்சமைன்பபாடு

 

1 4 7
3 8 2
7 8 26

14
13
5

−
−

−





























=














=

x
y
z

A X B
விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 

அணி  [A,B]
அடிப்்பரை 

உருமகாறைஙகள்

   
1 4 7 14
3 8 2 13
7 8 26 5

−
−

−



















1 4 7 14
0 20 23 29
0 20 23 93

−
− −
− −



















1 4 7 14
0 20 23 29
0 0 0 64

−
− −

















R R R2 2 13→ −
R R R3 3 17→ −

R R R3 3 2→ −

r rA A B( ) = ( ) =2 3, [ , ]

 கறடசி ்சமைபானமைபான அணி ஏறுபடி வடிவில் 
உள்ைது. இதில் மூன்று பூச்சியமைற்ை நிறரகள் 
உள்ைன.
  ∴  ( ) = ( ) =

( ) ≠  ( )
r r

r r

A B A

A A B

, ,

,

3 2

 எனவவ, ்சமைன்பபாடடுத ்தபாகுப்பு  ஒருஙகறமைவு 
அற்ைது மைற்றும் தீர்வு ஏதுமில்றை.
எடுத்துகககாட்டு 1.15
 பின்வரும் ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு 
உறடயது எனில் k-ன் மைதிப்றபக்கபாண்க. 
x y z x y z x y z k+ − = − − − = + − =2 3 2 3 2 1 2 3 5, ,  மைற்றும்

 x y z x y z x y z k+ − = − − − = + − =2 3 2 3 2 1 2 3 5, ,

தீர்வு:
தரப்படட ்தபாகுப்புக்குரிய அணிச் ்சமைன்பபாடபானது 
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1 2 3
3 1 2
2 3 5

2
1

−
− −

−





























=
−













=

x
y
z k

A X B

விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைஙகள்

    
1 2 3 2
3 1 2 1
2 3 5

− −
− −

−















k



1 2 3 2
0 7 7 7
0 1 1 4

− −
−
− +















k



1 2 3 2
0 7 7 7
0 0 0 21 7

− −
−

+















k

R R R2 2 13→ −
R R R3 3 12→ −

R R R3 3 27→ −

r rA A B( )=  ( ) =2 2, ,  
(அல்ைது) 3

்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு உறடயறவ எனில் 
 r rA B A, ( ) = ( )= 2

 

∴ + =
= −
= −

21 7 0
7 21

3

k
k
k

.

எடுத்துகககாட்டு 1.16
 தரப்படட ்சமைன்பபாடுகள்  ஒருஙகறமைவு 
அற்ைறவ எனில் k -ன் மைதிப்பு கபாண்க. 
x y z x y z y kz+ + = + + = + =7 2 3 18 6, , .

தீர்வு:
 தரப்படட ்தபாகுப்புக்குரிய அணிச் ்சமைன்பபாடு

 

1 1 1
1 2 3
0 1

7
18
6k

x
y
z

A X B





























=














=

விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைஙகள்

   
1 1 1 7
1 2 3 18
0 1 6k



















1 1 1 7
0 1 2 11
0 1 6k



















1 1 1 7
0 1 2 11
0 0 2 5k − −

















R R R2 2 13→ −
R R R3 3 17→ −

R R R3 3 2→ −

r A( ) = 2  அல்ைது 3, 
r [ , ]A B( ) = 3

 ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு அற்ைறவ 
எனில் r rA B A, ( ) ≠ ( )
 ( ) ,

( ) ( )
2 8 2
1 6 6 8 2 2

⇒ = −
⇒ = − − = − − − = −

y z
x y z z z z

   k − =2 0 .    ∴k = 2

எடுத்துகககாட்டு 1.17
 ‘a’ மைற்றும் ‘b’  இன் எம்மைதிப்புகளுக்கு 
x y z x y z x y az b+ + = + + = + + =6 2 3 10 2, ,   

என்ை ்சமைன்பபாடுகள்

 (i)  எநத தீர்வும் ்பற்றிரபாது.
  (ii) ஒவர ஒரு தீர்றவ ்பற்றிருக்கும். 
(iii)  எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகறைப் ் பற்றிருக்கும் 

என ஆரபாயக.
தீர்வு:
 தரப்படட ்சமைன்பபாடடு ் தபாகுப்புக்குரிய அணிச் 
்சமைன்பபாடபானது

 

1 1 1
1 2 3
1 2

6
10

a

x
y
z b

A X B





























=














=
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விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைஙகள்

    
1 1 1 6
1 2 3 10
1 2 a b



















1 1 1 6
0 1 2 4
0 1 1 6a b− −



















1 1 1 6
0 1 2 4
0 0 3 10a b− −

















R R R2 2 1→ −

R R R3 3 1→ −

R R R3 3 2→ −

கறடசி ்சமைபான அணி ஏறுபடிவ வடிவில் உள்ைது.
நிரல  (i)  தீர்வு இல்ரல :

 r rA A B( )≠ [ ]( ),  எனில், ்தபாகுப்பிற்கு 
தீர்வு இல்றை. a–3 = 0 மைற்றும் b − ≠10 0  
எனும்வபபாது  மைடடுவமை r rA A B( )≠ [ ]( ),  ஆகும்.
 ∴  a = 3, b ≠ 10  எனும்வபபாது ்தபாகுப்பிற்கு 
தீர்வு இல்றை.

நிரல (ii) ஒநை ஒரு  தீர்வு :

 r rA A B( ) = [ ]( ) =, மைதிப்பிடவவண்டிய 
மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக, எனில் ்தபாகுப்பிற்கு 
ஒவர  ஒரு தீர்வு உண்டு.

இஙகு  a − ≠3 0  எனில் r rA A B( ) = [ ]( ) =, 3 .

∴ a ≠ 3  மைற்றும் b R∈ எனில் ்தபாகுப்பிற்கு 
ஒவர ஒரு தீர்வு உண்டு.

நிரல (iii) எணணறை தீர்வுகள்:

 r rA A B( )= [ ]( ) <, மைதிப்பிட வவண்டிய 
மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக, எனில் ்தபாகுப்பிற்கு 
எண்ைற்ை தீர்வுகள் உண்டு.

 இஙகு a b− = − =3 0 10 0,  எனில் 
r r( ) ,A A B= [ ]( )= 2 <3.

 எனவவ  a = 3 மைற்றும் b =10 எனும் வபபாது 
்தபாகுப்பிற்கு எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் உண்டு.

எடுத்துகககாட்டு 1.18
 ஒரு ்தபாழிற்்சபாறையில் உற்பததி 
்்சயயப்படும் ்மைபாதத அைகுகளின் வநரிய ்சபார்பு  
P =  a + bl + cm இஙகு ்தபாழிைபாைர்களின் கூடுதல் 
உறேப்பு வநரம் (மைணியில்) l, கூடுதல் இயநதிரம் 
வநரம் (மைணியில்) m மைற்றும் வவறைறய 
முடிக்கும் வநரம் a (நிறையபானது) எனில் 
பின்வரும் விவரஙகளிலிருநது a,b மைற்றும்  c ஆகிய 
மைபாறிலிகளின் மைதிப்புகறைக் கபாண்க.

ேகாள்
உற்பத்தி

(P 
அலகுகள்)

உரைப்பு நேைம்
(l மணியில்) 

கூடுதல் இயந்திைம் 
நேைம்

(m மணியில்)

திஙகள்
்்சவவபாய
புதன்

6,950
6,725
7,100

40
35
40

10
9

12

 வமைலும் உறேப்பு வநரம் 50 மைணிகள் மைற்றும் 
கூடுதல் இயநதிரம் வநரம் 15 மைணிகள் எனில் 
உற்பததிறயக் கைக்கிடுக.
தீர்வு:
 P = a + bl + cm என்பது உற்பததி ்சமைன்பபாடு 
ஆகும்.
 ்கபாடுக்கப்படட மைதிப்புகளிலிருநது 
  6,950 = a + 40b + 10c
  6,725 = a + 35b + 9c
  7,100 = a + 40b + 12c
 தரப்படட ்சமைன்பபாடடு ் தபாகுப்புக்குரிய அணிச் 
்சமைன்பபாடபானது

 

1 40 10
1 35 9
1 40 12

6950
6725
7100





























=












a
b
c



=A X B

விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைஙகள்

    
1 40 10 6950
1 35 9 6725
1 40 12 7100



















1 40 10 6950
0 5 1 225
0 0 2 150

− − −

















R R R2 2 1→ −

R R R3 3 1→ −

r rA A B( )= [ ]( )=3 3, ,
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13அணிக்ேகாைவகளின் பயன்பாடுகள்

 ∴ தரப்படட ்சமைன்பபாடடு ்தபாகுப்புக்குரிய 
்சமைபானமைபான அணிச் ்சமைன்பபாடு

 

1 40 10
0 5 1
0 0 2

6950
225
150

− −




























= −














a
b
c

 

a b c
b c

c

c

+ + = ( )
− − = − ( )

= ( )
=

40 10 6950 1
5 225 2

2 150 3

75

இப்்பபாழுது, ( )2 5 75 225⇒ − − = −b
          b = 30
மைற்றும் (1) ⇒ + + =a 1200 750 6950
               a = 5000

a = 5000,  b = 30,  c = 75
∴  உற்பததி ்சமைன்பபாடு P = 5000 + 30l + 75m
l = 50,  m=15  இல்  P   = 5000 + 30(50) + 75(15)
       = 7625  
∴          உற்பததி    = 7,625 அைகுகள்.

்பயிறசி 1.1

1. பின்வரும் அணிகளின் தரம் கபாண்க.

 i) 
5 6
7 8







 ii) 
1 1
3 6

−
−







 iii) 
1 4
2 8







 iv) 

2 1 1
3 1 5
1 1 1

−
−















 

 v) 

− −
−

− −















1 2 2
4 3 4
2 4 4

 vi) 

1 2 1 3
2 4 1 2
3 6 3 7

−
−
−

















 vii)

3 1 5 1
1 2 1 5
1 5 7 2

− −
− −

−

















viii) 
1 2 3 4
2 4 1 3
1 2 7 6

−
− − −
−

















2. A =
−

−
−















1 1 1
2 3 4
3 2 3

  மைற்றும் B =
−

− −
−















1 2 3
2 4 6

5 1 1

எனில் AB மைற்றும் BA இவற்றின் தரததிறனக் 
கபாண்க.

3.  பின்வரும் ்சமைன்பபாடடு ் தபாகுப்பிறன தர முறையில் 
தீர்க்க.

 
x y z x y z x y z+ + = + + = + − =9 2 5 7 52 2 0, ,

 
மைற்றும்

 x y z x y z x y z+ + = + + = + − =9 2 5 7 52 2 0, ,

4. 5 3 7 4 3 26 2 9 7 2 10 5x y z x y z x y z+ + = + + = + + =, ,   மைற்றும்
5 3 7 4 3 26 2 9 7 2 10 5x y z x y z x y z+ + = + + = + + =, ,  என்ை ்சமைன்பபாடுகறை தர 

முறையில் ஒருஙகறமைவுறடயது எனக்கபாடடுக. 
வமைலும் அவற்றை தீர்க்க.

5.  பின்வரும் ்சமைன்பபாடடு ் தபாகுப்பிற்கு தர முறையில் 
ஒவர ஒரு தீர்வு உண்டு  எனக் கபாடடுக:

 x y z x y z x y z+ + = + + = + + =3 2 3 4 4 9 6, ,  மைற்றும்
x y z x y z x y z+ + = + + = + + =3 2 3 4 4 9 6, , .

6.  l -ன் எநத மைதிப்புகளுக்கு  பின்வரும் ்சமைன்பபாடுகள்
ஒவர ஒரு தீர்றவ ்பற்றிரபாது என தர முறையில் 
கபாண்க: 
3 1 2 2 2 1x y z x y z x y z− + = + + = + − = −l l, ,  மைற்றும்

3 1 2 2 2 1x y z x y z x y z− + = + + = + − = −l l, , .

7.  X, Y மைற்றும் Z ஆகிய மூன்று ்பபாருள்களின் 
விறைகள் முறைவய x, y  மைற்றும் z ஆகும். திரு. 
ஆனநத அவர்கள் Z–ல்  6 ்பபாருள்கறை வபாஙகி,  
X-ல் 2 ்பபாருள்கள் மைற்றும் Y-ல் 3 ்பபாருள்கறை 
விற்கிைபார். திரு. அமீர் அவர்கள் Y-ல் ஒரு 
்பபாருறை வபாஙகி, X-ல் 3 ்பபாருள்கள் மைற்றும் 
Z-ல் 2 ்பபாருள்கறை விற்கிைபார். திரு.  அமித 
அவர்கள் X-ல் ஒரு  ்பபாருறை வபாஙகி  Y-ல் 
மூன்று ்பபாருள்கள் மைற்றும் Z-ல் ஒரு ்பபாருறை 
விற்கிைபார்.  இதன் மூைமைபாக அவர்கள் மூவரும், 
முறைவய `5,000, `2,000 மைற்றும் `5,500 என 
வருமைபானம் ்பறுகின்ைனர் எனில் அம்மூன்று 
்பபாருள்களின் விறைகறைக் கபாண்க.

8.  ஒரு ்தபாறக `5,000 ஆனது ஆண்டிற்கு 6%, 
7% மைற்றும் 8% தரக்கூடிய மூன்று பஙகுகளில் 
பிரிதது முதலீடு ்்சயயப்படடு, ஆண்டு ்மைபாதத 
வருமைபானமைபாக `358 ்பைப்படுகிைது. முதல் 
இரண்டு முதலீடுகளிலிருநது கிறடக்கும் 
வருமைபானம், மூன்ைபாவது முதலீடடிலிருநது  
கிறடக்கும் வருமைபானதறத விட `70 அதிகம் 
எனில், அம்மூன்று பஙகுகளில் ்்சலுததப்படும் 
முதலீடுகறை தரமுறையில் கபாண்க.
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1.2  கிநைமர் விதி (Cramer’s Rule) 
 சுவிஸ் கணித வமைறதயபான வகப்பிரியல் 
கிவரமைர் 1704-ஆம் ஆண்டு ஜூறை 31 ஆம் நபாள் 
்ஜனிவபா என்ை நகரததில் பிைநதபார். இவர் இரண்டு 
மூதத ்பர்வனபாலிகளின் பறடப்புகறை ்தபாகுததது 
மைடடுமைல்ைபாது, கிரகஙகளின் வகபாை வடிவத தன்றமை 
றயயும், அவற்றிற்கபான இயல்பபான கபாரைதறதயும் 
(1730) மைற்றும் நியூடடன் முப்படி வறைவறர 
றகயபாலுதறையும் (1746) ்தபாகுதது வேஙகினபார்.

 இவர் 1750-ஆம் ஆண்டில் மைதிப்பிடவவண்டிய 
மைபாறிகளில் அறமைநத n வநரிய ்சமைன்பபாடடுத 
்தபாகுப்புக்கு அணிக்வகபாறவ முறையில் ஒவர ஒரு 
தீர்றவததரக்கூடிய சூததிரமைபான கிவரமைரின் விதிறய 
்வளியிடடபார். கிவரமைர் விதியின் சிைப்பு என்ன்வனில் 
கண்டுபிடிக்கப்பட வவண்டிய மைபாறிகைபான x,y,z -ல் 
எறவவயனும் ஒன்றை கண்டுபிடிக்க, மைற்ை 
மைபாறிகளின் மைதிப்புகள் ்தரிநதிருக்க வவண்டிய 
அவசியமில்றை.  கிவரமைர் விதிறய D ≠ 0 ஆக 
இருக்கும் வபபாது மைடடுவமை பயன்படுததி ஒவர ஒரு 
தீர்றவ ்பைமுடியும். 
நதறைம் (நிரூ்பணமின்றி) கிநைமரின் விதி (Theorem 
(without proof) Cramer’s Rule)

  
a a a
a a a

a a a

x
x

x

n

n

n n nn

11 12 1

21 22 2

1 2

1

2

...

...

...
    



















nn n

b
b

b



















=



















1

2



 என்க.

 அதபாவது AX=B என்பது n மைதிப்பிட 
வவண்டிய மைபாறிகளில் அறமைநத ்சமைன்பபாடடுத 
்தபாகுப்புக்கு det(A)¹0 எனில் தரப்படட 
்தபாகுப்பபானது ஒவர ஒரு தீர்றவ ்பற்றிக்கும். 

இததீர்வபானது,  x
A
A

x
A
A

x
A
An

n
1

1
2

2=
( )

=
( )

=
( )det

det
,

det
det

, ... ,
det

det

             
x

A
A

x
A
A

x
A
An

n
1

1
2

2=
( )

=
( )

=
( )det

det
,

det
det

, ... ,
det

det

 இஙகு Aj  என்ை அணியபானது  A–ன் j-வது 
நிரலிலுள்ை உறுப்புகளுக்கு பதிைபாக

     B

b
b

bn

=



















1

2

:
 என்ை அணியிலுள்ை

உறுப்புகறை பிரதியிடடு கிறடக்கும் அணியபாகும்.

1.2.1   மதிப்பிை நவணடிய மூன்று மகாறிகள் வரை 
கககாணை சமசீைறை சமன்்பகாடுகள் (Non 
Homogeneous linear equations upto three 
variables).

 (a)   இரண்டு மைதிப்பிடவவண்டிய மைபாறிகள் 
அறமைநத இரண்டு வநரிய ்சமைன்பபாடுகள் 
்கபாண்ட ்தபாகுப்பிறன எடுததுக் 
்கபாள்வவபாம்.

  a x b y d1 1 1+ =
  a x b y d2 2 2+ =

 இஙகுD =
a b
a b

1 1

2 2
  Dx

d b
d b

= 1 1

2 2

      Dy

a d
a d

= 1 1

2 2
 ஆகும்.

 கிவரமைரின் விதிப்படி, மைபாறிகளுக்கபான தீர்வு,

 D ≠ 0 எனும் நிறையில்  x x y y= =D
D

D
D

,  x x y y= =D
D

D
D

,  

 ஆகும்.
 (b)  மூன்று மைதிப்பிட வவண்டிய மைபாறிகள் 

அறமைநத வநரிய ்சமைன்பபாடுகளின் 
்தபாகுப்றப எடுததுக்்கபாள்வவபாம்.

  a x b y c z d1 1 1 1+ + =

  a x b y c z d2 2 2 2+ + =

  a x b y c z d3 3 3 3+ + =

 இஙகு

       D = ≠
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0        Dx

d b c
d b c
d b c

=
1 1 1

2 2 2

3 3 3

          Dy

a d c
a d c
a d c

=
1 1 1

2 2 2

3 3 3

             Dz

a b d
a b d
a b d

=
1 1 1

2 2 2

3 3 3

   

 என்க. 

கிவரமைரின் விதிப்படி, மைதிப்பிடவவண்டிய 

மைபாறிகளுக்கபான தீர்வு, x x y y z z= = =D
D

D
D

D
D

, ,  
ஆகும்.
எடுத்துகககாட்டு 1.19
 கிவரமைரின் விதிறய பயன்படுததி தீர்வு 
கபாண்க : 2x + 3y = 7, 3x + 5y = 9.
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15அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

தீர்வு:
 ்சமைன்பபாடுகள் முறைவய, 

2 3 7
3 5 9

x y
x y

+ =
+ =

  இஙகு              D = =
2 3
3 5

1  ≠ 0

 ஆதைபால்   கிவரமைர் விதிறய பயன்படுததைபாம்.

இப்்பபாழுது, Dx = =
7 3
9 5

8     Dy = = −
2 7
3 9

3

கிவரமைரின் விதிப்படி,   x x= = =D
D

8
1

8

             y y= = − = −D
D

3
1

3

         ∴  தீர்வு   x y= = −8 3,

எடுத்துகககாட்டு 1.20
 ஜனவரி மைற்றும் பிப்ரவரி மைபாதஙகளில் 
A மைற்றும் B என்ை இரு நிறுவனஙகளிலும் திரு.
ரவி என்பவரபால்  வபாஙகப்படட பஙகுகளின் 
எண்ணிக்றக மைற்றும் ்்சயயப்படட ்மைபாதத 
முதலீடுகள் (ரூபபாயில்) கீழகபாணும் அடடவறையில் 
்கபாடுக்கப்படடுள்ைது எனில், இவவிரு மைபாதஙகளிலும் 
வபாஙகப்படட பஙகுகளின் விறைறயக் கபாண்க.

மகாதஙகள்
்பஙகுகளின் 

எணணிகரக கசயயப்்பட்ை கமகாத்த  
முதலீடு (`)

A B

்சனவரி 10 5 125

பிப்ரவரி 9 12 150

தீர்வு:
 A-என்ை நிறுவனததிலிருநது வபாஙகப்படட 
ஒரு பஙகின் விறை x  என்க.

 B-என்ை நிறுவனததிலிருநது வபாஙகப்படட 
ஒரு பஙகின் விறை y  என்க.

 ∴ ்கபாடுக்கப்படட விவரததின்படி 

 
10 5 125
9 12 150

x y
x y

+ =
+ =

    D = = ≠
10 5
9 12

75 0      Dx = =
125 5
150 12

750

Dy = =
10 125
9 150

375

∴ கிவரமைரின் விதிப்படி, x x= = =D
D

750
75

10

                y y= = =D
D

375
75

5

 A என்ை நிறுவனததிலிருநது வபாஙகப்படட 
ஒரு பஙகின் விறை `10  மைற்றும் B என்ை 
நிறுவனததிலிருநது வபாஙகப்படட ஒரு பஙகின் 
விறை  `5 ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.21
 11 ்பன்சில்கள் மைற்றும் 3 அழிப்பபான்களின் 
்மைபாதத விறை `64. வமைலும் 8 ்பன்சில்கள் மைற்றும் 
3 அழிப்பபான்களின் ்மைபாதத விறை `49. கிவரமைரின் 
விதிறயப்பயன்படுததி ஒரு ்பன்சில் மைற்றும் ஒரு 
அழிப்பபான் விறைறயக் கபாண்க.

தீர்வு:
 ஒரு ்பன்சிலின் விறை ` x என்க
 ஒரு அழிப்பபானின் விறை ` y என்க
 ∴  ்கபாடுக்கப்படட விவரஙகளின் படி 
பின்வரும் ்சமைன்பபாடுகறைக் கபாைைபாம். 

 
11 3 64
8 3 49

x y
x y

+ =
+ =

     D = = ≠
11 3
8 3

9 0.  (்தபாகுப்பு ஒவர ஒரு 

தீர்றவ ்பற்றிருக்கும்)

Dx = =
64 3
49 3

45    Dy = =
11 64
8 49

27

∴  கிவரமைரின் விதிப்படி

 x x= = =D
D

45
9

5

 y y= = =D
D

27
9

3

 ∴  ஒரு ்பன்சிலின் விறை `5 மைற்றும் 
ஒரு அழிப்பபானின் விறை `3 ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.22
 கிவரமைரின் விதிறயப் பயன்படுததி தீர்க்க:

 
x y z x y z x y z+ + = − + = + − =4 2 3 1 3 2 1, ,

தீர்வு:

 இஙகு   D = −
−

= ≠
1 1 1
2 1 3
3 2 1

13 0
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16 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 ∴ கிவரமைரின் விதிப்படி, ்தபாகுப்பு 
ஒருஙகறமைவு உறடயது மைற்றும் ஒவர ஒரு தீர்றவ 
்பற்றிருக்கும்.

 Dx = −
−

= −
4 1 1
1 1 3
1 2 1

13       

 

Dy =
−

=
1 4 1
2 1 3
3 1 1

39

          

 

Dz = − =
1 1 4
2 1 1
3 2 1

26

∴ கிவரமைரின் விதிப்படி    x x= = − = −D
D

13
13

1

     y y= = =D
D

39
13

3     z z= = =D
D

26
13

2

     ∴  தீர்வு   x y z, , , ,{ } = −{ }1 3 2

|A|=0 எனும்்பபாழுது ்சமைன்பபாடடுத 
்தபாகுப்பபானது ஒன்றுக்கு வமைற்படட 

தீர்வுகறை ்கபாண்டதபாகவவபா அல்ைது 
தீர்வு இல்ைபாமைவைபா இருக்கும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.23
 3 வணிகக் கணிதப் புததகஙகள், 2 கைக்கு 
பதிவியல் புததகஙகள் மைற்றும் ஒரு வணிகவியல் 
புததகம் ஆகியவற்றின் ் மைபாதத விறை ̀ 840. இரண்டு 
வணிகக் கணித புததஙகள், ஒரு கைக்குபதிவியல் 
மைற்றும் ஒரு வணிகவியல் புததகததின் ்மைபாதத 
விறை `570. ஒரு வணிகக் கணித புததகம், ஒரு 
கைக்குப்பதிவியல் புததகம் மைற்றும் 2 வணிகவியல் 
புததகஙகளின் ்மைபாததவிறை `630 எனில், 
ஒவ்வபாரு புததகததின் விறைறய கிவரமைரின் 
விதிறயக் ்கபாண்டுக் கபாண்க. 
தீர்வு:
 ஒரு வணிகக் கணித புததகததின் விறை 
` x  என்க.
 ஒரு கைக்குபதிவியல் புததகததின் விறை 
` y என்க.

 ஒரு வணிகவியல் புததகததின் விறை ` z  
என்க.
  ்கபாடுக்கப்படட விவரஙகறைக் ்கபாண்டு, 
கீழகபாணும் ்சமைன்பபாடுகறை ்பைைபாம்.

 

∴ + + =
+ + =

+ + =

3 2 840
2 570

2 630

x y z
x y z

x y z

இஙகு D = = − ≠
3 2 1
2 1 1
1 1 2

2 0    

           

Dx = = −
840 2 1
570 1 1
630 1 2

240

          Dy = = −
3 840 1
2 570 1
1 630 2

300

           Dz = = −
3 2 840
2 1 570
1 1 630

360

∴ கிவரமைரின் விதிப்படி  x x= = −
−

=D
D

240
2

120  
                  

y y= = −
−

=D
D

300
2

150
 

                  
z z= = −

−
=D

D
360

2
180

∴   ஒரு வணிகக் கணித புததகததின் விறை ₹ 120,
ஒரு கைக்குபதிவியல் புததகததின் விறை   
₹150  மைற்றும்
ஒரு வணிகவியல் புததகததின் விறை ₹180.

எடுத்துகககாட்டு 1.24
 ஒரு வபாகன தயபாரிப்பு நிறுவனமைபானது 
S1, S2 மைற்றும் S3 என்ை மூன்று வறகயபான 
எஃகு இரும்புகறையும் பயன்படுததி C1, C2 
மைற்றும் C3 என்ை மூன்று வறகயபான மைகிழுநது 
வபாகனஙகறை உற்பததி ்்சயகிைது. ஒவ்வபாரு 
வறகயபான வபாகனஙளுக்கு வதறவயபான எஃகு 
இரும்பு R டன்களில் மைற்றும் மூன்று வறகயபான 
மைகிழுநது வபாகனஙகளுக்கும் வதறவயபான ்மைபாதத 
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17அணிக்ேகாைவகளின் பயன்பாடுகள்

எஃகு இரும்பு விவரம் பின்வரும் அடடவறையில் 
்தபாகுதது  வேஙகப்படடுள்ைது.

எஃகு 
வரககள்

வகாகனஙகளின் 
வரககள் இருப்பிலுள்்ள 

கமகாத்த எஃகு
C1 C2 C3

S1 3 2 4 28

S2 1 1 2 13

S3 2 2 1 14

 நி று வ ன ம்  த ய பா ரி க் கு ம்  ஒ வ ் வ பா ரு 
வறகயபான வபாகனஙகளின் எண்ணிக்றகறய 
கபாண்க.
தீர்வு:
C1 வறக வபாகனஙகளின் எண்ணிக்றக x என்க.
C2 வறக வபாகனஙகளின் எண்ணிக்றக y என்க.
C3 வறக வபாகனஙகளின் எண்ணிக்றக z என்க. 

 

∴
  

3 2 4 28
2 13

2 2 14

x y z
x y z
x y z

+ + =
+ + =
+ + =

இஙகு  D = = − ≠
3 2 4
1 1 2
2 2 1

3 0

          Dx = = −
28 2 4
13 1 2
14 2 1

6

          Dy = = −
3 28 4
1 13 2
2 14 1

9

           

Dz = = −
3 2 28
1 1 13
2 2 14

12

∴ கிவரமைரின் விதிப்படி  x x= = −
−

=D
D

6
3

2

y y= = −
−

=D
D

9
3

3      z z= = −
−

=D
D

12
3

4

 ∴   உற்பததி ்்சயயப்படும் ஒவ்வபாரு 
வறகயபான வபாகனஙகளின் எண்ணிக்றக 
முறைவய 2, 3 மைற்றும் 4 ஆகும்.

்பயிறசி 1.2

1.  கீழகபாணும் ்சமைன்பபாடுகறை கிவரமைரின் 
விதிறயப் பயன்படுததி தீர்க்க.

   (i) 2 3 7 3 5 9x y x y         + = + =,
 (ii) 5 3 17 3 7 31x y x y         + = + =,

 (iii) 2 3 1 2 3 4x y z x y z x y z              + − = + + = − − =, ,    2 3 1 2 3 4x y z x y z x y z              + − = + + = − − =, ,

  2 3 1 2 3 4x y z x y z x y z              + − = + + = − − =, ,

 (iv) x y z x y z x y z             + + = + − = − − = −6 2 3 5 6 2 3 7, ,  x y z x y z x y z             + + = + − = − − = −6 2 3 5 6 2 3 7, ,

  x y z x y z x y z             + + = + − = − − = −6 2 3 5 6 2 3 7, ,

  (v) x y z x y z x y z           + + = − + = − − + = −4 3 2 2 6 6 3 5 2 3 5, ,     x y z x y z x y z           + + = − + = − − + = −4 3 2 2 6 6 3 5 2 3 5, ,

  x y z x y z x y z           + + = − + = − − + = −4 3 2 2 6 6 3 5 2 3 5, ,

2.  3 அைகுகள் ்தபாழிைபாைரின் ்சம்பைம் மைற்றும் 2 
அைகுகள் மூைதனம் ்கபாண்டு தயபாரிக்கப்படும் 
உற்பததி ்பபாருள்களுக்கபான ்்சைவு  `62 
ஆகும். 4 அைகுகள் ்தபாழிைபாைரின் ்சம்பைம் 
மைற்றும் 1 அைகு மூைதனம் ் கபாண்டு ் பபாருள்கள் 
உற்பததி ்்சயயப்படடிருநதபால் அதன் ்மைபாதத 
்்சைவு `56 எனில், அணிக்வகபாறவ முறையில் 
்தபாழிைபாைர் மைற்றும் மூைதனததின் ஒரு 
அைகுக்கு ஆகும் ்்சைவிறனக் கபாண்க.

3.  ̀ 8,600 ஆனது இரண்டு விதமைபான கைக்குகளில் 
முதலீடு ்்சயயப்படடுள்ைது. இதில் ஒரு 

முதலீடபானது 4 3
4

% -ம், மைற்்ைபாரு முதலீடபானது 

6 1
2

% -ம் ஆண்டு  வருவபாறய ஈடடுத தருகிைது.  
ஓர் ஆண்டில் இரு முதலீடுகளுக்கபான ்மைபாதத 
வருமைபானம்  `431.25  எனில், ஒவ்வபாரு 
க ை க் கி லு ம்  ் ்ச ய ய ப் ப ட ட  மு த லீ ட டு 
்தபாறகயிறனக் கபாண்க.

4.  ் மைரினபா கடற்கறரயில் இரண்டு சிறுமிகள் 
குதிறர ்சவபாரி மைற்றும் கிவபாட றபக் ்சவபாரிறய 
மைணி வநர வபாடறகயில் விறையபாடுகிைபார்கள். 
வமை மைபாதததின் வபபாது சிறுமி ்கரன் `780-ம் 
சிறுமி ்பனிடடபா `560-ம் ்்சைவு ்்சயதபார்கள். 
அதன் விவரம் கீழக்கபாணும் அடடவறையில் 
்கபாடுக்கப்படடுள்ைது.

க்பயர்
்பயன்்படுத்திய ககாலம்  

(மணிகளில்) கமகாத்த 
கசலவு 

(`)குதிரை 
சவகாரி

கிவகாட் ர்பக 
சவகாரி

்கரன் 3 4 780
்பனிடடபா 2 3 560
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18 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

  இரண்டு விறையபாடடுகளுக்கபான ஒரு மைணி 
வநர வபாடறகறய அணிக்வகபாறவ முறையில் 
கபாண்க.

5.  ஒரு ்சநறத ஆயவிற்கபாக A, B மைற்றும் C ஆகிய 
்பபாருடகள் எடுததுக் ்கபாள்ைப்படுகிைது. 
கு றி யீ ட டு  எ ண் ற ை  க பா ண் ப த ற் க பா க 
ஒவ்வபாரு ்பபாருளும் மூன்று வித தரஙகைபாகப் 
பிரிக்கப்படடு அவற்றிற்கு நிறையபான எறடகள் 
ஒதுக்கப்படுகிைது. மூன்று ் பபாருள்களின் நுகர்வு 
பற்றிய தகவல்கள் மைற்றும் ்பபாருள்களின் 
்மைபாதத எறடகள் ஆகியறவ கீவேயுள்ை 
அடடவறையில் ்கபாடுக்கப்படடுள்ைன.

க்பகாருள்கள்
தைஙகளின் 
நுகர்கவுகள் கமகாத்த 

எரைகள்
I II III

A 1 2 3 11
B 2 4 5 21
C 3 5 6 27

   மூன்று தரஙகளுக்கும் ஒதுக்கப்படட எறடகறை 
கிவரமைரின் விதிறயப் பயன்படுததி கபாண்க.

6.  ் மைபாதத ் தபாறக ̀ 8,500 ஆனது வடடி வருமைபானம் 
தரும் மூன்று விதமைபான கைக்குகளில் முதலீடு 
்்சயயப்படடது. ஒவ்வபாரு முதலீடடுக்கபான 
வடடிவீதம் 2%, 3% மைற்றும் 6% ஆகவும், ஒரு 
வருடததிற்கபான ்மைபாதத வடடி `380 ஆகவும் 
உள்ைது.  வமைலும் 6% முதலீடடு ்தபாறகயபானது 
மைற்ை இரண்டு முதலீடுகளின் கூடடுத்தபாறகக்கு 
்சமைம் எனில், கிவரமைரின் விதிறயக் ்கபாண்டு  
ஒவ்வபாரு பிரிவிலும் ்்சயத முதலீடடுத ்தபாறக 
எவவைவு?

1.3  மகாறுதல் நிகழதகவு அணிகள் (Transition 
Probability Matrices)

1.3.1   கதகாைகக ்பஙகு சந்ரத ்பஙகீட்டிரனக கககாணடு 
அடுத்த நிரலயிரன முன்னறிவித்தல் 
(Forecasting the succeeding state when the initial 
market share is given)

ஒருநிரல மகாறுதல் நிகழதகவு (One stage Transition 
Probability)
 ஒரு குறிப்பிடட வநரததில் நிகேக்கூடிய 
நிகழவு sn என்ை நிறையில் உள்ைது. ஒரு அைகு 
வநரம் கழிதது மைற்்ைபாரு நிகழவு நிகழுமைபானபால், 
அதபாவது அறமைப்பு ஒரு நிறை  sn லிருநது  
sn+1 க்கு நகருமைபானபால், இநநகர்வு நிகழதகவு 
பரவலுடன் ்தபாடர்புபடுததப்படுகின்ைது. ஒவ்வபாரு 

நகர்வின் மைபாற்ைமும் sn லிருநது sn+1 க்கு மைபாறுவது 
நிகழதகவுடன் ்தபாடர்புபடுததப்படுகின்ைது. இநநிகழ 
தகவு ஒருநிறை மைபாறுதல் நிகழதகவு என 
அறேக்கப்படுகின்ைது.
மகாறுதல் அணி (Transition Matrix)

  Pjk  என்ை மைபாறுதல்  நிகழதகவபானது 

P Pjk jk
k

> =∑0 1,  என அறனதது j க்கும் 

நிறைவு ்்சயகின்ைது. 
 இ ந த  நி க ழ த க வு க ற ை  அ ணி வ டி வி ல் 
பின்வருமைபாறு எழுதைபாம்.

 P

P P P
P P P

=



















11 12 13

21 22 23





   

   

 இதுவவ மைபாறுதல் நிகழதகவு அணி எனப்படும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.25
 ்சநறதயில்  உள்ை A மைற்றும் B ஆகிய தர 
அறடயபாைம் ்கபாண்ட ்பபாருள்களுக்கபான மைபாறுதல்

நிகழதகவு அணி 
A B

A
B

0 9 0 1
0 3 0 7

. .

. .






 எனில், ்சமைநிறையில்

தர அறடயபாைம் ்கபாண்ட ஒவ்வபாரு ்பபாருள் 
களுக்கபான ்சநறத பஙகீடுகறைக் கபாண்க.

தீர்வு:
 மைபாறுதல் நிகழதகவு அணி

      

A B

T
A
B

=






0 9 0 1
0 3 0 7

. .

. .

 ்ச மை நி ற ை யி ல் ,  ந பா ம்  ் ப று வ து  

A B T A B( ) = ( )   வமைலும், இஙகு  A B+ = 1  

ஆகும்.

      A B A B( )





= ( )0 9 0 1
0 3 0 7

. .

. .
 0 9 0 3. .A B+    = A

 0 9 0 3 1. .A A+ −( )  = A

 0 9 0 3 0 3. . .A A− +   = A

 0.6A + 0.3  = A
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19அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 0.4A = 0.3

 A =  
0 3
0 4

3
4

.

.
=

 ⇒  B   = 1 3
4

− =
1
4

 எனவவ A -ன் ்சநறதப்பஙகீடு  75%  மைற்றும்  
B-யின் ்சநறதப்பஙகீடு 25% ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.26
 பரிதி என்பவர் ஒவ்வபாரு நபாளும் 
வ்சபாகமைபாகவவபா (S) அல்ைது மைகிழச்சியபாகவவபா (H) 
உள்ைபார்.  ஒரு நபாள் மைகிழச்சியபாக இருநதபால், 
அடுதத நபாள் 5-ல் 4-பஙகு வ்சபாகமைபாக இருப்பபார். ஒரு 
நபாள் வ்சபாகமைபாக இருநதபால், அடுதத நபாள் 3-ல் 2 
பஙகு  மைகிழச்சியபாக இருப்பபார் எனில், நீண்டகபாை 
அடிப்பறடயில் ஏதபாவது ஒரு குறிப்பிடட நபாளில் 
மைகிழச்சியபாக இருப்பதற்கபான நிகழதகவு கபாண்க.

தீர்வு:
 மைபாறுதல் நிகழதகவு அணி   T =

















1
3

2
3

4
5

1
5

  ்சமைநிறையில், S H( )
















1
3

2
3

4
5

1
5

=  (S  H)     

   இஙகு S + H = 1 

  

1
3

4
5

S H+   =  S

  

1
3

1 4
5

( )− +H H
  
=  1 –H

   இறதத தீர்க்க, நபாம் ்பறுவது    S = 
6

11
 

மைற்றும்  H =  
5

11
.

 நீண்ட கபாை அடிப்பறடயில், வதர்ந்தடுக்கப்படட 

நபாளில் மைகிழச்சியபாக இருப்பதற்கபான நிகழதகவு 
5

11
 

ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.27
 பின்வரும் வழிமுறைகளில் ஆகபாஷ் 
மைடறடப்பநது விறையபாடுகின்ைபார் .  ஒரு 
முறை ்வற்றி ்பற்ைபால் (S) அடுதத முறை 
விறையபாடும்வபபாது ்வற்றி்பை 25% வபாயப்பு  

உள்ைது. அவர் வதபால்வி (F) அறடநதபால் 
அடுததமுறை விறையபாடும்வபபாது 35% ்வற்றி ்பை 
வபாயப்பு உள்ைது. இவவிவரஙகளிலிருநது  மைபாறுதல் 
நிகழதகவு அணி மைற்றும் நீண்ட கபாை அடிப்பறடயில் 
அவரின் ்வற்றி  வபாயப்பின் ்சரபா்சரி ஆகியவற்றை 
கபாண்க. 
தீர்வு:
மைபாறுதல் நிகழதகவு அணி T  =  

0 25 0 75
0 35 0 65

. .

. .






்சமைநிறையில், (S )
. .
. .

F
0 25 0 75
0 35 0 65







= (S   F)   

  இஙகு S + F  = 1

  0.25 S + 0.35 F = S

  0.25 S + 0.35 (1 – S) = S

  இறத தீர்க்க S  =  
0 35
1 10

.

.
      ⇒  S = 0.318 மைற்றும் F = 0.682

 ∴ ஆகபாஷின் ்வற்றி வபாயப்பு ்சரபா்சரி 31.8% ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.28
 ஒரு பபாடவவறையில், கணிதம் பயிலும் 
மைபாைவர்களில் 80% வபர் அடுதத பபாடவவறையில் 
கணிதம் பயில்கின்ைனர். ஒரு பபாடவவறையில், 
ஆஙகிைம் பயிலும் மைபாைவர்களில் 30% வபர் 
அடுதத பபாடவவறையில் ஆஙகிைம் பயில்கின்ைனர்.
ஆரம்பததில் 60 மைபாைவர்கள் கணிதமும், 40 
மைபாைவர்கள் ஆஙகிைமும் பயில்கின்ைனர் எனில்,
(i) மைபாறுதல் நிகழதகவு அணி
(ii)  ் தபாடர்ச்சியபாக  அடுதத  2 பபாடவவறைகளிலும் 

க ணி த ம்  மை ற் று ம்  ஆ ங கி ை ம்  ப யி லு ம்  
மைபாைவர்களின் எண்ணிக்றகறயக் கபாண்க.

தீர்வு
(i) மைபாறுதல் நிகழதகவு அணி

 

M E

T
M
E

=






0 8 0 2
0 7 0 3

. .

. .
 முதல் பபாடவவறைக்குப் பின்,

      M E M E M E
M
E

60 40
0 8 0 2
0 7 0 3

76 24( ) 





= ( ). .
. .

  எனவவ  முதல் பபாடவவறைக்குப் பின்,  கணிதம் 
பயிலும் மைபாைவர்கள் 76 வபர்களும், ஆஙகிைம் 
பயிலும் மைபாைவர்கள் 24 வபர்களும்  இருப்பபார்கள்.
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 இரு பபாடவவறைகளுக்குப் பின், 

 

M E M E
M
E

76 24
0 8 0 2
0 7 0 3( ) 





. .

. .

 = + +( )60 8 16 8 15 2 7 2. . . .

 = ( )77 6 22 4. .

 இரு  பபாடவவறைகளுக்குப் பின், கணிதம் 
பயிலும் மைபாைவர்கள் 78 வபர்களும் (வதபாரபாயமைபாக) 
மைற்றும் ஆஙகிைம் பயிலும் மைபாைவர்கள் 22 
வபர்களும் (வதபாரபாயமைபாக) இருப்பர்.

மகாறறு முரை
M E M E

M
E

60 40
0 8 0 2
0 7 0 3

2

( ) 





. .

. .

=

M E M E
M
E

60 40
0 78 0 22
0 77 0 23( ) 





. .

. .
= (46.8 + 30.8      13.2 + 9.2)
= (77.6    22.4)

்பயிறசி 1.3

1.  ஒ ரு  வ பா ர ப் ப த தி ரி க் ற க க் கு ச்  ்ச ந த பா 
கடடுமைபாறு வகடடுக்்கபாள்ைப்படும் கடிதம் 
அநத பததிரிக்றக அலுவைகததிலிருநது 
ஏரபாைமைபானவர்களுக்கு அனுப்படுகிைது. 
கடிதம் ்பற்ைவர்களில், ்சநதபாதபாரர்கைபாக 
இருநது மீண்டும் ்சநதபா கடடுபவர் 45% ஆகும். 
்சநதபாதபாரர்கைபாக இல்ைபாமைல் இருநது புதியதபாக 
்சநதபா கடடுபவர்கள் 30% ஆகும். இவத வபபால் 
முன்னர் கடிதம் அனுப்பப்படடவபபாது, கடிதம் 
்பற்ைவர்களில் 40% வபர் ்சநதபாதபாரர்கைபாகச் 
வ்சர்நதனர் எனத ்தரிகிைது தற்வபபாது 
கடிததறதப் ்பறுபவர்களில் எததறன ்சதவீதம் 
வபர் ்சநதபாதபாரர்கைபாவர் என எதிர்பபார்க்கைபாம்?

2.  ் ்சன்றன நகரில் ஒரு புதிய வபபாக்குவரதது 
வ்சதி தற்வபபாது ்்சயல்பபாடடிற்கு வநதுள்ைது. 
அதறன இநத ஆண்டு பயன்படுததுபவர்கள் 

30% வபர் அடுதத ஆண்டு  பயன்படுததபாமைல் 
்மைடவரபா ரயில் வண்டிக்கு மைபாறி விடுவர். மீதி 
70%  ்தபாடர்நது அப்புதிய வபபாக்குவரதது 
வ ்ச தி ற ய ப்  ப ய ன் ப டு த து வ ர் .  இ ந த 
ஆ ண் டு  ் மை ட வ ர பா  ர யி ல்  வ ண் டி ற ய 
பயன்படுததுபவர்களில் 70%  வபர் அடுதத 
ஆண்டும் ்தபாடர்நது அறதவய பயன்படுததுவர் 
மீதி 30% வபர் புதிய வபபாக்குவரதது வ்சதிக்கு 
மைபாறிவிடுவர்.  ்்சன்றன நகர மைக்கள் ்தபாறக 
மைபாைபாமைலிருக்கிைது என்றும் பயணிகளில் 
அடுதத ஆண்டில் 60% வபர் புதிய வபபாக்குவரதது 
வ்சதிறயயும் 40%  வபர் ்மைடவரபா ரயில் 
வண்டிறயயும் பயன்படுததுவபார்கள் எனக் 
்கபாண்டபால்,

  (i)  அதற்கு அடுதத ஆண்டில் எததறன ்சதவீதம் 
பயணிகள் புதிய வபபாக்குவரதது வ்சதிறய   
பயன்படுததுவபார்கள் என எதிர்பபார்க்கைபாம்? 

 (ii)  கபாைப்வபபாக்கில் எததறன ்சதவீதம் வபர் புதிய 
வபபாக்குவரதது வ்சதிறயப் பயன்படுததுவர்?

3.  ்சநறதயில் உள்ை A மைற்றும் B இருவறகயபான 
வ்சபாப்புகளின் தற்வபபாறதய ்சநறதப் பஙகீடு   
15% மைற்றும்  85%  ஆகும். ்்சன்ை ஆண்டு 
Aவபாஙகியவர்களின் 65% வபர் மீண்டும் அறத 
இநத ஆண்டும் வபாஙகுகிைபார்கள். 35% வபர் 
B-க்கு மைபாறிவிடுகின்ைனர். ்்சன்ை ஆண்டு B 
வபாஙகியவர்களில் 55% வபர் இநத ஆண்டும் 
மீண்டும் அறத வபாஙகுகிைபார்கள். 45% வபர்  
A-க்கு மைபாறி விடுகிைபார்கள் ஒரு ஆண்டுக்குப் 
பிைகு அவற்றின் ்சநறதப் பஙகீடுகறைக் 
கபாண்க.வமைலும் ்சநறதயில் ்சமைநிறை எப்வபபாது 
எடடப்படும்?

4.  A மைற்றும் B என்ை  இரு விற்பறனப்  
்பபாருள்களின் தற்வபபாறதய ்சநறத விற்பறன 
50% மைற்றும் 50%  ஆக உள்ைது. நுகர்வவபாரின் 
விருப்பஙகள் ஒவ்வபாரு வபாரமும் மைபாறுகின்ைன. 
்்சன்ை வபாரம் A -ஐ வபாஙகியவர்களில் 60% 
வபர் மீண்டும் A -ஐ வபாஙகுகின்ைனர். 40% 
வபர்  B-க்கு மைபாறிவிடுகிைபார்கள். ்்சன்ை வபாரம் 
B வபாஙகியவர்களில் 80% வபர் அறத மீண்டும் 
வபாஙகுகிைபார்கள். 20% வபர் A-க்கு மைபாறி 
விடுகிைபார்கள். இரு வபாரஙகளுக்குப் பிைகு 
அவர்களின் ்சநறதப் பஙகீடுகறைக் கபாண்க. 
இநத வபபாக்கு ்தபாடருமைபானபால், எப்வபபாது 
்சமைநிறை எடடப்படும்? 
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்பயிறசி 1.4

க்பகாருத்தமகான விரைரய நதர்ந்கதடுகக
1. A=(1  2  3) எனில், AAT -ன் தரம்
 (a) 0          (b) 2          (c) 3          (d) 1

2.  ஒவ்வபாரு உறுப்பும் 1 எனக் ்கபாண்ட m n×  
வரிற்ச உறடய  அணியின் தரம்

 (a) 0          (b) 1          (c) m          (d) n

3.  

A B

T
A
B

=






0 4 0 6
0 2 0 8

. .

. .
 என்பது ஒரு மைபாறுதல் 

நிகழதகவு அணி எனில், ்சமைநிறையில் A-ன் 
மைதிப்பு

 (a) 
1
4

          (b) 
1
5

          (c) 
1
6

          (d) 
1
8

4. A =






2 0
0 8

 எனில், r( )A  =

 (a) 0          (b) 1          (c) 2          (d) n

5. 
1 1 1
1 2 3
1 4 9















 என்ை அணியின்  தரம்

 (a) 0          (b) 1          (c) 2          (d)3
6.  வரிற்ச n உறடய அைகு அணியின் தரம்
 (a) n −1           (b) n           (c)n +1           (d) n2

7. r A r( ) =  எனில், பின்வருவனவற்றில் எது ்சரி?
 (a)  r வரிற்சயுறடய அறனதது சிற்ைணிக்

வகபாறவகளின் மைதிப்பும் பூச்சியஙகைபாக 
இருக்கபாது.

 (b)  A ஆனது குறைநதபட்சம் ஒரு r வரிற்ச 
பூச்சிமைற்ை சிற்ைணிக்வகபாறவயபாவது 
்பற்றிருக்கும்.

 (c)  A  ஆனது குறைநத பட்சம் (r+1) வரிற்ச 
யுறடய சிற்ைணிக்வகபாறவயின் மைதிப்பு
பூச்சியமைபாக இருக்கும்படியபாக ் பற்றிருக்கும்.

 (d)  அறனதது (r+1) வரிற்ச மைற்றும் அறதவிட 
அதிகமைபான வரிற்ச ்கபாண்ட பூச்சியமைற்ை 
சிற்ைணிக்வகபாறவகள் இருக்கும்.

8. A =














1
2
3

 எனில்  AAT  -ன் தரம்

 (a) 0          (b) 1          (c) 2          (d) 3

9. 
l

l
l

−
−

−















1 0
0 1
1 0

 என்ை அணியின் தரம் 2

 எனில், l -ன் மைதிப்பு
 (a) 1 (b) 2 
 (c) 3 (d) ்மைய்யண் மைடடும்

10. மூறைவிடட அணி 

1
2

3
0

0
0

−

























 -ன் தரம்

 (a) 0          (b) 2          (c) 3          (d) 5

11.  

A B

T
A
B x

=






0 7 0 3
0 6

. .

.
என்பது மைபாறுதல் நிகழவு 

அணி எனில்  x-ன் மைதிப்பு
 (a) 0.2          (b) 0.3          (c) 0.4          (d) 0.7

12.   பின்வருவனவற்றில் எது ஒரு அணிக்கபான 
அடிப்பறட உருமைபாற்ைம் ஆகபாது?

 (a) R Ri j↔  (b) R R Ci i j→ +2 2

 (c) R R Ri i j→ −2 4 (d) C C Ci i j→ + 5

 13. r rA A B( ) = ( ),  எனில், ்தபாகுப்பபானது 
 (a)  ஒருஙகறமைவு உறடயது மைற்றும் 

எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் ்பற்றுள்ைது
 (b)  ஒ ரு ங க ற மை வு 

உறடயது மைற்றும் ஒவர 
ஒரு தீர்வு ்பற்றுள்ைது

 (c)  ஒ ரு ங க ற மை வு 
உறடயது

 (d) ஒருஙகறமைவு அற்ைது

14.  r rA A B( ) = ( ) =,  மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக 
எனில் ்தபாகுப்பபானது

 (a)  ஒ ரு ங க ற மை வு  உ ற ட ய து  மை ற் று ம் 
எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் ்பற்றுள்ைது
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 (b)   ஒருஙகறமைவு உறடயது மைற்றும் ஒவர ஒரு 
தீர்வு ்பற்றுள்ைது

 (c)  ஒருஙகறமைவு அற்ைது  
 (d) ஒருஙகறமைவு  உறடயது

 15.  r rA A B( ) ≠ ( ), எனில் ்தபாகுப்பபானது
 (a)  ஒ ரு ங க ற மை வு  உ ற ட ய து  மை ற் று ம் 

எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் ்பற்றுள்ைது
 (b)  ஒருஙகறமைவு உறடயது மைற்றும் ஒவர ஒரு 

தீர்வு ்பற்றுள்ைது
 (c) ஒருஙகறமைவு அற்ைது 
 (d) ஒருஙகறமைவு உறடயது
 16.   ஒரு மைபாறுதல் நிகழதகவு அணியில் 

உள்ை அறனதது உறுப்புகளின் மைதிப்பும் 
எநத எண்ணுக்கு ்சமைமைபாகவவபா அல்ைது 
்பரியதபாகவவபா இருக்கும்?

 (a) 2          (b) 1          (c) 0          (d) 3

 17.  AX B=  என்ை ்சமைச்சீரற்ை ்சமைன்பபாடடுத 
்தபாகுப்பின் மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக n 
எனில், ்தபாகுப்பபானது ஒவர ஒரு தீர்றவ 
எப்வபபாதும் ்பறும்?

 (a) r rA A B n( ) = ( ) >,  

 (b) r rA A B n( ) = ( ) =,

 (c) r rA A B n( ) = ( ) <,  
 (d) வமைற்கண்ட ஏதுமில்றை

18.  4 6 5 6 9 7x y x y+ = + =,  என்ை ்சமைன்பபாடடு  
்தபாகுப்பிற்கு  

 (a) ஒவர ஒரு தீர்வு உண்டு 
 (b) தீர்வு இல்றை 
 (c) எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் உண்டு 
 (d) வமைற்கண்ட ஏதுமில்றை

19.  x y z x y z+ + = + + =2 3 1 2 3 2,
5 5 9 4x y z+ + =  என்ை ்சமைன்பபாடடு ் தபாகுப்பிற்கு

 (a)  ஒவர ஒரு தீர்வு உண்டு 
 (b)  எண்ணிறகயற்ை தீர்வுகள் உண்டு 
 (c) தீர்வு இல்றை   
 (d) வமைற்கண்ட ஏதுமில்றை

20. A ≠  0,  எனில்,  A ஒரு  
 (a) பூஜ்ஜியமைற்ை வகபாறவ அணி
 (b) பூஜ்ஜியக் வகபாறவ அணி

 (c)  பூஜ்ஜிய அணி
 (d) வமைற்கண்ட ஏதுமில்றை

21.  k ¹__ எனில்,  x y z x y z x y k+ + = + − = + + =2 2 3 3 2 4, ,  
x y z x y z x y k+ + = + − = + + =2 2 3 3 2 4, ,  என்ை வநரிய ்சமைன்பபாடடுத 

்தபாகுப்பபானது, ஒவர ஒரு தீர்றவப் 
்பற்றிருக்கும்.

 (a) 4          (b) 0          (c) –4           (d) 1

22.  கிவரமைரின் விதிறயக் ்கபாண்டு ஒவர ஒரு 
தீர்றவப் ்பை வதறவயபான கடடுப்பபாடு,

 (a) Dz ≠ 0  (b) Dx ≠ 0

 (c) D ≠ 0  (d) Dy ≠ 0

23.  a
x

b
y

c
a
x

b
y

c1 1
1

2 2
2+ = + =, ,

  ∆ = ∆ = ∆ =1
1 1

2 2
2

1 1

2 2
3

1 1

2 2

a b
a b

b c
b c

c a
c a

;

எனில், 

x y,( )  -ன்  மைதிப்பு

 (a) 
∆
∆

∆
∆







2

1

3

1
,  (b) 

∆
∆

∆
∆







3

1

2

1
,

 (c) 
∆
∆

∆
∆







1

2

1

3
,  (d) 

−∆
∆

−∆
∆







1

2

1

3
,

24. A adjAn n× = =3 243   எனில் n-ன்மைதிப்பு
 (a) 4          (b) 5          (c) 6          (d) 7

25. பூஜ்ஜிய அணியின் தரம்
 (a)  0          (b) –1          (c) ∞           (d) 1

இதை கணககுகள்

1.  A =
−





1 3 4 7
9 1 2 0

 என்ை அணியின் 

தரததிறனக் கபாண்க.

2.    A =
−













2 1 3 4
0 1 1 2
1 3 4 7

 என்ை அணியின் 

தரததிறனக் கபாண்க.  
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3.  A =














4 5 2 2
3 2 1 6
4 4 8 0

 என்ை அணியின் 

தரததிறனக் கபாண்க.

4.  x y z x y z y z+ + = + + = + =7 2 3 18 2 6, ,  
என்ை ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவுறடயதபா என 
வ்சபாதிக்க.     

5.  பின்வரும் ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு 
உறடயது எனில் k-ன் மைதிப்றபக் கபாண்க. 
2 3 5 3 4 2 7 6x y z x y z x y z k+ − = − + = + − =, ,

6.  தரப்படட ்சமைன்பபாடுகள்  ஒருஙகறமைவு அற்ைறவ 
எனில் k-ன் மைதிப்றபக் கபாண்க. x y z x y z x y z k+ + = − − = + + =1 3 4 5 5, , 

 x y z x y z x y z k+ + = − − = + + =1 3 4 5 5, , .

7. x y z x y z x y z+ + = − + = + − = −2 7 2 2 4 2 1, ,   
  என்ை ்சமைன்பபாடுகறை கிவரமைரின் விதிறயப் 

பயன்படுததி தீர்க்க.
8.  2 கிவைபா வகபாதுறமை மைற்றும் 1 கிவைபா 

்சர்க்கறரயின்  விறை ̀ 100.  1 கிவைபா வகபாதுறமை 
மைற்றும் 1 கிவைபா அரிசியின்  விறை ̀ 80.  3 கிவைபா 
வகபாதுறமை, 2 கிவைபா ்சர்க்கறர  மைற்றும் 1 கிவைபா 
அரிசியின்  விறை `220 எனில் ஒவ்வபான்றின் 
ஒரு கிவைபா விறைறய கிவரமைரின் விதிறயப் 
பயன்படுததிக் கபாண்க..    

9.  ் வவவவறு தரகு வீதஙகறையுறடய A, B, C 
என்ை மூன்று ்பபாருள்கறை கடநத மூன்று 
மைபாதஙகளில் ஒரு விற்பறனயபாைர் விற்பறன 
்்சயததற்கபான விவரஙகள் கீவே உள்ை 
அடடவறையில் ்கபாடுக்கப்படடுள்ைது.

மகாதஙகள் விற்பரன கசயத அலகுகள் க்பறை கமகாத்த 
தைகு `)A B C

ஜனவரி 90 100 20 800

பிப்ரவரி 130 50 40 900

மைபார்ச்சு 60 100 30 850

  கிவரமைரின் முறையில்,  A, B, C என்ை 
்பபாருள்களுக்கபான தரகு வீததறதக் கபாண்க.

10.  ஒரு வபாரப் பததிரிக்றகக்குச் ்சநதபா கடடுமைபாறு 
வகடடுக் ்கபாள்ைப்படும் கடிதம் அநத பததிரிக்றக 
அலுவைகததிலிருநது ஏரபாைமைபானவர்களுக்கு 
அனுப்பப்படுகிைது. கடிதம் ்பற்ைவர்களில், 
்சநதபாதபாதபாரர்கைபாக இருநது மீண்டும் ்சநதபா 
கடடுபவர் 60% ஆகும். ்சநதபாதபாதபாரர்கைபாக 
இல்ைபாமைலிருநது புதியதபாக ்சநதபா கடடுபவர்கள் 
25% ஆகும். இவத வபபால் முன்னர் கடிதம் 
அனுப்பப்படட வபபாது கடிதம் ்பற்ைவர்களில் 40% 
வபர் ்சநதபாதபாதபாரர்கைபாகச் வ்சர்நதனர் எனத 
்தரிகிைது. தற்வபபாது கடிததறதப் ் பறுபவர்களில் 
எததறன ்சதவீதம் வபர் ்சநதபாதபாதபாரர்கைபாவர் 
என எதிர்பபார்க்கைபாம். 

 z அணியின் தைம்
A என்ை அணியின் தரம், அநத அணியின் மிகப்்பரிய பூச்சியமைற்ை சிற்ைணிக் 
வகபாறவயின் வரிற்ச ஆகும்.

 z r( )A ≥ 0 .
 z அணி A-ன் வரிற்ச m n×  எனில் அதன் தரமைபானது, m n,{ }  -ன் மீச்சிறு மைதிப்புக்குச் 

்சமைமைபாகவவபா அல்ைது சிறியதபாகவவபா இருக்கும்.
 z  பூச்சிய அணியின் தரம்  ‘0’ ஆகும்.
 z n n×  வரிற்ச உறடய பூச்சியமைற்ை வகபாறவ அணியின் தரம் ‘n’ ஆகும்.
 z  சமகான அணிகள்

A மைற்றும் B என்பறவ ்சமைவரிற்ச ்கபாண்ட அணிகள் என்க. இவற்றில் ஒரு அணிறய 
மைற்்ைபாரு அணியிலிருநது, முடிவுறு எண்ணிக்றகயுள்ை அடிப்பறட உருமைபாற்ைஙகறை 
வமைற்்கபாள்வதன் மூைம் ்பறுவவபாமைபாயின்,  A-யும்  B-யும் ்சமைபான அணிகள் எனப்படும். 
இதறன A B~  என குறிப்பிடைபாம்.

கதகாகுப்புரை
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 z ஏறு்படி வடிவம்
m n×  வரிற்ச உறடய A என்ை அணியபானது ஏறுபடி வடிவில் உள்ைதபாயின் அது 
பின்வரும் நிபநதறனகறை நிறைவு ்்சயதல் வவண்டும்.  

(i) அறனதது உறுப்புகறையும் பூச்சிய உறுப்புகைபாய ் கபாண்ட ஒவ்வபாரு நிறரயும் 
பூச்சியமைற்ை உறுப்புகறையும் உறுப்புகைபாகக் ்கபாண்ட நிறரக்கு கீவே அறமைய 
வவண்டும்.

(ii) பூச்சியமைற்ை நிறரயில் வரும் முதல் பூச்சியமைற்ை உறுப்பிற்கு முன்பபாக இடம்்பறும் 
பூச்சிய உறுப்புகளின் எண்ணிக்றகயபானது அவவபாைபாகவவ அதற்கு அடுதது 
வரும் நிறரயில் உள்ை பூச்சிய உறுப்புகளின் எண்ணிக்றகறயவிட குறைவபாக 
இருததல் வவண்டும்.

 z  குறைநத பட்சம்  ஒரு  தீர்வபாவது உண்டு எனில், ்சமைன்பபாடடு ்தபாகுப்பபானது 
ஒருஙகறமைவு உறடயது எனப்படும்.

 z  தீர்வுகள்  அற்ை ்சமைன்பபாடு ்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவு அற்ைது  எனப்படும்.
 z r rA B A, ( ) = ( )  எனில், ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு உறடயறவ.

 z r rA B A n, ( ) = ( )=  எனில், ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு உறடயறவ மைற்றும் 
ஒவர ஒரு தீர்வு மைடடும் உண்டு.

 z r rA B A n, ( ) = ( ) <  எனில், ்சமைன்பபாடடுத ்தபாகுப்பபானது ஒருஙகறமைவு 
்கபாண்டது மைற்றும் எண்ணிக்கயற்ை தீர்வுகறைப் ்பற்றிருக்கும்.

 z r rA B A, ( ) ≠ ( ) எனில், ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவுததன்றமை அற்ைறவ வமைலும் 
தீர்வு இல்றை.

 z adjA A n= −1 .

 z A = 0  எனில், A  ஆனது பூஜ்ஜியக் வகபாறவ அணியபாகும், இல்றை்யனில்,  A 
ஆனது பூஜ்ஜியக் வகபாறவ அல்ைபாத அணியபாகும்.

 z AX B=  என்ை ்சமைன்பபாடடு ்தபாகுப்பில் A ≠ 0 எனில் ்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவு 
உறடயது மைற்றும் ஒவர ஒரு  தீர்றவ ்பற்றிருக்கும்.

 z கிவரமைரின் விதி ஆனது ∆ ≠ 0  ஆக இருக்குவபபாது மைடடுவமை ்பபாருநதும்.
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கரலச்கசகாறகள்  (GLOSSARY)
அ்சமைப்படிததபான Non homogeneous
அடிப்பறட உருமைபாற்ைஙகள் Elementary transformations
அணி Matrix
அணி ்சமைன்பபாடு Matrix equation
அணிக்வகபாறவ Determinant
உற்பததி Production
ஏறுபடி வடிவம் Echelon form
ஒருஙகறமைவு Consistent
ஒருஙகறமைவு அற்ைது Inconsistent
ஒருஙகறமைவுள்ை Consistent
ஒவர ஒரு தீர்வு Unique solution
்சதுர அணி Square matrix
்சமைநிறை Equilibrium
்சமைப்படிததபான Homogenerous
தரம் Rank
்தரியபாத Unknown
்தபாடர்ச்சியபான Subsequent
நிறை மைபாற்ைம் Transition
வநரிய ்சமைன்பபாடுகள் Linear equations
பயணிகள் Commuters
பூஜ்ஜியக்வகபாறவ அணி Singular matrix
பூஜ்ஜியமைற்ை வகபாறவ அணி Non-Singular matrix
்பபாருள்கள் Commodities
வபபாக்குவரதது அறமைப்பு Transit system
மைபாறிகள் Variables
மிகுதிப்படுததிய / விரிவுபடுததப்படட Augmented
வரிற்ச Order
்வடடிக்்கபாள்ளும் Intersecting
்வளிப்பறடததீர்வு Trivial solution
்வளிப்பறடயற்ை தீர்வு Non trivial solution
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்படி – 1 : கீழக்கபாணும் உரலி / விறரவுக் குறியீடறடப் பயன்படுததி இச்்்சயல்படடிற்கபான 
இறையப் பக்கததிற்குச் ்்சல்க. பின்பு “12th Standard Business Mathematics and Statistics” 
என்னும் திறரயில் “Volume-1” றய ்தரிவு ்்சயயவும்.. 

்படி - 2 : “Matrices and Determinants-Cramer’s rule” என்னும்  பயிற்சிததபாளிறன ்தரிவு 
்்சயது்கபாள்ைவும். அதில் ்கபாடுக்கப்படடுள்ை  ்படடியில்  X,Y, Z  ்கழுக்களின் எண்கறை 
மைபாற்ைவும். பின்பு முப்பரிமைபாை படஙகறை நகர்ததி அதன் உண்றமையபானத தீர்விறன கபாண்க

்படி 1

்படி 2

்்சயல்பபாடடிற்கபான உரலி : https://ggbm.at/uzkcrnwr

அல்ைது விறரவுக் குறியீடு (QR Code)

இரணயச் கசயல்்பகாடு

கசயல்்பகாட்டின் இறுதியில் 
எதிர்்பகார்ககப்்படும் விர்ளவு
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